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GROUPES DE GROTHENDIECK

INTRODUCTION

Si G est un groupe fini et si k est un corps de caractéristique nulle et

algébriquement clos, il est bien connu que les caractères de G permettent
d’étudier de manière commode les modules sur k[G]. Lorsque k n’est

plus un corps on peut substituer aux caractères de G des « groupes de

Grothendieck » associés à diverses sous-catégories pleines de la catégorie
des modules de type fini sur ,k[G] (SwAN, [ 20] ) . De plus, c’est à l’aide

de tels groupes qu’il a été possible d’étendre aux modules projectifs sur
les algèbres de groupes ( [ 20 ] , [ 11 ] ) et sur certaines algèbres non commu-
tatives des théorèmes tels que le théorème 1 de ( [ 17] ) . Cependant dans

( [ 11 ] ) nous utilisions les caractères modulaires de Brauer et un théorème
de Brauer sur la matrice de Cartan de F p [G]. Il nous a alors semblé que

la th~éorie des caractères modulaires s’exposait de façon plus satisfaisante
à l’aide des groupes de Grothendieck ainsi que beaucoup de résultats de

la théorie des représentations des algèbres artiniennes. Cela fait l’objet
du chapitre IV et d’une partie du chapitre III, le reste de ce chapitre
étant consacré aux groupes de Grothendieck de certaines sous-catégories
de la catégorie des modules de type fini sur une algèbre A. Comme beau-

coup de ces résultats étaient valables pour des catégories de Modules sur
des Algèbres sur des préschémas, nous avons préféré grouper ces résultats
dans le chapitre II. Le chapitre 1 donne des généralités sur les groupes

de Grothendieck.

Dans presque tout ce travail nous n’utiliserons que des résultats

d’algèbre homologique, d’algèbre commutative et des résultats de ( [ 5 ] ) .
Nous ne considérons jamais les problèmes liés à la théorie des « repré-

sentations induites » pour lesquels nous renvoyons à ([20]).
Nous avons présenté une partie de ce travail au Séminaire J.-P. Serre,

1960-1961.

Pour terminer cette introduction nous remercions M. J.-P. SERRE pour
l’aide constante qu’il nous a apporté tant dans l’élaboration que dans la
rédaction de cette thèse. Nous remercions aussi M. DEHEUVELS qui, après
nous avoir initié à la théorie des représentations et à l’algèbre homologique
n’a cessé de s’intéresser à nos travaux. Nos remerciements à M. CARTA:

qui a accepté de présider le jury de cette thèse et à M. MALLIAVIN qui a
bien voulu nous donner le sujet de la seconde thèse



CHAPITRE PREMIER

GÉNÉRALITÉS

SOMMAIRE

Les § 1 et 2 sont essentiellement des rappels. Soit C une catégorie
abélienne et D une sous-catégorie pleine de C satisfaisant à la condition

1 b), on montre comment on peut attacher à D un groupe abélien K(D)
appelé groupe de Grothendieck de D qui est solution d’un problème univer-
sel pour les fonctions additives sur D à valeurs dans les groupes abéliens

(cf. [4] et [14]), puis nous donnons quelques propriétés élémentaires de
ces groupes.

Le § 3 étudie les homomorphismes de groupes de Grothendieck associés
à certains fonctenrs. En particulier, lorsque D’est une sous-catégorie pleine
de D, il existe un homomorphisme canonique de K(D’) dans K(D). Nous

esquissons alors la démonstration d’un théorème de Grothendieck qui donne
des conditions très générales pour que cet homomorphisme soit un isomor-
phisme. Ce thé.orème sera très utilisé dans le chapitre II.

Le § 4 introduit une suite exacte de groupes de Grothendieck associés à
une sous-catégorie épaisse D’ d’une catégorie abélienne D, à la catégorie D
et à la catégorie quotient de D par D’. C’est à l’aide de cette suite que nous
voulons généraliser les suites exactes de ([4], prop. 7) et de ([20], prop. 2.1).
Pour terminer nous considérons trois sortes de catégories, la première inter-
vient dans l’étude des modules projectifs de type fini sur un anneau A (et
aussi chez les topologues pour l’étude des classes de fibres stables) 1 les

deux autres dans l’étude des catégories dont tous les objets sont de longueur .

finie. Dans chacun de ces cas nous donnons des conditions nécessaires et

suffisantes pour que deux objets de la catégorie aient même image dans les
groupes de Grothendieck associés.

1.1. - Soit C une catégorie abélienne et soit D une sous-catégorie de C.
On suppose :

a) que D est une sous-catégorie pleine de C. On rappelle (cf. [15],
8.1.5) que les objets de D sont des objets de C, que si El et E2 sont des

objets de D, HomD (El, E2) = Hom C (E 1, E2) et que la loi de composition
des morphismes de D est induite par celle de C.

b) qu’il existe un ensemble S d’objets de D tel que tout objet de D soit
isomorphe à un élément de S.

1.2. - On dit qu’une fonction f de D dans un groupe abélien G est

additive si pour toute suite exacte de C

telle que E, E’, E" soient des objets de D, on a
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Pour tout groupe abélien G, les fonctions additives de D dans G forment

un sous-groupe AD (G) de l’ensemble des fonctions de S dans G. On définit
de manière évidente un foncteur covariant G .,~,,~. AD(G) de la catégorie des
groupes abéliens dans la catégorie des groupes abéliens.

Soit alors K(D) le groupe abélien défini par générateurs et relations de
la manière suivante :

- - tout élément E de S définit un générateur [E] de K(D).
- toute suite exacte

définit une relation : [E’] -- [E] - [E"] = 0.
Soit E un objet de D, ,par hypothèse il existe E’ E S tel que E soit

isomorphe à E’. Soit la fonction qui à E associe l’élément [E’] ]
de K(D), on a q~ (K(D) ) . Si G est un groupe abélien et si g E Ho.in
( K(D ) , G ) alors f = g o ~D E A D (G). Réciproquement, pour toute fonction
f E AD(G) il existe un homomorphisme unique g de K(D) dans G tel que

Autrement dit le couple (K(D), ~.~I~) représente le foncteur

G .~ A D G). Cela montre que le groupe K(D) « ne dépend pas » de l’en-
semb le S. Le groupe K(D) s’appelle le groupe ,d.e Grothendieck de D et 
l’application canonique de D dans K(D).

On écrira souvent par la suite [ E]D au lieu de (E) et mê~me [E]
si aucune confusion n’est à craindre.

1..~. - Il résulte im~m~édiatement des définitions que tout’ 

n

x E K(D) est de forme x == Y ni ni E Z et où Ei est un

1=1

objet de D.
Si de plus D est stable pour les sommes directes finies tout élément x de

K(D) est de la forme x = [E] -- [F], où E et F sont des objets de D.
.Remarque 1.4. - Si D est stable pour les sommes directes infinies alors

K(D) = 0. En effei, soit E un objet de D et soit, pour tout entier n, E un

objets de D isomorphe à E. Posons F = En,alors F ® E ^-~ F. Donc

[F] = [F] + [E] et [E] _ ().

§ 2. - LEMMES ÉLÉMEN’rAIRES.

Lemme 2.1. -- Soit E un objet de D, et soit 0 = E0 ~ E 1 c ...
c E n = E une suite croissante de sous-objets de E. On suppose que pour

0  i n, E 1 et Ei ! Ei_ 1 sont des objets de D. Alois [E] = 03A3

Démonstration par récurrence sur n en utilisant la suite exacte



un complexe fini de D. On dira que E, est strictement dans D si les objets
Bi = Im (~l + 1), Zi = ker ( ~1) et Hi = Zi / Bi sont dans D.

l,emme -- Soit E, un com~plexe fini de D. Si E est strictement dans
D (cf. 2.2), on a alors, avec les notat ions de (2.2)

§ 3. -- CARACTÈRE FONCTORIEL.

3.1. - Soit C, C’, C" des catégories et soient D, D’, D" des sous-catégories
de C, C’, C" respectivement. On suppose que ces sous-catégories satisfont
aux conditions de (1.1 ) .

Soit T (resp. T’) un foncteur de C dans C’ (resp. de C’ dans C"). On

suppose que T (resp. T’) transforme un objet de D (resp. D’) en un objet de
D’ (resp. D") et que T (resp. T’) est exact sur D (resp. D’). La fonction

T est une fonction additive de D dans K(D’ ) . D’après (1.2), elle définit
un homomorphisme ( T] caractérisé par la relation :

(3.1.1) [T] ( [E] ) _ [T(E) ], pour tout objet E de D.
Il est d’autre part immédiat de vérifier que :

(3.1.2) ‘T’] o [T] _ [T’^T].
Lemme 3.2. - En plus des hypothèses de (3.1) on suppose que T : C -~ C’

est une équivalence de catégories et que T définit une équivalence de catégo-
ries entre D et D’. Alors [T~] : K(D) -~ K(D’) est un isomorphisme.
Exemple 3.3. - Soit C une catégorie abélienne, soit D une sous-catégorie

de C satisfaisant aux conditions de (1.1) et soit D’ une sous-catégorie pleine
de D. Alors, D’ est une sous-catégorie de C satisfaisant aux conditions de
(1.1 ). Le foncteur identique de C satisfait aux conditions de (3.1 ), il lui est

donc associé un homomorphisme.

(3.3.1 ) K(D’) - K(D ) .
On appellera cet homomorphisme t’homomorphisme canonique de 

dans K(D).
Proposition (GROTHENDIECK [14] ). - Soit C une catégorie abélienne

et soit D une sous-catégorie pleine de C satisfaisant aux conditions de (1.1 ) .
Soit D’ une sous-catégorie pleine de D, On suppose que les conditions sui-
v:antes sont satisfaites.

a) Pour toute suite exacte

de C telle que E et E" soient des objets de D (resp. D’) , E’ est un objet
de D (resp. D’).

b) ) Pour tout objet E de D, il existe n E ~ Z tel que pour toute suite exacte

dans laquelle E1, 0 ~ i ~ n, est lln objet de D’et n > nE, F est un objet de
D’.



c) Soient E, E’, E" des objets de D et soient u : E ~ E’ un morphisme
et v : E" -.~ E’ un épimorphisme. Il existe alors un objet F de D’, un mor-
phisme u’ : F - E" et un épimorphisme v’ : F ~ E tels que le diagramme

soit commutatif.
Alors l’homomorphism,e canonique (3.3.1 ) ) est un isomorphisme.
Nous allons donner les grandes lignes de la démonstration (cf. [14]

th. 2.3 et [4] ] th. 2). . Soit E un objet de D, on montre d’abord qu’il existe
une résolution finie de E par des objets de D’ :

On montre ensuite que f(E.) ne dépend que de E. Si E. et sont deux

résolutions finies de E, on construit une résolution finie E", de E et un

épimorphisme h (resp. h’) de E ", sur E. (resp. E’.) induisant l’identité sur E

( [4] , lemme 14) ; il suffit alors de montrer que f (E ",) = f(E’).Pour cela
on prouve que le complexe F. = ker(h) est acyclique en toute dimension
et que ses bords et ses cycles sont des objets de D’et on applique le

lemme (2.3).
On montre ensuite que f(E.) est une fonction additive de E (cf. [4],

lemme 12). Il existe donc, d’après (1.2), un homorphisme f : K(D ) -~ K(D’)
caractérisé par la condition f ( [E] ) = f(E.). Il est alors trivial de vérifier

que cet homomorphisme est l’inverse de l’homomorphisme canonique de
K(D’) dans K(D).

3.5. - Reprenons maintenant les notations et les hypothèses de (3.1 ) .
On désigne par F = (Fi ) (resp. G = (G I ) ) soit un foncteur cohomologi-
que ,soit un foncteur homologique et on suppose que pour tout objet E
de D (resp. E’ de D’), les Fi(E) (resp. Gi (E’) ) sont des objets de D’

(resp. D"), nuls sauf pour un nombre fini d’entre eux. On pose alors :

[F](E) = ~ (-1 ) 1 ] (resp. [G] (E’) _ ~’ (-l)i G’ (E’) .
i i

Rappelons qu’une sous-catégorie pleine D~ 1 d’une catégorie abélienne

C 1 est dite épaisse si pour toute suite exacte

de C , E’ est un objet de D 
1 

si et seulement si E et E" sont des objets
de D1.

Lemme 3.6. - Si, en plus des hypothèses de (3:5 ) D’ est une sous- .

catégorie épaisse de C’, alors le foncteur F définit un homomorphisme
[F] : K(D) ~ K(D’) caractérisé par la relation :

pour tout objet E de D.



En effet, il résulte immédiatement de (2.2) que la fonction [T] (E) =

~ (-1 )1 [F1 i (E)] ] est additive. 
-

i

Lemme 3.7. - Si en plus des conditions de (e3.5 ) les con,ditions sui-

vantes sont satisfaites :
a) La catégorie D’ (resp. D") est une sous-caté~g~orie épaisse d~e C’

(resp. C").
existe un foncteur H de C dans C" satisfaisant à des conditions

analogues à celles de F ef de G.

c) Il existe, pour tout objet E de D une suite spectrale aboutissant
aux Hk (E) et dont le terme initial est G~) (Fj CE) ) .

Alors : .’ [H] = [G] a [Fl.
Démonstration immédiate à l’aide des lemmes (2.1) et (2.3).

§ 4. - QUELQUES CAS PARTICULIERS.

4.1. - Soit D une catégorie abélienne satisfaisant à la condition (l.l.b)
et soit D’une sous-catégorie épaisse de D (cf. 3.5). D’après ( [ 11 ] , III, 1)
on peut associer à D et D’ une catégorie abélienne D/D’ : la catégorie
quotient de D par D’. Les objets de D/D’ sont les objets de D et si p: et E’

sont des objets de D, = lim (F, E’/F’), où F et

F,F’
F’ parcourent les sous-objets de E et de E’ tels que E/F et F’ soient des

objets de D’. Soit T le foncteur canonique de D dans D/D’, T est un fonc-
teur exact, il définit donc un homomorphisme [T’] de K(D’) dans K~(l_)/D’). ,

Proposition fi.2. - Sous les hypothèses et avec les natations de (4.1 ), ,
on a la suite exacte

En effet, soit K = K(D),IK(D’) ; puisque pour tout objet E de D on a
T(E) = 0, iT] se factorise à travers un homomorphisme t : K ~ K(D/D’).
On va définir un homomorphisme t’ : : K(D/D’) ~ K et montrer que t’est
l’inverse de t.

Soit F un objet de D/D’ ; ; il existe alors un objet E de D tel que
T(E) = F. Soit e l’image canonique de E dans K; nous allons montrer

que e ne dépend que de F. En effet, soit E’ un objet de D tel que
T{E’) = T(E) = F et soit e’ l’image canonique de E’ dans K. D’après
([11], III, 2) il existe des sous-objets E 1 et E2 (resp. E 1 et E2) de E

(resp. E’) tels que

que E et (resp. E. et E’/E’2) soit des objets de D’ et que

2014E~/E.. Cela signifie que 



D’après ( [ 11 ] , III, 1, cor. 1 ) , pour toute suite exacte

de D/D’, il existe une suite exacte

de D telle que la suite exacte déduite de (4.2.2. ) par T soit iso:morphe à
la suite exacte (4.2.1 ) . Cela montre que la f onction F .,~-~ e, définie ci-dessus
est additive; elle définit donc un homomorphisme t’ de K(D/D’) ) dans K.

Il est immédiat de vérifier que t’ est l’inverse de t.

4.3. - Soit I un ensemble d’indices et soit pour tout i E I, une caté-

gorie abélienne Di satisfaisant à la condition (1.1.b) et soit .) - Di la

somme directe de la famille (Di)i~I ; on rappelle que Di est la

sous-catégorie pleine 
l Di qui est f ormée des objets (Ei)i~I tels

que E i soit l’objet nul de Di sauf pour un nombre fini d’indices. Pour

tout i e I, il existe un f oncteur exact 0398j de Dj ç Dj i défini parE ~ ~ lEI l 1

(E ) _ (E j ) j E I , où Ej est égal à E si i = j, et à O si i ~ j et qui iden-

tifie Di à une sous-catégorie pleine de 
, 

|| i~I 
Di . Il existe donc 

(3.3 ) un homomorphisme canonique [0398i] : K(Di) ~ K( || i~I Di) et donc

un homomorphisme canonique de 
, 

|| i~I 
l 

dans K( ,) || i~I 
Di).

Proposition 4.4. - L’homomorphisme canonique

est un isomomorphisme.
En effet, soit E = ( E i ) ) i E I 

un objet de || i ~ I (Di ) , puisque E i est

l’objet nul de Di sauf pour un nombre fini d’indices, I est un

élément de 1 , ~ E ~ I ) et la fonction de 1 ~_ E I I Di i dans K(D i ) ainsi

définie est additive. D’où un homomorphisme de K( || i~I Di ) dans

) qui est de manière évidente l’inverse de (4.4.1 ) .

4.5. -- Soit Dune catégorie ab~élienne satisfaisante à la condition

(l.l.b ) . On suppose de plus que les objets d~e D sont de longueur finie.
Soit alors T l’ensemble des types d’objets simples de D et soit, pour tout
t E T, E t un objet simple de D de type t.

Soit ma.intenant E un objet de D, et soit pour tout t E T, Ot (E) le

nombre de quotients de Jordan-Hölder de E de type t. Il résulte des pro-



priétés des suites de Jordan-Hôlder que la fonction 0 : D ~ Z (T), définie

par la relation 0(E) = (0 (E) ) t E T, est une fonction additive; elle définit
donc un homomorphisme K(D ) -a Z (T) . .

Lemme 4.6. -- Sous les hypothèses de (4.5) l’homomorphisme [0) est
un isomorphisme.

En effet, cet homomorphisme est surjectif puisque Im ( K(D) ) contient
la base canonique de Z ~1 ) .

Cet homomorphisme est injectif : soit en effet x E K(D) tel que
[ 0 ] ~(x) = O. D’après (1.3) il existe des objets E 1 et E 2 de D tels que
x = par définition [0] ( [E 1 ] ) = [0] ( [E2 ] ) signifie que

E 2 ont mêmes quotients de Jordan-Hôlder ; donc, d’après le lemme
(2.1), ] = [E~ J etx=0.

Proposition l~.’~. - Sous les hypothèses et avec les notations (4.5)
K(D ) ) est un groupe abélien l ibre d’e base ( [ E t ] ) t ~T . De plus, pour tout
objet E de D, la composante d’indice t de E est égale au nombre de quo-
tients de de E de type t.

C’est une conséquence immédiate de (4.6).
Dans ce qui suit on appellera la base ([ E f J) t E T la ,base canonique

de K(D). . 
"

Corollaire 4.8. - Soit D une catégorie abélienne satisfaisant aux con-
à’ifions de (4.5) et soient El et E2 des objets de D, Alors El et E2 ont
même im~age dans K(D) ai et seulement si ils ont m’êmes qu~o~tients de
Jordan-Hölder.

Corollaire 4.,9. - Si D’ est la sous-catégorie pleine de D formée ,des
objets semi-simples de D, alors l’homomorphisme canonique de K(D’)
dans K(D) est un isomorphisme.

4.10. - Soit C une catégorie abélienne et soit D une sous-catégorie
de C satisfaisant aux conditions de (1.1). On suppose de plus que toute
suite exacte de D est scindée et que D est stable pour les sommes directes
finies.

Soit alors S un ensemble d’objets de D tel que tout objet de D soit
isomorphe à un élément de S (cf. 1.1 ) . Soient E2 E S la relation : il
existe un élément E 3 de D tel que une relation
d’équivalence dans S : soit S’ l’ensemble quotient.

Il est immédiat de vérifier que la somme directe dans D définit dans
S’ une opération qui fait de S’ un monoïde commutatif. Soit K’ symé-
trisé. L’application canonique de D dans K’ est additive; elle définit donc
un homomorphisme canonique de K(D) dans K’.

Propositi~on 4.1 T . - Si D est une catégorie satisfaisante aux conditions
de (4.10), l’homomorphisme canonique de K(D) dans K’ est un isomor-
phisme.

En effet) cet homomorphisme est surjectif puisque Im ( K(D ) ) con-
tient S’.



Cet homomorphisme est injectif : soit, en effet x un élément de

K(D) dont l’image dans K’ est nulle, et scient E E2 des objets de D

tels que x = [ E 1 -j2014[E~] ] (cf. 1.3). Par hypothèse E 1 et E2 ont même

image dans S’ et cela signifie qu’il existe un objet E3 de D tel que

E3 ~ E2 0 E3 . On a donc [E1 J = et donc x = 0.

Coro,llaire 4.12. - .Soit D une catégorie satisfaisant aux conditions de

) et soient E 1 et E 2 des objets de D. Alors E1 et E2 ont même

image dans K(D) si et seulement si il existe un objet E3 de D tel que

4.13. - Soit C une catégorie abélienne et soit D une sous-catégorie

pleine de C satisfaisant aux conditions de (1.1). On suppose de plus :

a) que toutes les suites exactes de D sont scindées,
b~) que D est stable pour les sommes directes finies,

c) que tout objet E de D est une somme directe finie d’objets indé-

composables de D et que cette décomposition est unique à un automor-

phisme de E près.

Soit alors T l’ensemble des types d’objets indécomposables de D et

soit Ft, t E T, un objet indécomposable de type t. Soit E un objet de D

et soit E = || i Ei me décomposition de E en somme directe d’objets

indécomposables. On désigne alors par Et (E) le nombre de Ej isomorphes
à Et. D’après c) 0t(E) est indépendant de la décomposition choisie et

d’après a) la fonction e de D dans Z ~T~ définie ,par la relation 0(E) _

(0t (E») tE T est additive, elle définit donc un homomorphisme :

(4.13.1) ) K(D ) --~ Z .

Proposition 4.14. -- Avec les hypothèses et les notations de (4.13),

K(D) est un groupe abélien libre de base ([Et]) t ET. .
Il suffit, en effet, de démontrer que l’homomorphisme (4.13.1) est un

isomorphisme.
Cet homomorphisme est surjectif puisque Im ( K(D ) ) contient la base

canonique de Z (T).
Cet homomorphisme est injectif. En effet, soient x un élément du

noyau de (4.13.1 ) ; d’après (1.3) x = ] - [ E2 ] , où E 1 et E ~ sont des
objets de D, E 1 et E 2 ont même image dans Z ~1~~ ce qui signifie que
E 1 et E 2 sont isomorphes et donc que [ E 1 ] = [E21 et achève la démons-

tration. On a en outre démontré : : 
’

Corollaire ~~.15. - Deux ob jets El et E 2 de D sont isomorphes si et

seulement ils ont même image dans K(D).



CHAPITRE II

GROUPES DE G’ROTHE’NDIECK ASSOCIÉS A DES CATÉGORIES
DE MODULES SUR LES PRÉSCHÉMAS

SOMMAIRE

Soit X un préschéma localement noethérien et (~ une ~~~ -Algèbre
cohérente comme Module sur 0 X et soit la catégorie des 
cohérents co~mme ~ X-Module. On pose

= M~
1 définit diverses sous-catégories pleines de en particulier la

sous-catégorie formée des @-,Modules de dont les localisés en tout

point x de X sont des GX-modules projectifs. (On pose alors = K(PG).
Puis on donne des conditions pour que les groupes de Grothendieck,
associés à ces diverses catégories, soient isomorphes.

On définit enfin une application bilinéaire ~~l a de P a X Ma dans

M ~ X qui généralise les relations d’orthogonalité des caractères (resp.

des caractères modulaires) d’un groupe fini.

Le § 2 traite des morphismes de groupes de Grothendieck associés à

des morphismes d’Algèbres.
Le § 3 généralise une suite exacte de Borel-Serre par la méthode des

catégories quotients.
Le § 4 considère le cas où (î est une Algèbre de groupe. Soit G un tel

groupe, et soit P’a le groupe de Grothendieck de la sous-catégorie pleine

l’~ de 1Vla formée des (~-Modules qui sont localement libres 
On montre que l’application diagonale de G définit sur une structure
d’anneau et que MG est un P’G-Module. On étudie enfin comment les

homomorphismes définis au § 2 se comportent vis-à-vis de ces structures

1. DÉFINITIONS

1.1. - Soit X un présehéma localement noethérien ( [ 15 ] , 1.6.1),
soit OX son faisceau structural et soit Q une OX -Algèbre cohérente

( [ 15 ] , 0, 5.3.7). On désigne par la catégorie des G-Modules qui sont
cohérents com~me ~ x -Modules.

On note M ~ = 
On désigne par P’a la sous-catégorie pleine de MG formée des @-Modules

dont les localisés en tout point x de X sont libres sur OX. x. On pose

P‘a= K(P’Q). 
’ ’

Un désigne par sous-catégorie pleine de MG formée des objets
de dont les localisés en tout point x de X sont de dimension projec-



tive finie On pose H’a= K(H’~ ).
On désigne par sous-catégorie pleine de M G formée des 

dont les localisés en tout point x de X sont des ax -Modules projectifs.
On pose P~ = 

On désigne enfin par Ha la sous-catégorie pleine de Ma définie par
les ~-Module~s dont les localisés en tout point x de X sont de dimension
projective finie sur On pose Ha = K(H ~ ) .

On appelle homomorphisme de Cartan et on note l’application
canonique de P G dans M, . Cette terminologie sera justifiée au chapitre III.

Remarque 1.2. - Soit G un @-Module, nous dirons que G est un

(f-Module cohérent (resp. quasi-cohérent) s’il est cohérent (resp. quasi-
cohérent) comme OX-Module.

Il est immédiat de vérifier que cette définition de (~-~Modu~le quasi-
cohérent co’ïncide avec celle de ([13], 4.1).

De plus, si X est un préschéma localement noethérien et si (~ est une
OX-Algèbre cohérente, les conditions suivantes sont équivalentes :

a) g est un a-Module cohérent,
est de présentation finie.

l,em~me 1.~~. - La catégorie P~ (uesp. P’a ) est la sous-catég.orie pleine
de M a formée des G tels que, pour tout ouvert affine U de X,
l’ (G|U) ) soit un 1 projectif (resp. un pro-

jectif). . 
°

Puisque tout module projectif de type fini sur un anneau local est libre
le lemme 1.3. est une conséquence immédiate du lemme suivant : :

Lemm~e 1.4. - S~oif C un anneau commutatif noethérien, soit B une

C-algèbrede type fini comme C-module et soit E un B-module de type fini.
Alors les assertions suivantes sont éqiiivalentes :

a) E B-module projectif,
b) Pour t~Ilt idéal premier pde C, est un B~ -m~odule pro jecti f .
En effet, si E est un B-module projectif Ep est unBp -module projectif.

Réciproquement, il est facile de voir que, pour tout idéal premier p de C,
pour tout B-module de type fini E et pour tout B-module F

Donc, si pour tout idéal premier p, E ~~ est un B~~ -module projectif alors
C ® Ext1B(E, F ) = 0. ° Il résulte alors de ( [ 6 ] , II, 4, n° 4) ,que Ext1B (E, F)
= O, pour tout B-module F; cela signifie que E est projectif et achève la
démonstration.

Lemme 1.5. - Soit X un préschéma noethérien. S’il existe sur X un
OX-Module ample (cf. [15], II, 4.5), tout objet de MG est quotient d’un
objet de P ~ 

.

En effet, soit G un objet de MG. D’après ( [ 151, , II, 4.5.5 ) , il existe un



OX-Module cohérent localement Libre L et un O X-homomorphisme sur-
jectif de L sur G. Le G-Module G est donc un quotient de G ~ O X f.

Proposition 1.6. - Si X est un préschéma noethéri,en et s’il existe sur
X un faisceau alors H G est la sous-catégorie plein,e de M et formée
des obJets de qui admettent une résolution finie par des .objets de PG.

En effet, sont ~ un objet de ~~l ~ et soit

une résolution de G par des objets de par définition, pour tout point
xdeX’, 

-

est une résolution GX-projective de GX; donc est un objet de HG.
Réciproquement, soit G un objet de HG. Il existe alors un entier ne tel

que pour tout point x de X on ait dh X (~x)  n ~, En effet, pour tout

x E X, on peut construire une résolution.

- - -, /

de G X par des @ -modules project,ifs de type fini. I,1 résulte alors de ( [13 , "
4,1.3) et de ([15], O, 5.2.î) qu’il existe un voisinage U(x) de x et une
résolution

de par des objets de PG|U(x). Donc, pour tout point y de U(x),
dha (Gy) n(x). L’existence de nG résulte alors du caractère noethérien de X.Y Y o 

, , ,D’après le lemme (1.5) on peut pour tout entier m construire une résolu-
tion 

dans laquelle les @-Modules Jj, 0 Ç i m, sont des objets de Si

m > n G on a m > sup (dhG(Gx)) alors, d’après ( [ 10 ] , VI, propr. 2.1 ) , pour’ 

xeX x

tout x E est un G
x 
-module projectif. Cela achève la démonstration

de (1.6). On a de plus démontré le résultat suivant : :
Lemme 1.7. - Sous les hypothèses de la proposition (1.6), pour tout

objet G de existe un entier n G satisfaisant àla condition suivante : soit

une suite exacte telle que ~ i , U C i ~ n, soit un objet de P alors ~ est
un objet de Pa dès que n > .

Proposition 1.8. -- Si X est un préschéma noethérien et s,’il existe sur
X un X-Module ample, alors l’application canonique de PG dans H Qest un isomorphisme.

Montrons, en effet que les hypothèses de la proposition (1, 3.4) sont
satisfaites. Il est immédiat de démontrer l’hypothèse a) de cette proposition.
De même, l’hypothèse b) n’est autre que la conclusion du lemme (1.7).
Vérifions l’hypothèse c ) : soient ~, ~’, ~" des objets de u : J ..~ ~’



un morphisme et v : g" -.~ &#x26;’ un épimorphisme. Soit alors le produit fibré
de g et de g" au-dessus de §’, c’est-à-dire le sous-Module de G x G" formé
des éléments (e, e") pour lesquels u(e) = v(e" ) . D’après le lemme (1.5) il

existe un objet ~; de P (fet un épimorphisme f : ~’, soit alors v’ (resp.
u’) le composé de f et de la première (resp. la seconde) projection de ~ x g".
Il est immédiat de vérifier que g, u’, v’ satisfont aux conditions de (I, 3.4.c). .

Proposition 1.9. - Si X est un préschéma noethérien, s’il e,xiste un

OX-Module ample ef ’ si (î est localement libre ’ sur ’ alors H’ est la

sous-catégorie pleine de formée des G-Modules qui admettent rme

résolution finie par des objets de P’ . .

Soit g un objet de On montre d’abord, comme dans (1.6) qu’il existe
un entier n’(g) tel que dh ~ X (~ x ) C n’ (~~) . °

D’après (1.5), g est quotient, comme ~~-Module, d’un objet ~;’ de

P’ 
° ;soit ~; = alors ~ est quotient deg, comme 

et ~; est un objet de P’ . . On peut donc construire une résolution
0 E- ~ ~’ ~ O E- ~ 1 E- ..... ~- c~~’ 

I11 

de G, dans laquelle 3., est un objet de P’ , Si m > n’( 8),
d’a rès 10 VI 

1 

2.1 
’ a . 

’d’après ([10], VI, prop. 2.1) L est aussi un objet de P’ a. Cela achève la
démonstration.

Corollaire 1.10. - Sous les hypothèses de la proposition (1.9) 
morphisme canonique -~ est un isomorphisme.

Démonstration analogue à celle de (1.8). .
Proposition 1.11. -- Si en plus des hypothèses de (1.9), pour tout point

x E 
r 

est un anneau régulier, canonique de 

(resp. H’ ) dans M esf un isomorphisme.
En effet, d’après (1.10), il suffit de montrer que l’homomorphisme

canonique de H 1 a dans M est un isomorphisme. Soit g un objet de M 
et soit x un point de X; pulsque OX,x est régulier, g est de dimension

homologique finie. Donc ~ est aussi un o~b~jet de H’ ’~ et cela montre que
H’ a est égale à et achève la démonstration. . 

~

Proposition 1.12. - Soit X un préschéma localement noethérien et soit
(~ une ~ 1-ALgrèbre c~o~hére.nte. Il existe alors une application bilinéaire

0398 G de P a x M G dans M O X 
telle que ([G] [J ] ) _[ HomG (E,J ) !, pour

tout ob jet ~ (resp. ~ ) ) de P ~ (resp. u~ ~ ) .
En effet, le foncteur, HomG de x dans M 

OX est exact en chacun
de ses arguments; la proposition en résulte aussitôt. 

~ 

§ 2. - CARACTÈRE FONCTORIEL.
2.1. - Soient X (resp. Y) un préschéma localement noethérien, Q (resp.



ffi) une 0 X-Algèbre (resp. OY -Algèbre) cohérente et soit f = (03C6, 03C8) un

morphisme de préschémas de (X, ~ X ) ) dans (Y, ~ ~,1; soit enfin 1 : ~ -~ (?.
un morphisme compatible avec les structures d’algèbre de (~ et de $ et

h = ~) le morphisme d’espaces annelés (X, ~) -.~ (Y, associé.
On rappelle que la donnée de $ est équivalente à la donnée d’un

morphisme de f*(ffi) dans Q (resp. de £ dans f(Q)).
2.2. - On considère tout le foncteur

Ce foncteur est un foncteur exact de P dans P ~, on note alors 

l’homomorphisme de P ~ dans P a asso~cié à ce foncteur.
Si (~ = alors h*(~) = f*( ~1 > et le foncteur

est un foncteur exact de PB dans PG (resp. de P ’ dans P ’ ) ; on note f!P
j 

. u £l @ l’

(resp. f p, > l’ho.momorphisme associ.é à ce foncteur.
Prop,osition 2.3. - Si Y est un préschéma noethérien, si @ = f*( £é) et si

tous 1,es anneaux locaux de O Y 
sont réguliers, il existe un homomorphisme

f h : M * - NI G défini Pai ia relation suivante : pour tout objet &#x26; de M * ,

Soit, en effet Fi le
est un foncteur homologiqueet = 0 sauf pour un nombre fini d’entre
eux. La :proposition résulte alors de (I, 3.6).

Remarque 2.4. 2014 Supposons vérifiées les hypothèses de (2.3) et dési-

gnons par c’B l’homomorphisme canonique de P’ dans M ; on a alors

= 

. 

En effet, soit g un objet . Alors F~(g) =0 si i>l, donc

2.5. - On considère maintenant le foncteur

de la catégorie des @-Modules dans la catégorie des %-Modules. On suppose
que Y est un préschéma noethérien et que f est propre; il résulte de ( [ 15],
III, 1.4.12) que pour tout objet g de et tout i > 0, est un objet
de M ffi. D’après ( [ 15 ] , III, 3.2.1 ) les RI t* sont nul s sauf un no~m!b~re fini
d’entre eux. D’après (I, 3.6), il existe un homomorphisme, noté encore h i

et tel que

2.6. - Soit maintenant (V, un préschéma localement noethérien,



soit  une O -Algèbre cohérente, soit g = (03C6’, 03C8’) un morphisme de pré-

schémas de (Y, ~Y ) dans (V, ~ ~) et soient ~’ _ ~ ~ ~ un morphisme

d’Algèbres et k = (03C6’, 03BE’) le morphisme d’espaces annelés associé.

D’après le lemme ( , ) , on a p ok p = p ,

= f*(~~) et ~ = g*(~) on a de même

Si Y et (~ (resp. V et satisfont aux conditions de la proposition (2.3 )
on montre à l’aide du lemme (I, 3.7) que f!M o g ! - (gof) ....

Un montre de même que si Y et f (resp, V et gl satisfont aux conditions de

§ 3. - QUELQUES SUITES EXACTES.
3.1. - Soit C une catégorie abélienne localement noethérienne (cf. [Il],

II, 3) et soit D une sous-catégorie épaisse de C (cf. I, 3.5). Soit C’ (resp. D’) )
la sous-catégorie épaisse de C (res,p. D) formée des objets noet~hériens de C

(resp. D ) .
Soient E et F des objets de C’,/D’, E et F sont aussi des objets de C’

(cf. I, 4.1 ) . D’autre part,

où E’ et F’ sont des sous-objets de E et de F tels que E/E’ et F’ soient des

objets de D’. Mais, puisque E et F sont noethériens, tout sous-objets de F
dans C est aussi un sous-objet de F dans (;’ et tout quotient de E dans C est
aussi un quotient dans C’. On a donc :

On a donc démontré le lemme suivant :

Le~m~m~e 3.2. - Sous les .hyp~othèses et avec les notations de (3.1 ) C’/D’
est équivalente à la sous catégorie pleine de C/D définie par les ob jets de C’.

Corollaire 3.3. - Si en plus des hypothèses de (3.1 ), il existe, pour tout
objet noethérien E de C/D, un objet F de C’ tel que E et F soient isom,or;p,hes
dans C/D, a~lors C’/D’ est équi,v~alente à la sous-catégorie épa,isse C/D définie
par les objets noethériens de C/D.

Proposition 3.4. - Soit X un préschéma localement n~o~ethérien, soient
U un ouv~ert de X et F le complémentaire de U dans X et soit (~ une

OX-Algèbre cohérente. Alors, la catégorie M G|U est équivalente à la caté;-

gorie quotient de MG par la sous-catégorie épaisse de M G f ormée des

dont le support est contenu dans F.
Soit j l’injection canonique de U dans X et soit T le foncteur

E j*(E) = E|U, de la catégorie des G-Modules quasi-cohérents dans la

catégorie des G| U-Modules quasi cohérents.



. Soit maintenant G’ un G|U-Module quasi-cohérent, d’après ([15], I,
9.2.2.a ) j ~ (E’ ) est un a-Module quasi-cohérent. Soit alors S le foncteur

j*(G’) de la catégorie des G|U-Modules quasi-cohérents dans la caté-
gorie des ~~-Modules quasi-cohérents.

Le foncteur T est exact et ker(T) est formé des @-Modules dont la res-
triction à U est égale à 0 (cf. [Il], III prop. 5 ) . D’autre part S est un fonc-
teur adjoint à T et ’ros est isomorphe au foncteur identique de la catégorie
des U-Modules .quasi-cohérents. Il résulte alors de ( [ 11 ] , III, prap. 5 ) que
la catégorie des G| U-Modules ,quasi-coh,érents est équivalente à la catégorie
quotient de la catégorie des @-Modules quasi-cohérents par la sous-catégorie
épaisse formée des @-Modules dont le support est contenu dans F.

Soit maintenant E’ un G|U-Module cohérent et soit J’ = j* (E’). D’après
( [ 15 ] , 1, 9.4.7) il existe un sous ~ -Module cohérent ~’ de 3’ tel que

~’~ U = ~’. Soit § le de 3’ engendré par ~’. Le @-Module §
est cohérent Les hypothèses du corollaire (3.3.) sont satis-
faites et cela achève la démonstration.

3.5. - Soit, comme ci-dessus, X un pr,éschéma localement noethérien, soit
U un ouvert de X et soit F le complémentaire de U dans X. On désigne par

M~ (F ) le groupe de Grothendieck de la sous-catégorie épaisse de

définie par les a-Modules dont le support est contenu dans F.
Proposition 3.6. - Soit X un préschéln,a localement noefhérien, U an

ouvert de X et F le complémentaire de U dans X et j l’immersion canonique
de U dans X. On a alors la suite exacte :

La proposition résulte immédiatement de (3.4) et de la suite exacte

(I, 4.1.2 ) associée aux catégories quotient.
3.7. -- Soit .~j un idéal de définition de F, soit ~ ~, , = / c~ et soit

i l’immersion canonique de (F, OF) dans (X, OX l ; d’après ( [ 15 ] , nI ,
5.3.11), i*(G) est une OF -Algèbre cohérente. D’autre part, pour toul

cohérent ~’, le ~-~Mod~ule i~(~’) est cohérent; de plus le fonc-
teur ~’ .~...~ i ~ ~~’) est exact, il définit donc un homomo~rphis~me

Proposition 3.8. - Soient X un préschéma noethérien, F un sous-

préschéma et i l’imm,ersion canonique de F dans X, et soient U le complé-
menlaire de F dans X et j l’immersion canonique de U dans X . On a alors
la suite exacte

’ 

En effet, soit 0’ un est un @-Module
cohérent et son support est contenu dans F, d’où un foncteur exact de

Ma (F) et un homomorphisme ij : : --~ Ma (F). Il est

immédiat de vérifier que i ~ est le composé de i’ i et de l’homomorphisme



canonique de Ma (F) dans M a . Compte tenu de la suite exacte (3.6.1 ) il

suffit pour démontrer la proposition de montrer que ii est une surjection

Soit alors ~ un objet de Ma (F). Puisque X est un noethérien et que ~
est noethérien, il existe un entier n tel = 0, d’où une filtration

de ~. On a donc d’après I, 2.2),

Puisque pour tout A-Module E" annulé par I, i~i*(~") est iso~mor~phe à

E", i ~ ] e.st donc surjectif. Cela achève la démonstration.

3.9. - Soit maintenant X un préschéma localement noethérien intègre,
soit x le point g,énérique de X et soit (T) la sous-.catégorie épaisse de

formé des objets de qui sont des O X 
-Modules de torsion ( [15],

I, ?.4). .

Proposition 3.10. - La catégorie des GX -modules de type fini est équi-
x

valente à la catégorie quotient de M G par MG (T) ) et on a la suite exacte :

Démonstration analogue à celle des propositions (3.4) et (3.6). .

§ 4. - ALGÈBRES DE GROUPES,

4.1. - Soit (X, ~X ) ) un préschéma localement noethérien, soit G un

groupe fini et soit a = ~ X [ f~~ . Soient g et ~’ des @-Modules; on définit
sur ~ 8) /cB ~’ une structure de Q-Module en posant g.(e ® e’) = g.e ® g.e’,

X
pour tout g E G, tout e E E et tout e’ E ~’.

Soit alors ~ un objet de et ~’ un objet de P’a (res,p. ~N~ a ), alors
est un objet de Soit A : P C‘~ x P’ C~ -~ P’ a

(resp. A’ : P a ) le foncteur

comme ce foncteur est exact en chacun de ses arguments cn en déduit un
homomorphisme

Proposition 4.2. - Soit X un préschém.u localement noethérien, soif G
un groupe fini et G = O X , [G 1. , Alors [o] définit sur une structure

d’anneau commutatif unitaire.



La démonstration de cette proposition est immédiate. Remarquons que
l’unité de l’anneau P’ (f est l’image canonique dans P’G du Module OX sur
G opère trivalement.

Proposition 4.3. - Sous les hypothèses de (4.2) [0’] définit sur MG
une structure de unitaire.

4.~. -~--- En plus des hypothèses de (4.1) on suppose qu’il existe sur

X un O X-Module ample et que tous les anneaux locaux de OX sont

réguliers. Il résulte alors de (1.11 ) que M ~ sont canoniquement
isomorphes. Cet isomorphisme définit donc sur la structure d’anneau

suivante : 
’

Soit ~ et des objets de et soit

une résolution finie de ~~ par des éléments de (1.9) ) . On a alors :

En calculant (~, ~’ j à l’aide de la résolution ci-dessus et en

appliquant le lemme (I, 22), on voit que

4.5. - Soit X (resp. Y) un préschéma localement noethérien, soit f =

(qp, ) un morphisme de préschéma de ( Y, >, soit G

(resp. H) un groupe. fini et soit u un homomorphisme de H dans G; on

pose ~ _~ ] (resp. [H~ ). Soit alors $ l’homomorphisme
d’Algèbre de B dans G associé de manière évidente à f et à 03C3 et soit
h = ~) .

Proposition 4.6. - Si Q : : H ~ G est un isomorphisme, 
phisme f 1, défini en (2.2) ) est un homomorphisme d’algèbres. Si de plus X

est noet11érien et f propre on a, pour tout x E M (f (resp. y E 

La première partie de la démonstration est immédiate. Pour démontrer
la seconde partie, il suffit (cf. [4], 6.d) de prouver que pour tout objet

de MG(resp. P’ 
% 

) on a un isomorphisme de B-Modules

D’après ( [ 15; , 0 , 12.2.3 ) , il existe un ~~, -isomorphisme du premier
membre de (4.6.2) sur le second. Cet isomorphisme étant fonctoriel, on
en déduit que c’est aussi un ~-isomorphisme.

4.7. - Supposons maintenant que f soit un isomorphisme et que o~

soit une injection. Alors le foncteur G  h*(G) de P’ dans P’ (resp. P ffi



dans r ) est exact, il définit donc (cf. 2.1) un homomorphisme h!P’, (res,p
h ~ ) P de P’ ~ dans P’ , a P ~3 dans P a ). De même le foncteur

E  f*(E) est un foncteur exact de MG dans MB, il définit donc un

homomorphisme h! (cf. 2.5 ) de MG dans MB,
Proposition 4.8. 2014 Sous les hypothèses de (4.7) h! j est un homomor-

phisme d’algèbres. De plus, pour tout x E (resp. P C ) et tout

y ~ MG , on a

La démonstration étant essentiellement celle de ( [ 20 ] , prop. 1.2) nous
ne la reproduirons pas.

Proposition 4.8. - S!o~it X un préschéma localement noethérien, soit
G un groupe fini et soit G = OX [G]; J alors P’Gest une -aIgébre

augm,entée.
En effet, soit E (resp. E’) un objet de 

X 
(resp. P’ a ) ; alors

L’augmentation est définie par l’homomorphisme h ! (cf. 4.8) associé
à l’injection de l’élément neutre ~e~ de G.



CHAPITRE III

EXEMPLES DIVERS 
’

SOMMAIRE

Ce chapitre est un cas particulier du chapitre II, on suppose que
X est affine.

Le § 1 donne d’abord un dictionnaire permettant de passer du langage
du chapitre II à celui des catégories de modules sur des algèbres. Soit

donc R un anneau commutatif noethérien et A une algèbre de type fini

comme module sur R, on considère la catégorie MA des modules de type
fini sur A (on pose M ~.~ = K(~IA ) ) puis diverses sous-catégories pleines
de A en particulier la sous-catégorie P A des modules projectifs de type
fini (on pose transcrit les résultats du chapitre II.

Le § 2 traite le cas artinien. On y détermine MA, puis après un rappel
de la théorie des enveloppes projectives, PA; on en déduit des propriétés
des A-modules projectifs et on donne des conditions nécessaires et suffi-

santes pour que deux objets de MA (resp. P A ) aient même image
dans M A (resp. PA ) . On montre en particulier que M A (resp. P A ) est

un groupe abélien libre et qu’il possède une base canonique indexée par
l’ensemble ~S des types de modules simples sur A et que la matrice de

l’application canonique de PA dans M A par rapport à ces bases n’est

. autre que la matrice de Cartan de A.

Puis on suppose que A est une algèbre sur un corps K, on étudie alors
les homomorphismes de groupes de Grothendieck associés aux extensions
de K. Soit I, une telle extension, cette étude est alors essentiellement celle
des modules sur L ® K A qui « proviennent » de modules semi-simples
sur A (voir (2.2.1.3 ) ) . Le lemme (2.2.7) permet de se ramener au cas

~ 

où A est une algèbre simple.
Enfin on fait quelques rappels sur les algèbres de groupes finis sur

un corps de caractéristique nulle, on redémontre en particulier un théorème
de Witt.

Le § 3 donne quelques propriétés du groupe P A lorsque A est une

algèbre finie sur un anneau local noethérien R. Soit m l’idéal maximal

de R, soit R :le corps des restes de R et soit A = R ® R A. On compare P A
et P~, on montre en particulier que si R est complet pour la topologie
m ~adique et Posent canoniquement isomorphes.

Dans le § 4 on suppose que R est un anneau noethérien intègre de
dimension 1. Nous ne donnons que quelques propriétés des groupes

P A et M A pour l’étude desquels il convient de se rapporter aux travaux
de H. BAss ( [ 2 ] , [3]), D. S. RIM ( [ 16] ) et R. SWAN ([20], [21]). Lorsque
A = Z [ G] , nous donnons quelques propriétés de l’homomorphisme de

Cartan cz 



§ 1. - GÉÉR,ALITÉS SUR LES GROUPES DE GROTHENDIECK ASSOCIÉS A DES

CATÉGORIES DE MODULES SUR DES ALGÈBRES.

1.1. - Nous allons transcrire les résultats du chapitre II lorsque X

est un schéma affine noethérien. La donnée de X est alors équivalente
à celle d’un anneau commutatif noethérien R et la donnée de (~ à celle

d’une R-algèbre A, de type fini comme R-module.
On désigne par M ~ la catégorie des A-modules de type fini et on

pose K (MA ) .
On désigne par PA la catégorie des A"’Imodul,es projectifs de type fini

et on pose P A = ~(~A ~’
On désigne par la catégorie des A-,modules de type fini et de dimen-

sion projective finie. On pose H A = K (H A ).
On désigne par P A (resp. sous-catégorie pleine de A 

formée

des ,4-modules qui sont projectifs (resp. de dimension projective finie)

pour la structure de R-module sous-jacente. On pose P ’ = K(P’~ ) et

= ).

Soit ~ le foncteur canonique de la catégorie des A-modules dans la

catégorie des @-Modules. Le foncteur 03A6 définit une équivalence de caté-

gories entre MA et On identifie MA et Ma à l’ride de l’isomor-

phisme [03A6] associé à 03A6 (I. 3.2).
D’après le lemme (1.3) le foncteur 03A6 définit une équivalence de caté-

gories entre PA (resp. P’A ) et (resp. P’~) . On identifie à l’aide de [~ ;
les groupes de Grotendieck associés à ces catégories.

D’après la proposition (II, 1.6), le foncteur 03A6 définit une équivalence
de catégorie entre HA et On identifie à l’aide de ] les groupes

.

Proposition 1.2. - L’homomorphisme canonique est un

isomorphisme. 
’

C’est la transcription de la proposition (II, 1.8).
1.3. - On suppose maintenant que A est un R-module projectif.
Les hypothèses de la proposition (II, 1.9) sont satisfaites. Il résulte

alors de cette proposition que 03A6 définit une équivalence de catégories
entre et Hj. Comme plus haut on identifie à l’aide de les groupes

HÂ et La transcription de (1.10), (1.11 ) et (1.12) donne alors : :

Proposition 1.4. - Si A est un projectif, l’homomorphisme
canonique est un isomorphisme. 

,

Proposition 1.~. - Si R est un anneau régulier et si A est un R-module
projectif, l’homomorphisme canonique de P’A dans un isomor-

phis,n1e.
Proposition l.o. - Soit R un anneau commutati f noethérien et soit A

une qui est de type fini comme R-module. Il existe alors une



application bilinéaire ~ de P A x M A dans MR telle que ~([E], [F]) =

[Hom A (E,F)], , pour tout objet E (resp. F) de PA (res,p. MA).
1.6. - Soit maintenant R (resp. S) un anneau commutatif noethérien

et u : R-~ S, un homomorphisme d’anneaux, soit A (resp. B) une R-algèbre
qui est un R-module (resp. ,S-module) de type fini et soit v : A -~ B un

u-homomorphisme d’algèbres.
Soit E (resp. F) un A-module (resp. B-module).

Compte tenu des identifications précédentes, l’homomorphisme v ~ de

(II, 2.5) est associé au foncteur

Il n’est défini que si B est un A-module de type fini.

De même le foncteur

permet de définir les homomorphismes suivants:

PA tel que v!P ([E]) = [B~A E‘], pour tout A-module

projectif E’.

v ~ : ~~T A --~ M B , ~l~orsque B V est un Armodule plat. On a alors

v !M (LE]) =[B®A E].
u !P : P ’A ~ P’B, lorsque B = S~ R 

A.

Lorsque B = S® R A, on écrira u!P (resp, u!M) au lieu de v!P (resp.

v!M).
Proposition T.7. - On suppose que R est un anneau régulier, que

B = S® R A et que A est un R-module projectif. ll existe alors un homo-

morphisme u ~ : M A --~ M ~ que

pour tout de type fini E.
C’est la transcription dans le cas affine de (II, 2.3).

2.8. -- Soit maintenant R un anneau intègre, soit K le corps des frac-
tions de R et soit j l’injection canonique de R dans K. Soit A une R-algèbre
de type fini comme R-module et soit B = S® R A. Nous désignerons alors
par MA (T) la sous-catégorie épaisse de M A -définie par les objets de

M A qui sont des R-modules de torsion et soit M A (T ) = K ( M A (’T’ ) ) . .

Proposition 1.9. - Sous les. hypothèses et avec les notations de (1.8),
on a la suite exacte

La proposition résulte immédiatement de (II, 3.10).



§ 2. - GROUPES DE GROTHENDIECK ASSOCIÉS A DES CATÉGORIES DE MODU-
LES SUR LES ANNEAUX ARTINIENS

2.1. - Généralité.

2.1.1. - Soit A un anneau artinien, soit S l’ensemble des types de

A-1modules simples et soit, pour tous Es un A-module simple de
type s.

On désigne par la catégorie des A-modules de type fini et on pose

1 =MA. .
Proposition 2.1.2. - Si A est un anneau artinien, alors M A est un

groupe abélien libre de base ([Es S. . 

’

En effet, d’après ( [ 5 ] , § 2. prop. 3), tout objet M A est de longueur
finie. La proposition résulte de (I, 4.7).

Corollaire 2.1.3. - S!oiient E et E’ de.s A-modules de t.ype fini; pour
que E et E’ aient mê~me image ~dans M A il faut et il suffit qu’ils aient

mêmes quotients‘ de Jordan-Hölder..
C’est une conséquence immédiate de (I, 4.8).
2.1.4. - Soit A un anneau artinien et soit r(A) le radical de A. Soient

B = A/r(A) et u l’homomorphisme canonique de A sur B; soit alors F

un B-module u définit sur F une structure de A-module, on désigne alors
par F ~U~ le module F muni de cette structure. Soit enfin u ~ . 

phisme associé au foncteur F w,~ F .

2.1.5. -- L’homomorphisme u! : M B ~ M A est un isomor-

phisme.
En effet cet homomorphisme est trivialement surjectif. Montrons qu’il

est injectif : soit x E 1B1 B et soit F et F’ des objets de ~lT l~ tels que
x = [F] - [F’] (I, 1.3). Si u~ (x) = 0~, on a ] = [F’ I t~ ~ ]. D’après
(2.1.3), F et F’ [u] ont mêmes quotients de Jordan-,H,Õlder; puisque ces
modules sont annulés par r(A) ils sont semi-simples et donc isomorphes.
Cela montre que x = 0 et donc que uf 1 est interjectif.

2.1.6. --- Avant d’aborder l’étude du groupe PA associé à la catégorie PA
des A-modules projectifs de type fini, nous allons donner quelques défini-
tions et énoncer quelques théorèmes relatifs aux catégories avec enveloppes
projectives (cf. [ 18] ] 3.2 et [ 11 ] ) .

Soit C une catégorie a~b~élienne et soit f : E --~ F un épimorphisme de C.
On dit que f est essentiel si tout sous-objet de E tel que f(E’) = F est égal
à E.

Proposition 2.1.7. - Deux suites exactes de C

où f et f’ s:ont essentiels et où E et E’ sont projectifs, sont isomorphes.
Le couple de la proposition (2.1.7. ) est appelé l’enveloppe pro-

j ective de F.



On dit que C est une catégorie ave cenveloppes projectives si tout objet
de C possède une enveloppe projective dans C.

Proposition 2.1.8. - Les assertions suivantes sont équivalentes :
a) La catégorie C est une catégorie avec enveloppes projectives.
b) Tout objet de C est quotient d’un objet projectif et pour tout épi-

morphisme f : E ~ F de C il existe un sous-objet E’ de E minimal pour
l’é~galité f (E’ ) = F.

Corollaire 2.9. -- Soit C une catégorie abélienne avec enveloppes projec-
tives, soit E un objet projectif de C et soit f : E~F un épimorphisme
de C. Alors E = E’ ® E", où E’ et E" sont .des sous-objets de E et où E’ est
minimal p,armi les s.ous-ob jets de E tels que f (E’ ) = E. De plus le couple
(E’;f; E’) est une enveloppe projective de F.

Proposition - Soit C une catégorie avec enveloppes projectives
et s~o~it f : E ~ F un épimorphisme de C. Si f est essentiel E est un quotient
de pr~o~jective de F.

Proposition 2.1.11. - Soit C une catégorie avec enveloppes projectives,
soit E un objet projectif de C et soit f : E ~ F un épimorphisme. Il existe
alors un épim~orphisme de E sur l’enveloppe projective ~de F.

On dit qu’un objet projectif de C est indéco,mposa~b~le s’il n’est pas
somme directe de deux sous-objets propres.

Proposition 2.1.12. - Soit C,’ une catégorie avec enveloppes projectives et
soit E un objet C. Pour que l’enveloppe projective de E soit in,décompo-
sable il faut et il suffit que E ne soit pas somme de deux sous-objets pro-
pres ~d.e E.

Proposition 2.1.13. - Soit C une catégorie envelopp~es projectiv:es et
soit I un ensemble fini. Soit Mi i ~ I, des objets de C et soit M = ® Mi, ,

Soit P (resp. Pi) l’enveloppe projective de M (re.sp. Mi), alors : P = 
1 
~ Pi °

i ~ I
Proposition 2.1.14. -- Soit C une catégorie avec enveloppes projectives

et soit E un objet projectif de C,. Si E est noethérien E est une somme directe
de projectifs indécomposables.

2.1.15. - Nous supposons maintenant et jusqu’à la fin de ce paragraphe
que A est un anneau artinien et nous désignons par S l’ense~m~ble des types
de A-modules simples et, pour tout sES, .par E s un simple de
type s. Soit alors Fs l’enveloppe projective de E5 D’après (2.12) Fs est un
module projectif indécomposable. 

Proposition 2.1.16. - La catégorie A est une catégorie a,vec enveloppes
projectives.

( [ 5 ] , § 2, prop. 7) la condition b) de (2.1.8. ) est vérifiée et cela
achève la démonstration.
Lemme 2.T.T~. - Soit F un projectif ind~é~comp~osable de ~’~l .~ . Il existe

sES tel que F s ^-~ F. 
’

Soit, en effet, E’ le quotient de F par son radical. D’après (2.1.12) E’ est



simple, il existe donc s E S tel que E’ = E s . Comme F est l’enveloppe pro-
jective de E’, cela achève la démonstration.

Lemmle 2.1.18. -- Soient s et s’ E S, Fs est isomorphe à h’ s’ si et seu-

lement si s = s’.
Soit E’s (resp. E’s~ ) le quotient de F s (resp. par son radical. Si

Fs = Fi, s alors E’s = et s = s’. La réci,proque est une conséquence imm.é-
diate de l’unicité des enveloppes projectives.

Proposition 2.1.19. - Le groupe PA est un group~e abélien libre ~~e base

En effet, toutes les suites exactes de PA sont scindées, P A est stable pour
les sommes directes finies. Il résulte, enfin, de ( [ 5 ] , § 2, n° 2, th. 1) tout

objet E de P A est une somme directe finie d’objets indécomposables de
PA et que cette décomposition est unique à un automorphisme de E près.
La proposition résulte alors de (I, 4.14).

La base ( [ F s ] ) s E S est appelée la base canonique de PA . .
Corollaire 2.1.21. - Soient E et E’ des m.odules projectifs de type f ni.

Pour que E et E’ soient isomorphes il f aut et il suffit que E et E’ aient même
im~a,g.e ~dans P A . .

Ce corollaire résulte immédiatement de (I, 4.15). .
Corollaire 2.1.22. - Soit F un objet de PA. La coordonnée d’inaice s de

[F] par rapport à la b~as~e canonique de P A est ,égale au plus gran~d entier
n tel que F 

Il soit facteur direct de F.

2.1.23. - Rapportons maintenant M A et lieur base canonique. A
l’homomorphisme de Cartan C A de P’A dans M A est alors associée une
matrice carrée résulte immédiatement des
définitions que la matrice c A est la matrice de Cartan de A au sens classique
(cf. [1]). ,

Proposition 2.1.2~. -- Soit A un anneau artinien et soit c A sa matrice
de Cartan, on suppose que 0. Soient F et F’ des A-mo,dules pro-
jectifs de type fini; pour que F et F’ soient isomorphes il faut et il suffit que
F et F’ aient mêmes quotients de JOFidan-Holder.

En effet, si F et F’ sont isomorphes ils ont mêmes quotients de Jordan-
Hôlder.

Réciproquement, si F et F’ ont mêmes quotients de Jordan-Hôlder,
cA([F] ) = cA ([F’] ), d’après (2.1.13). Puisque injectif,
et par suite [F] = [F’] ] dans P A, La proposition résulte alors de (2.1.21 ) .

2.1.25. - Soit maintenant K un corps. D’après (2.1.2) MK est canoni-

quement isomorphe à Z et cela nous permet d’identifier ces deux groupes.
Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur K; il est immédiat de
vérifier qu’avec l’identification faite ci-dessus, on a [V] = rg K (V).

Jusqu’à la fin de ce paragraphe on suppose que A est une K-algèbre de
dimension finie sur K. Soit alors E (resp. F) un objet de M A (resp. PA) et
soit s E S. On désigne par a(E,s ) ( resp. b(F,s) ) la composante d’indice s de



( E J (resp. [F] ) par rapport à la base .canonique de (resp. P~,~ ). On
pose de plus r s = rg K ( Hom A (ES ,Es ) ) . . ,

L,emme 2.1.26. - ~S’ous les hypothèses de (2.1.25 ) il existe une app1i-
cation bilinéaire 6 A: PAx telle que 8 ~([F],[E] ) 
pour tout objet E (resp. F) de .~l A (resp. PA ) .

C’est, en effet, une conséquence immédiate de (1.1.5 ) . .
Lemme 2.1.27. -- Sous les hypo.thèsesde (2.T.26), , la matrice de 03B8A par

rapport aux bases c~anonique.s de PA et de M A est diagonale et non

dé,générée.
2.1.28. - Sous les hypothèses .de (2.1.25) on a :

eA ([FS ],[E] ) = rs.a(E,s) , = 

Ces deux le~m~mes résultent immédiatement des définitions.

2.2. - Homomorphismes de groupes de Grothendieck associés à des
chang.ements de coups de base.

2.2.1. - Soit en K un corps et L une extension de K. On désigne par
u : K - L, l’injection de K dans L. On pose B = L ®KA et on désigne par T
l’ensemble des types de modules si~mples sur B. Si t E T, on désigne par
(cf.(2.1.15 ) Et un m~o~dule simple de type t et par F t l’enveloppe projective
de Et .

Soit E un objet de MA (resp. PA ) , on rappelle que u ~ M ( [ E ] ) = ]

(resp. u ~ ( [ E ] ) = On suppose que L est de dimension finie

sur K, soit alors F un o~bjet de NIB (resp. PB ) le foncteur

de M B dans M A (resp. PB dans P-) est exact, soit alors (resp, uP)
l’homomorphisme associé à ce foncteur.

Lemme 2.2.2. - L’homomorphisme u ~ : M injectif. .

En effet, il existe une extension finie K’ de K telle que tout module

simple sur K/ ® K A soit absolument simple. Soit alors L’ = K’. L et soient
u’, v, v’ les injections de K’ dans L’, de K dans K’ et de L dans L’ respec-
tivement. Puisque (v’ ) ~ u o ~ _ (u’; ~ suffit de vérifier que v ~ et
(u’)!M sont injectifs. Il est immédiat de vérifier que (u’)!M est un isomor-

phisme. Pour prouver que v!M est injectif il suffit de démontrer le lemme

suivant : :

Lemme 2.2.3. - Soit L une extension de K de degré n, et soit x E M A
(resp. x E P A ) . On a a.lo r s :

En effet, .soit E un A-module, on a K E) ~u ® 1_ 
= = E".

Cela démontre le lemme lorsque x = [E] et donc quel que soit x.



Lemme 2. 2.4. --’ L’homomorphisme u p 1 : P A ~ PB est injectif. .

Avec les notations de (2.2.2) il suffit de prouver que v ~ et (u’) ~ sont
injectifs. c’est une conséquence immédiate de (2.2.3 ) . ° Montrons

que (ll’) ~ P est un isomorphisme. 
’

Soit E’ un (K’ et F’ son enveloppe ,projective. Il est immé-
diat de vérifier que L’® K F’ est l’enveloppe projective de L’ ®(~ E’. En pre-
nant pour E’ les modules simples sur K A, on voit que (u’) ~ transfo~rme
la base canonique de A en celle de P L~® KA . Cela achève la démons-
tration.

Proposition 2.2.a. -- Soit A une K-algèbre de ,dimension finie sur K,
s~o~it L une extension de K et soit B = L ®KA. Si alors

det(c A ) ~- U.
En effet, soit C B (resp. CA) l’homomorphisme de Cartan de B (resp. A),

C B est injectif par hypothèse u !P est injectif d’après (2.2.4). ° Puisque

0 CA = , u  o CA est injectif et donc aussi C . A Cela achève
la démonstration.

2.2.6. -- On se propose maintenant d’étudier l’homomorphisme u!M. Soit
alors (m t, s )(t, s) 6 T x S (resp. (Ip t, s) (t, s) E T x S ) la matrice de u!M

) par rapport aux bases canoniques de M A(resp. PA) et de MB
(resp. P 13 ) . On désigne par m(s) (resp. p(s)) le sous-ensemble de T formé
des t E T tels que ~ O (resp. ~ 0.

Lemme 2.2.7. - Quel que soit s E S on a m(s) = p(s). De plus la famille
( m(s ) ) s E S forme une partition de T.

Supposons, en effet, que U m(s). Alors mt s = 0, quelque soit

s E S. Soit alors x = L ns un élément de MA , la composante d’in-
sES

dice t de u ~ (x) par rapport à la base canonique de M B est égale à

sES s ) elle est donc nulle. En prenant x = [A] on aboutit à unc

contradiction. Cela montre que T = U ,m(s ) .
sES

Supposons maintenant que U p(s), donc 0, quel que soit
sES

s E S. Soit alors x = 03A3 ns[FS] un élément de PA ’ la composante d’indice
s ~ S

t de est alors égale à elle est donc nulle. Commes ~ S



u ~ ~ [,A~ ) = [B] et comme tout projectif indécomposable est facteur direct

de B, on aboutit à une contradiction. On a ainsi démontré que T = U p(s ) .
ses

Mais d’après (2.1.9), l’assertion ~ 0 est é.quivallente à : F est
facteur direct de L ~K Fs. L’ensemble p(s) est donc formé de t E T tels que
Ft soit facteur direct de h~ et on a prouvé que, quel que soit t E T,
il existe S tel que Ft soit facteur direct de L S~ 

Soit maintenant t E p(s) (resp. t E m(s’)), alors Ft est facteur direct

de L ® K F s et Et est un quotient de Jordan-Hôlder de L ® K Es. Il en

résulte (cf. 2.1.26) que

On a donc aussi ([15], 0, 6.2.2.1 ) Hom A (F s, ~ 0 et cela montre

que s = s’.

Comme 1’1 = U p(s) = U m(s), il en résulte que m(s) = p(s) et

sES sES
cela achève la démonstration.

2.2.8. -- D’après le lemme (2.2.7) on peut identifier M B à ~ Z (m(s)).
ses

Identifions MA à ~ 
S 
Z ({s}), il est alors immédiat de vérifier que u ’ est

compatible avec cette décomposition en somme directe. Soit maintenant

s ‘ S et soit C l’anneau des homothéties de E s et soit v l’épimorphisme

A -~ C. Il résulte de (2.1.5) que (resp. (I ® v) ~1 identifie Z et

MC (resp. z (~11 (s)) et ML 0 C) . Cela ramène l’étude de u . : M A .-~ M 15
au cas où A est un anneau simple.

2.2.9. -- Soit maintenant ~r un K-automorphisme de L et soit F un objet
de M B . On pose = 

F [03C3-1~ 1J et on dit qu’un B-module F’ est conju-
.

Il résulte immédiatement des définitions que F ~= F comme groupe
abélien et que B opère dans F comme suit :

quels que soient k ~ L, a ~ B et f ~ F.

Soit de plus b = (e ~)~ ~ i ~ ~ base de F sur L et soit (resp.

représentation matricielle de B associée à F et b (resp. F~ et b)
Soit a ~ A et soient 03C1F, b (a) == (ai,j ) et 03C1F03C3b(a) = (bi,j), on a aie.
= S b. , ) Le’ = S o" (b.. )e. ; ; comme aie. = a e. on a donc b ~ ,~’ J ’ *) j ~ J J ~ J

=.(a~j ).



Remarque 2.2.10. - Soit E un objet de si F =L ® KE alors F 
Il est en effet immédiat de vérifier que l’application 03C3 ® I est un isomor-

phisme de F sur F Q .

2.2.11. - On suppose maintenant que A est une algèbre simple, alors A
est isomorphe à une algèbre de matrices Ml.(,D), sur un corps gauche D de

centre K’ contenant K. On pose m = [K’ : K] s, n = [K’ : d2 = [D : K’’] .
On suppose que I, est une extension algébriquement close de K et on désigne
par P l’ensemble des K-plongements de K’ dans I, et par Lp, p E P, le corps
L muni de la structure d’algèbre sur K définie par le plongement p.

Proposition 2.2.12. - Si A est une K-algèbre simple et si Lest

algébriquement clos, on a, avec les notations ~des (2.2.11 ), ([E s] )
= nd ( 03A3 [Et ), pour l’unique élément s de S.

tET
.En outre, quelque que soient t, t’ E T, Ft et F t~ sont conju~gués par un

K-automorphisme de L. De plus Card(P) = Card(T) = m.
En effet, on a L = L @ K K’~ K’ A, et on démontre en utilisant les

résultats de ( [ 5 ] , § 8, 1 ) que le noyau de rhomomorphisme de L ® h K’ sur

est égal au radical de L 0 K K’. On en déduit que le quotient de

L 0 K A par son radical est isomorphe à la L-algèbre L p 0 K A.

Comme MB ~ MB’ (2.1.5) on a Card(P) = Card(T) = m.
Soit 03C3 un K-automorphisme de L; alors, quel que soit t E T, F t est un

module simple de type t’ E T. Posons (]’ (t) = t’. On fait ainsi opérer le

groupe 03A9 des K-automorphismes de L sur l’ensemble T. D’autre part, quel
que soit p E P, Lp @KA est un module semi-simple isotypique, soit donc
t E T tel que L~~ = (Ft) n~; on a ainsi défini une application h de P
dans T; on vérifie facilement que c’est une bijection.

Soit p E P et 03C3 E Q, alors (r 0 1 : L A~LsoP ~ K’ A est un

isomorphisme de L p A sur (L~. ~ ~, ~ K’ A~ Cela montre que 0 p ) =
(y ( h(p ) ) . est transitif sur P il l’est donc aussi sur T. On a

donc [ F ~ l ] ) , où k est un entier positif .
’ 

tET

En particulier : u!M(r[ES] > = u 1 l [ A ] ) > = [B] = r . k ( S [El])’ > doncBl ~ 
t E T

dimL(B) = r.k.m.r.d. CommedimK(A) = 
dimK (A ) on a k = n . d. D’où la proposition.

Remarque 2.2.13. -- Soit F un objet de MII, on dit que F provient
d’un A-module s’il existe un objet E de tel que F ^-~ L ®1~ E. D’après
(2.2.7), les assertions suivantes sont équivalentes :



a) l’homomorphisme u ! M est un isomorphisme,
b) tout module semi-simple sur B provient d’un A-module.
Nous dirons que K décompose l’algèbre A si le quotient de A par son

radical est isomorphe à une algèbre de matrices sur K. Lorsque L est
une extension algébriquement close de K, les deux assertions ci-dessus
sont équivalentes à :

c) le corps K décompose l’algèbre A. 
’

Remarque 2.2.1 ~~. -- Supposons maintenant L algébriquement clos. Il
résulte de la proposition (2.2.12) que les assertions suivantes sont équi-
valentes :

a) tout B-module semi-simple F tel que F ^-~ F ° , quel que soit

provient d’un A-module,
b) le commutant de tout B-module simple est un corps commutatif,

extension séparable de K.

§ 2.3. - CAS PARTICULIER : 1 A EST UNE ALGÈBRE DE GROUPE FINI SUR
UN CORPS DE CARACTÉRISTIQUE NULLE.

2.3.1. - Soit G un groupe fini d’ordre n et soit K un corps. Jusqu’à
la fin de ce paragraphe on pose A = K[G~ et on désigne par F(G, K)
l’algèbre des fonctions de G à valeurs dans K.

Soit maintenant r un sous-groupe de (Z/nZ)*, soit I~ et soit n~ un
relèvement de 03C3 dans Z. Alors, pour tout indépendant du
relèvement choisi, on pose 

Soit alors R(x, y) la relation : « et il existe z E G
tels que x == z -1 y oz. » Cette relation est une relation d’équivalence et
on appelle 0393-classes de G les classes de G par cette relation. Lorsque r

est réduit à l’élément neutre les F-classes de G ne sont autres que ’les
classes d’éléments de G conjugués par automorphismes intérieurs. On les
appelle alors classes de G.

Soit a une classe de G et soient x, y E a, on vérifie immédiatement que,
quel que soit x (] et y ~ appartiennent à la même classe, soit 

cette classe. Le groupe r opère donc sur l’ensemble des classes de G.
Soit maintenant p un nombre premier et soit x E G, on dit que x est

s’il est d’ordre premier à p. Soit alors a une r-classe de G, on
vérifie facilement que l’ensemble des éléments p-réguliers de a est soit
vide soit égal à a. Dans ce dernier cas on dit que a est p-régulière et on
note C l’ensemble des [’-classes p-régulières.

2.3.2. - On considère maintenant le foncteur exact

de dans (resp. P A dans PA). On vérifie immédiatement que
(E*)* ^~ E. Le foncteur D définit donc une involution x -.~ x* sur M ~,~
(resp. P~,~ ) .



Lemme 2.3.3. - Quels que soient x, y ~MA et z ~PA on a :

On sait en effet que x* . z E PA . D’après ( [ 10 ] , chap. II, propre 8.1),

quels que soient les A-modules E et F on a :

cea démontre le lemme lorsque y = 1. Donc :

le lemme.

2.3.4. -- Nous supposerons jusqu’à la fin de ce paragraphe que .K est

un corps de caractéristique nulle. Il est alors facile de montrer que A

est une algèbre semi-simple, PA est donc canoniquement isomorphe à

et il en résulte que deux modules de type fini sur A sont isomorphes
si et seulement si ils ont même usage canonique dans f’

Soit E un objet de MA ; on appelle car,actèrede G ,associé à E et on
note x E la fonction g ."~ T_r E/ K O) de G ~à val,eurs dans K. On dé.signe
par M’A le sous-groupe de F(G, K) engendré par les caractères x E, pour
E variable.

Il résulte par exemple de ( [ 5 ] , § 12, prop. 1) que la fonction E ."",~ x E
de MA dans M A est additive; elle définit donc un homomorphisme dit

canonique de M A dans M’A, qu’on note m(K, G) . Si x E MA, on convient
d’écrire xx au lieu de m(K, G) (x). Si Es est un module simple de type s

on convient d’écrire x ~ au lieu de m(K, G) ( [E s ] ).
Soient E et E’ des objets de MA . Il résulte immédiatement de la défi-

nition de [E] . [E’] et de 12, prop. 2) que XE ®E~ 
= 

x [E]. E~J
Cela montre que MA est stable pour la multiplication des

fonctions et que m(K, G) est un homomorphisme d’anneaux.
On appellera l’anneau l’anneau des caractères G rationnels sur K.

T’héorème 2.3.5. - L’homomorphisme canonique de M A dans M’A est
un isomorphisme d’anneaux.

En effet, cet homomorphisme est surjectif puisque MÂ est engendré
par les fonctions x E pour E variable. Nous avons déjà démontré que c’est
un homomorphisme d’anneaux. Il reste à prouver qu’il est injectif, cela
va résulter du lemme suivant : :

Lemme 2.3.6. - Soit K’ une extension de K, alors l’application cano-
nique de z M A dans F(G, K’ ) est une injection.

Soit x un élément du noyau de cette application. On a alors avec les
notations de (2.1.1.)



Puisque A est une algèbre semi-simple et K de caractéristique nulle,
il existe pour tout t E S, un élément yt de A tel que

On a alors, quel que soit sES,  Cela montre

tES 
’

que ; == 0, et achève la démonstration du théorème (2.3.5).
2.3.7. ~- Soit maintenant f, h E F(G, K), l’application

(f, ~) .N,~ ( ~, f(g-1 ) .h(~) )
gEG

définit une forme bilinéaire 81.~ de F(G, K) x F(G, K) dans K.

Lemme 2.3.8. - La f,o~rme bilinéaire 8~~ (ef. 1.2.26) est l’image réci-

proque de la forme 6 A’ relativement à l’application m(K, G).
G définit une involution dans F(G, K). Soit

f .,~.~ f* cette involution. Il est immédiat de vérifier que, quel que soit

xEMA, = x* ~.
Soit alors x, y EMA " on a :

Il suffit dès lors de montrer que, pour tout objet E de M~,
6A(XE~ 1) - 8~1 ~E~,1).

Cela achève la démonstration du lemme.

Corollaire 2.3.8. (Relations d’orthogonolité). - Soit S l’ensemble des

types de K[G]-modules simples et soient s et s’ des éléments de S. On a alors,
avec les notations de (2.1.18) et de (2.3.4).



2.3.9. - Soit maintenant L une extension algébriquement close de K,
soit Q n le corps des racines n-ièmes de l’unité sur Q et soit K’ le corps
K n Q n . On notera G ~ (resp. G K) le groupe de Galois de Q 11 sur Q

(resp. de Q n sur K’).
Dans ce qui suit on identifiera Gn et G K à des sous-groupes de (Z/nZ) *;

de manière plus précise, si Q et si x .est une racine de 1’unité, alors

(J’ (x) est de la forme m EZ, et cela détermine un élément unique de
!Z/nZ ) *.

Lemme 2.3.10. - Avec les hypothèses ef les notations de (2.3.9), on a :

En effet, soit Q K (resp. 03A9K’) le groupe des K-automorphismes (resp. K’-

automorphismes) de L et soient S, T, S’ et T’ les ensembles de types de

modules simples sur K[G], L[G], K’[G] et respectivement. Nous
avons vu que Q K opèrent sur T et que GK opère sur T’ (cf. 2.2.9).

D’après (2.2.12), on a, quels que soient 03C3~03A9K (resp. fi K’), xE 

Cela montre que l’homomorphisme de M L [G] associé à 03C3 ne dépend que de

l’image de 03C3 dans Comme l’application canonique de OK 
dans G K est surjective, on en déduit que les classes de T suivant Q K sont
aussi les classes de T Cela démontre la première égalité du
lemme d’après (2.2.12) et (2.2.7).

On démontre de même que les classes de T suivant Q K sont en corres-

pondance biunivoque avec les classes de T’ suivant GK et on déduit la

seconde égalité du lemme.

Lemme 2.3.11. - Soit 03C3~GK c (Z/nZ)* et soit na un relèvement de Q
dans Z. On a alors, quels que soi.ent g E G et x E M’Q I1 ’â, °~ ( x (g ) ) = 

On remarque en effet que x (g) est une somme de racines n-ièmes de

l’unité, soit x (g) _ ~ x ~ i une telle somme. Alors : 
’

03C3 ( x (g ) ) = 03A3 Q (xp = 03A3 xn03C3i = x et cela démontre le lemme.

Théorème 2.3.12. - Soit G un groupe fini d’orare n, soit K un corps de
caractéristique nulle et soit S l’ensemble des types de modules simples sur
K[G]. Soit Qn le corps des racines n-ièmes de l’unité sur Q, soit

G K c (Z/nZ)* le groupe de Galois de Qn sur K n Q n et soit 1 G , K l’ensemble
des G K -classes de G (cf. 2.3.1). A lors: Card (S ) = Card (~ ) .

G,K
Soit C(G,K) l’algè’bre des fonctions sur G constantes sur les GK-classes

de G et soit il résulte de (2.3.11) que x E C(G,K ) et alors la



conclusion du théorème est équivalente à : -~ C(G,K) est un

isomorphisme.
D’après le lemme (2.3.9), on peut, pour la démonstration du théorème

supposer Lorsque K = Q 1~ , on considère une extension algébrique-
ment close L de K, alors Card (S) est égal, d’après (2.3.10), à la dimension
sur L du centre de L[G], comme les classes de G forment une L-base du
centre de L [ G] , le théorème est démontré lorsque K = 

Cela montre en particulier qu’il existe, pour tout x E G, une fonction

cjx 
- 

constante sur la classe b de x. Si T désigne l’ensemble des

types de modules simples sur On [G], dX peut se mettre sous la forme

dX = 03A3 bt x f cn a alors, d’après (2.3.8), quel que soit t’ E T,

On a donc, d’après (2.1.26), bt = nt ,~t (x - 1 ), avec

Soit maintenant a la GK -classe de x. Nous avons vu (2.3.1 ) que Gh
opère sur les classes de G; soit donc Nl~ le stabilisateur de la classe ~b de x
et soit n b = Card (N h) . Soit, enfin, d a = ~ d x (cf. 2.3.1 ) .

GI~
On vérifie immédiatement que da = nb sur la G K classe a de x et que

ailleurs. De plus da = ~ A t Xt, avec At = ~ ntx Q (t-l~1(x)
tET QE’GK

d’après (2.3.Il ). Il en résulte que A t est invariant par G K et donc que
At E K. Puisque da est invariante par GK on a donc aussi At = A03C3 (t) quel

que soit U E GK, Cela montre que da GK et donc que

( (M’Q rQi) GK) = Cela achève la démonstration du théo-

rème d’après (2.3.10). .

Remarque 2.3.13. - Soit Lune extension algébriquement close de Qn
et soit 0 le groupé des Qn-automorphismes de L..Soit F un L[ G]-module.
nous avons vu que quel que soit Q F I ^~ F. BRAUER (’cf. [8~] ) a démontré
que tout F provenait d’un QIl [ G] -module et donc que Q n décompose
l’algèbre Q11 [G] ] (cf. 2.2.13).

Nous n’utiliserons ce résultat que lorsque G est abélien, auquel cas il se

démontre immédiatement à l’aide de (2.2.14).

§ 3. - QUELQUES PROPRIÉTÉS DU GROUPE PA, LORSQUE A EST UNE

ALGÈBRE NOETHÉRIENNE SUR UN ANNEAU LOCAL NOETHÉRIEN.

3.1. - Soit R un anneau local noethérien et soit m l’idéal maximal de R.

Soit A une R-algèbre qui est de type fini comme module sur R. On pose



alors R = A = I,e foncteur E ,~.~ E = E/mE de PA dans P~
est exact, il définit donc (cf. I, 3.1) un morphisme dit canonique et noté

(m)! de P A dans P~ . .

Proposition 3.2. - Soient E1 ct E2 des objets de P A, pour que E1 et

E 2 soient isomorphes, il f aut et il suf fit qu’ils aient même ima~ge
dans P A .

La condition est trivialement nécessaire, montrons qu’elle est suffisante.

Supposons que ] = [ E2 ] dans P A, alors (m)l ( [E 1 ] ) = (m)!([E2 ] ) .

Cela entraîne, d’après (2.1.21), que E 1 est isomorphe à E2, on en déduit
qu’il existe un homomorphisme f de E 1 dans E2 compatible avec cet

~ 

isomorphisme. On démontre à l’aide du lemme de Nakayama que f est

un isomorphi sme. D’où la proposition.
Corollaire 3.3. - L’application canonique P A ~ PA est injective.
Soit, en effet x un élément du noyau de cette application, D’après (I, 1.3 )

x se met sous la forme [El ] - [E2 ], Et et E.2 é~tant des objets de PA.
Par hypothèse [E 1 ] = [E2 ] dans P~. On démontre comme dans la propo.-
sition précédente, qu’alors E2 et donc que x = 0.

C~oro~lla~ire 3.4. L,e gr~o~up~e P A est un ~gro~u,p~e abélien libre de ra,ng au

plus. égal à celui ~de P~
Lemme 3.5. - Si R est complet pour la topologie m la caté-

gorie M A est une catégorie avec enveloppes pro jectives.
En effet, d’après (2.1.8), il suffit de vérifier que pour tout module

projectif E de M A. Et tout épimorphisme f = E ~ F, de MA, il existe un
sous-objet E’ de E minimal pour la relation f(E’) = F. Nous allons cons-
truire un tel sous-module de E.

On désigne par f l’application de E dans F déduite de f par passage
aux quotients. Posons, pour tout n ~ o, et pour tout A-module H,

H11= H. Il résulte im.médiate~ment du ~lem;m~e de Nakayama que
l’application canonique est essentielle (2.1.7 ) . On rappelle d’autre
part que la catégorie est une catégorie avec enveloppes projectives

(~cf. 
D’après (2.1.9), Eop,eut s’écrire sous la forme Eo= Epo, le couple

(E ’o,f) étant une enveloppe projective de Fo dans MA . .Nous allons cons-
truire par récurrence sur n un A-module E ’ n (resp. ° E" u E’ 

n-1 
=

1 
= et que vérifie

à l’aide de 2.1.13) qu’il suffit de prendre pour E’n(resp. E"n) l’enveloppe
projective de E" n_-1 ) dans 

Soit alors E’ = lim E’n (resp. E" = E"n) , on a E = E’ Et) E" . De
~ ~



plus f(E’) = F, puisque = Fo. On vérifie immédiatement que E’
est minimal pour la relation f (E’ ) = F. D’où le lemme.

Proposition ,~.6. - Si R est c.o~mp~let pour la topo~lo~gie l’homo-

morphisme. canonique est un isomorphisme.
D’après (3.3), il suffit de démontrer que cet homomorphisme est sur-

jectif. En effet, soit F un A-module projectif, F est aussi un A-module ;
soit donc E son enveloppe projective dans MA, alors E = E/mE est une
extension essentielle de F’, comme E est aussi A--projectif, on a E = F.
Cela achève la démonstration.

3.7. -- Jusqu’à la fin de ce paragraphe nous supposerons que R est
complet.

Soit alors S l’ensemble des types de modules simples sur A. Soit s E S, soit

E-s un module simple de type s et soit F’s l’enveloppe projective de E-s dans
MA. Comme ES est si.mple (resp. monogène), F’-s est indécomposable (resp.
facteur direct de A). On montre, comme dans (2.1.17), que pour tout
module projectif indécomposable E de , il existe s E S tel que E ̂-.r E ~
Enfin, soient s et t E S, il résulte immédiatement de (3.2) que F’g 
et seulement si s = t.

Lemme a.8. . - La fam ille ( i F ~~ 1 ) s E S’ forme une ba~s~e de ,

En effet la famille ( [ES ] ) (cf. 3.7) est une base de PA , Le lemme
résulte alors de (’3.6 ) .

La base PA sera appelée : base canonique de P A.
Remarque 3.9. - Soit E un objet de PA, d’après (2.1.14) E est

somme directe de projectifs indécomposables; soit une

s

telle décomposition en somme directe. Alors, ns est la coordonnée d’in-

dice s de [E] par rapport à la base canonique de PA. Le lemme (3.2)
montre alors que cette décomposition est unique à un automorphisme
de E près. 

§. 4. 2014 QUELQUES PROPRIÉTÉS DE PA ET DE MA LORSQUE A EST UNE
ALGÈBRE FINIE SUR UN ANNEAU DE DIMENSION 1.

4.1. -- Soit R un anneau noethérien intègre de dimension 1, soient R’

le corps des fractions de R et jR : R -.~ R’ l’injection canonique de R

dans R’. Soit mR l’ensemble des idéaux maximaux de R et soitp E:m R ;
on désigne par u p l’application canonique de R dans R/ p R.

Soit A une algèbre finie sur R (i.e. de type fini comme module sur R).

Pour tout p E m R , on écrira p ~ . (resp. p ~ ) > au lieu de (u (cf. 1.6)

(resp. (u p ~ ~ o. Soit E un A/ p A-module de type fini, et soit E[u p’ ° le

A-module déduit de E par restriction des scalaires; alors p ~ ([E])
= [E  P " 1.



Proposition 4.2. (SWaN, [20] ). . - Avec les hypothèses et les notations

de (~4.1), , on a la suite exacte : :

Soit, en effet, pour tout p E mR" sous-catégorie pleine de

M A formée des A-modules de support P ; ; l’application u p définit un

homomorphisme de MA/p A dans 
résulte de (I, 4.9) que cet

homomorphis,me est un isomorphisme. Soit maintenant la sous-

catégorie pleine de formée des A-modules de torsion ; on vérifie immé-

diatement que est somme directe des catégories lVl A( ~ ), p emR
(cf. I, 4.3). La proposition résulte alors de (I, 4.4) et de (1.9.1). .

Lemme 4.3. - Soit S une partie multiplicativement stable de R et soit

U le sous-espace de Spec(R) canoniquement isomorphe à Spec(S -1 R).

Si U est ouvert non vide dans Spec(R), , on a la suite exacte :

La démonstration de ce lemme est analogue à celle de (4.2) à partir

de (II, 3.4 ) .

Corollaire 4.~. - Soif G un p-groupe fini et soit n = p 
"’ l’ordre de G.

L’application canonique de dans [G] est un isomorphisme.

En effet, on sait que tout module simple sur Fp [G] est isomorphe au

module Fp sur lequel G opère trivialement (cf. 
19 ). De la suite exacte :

on déduit que l’image dans ] d’un tel module

est égale à O. Donc l’homomorphisme est un

isomorphisme, d’après (4.3.1 ) .

4.4. - Soit R et A satisfaisant aux conditions de (4.1) et soit

A’ = R’ ® R A. ° Soit P A la sous-catégorie pleine de PA formée des A-mo-
dules projectifs que deviennent libres sur A’ par extension des scalaires

de A à A’ (cl. ° [.16] , § 3). Soit le groupe de Grothendieck de P ~ . Posons,

enfin, Cl A = Ker ( PA ~ P A’ ) . .
Soit, maintenant, N A une sous-catégorie pleine de P ~,~ satisfaisant

aux conditions suivantes :

a) N A est stable pour les sommes directes finies,

b) si F est un objet de PA, il existe un objet F’ de P ~.~ tel que

F ® F’ soit isomorphe à un objet de NA,
Posons N A = K (N A ) .

Lemme 4.5. - Soit NA une sous-catégorie pleine de PA satisfaisant
aux conditions a) et b) de (4.4). Alors, l’homorphisme canonique de

N 1,~ dans P A est injectif. .



Soit x E Ker (N A  P A). D’après a) x peut se mettre sous la forme

x = [Ei ] ---- [ E~ ] , E 1 et E 2 étant des objets de N A D’après (I, 4.12), il
existe un objet F de PA tel que E j 1 ® F = E2 EB F; soit alors F’ tel que

F E9 F’ soit isomorphe à un objet de NA. Alors 
= E2 Ef) F’) et cela montre que ] = [ E2 ] dans N A et donc que
x=0.

Corollaire 4.6. - L’homomorphisme canonique PoA ~ PA est une in jec-
tion.

Proposition 4.i. - Le groupe P oA est canoniquement isomorphe à

Soit E un objet de P ~ ; R ® RE est libre sur A’. On app,ellera rang de E
sur A et notera rg A (E) le rang ,de R’ @ R E sur A’.

Soit LA la sous-catégorie de P1 formée des A-modules libres, L A satis-

fait aux conditions a) et b) de (4.4). Cela définit donc une injection cano-
nique i de = Z dans PA. D’autre part, Fapplication E,"~ rgA(E) de

P 1 dans Z est additive, elle définit donc un homomorphisme noté aussi

rg A de P ~ sur Z. Il est trivial de vérifier que rg A o i = I.

Soit maintenant x E CI A, alors x = [E1] - [E2], E1 et E2 étant des
objets de P A tels que ] = d’après (2.1.21) on a

alors R’ 0 R E 1 = R’ 0 R E2. Soit E~~ un objet de P A tel que E 1 ® E 3 soit
libre, alors R’ 0 E 3 ) qui est isomorphe à R’ 0 R E3 ) est un

A’-module libre, cela signifie que E1 ~ E3 et E2 ~ E3 sont des objets de
P )et donc que et que x E Ker(rgA) . Donc ClA ~ Ker(rgA ) . D’où la
proposition, puisque Ker(rg A ) c CI A.

Proposition 4.8. - (SERRE [ 17 ] ) . Su pposons, en plus des hypothèses de
(4.1), ,que A soit un anneau commutatif. Alors ClA est isomorphe au groupe
des clas.ses de A-m,odules projectifs de rang 1 (cf. [6], § 5, n° 4).

En effet, soit E un objet de P A et soit nE = rg A (E). Alors est un

A-module projectif de rang 1; soit f(E) = cl (n E E) (cf. [6], § 5, n° 4). La
fonction f de P 1 dans P(A) est additive, ’ en effet soient E et F des objets

de PoA, il est facile de vérifier que A 
® F) 

F) = (A E ) ® A( F)
La fonction f définit donc un isomorphisme [f] ] de P ~ dans le groupe P(A)
des classes de modules projectifs de rang 1. On vérifie immédiatement que
[f] ] est surjectif. Soit maintenant x = [El] - CE2 ] E:ker[f), alo~rs

= f(E2 ). D’après ( [ 17 ] , prop, i ) , il existe un module projectif de



rang 1, F~ ) de classe f(E 1) (resp. f (E2 ) ) et un module libre LI
(resp. L2) tels que L let E2 = F 2® L2. Alors x = [L 1 ] - [L~] .
Cela montre que ker( [ f ] ) = Im ( K(1. A) ). D’où la proposition.

Corollaire 4.9. - Si A est un anneau de Deidekind, l’application canoni-
que PA -~ MA est un is~omo~rphism~e et M A = P(A) x Z.

Corollaire 4.10. - Soit A algèbre de matrices sur un anneau commu-
tati f B satisfaisant aux conditions de (4.11. . Alors ClA est isom,orph,e au
groupe P,(B) des classes de modules projectifs rang 1 sur B.

Soit B = Mn (A), An est un (B,A) -- bimodule de manière évidente;
nous le désignerons par H. Le foncteur définit une ~équi-
valence de catégories entre et MB (cf. [Il], chap. V, cor. 3 ) , sa restric-

tion à PA définit une équivalence de catégories entre PA et P B et donc un
isomorphisme de PA sur PB.

On vérifie immédiatement que le diagramme

est commutatif. Et cela achève la démonstration puisque les flèches

P A’ -~ PB‘ sont des isomorphismes.

4.11. - Soit maintenant A’ une algèbre simple centrale sur un corps de
nombres R’, soit R l’anneau des entiers de R’ et soit A un ordre maximal
de A’. Soit II l’ensemble des plongements de R’ dans le corps R des réels; si

p E II, on désigne par Rp le corps R muni de la structure de R-algèbre définie
par le plongement p.

Soit Il’ le sous-ensemble de II formé des p tels que A’ ne soit

pas semblable à R. Soit I R ± le groupe des idéaux fractionnaires de R’ et soit
P 9, , le sous-groupe de Indéfini comme suit : soit a E IR’ , pour que a soit
un élément de P ± il faut et il suffit qu’il existe x E R’, tel que x soit positif

pour tout plongement de Il’ et que a soit égal à xR.
Théorème 4.12. . 

- Avec les hypothèse,s et les notations de

(4.11), Cl A 

Nous renvoyons à ([21]) pour la démonstration de ce théorème.

4.13. = Supposons maintenant que R = Z et que A = Z [~G] . On se pro-
pose d’étudier le groupe et de donner quelques résultats sur l’appli-
cation de Cartan CZ[G] : v .

Posons Cl’Z [G] = Il est immédiat de vérifier

que l’image de Cl Z [G] par C Z [G] est un sous-groupe de Cl’ Z [G] . .
4.14. - Soit P un objet de P Z[G] d’après ([20], Th. 8.1) ou ( [ 11 ] ,



prop. 1) Q 8)~ P est un module libre sur Q [ G] . Cela permet de définir le

rang de P sur Z[G] J (cf. 4.6) et cela entraîne comme nous le démontrerons

plus loin (IV, 4.2.1) que pour tout corps k, est un module libre

sur k[G].

Soit, maintenant p un nombre premier ne divisant l’ordre de G. La

catégorie MFp[G ; peut être considérée comme une sous-catégorie pleine
de H Z[G] (cf. [III], 1.1 et 1.2), puisque les groupes PZ[G] et H z[G] sont
canoniquement isomorphes, on a aussi un homomorphisme canonique de

MF p[G] dans P soit ! 
. 

cet homomorphisme. De manière plus précise,
soit E un objet de M F il existe alors ([19]) une résolution de Epar
des objets de P A de la forme

Alors py([E] ) _ [P‘] _._ [pl ~. .

Proposition 4.15. - Le groupe CI Z [G] est fini.
La proposition résulte immédiatement du théorème de ~SWAN (’ [ 20 ] ,

th. A) et d’un théorème de ZASSENHAUS ([23]). .

Corollaire 4.16. --- l,e noyau de l’application de Cartan : P Z[G] ~ MZ[G]
est fini.

On vérifie immédiatement que ce noyau est un sous-groupe de Cl Z[G].
Pr,op,osition . (Cf. , [20] , th. 7.1). -- Soit G un groupe fini d’ordre n

et s,oit P(n) 1’;ensemble des nombres premiers qui ne divisent pas n; alors

la suife M F P Z ~ 0 est exacte.

Soit F un objet de  soit x E F et soit p un nombre premier. Nous
désignerons par l’image de x dans F/pF. Soit a = [L.] - [E] un

élément du noyau de P L étant supposé libre. Soit m = r~~ Z[G] (L)
(cf. 4.14), alors donc E même rang que L. Puisque.
d’après (4.14) est libre de rang 

~ 

m sur Fp [G], ’ on peut trouver
x E E, 1 ~ i ~ m, tels que les op (xi), 1 ; i ~ m, forment une base de E/pE
sur Fp[G], quel que soit p ~ P(n). Identifions L à (Z [G] ) 111, soit alors e ~ i
l’élément neutre du i-ème facteur de L. Soit enfin f l’homomorphisme de L
dans E défini par les conditions = xi, cet homomorphisme est injectif
et E/f(L) n’a pas de p torsion si P(n ) . Cela montre que a est un élément

de l’image de p~ P(n) M Fp[G]. Les autres vérifications .étant .immédiates

cela achève la démonstration.

Corollaire 4.18. - L’image de ClZ[G] par l’application de Cartan est un
sous-groupe de De plns est engendré par ce sous-groupe et



~~~ ~° p é 1 P àn) F p iG]
Corollaire 4.19. - Si G est un p-groupe Cl’Z [ G] 

est un quotient de

CI zjGj .
Cela résult.e de (4.18) et de (4.4).
Proposition 4.20. - Soit G un groupe fini d’ordre n et soit P’(n) l’ensem-

ble des di:viseurs premiers de n. Soit p e P’(n) et soit Hz jGj (p) le groupe
de Grothendieck de la sous-catégorie ,de Mz jGj J formée des Z [G] -modules
qui sont de dimension homologique finie et de support [ p] . Alors la suite

est exacte.

Soit écrivons x sous la forme

x = [E] - [F], E et F étant des objets de En ajoutant un module
libre L à E et F, on peut supposer E = F (cf. I, 4.12 ) .
Soit donc f un tel isomorphisme. Utilisant la platitude de Z sur Z, on
montre qu’il existe un homomorphisme g de E dans F tel que
Z [1/n,] ® g = nm f, mais n m f est aussi un isomorphisme. Alors ker(g) et

Coker(g) sont des modules de torsion dont le support est contenu dans

P’(n), E étant sans torsion ker(g) = 0 et donc x D’autre part,
il est immédiat de vérifier que pour tout objet E de (p), p E P’(n),

E=0.

Il reste donc à montrer que surjectif. Il
sutlit pour cela de montrer que C1Z [G~ --~ C1Z [G] est surjective. Il est

facile de vérifier que est un isomorphisme. Compte tenu de (4.18)
il suffit donc de vérifier que CI’ Z [G] --~ 

[G] est surjective ce qui
résulte de (4.18).

Coroll,aire 4.21. - Le noyau de C Z[Gj est contenu dans le sous-groupe
de P Z[G] en.g^endré par les im~ages des groupes H Z[G] (p ) , p E P (n).



CHAPITRE IV

THÉORIE DE BRAUER

SOMMAIRE

On se propose dans ce chapitre de reprendre la théorie des caractères
modulaires de BRAUER à l’aide des Groupes de GROTHENDIECK.

Soit R un anneau de Dedekind et soit R’ (resp. R) le corps des quotients
(resp. des restes) de R. Soit A une R-algèbre finie et soit A’ (resp. A)
l’algèbre (res,p. R ® R A ) . Soit p un idéal maximal de R.

Le § 1 définit après un homomorphisme d : M A’ -~ M ~ (r~éductio~n
module p ) et ramène l’étude de d au cas où R est un anneau de valuation

discrète complet.
Dans le § 2 on suppose A’ semi-simple. On définit alors, un homo~mo~r-

p~hi~sme d de dans on montre en particulier que d et d sont
adjoints par rapport aux formes bilinéaires et (2.6).

Dans le § 3 on étudie les caractères modulaires. Soit G un groupe fini
d’ordre n et soit R un anneau de valuation discrète on suppose ou bien ’que
R est complet ou bien qu’il contient les racines n-ièmes de l’unité. On pose
A = R[G] ; on définit alors en utilisant uniquement des homomorphismes
canoniques de groupes de GROTHENDIECK et des résultats sur les caractères
ordinaires un anneau M(R,G) qu’appelle anneau des c.aractères m~o~dulaires
de G rationnels sur R. On démontre que cet anneau est canoniquement
isomorphe à MR[G] et qu’il est isomorphe à l’anneau des caractères ~mo~d~u-
laires de G au sens de BRAUER. On démontre aussi un théorème de WITT
donnant le rang sur Z de M k jGj , lorsque k est un corps de caractéristique

0.

Le § 4 donne quelques applications. Nous retrouvons en particulier un
résultat de BRAUER sur la matrice de Cartan de k [G] .

§ 1. - RÉDUCTION MODULO UN IDÉAL PREMIER.

1.1. - Soit R un anneau commutatif noethérien intègre de dimension 1,
soit R’ le corps des fractions de R et soit j R l’application canonique de R
dans R’. Soit A une R-algèbre de type fini comme module sur R et soit p
un idéal maximal de R; on pose A’ = R’ A = A/ p A et on considère
le foncteur

de dans 

Lemme 1.2. - Si un anneau de valuation ,discrète, il existe un



hom~omorphisme ~ ~ : : M~ -~ M ~ tel que

pour tout m~o~d~ule E de M A ..
En effet, si R ~ est de valuation discrète

R, t~;) = Tor R (R P P R p , E p) = 0 si i > 1 ; la proposition

résulte alors immédiate.ment de (1, 3.6 ) . .

Lemme 1.3. - Sous les hypothèses du lemme (1.2), on a ~e.n ~dési~gn:ant
i p l’injection canonique de A d’ans A p : :

Proposition 1.4 (BRAUER, SWAN). 

- .Si R p est un anneau de valuation

discrète ,il existe nn homomorphisme dA,p de MA dans MA caractérisé

par la relation d A p o j ! R - ~ ! ’ . 

En effet, puisque j!p est surjectif, il suffit de prouver que )
R

ker(j ! ) . D’après (III, 5.2 ) , est engendré par les A-modules simples
R R

Soit E un tel module alors Supp(E) est un idéal maximal de R, soit q cet

i déal .

9, il est immédiat ( [ E ] ) = 0.

Soit II une uniformisante de R ~ , de la suite exacte

on déduit la suite exacte

Comme E ~ est annulé par ;~, on a

Cela montre que ( p R p ) 1 ( [ ~: ~ ) = 0 et donc que ’~ ~ ( [E] ) = O, d’après

le lemme (1.3). D’où la proposition.

1.5. - Nous allons maintenant donner quelques sorites relatifs à

l’application Soit S un anneau commutatif noethérien intègre de
dimension 1, soit S’ son corps des fractions et soit j s l’application canonique
de S dans S’. Soit f une injection de R dans S et soit f’ l’injection de R’
dans S’ déduite de f.



s B, h= f g) 1 

Soit maintenant q un idéal maximal de S. On suppose que p = q ,-x R
est un idéal maximal de R et on désigne par h l’homomophisme de A/ pA
dans B/ q B déduit de h.

On suppose de plus que S q sont des anneaux de valuations
discrète.

Lemme 1.6. - Si, en plus des conditions de (1.5), S est un de
typ~e fini et si ~ B = q e , on a

Remarquons d’abord que, puisque S est un R-module de type fini B’
(resp. B/ qB) est aussi de type fini sur A’ (resp. A/pA). Les symboles h~
et hî ont donc un sens.

Soit E un objet de M ~, on a

h~ .j~d~ 
Diaprés (1.4), 

D’autre part, pour tout objet F de MB libre sur Sq , on a
p!6 q!([FJ).

On en déduit aisément que p~ ohf q! . D’où finalement

Comme Js est surjectif on a démontré (1.6.1) .
On a de même: :
Lemme 1 .7. - Si, en plus ,des con,ditions de (1 .5 . ) , B jh,j est un A-module

plat, on a : 
’

(1.7,1 ) ùB, q o(h’)! =h ! ô. d A, ,
Corollaire 1.8. -- Si on identifie R et R , à des sous-anneaux de R’, on a

alors :

Il suffit en effet d’appliquer le lemme précédent avec S = R et
.

Corollaire 1.9. - Si R est un anneau de valuation discrète maximal p ’
et si on identifie A a un sous-anneau du complété Â die A pour la topologie
~ on a alors

Lemme 1.10. - Si Rp est un anneau de valuation discrète et si A esf
une algèbre de groupe fini, alors dA ,p est un homomorphisme d’anneaux.



En effet, d’après (1.8.1) il suffit de démontrer le lemme lorsque R est un
anneau de valuation discrète. Dans ce cas cela résulte immédiatement de
ce que P ’ 

1 et j~ sont des homomorphismes d’anneaux.
Remarque 1.11. ---- Nous avons vu (III, 2.2.2) que (h’)1 est un mono-

morphisme. Grâce à (1.9), on peut donc ramener l’étude de cas

où R est un anneau de valuation discrète complet. 
’

§ 2. - NOMBRES DE DÉCOMPOSITION ET MATRICE DE CARTAN.

2.1. - En plus des hypothèses de (1.1), on suppose que R est un anneau
de valuation discrète complet pour la topologie p -adique. D’après (1.4)
on peut alors définir un homomorphisme d . ~~ ~ : MA~ -~ M A caractérisé
par la relation d A ~ ~ j ~ - p~ . °

Si aucune confusion n’est à craindre on écrira d au lieu de d A~ ~ et j ~
au lieu de (j~)~ (cf. III, 1.6).

On suppose que A est libre sur R.

Soit : P A ~ P A l’homomorphisme associé au foncteur

E ~..M.~ R ® R E de P A dans P ~ et soit cA (resp. c ~) l’homomorphisme
de Cartan de A (resp. A). ()n rappelle que ! est un isomorphisme (cf. III,
4.6 ) et on pose  = j!  c o ( !, -1 .

Lemme 2.2. - Sous les conditions de (2.1 ) ) on a : cA! = p! o cA .
En effet, pour tout objet E de PA, on a cA! ([E]) = [El P EJ

= P’ o c~ ( [ E ] ), puisque A et donc aussi E est libre sur R.

Lemme 2.3. - .S’ous les conditions de (2.1 ) ) on a : d ~ ~ = .

En effet, o c~.~ o ( ~ ~ ) T 1- .c~, d’après le
lemme (2.2).

2.4. - Puisque R est de valuation discrète M R est canoniquement iso-
morphe à Z, il existe donc d’après (II, 1.12), une forme bilinéaire B~ sur

P Ax M A telle que BA ( [E], (F) ) = rgR(HomA (E, F)), pour tout objet E
(resp. F) de PA (resp. 

On définit de manière analogue (cf. III, 2.1.26) les formes bilinéaires 
et 8 ~ . .

Proposition 2.5. - Soient x ~ P~,~ et y E MA, so~rs les hypothès,es d~e (2.1 ) )
on a :



En effet, soit E (resp. F) un objet de PA (resp. le

foncteur E ,~..,~ R’ ® R A (E, F ) ( resp. Hom ~~ (E ® R R’,F ® R R’ ) ) et

soit § le morphisme f onctoriel évident dans ~d .
On a Fn, et puisque tout objet E de P A est facteur

direct d’un libre on a aussi pour tout E. Cela montre que

et que

(2.5.1).

On démontre de la même manière l’égalité (2.5.2) lorsque x E P A et
y E M A ) . On achève la démonstration à l’aide du lemme (III, 1.5 ) , ,

Corollaire 2.6. -- En plus des hypothèses de (2.1 ), on suppose que A’
est une algèbre semi-simple. On peut alors i~denti fier P A,et M A~ , , et on a

quels qu~e soient 

Soit en effet, E (resp. F) un objet de P~ (resp. MA) et soit H un objet
de PA tel que H ® R R/ (cf. III, 4.6).

Alors :

puisque _ ~ ~ ,
Comme j ! est surjectif, cela la démonstration.
Corollaire 2.7. - Sous les hypothèses de (2.6), le sous-groupe Ker(d) de

MA, est l’orthogonal ~de Im(d) par rapport à Ia forme bilinéaire BA,
Cela résulte im~médiatement de (2.6.1 ) et de ce que la forme bilinéaire

8 A est non (III, 2.1.2 î ) . .

Proposition 2.8. - Soit R un anneau de valuation discrète, ,d’idéal
maxim~al ’~ et complet pour la topologie p -a~di~que. Soit R’ le corps des

fractions de R et soit A une R-algèbre qui est un R-module libre de typ,e
fini. On supp~ose que A’ = A est une algèbre semi-simple. Alors les

propriétés suivantes sont équivalentes :
a) 

b ) ) Ker (d ) = O.
c) Im(d) est fini dans 



La propriét~é ~a ) entraîne trivialement la propriété b). Puisque la forme
est non dégénérée (cf. III, 2.1.2 î, il résulte de (2.6.1 ) que b) .entraîne c),

Enfin, puisque d o cI = c ) entraîne :a ) . .

Corollaire 2.9. - Soit R un anneau de valuation discrète d’idéal mari-

mal p et de corps de fraction R’. Soit A une R-algèbre qui est un 

libre de type fini. On suppose que A’ = R’ ® R A est un produit direct
de matrices sur les conditions suivantes sont équi-

valentes :

a) det (c ~ ) ~ 0.
b) Im(d) est d’indice fini ,dans MA.

En effet, on plonge R et A dans leur complété ~ et on a.ppliqu~e
(1.9.1 ) en remarquant que (h’) ~ est un isomorphisme.

2.10. - Soit S (resp. S) l’ensemble des types de modules .simples
sur A’ (resp. A) et soit pour tout s ES (resp. s E.S), ES (resp. ES y un

module simple de type s (resp. s). On rappelle (cf. III, 2.1 ) ;que

( [E s ] ) sE,S(resp. ( [ ES] ) S E ,s ) est la base canonique de M A (resp.

M,~ ). Enfin, si FS est l’enveloppe projective de Eg , alors ([FS ( [ 
est la base canonique de P~ .

On pose rs = rg A~ (Es ,Es)) et r s = rg R (Ham On

désigne par D = et D = matri-

ces de c A, d et d par rapport aux bases canoniques.
Soit enfin K un corps et C une K-a~lgèbre artinienne; nous dirons que

K décompose l’algèbre C si le quotient de C par son radical est ,isomorphe
à un produit direct d’algèbres de matrices sur K.

Prop~o~sition 2.11. - Soient R ei~ A satisfaisant aux con~di~ti~o~ns de (2.8.).

On a alors avec les notations de (2.10) : r Sô = b rt .
En effet : 

’ ’

A’ est diagonale.
V ~ ~’ 4

Cela achève la démonstration.

Proposition 2.12. - Soit R un anneau de valuation discrète 

maximal p. . Soit R’ le corps des fractions de R et soit A une R-algèbre
qui est de type fini comme module svr R. On suppose que R’ (resp. R/ p R)
décompose l’algèbre A’ = R’ ® R A (resp. A = A/ p A) (cf. 2.10) et qu~e A’

esf semi-simple. On a alors avec les notations de (2.10 ) : C~ = D.

En effet, quels que soient sES (resp. sES), 1 (resp. 1) puis-

que R’ (resp. R/pR) décompose A’ (resp. A ) .



Si R est complet la proposition résulte alors immédiatement de (2.11 )
Si R n’est pas complet, on plonge R, A, R’, A’ dans leurs complétés.

Puisque R’ décompose A’ et que A’ est semi-simple, l’application cano-

nique de MA, dans M~, transforme la base canonique de MA,en celle de M~~.
La proposition résulte alors de (1.9).

§ 3. -- CARACTÈRES MODULAIRES.

3.1. --- Soit G un groupe fini d’ordre n, soit R un anneau de valuation

discrète d’inégale caractéristique, soit p l’idéal maximal de R. On suppose

que R est complet ou bien qu’il contient les racines n-ièmes de l’unité.

On pose A = on conserve les notations de (1.1) et de (1.2), et on

désigne par p la caractéristique de R/ p R.
Lemme 3.,~. - Soit G un groupe fini d’ordre premier à ~p et soit R un

anneau ,de valuation discrète complet. Alors d R est un isomorphisme
qui transforme la base canonique de M R’ [G’ 1 en ,de 

En effet soit S l’ensemble des types de modules simples sur A = R [G] .
Pour tout s E S, le A-;n1odule E s est projectif, puisque la condition (n,p) = 1,
entraîne que A est semi-simple. Il existe alors, d’après (III, 3.6), un A-

module projectif F tel que E~ = Fs. Par définition d ([E5 ] )
= [ R’ ® R F s ] . Puisque il nous suffit, pour prouver le

lemme, de montrer que d est surjectif et que, pour tout s ES, F’g = R~ ~p~ Fs
est un module simple.

Soit E un A-modules, puisque (n,p) = 1, E est de dimension homolo-

gique finie, l’application c A est donc surjective. Puisque,  = j! cA( P I)! 1
et que j ~ est surjective, d l’est aussi.

Supposons maintenant qu’il existe des A’-modules non nuls F’ et F" tels

que F’,~ = F". D’après (III, 4.3), il existe des A-modules E’ et E" libres
sur R tels que p’’ = R’ ® R E’ et F" = R ®R E". Soient alors E’ = E’/ p E’ et
E" = E"/ p E" et soit a s(resp. bs ) la coordonnée d’indice s de E’ (resp. E")
par rapport à la base canonique de M~. Puisque E’ (resp. E") est non nul,

il existe s E S (resp. t E S ) tel que a s ~ 0 (resp. b t ~ 0). Alors

= d.d ([ES] ) _ = a ( Lp,~] ) + d ( ~F"~ ) - [E’] + rÉ~~j =
03A3 (a’[’ + b) Comme at et bt sont des entiers positifs, on aboutit

tES
à une contradiction. Cela achève la démonstration.

Corollaire Soit G un groupe fini d’ordre premier à p. Si R’ décompose
alors un isomorphisme qui transforme la base canoni-

que de MR/[GJ en celle de M .

Il suffit, en effet, de compléter R et d’appliquer (1.9).
Remarque 3.4. - Il résulte du th,éorème (III, 2.3.13) que les hypothèses

de (3.3) sont satisfaites lorsque R contient les racines n-ièmes de l’unité.

Mais nous n’utiliserons ce théorème que lorsque G est abélien.



3.5. - Soit E’ un objet de M A, , , 
alors La fonction ~E : G ~ R’

prend ses valeurs dans R.
En effet, d’après (III, 5.3), il existe un A-module E, libre sur R, tel que

E’ = R’ ® RE. Soit b = (ei ) une base de E, a.l~o~rs ~b’ = (1 ® ei ) est une b~ase

de E’.

Soit p E~, b~ la représentation matricielle de G associée à E’ et à b’ et

soit g E G. Alors pE~ b’ (g) est une matrice à coefficients dans R et cela

achève la démonstration.

3.6. - Soit g E G, on dit que g est p-régulier s’il est d’ordre premier à p.
Soit S pe G l’ensemble de ces éléments et soit Fp(G,R) l’ensemble des fonc-
tions de S p à valeurs dans R.

Soit x E;Sp et soit ~C: x le sous-groupe de G engendré par x. Supposons
vérifiées les hypothèses de (3.1), il résulte alors de (3.2) et (3.3) que

d R est un isomorphisme. Si aucune confusion n’est à craindre, on

écrira simplement dx au lieu de ,d Il 
Si ix désigne l’injection canonique de Cx dans G et si e est un élé.ment

de l~I ~on pose ex = d x ~1( (e) ) . Soit alors q~e la fonction x ,""~ xe de

S p à valeurs dans R et soit m(R,G) la de M R[Gj dans
Fp (R,G) . Il est immédiat de vérifier que m(R,G) est un ho~morphis~m~e de

groupes abéliens.

Dans ce qui suit nous utiliserons les notations suivantes : pour tout

objet E un objet de on écrit q~ ~ au lieu de pr]~j ! si s~ ES, on pose
= Enfin on désigne par M(R,G) l’image de l’application m(R,G).

Nous allons maintenant énoncer quelques sorites relatifs à M(R,G) et

à l’application m(R,G). .
3.7. -- Soif H un sous-groupe de G, soit iH l’injection canonique

de R[H] dans R[G] , soit E un objet de M et soit x un élément

p-régulier de H. Alors :

Lemme 3.8. - Soit S un annelau de .valuation discrète satisfaisant aux
conditions de (1.6) et de (3.1). On a alors, avec les not,ations de (1.6),

m(R,G) = .

Lemme 3.9. - Pour tout ob jet E de et tout x E S p , on a :

Lemme 3.10. - Pour tout objet E de et pour tout x E S h, on a :

En effet, on peut d’après (3.7) et (3.8) supposer que G est un groupe
cyclique d’ordre premier à p et que R est complet. D’après (3.2), il existe



un A-module F libre sur R tel que E = F / P F. Alors = TrF/R (x).
D’où le lemme.

Théorème 3.11, --- SoUS les hypothèses de (3.1), M(R,G) est un sous-

anneau de Fp(G,R) ef l’application m(R,G) est un isomorphisme d’anneaux.
En effet, l’application E ,~,~ ~E est le composé d’applications qui sont

toutes compatibles avec les produits; cela montre que M(R,G) est stable

pour la multiplication des fonctions et que m(R,G) est un homomorphisme
d’anneaux.

Cet homomorphisme est surjectif puisque est engendré par les
pour E variable.

Montrons que m(R,G) est injectif. Soit R’ une extension de R qui décom-
pose existe alors un anneau de valuation discrète S, R, complet
admettant R’ comme corps des restes (cf. 10.3.1). D’après (3.8)
il suffit de montrer que In(S,G) est injectif. Cela va résulter du lemme
suivant.

Lemme 3. t 2. - Soient R et G satis f aisant aux conditions de (3.1), si R
décompose l’algèbre R[G1, l’application

est in jective. 
~ L ~ J

Soit, en effet, x un élément du noyau de cette application. On a alors
avec les notations de (2.10),

Supposons que les as ne soient pas tous nuls, et soit t~S tel assoit de
valuation minimum. En divisant les a ~ par ai et en passant aux corps des
restes on obtient une relation non triviale entre les 

Soit maintenant y ~ G; y peut se mettre sous la forme y = y s . y u = Y u~ys
où y ~ est p-régulier et où yu est d’ordre pm . Soit E un objet de 
et p E 

une représentation matricielle de G associée à E; alors toutes

les valeurs propres de sont égales à 1 et puisque ys et yll commu-
tent, on a = Tr Il résulte alors d~e (3.10) et (3.12.1)
qu’il existe une relation non triviale entre les fonctions Tr E- 5l R v

Puisque R décompose l’algèbre R[G], on peut trouver, pour tout s E S,
un élément e-s de R[G] tel que Tr (e-s) = 1 et tel que Tr E-/R (e-) = 0
si s ~ t. On a donc une contradiction et cela achève la démonstration du
lemme (3.12).



Lemme 3.13. - Soit 03C3 un automorphisme de R et soit a l’automorphisme
de R associé â r. Soit E un de MR[G] et soit g un élément p-régulier

de G, alors Q (PE~~ ~ ~~Q (~).
En effet, posons F = E ~ , on vérifie immédiatement que o~ ([EJg ) ~=,[F] g
Le lemme résulte alors de (III, 2.2.9).

3.14. - Soit G un groupe fini d’ordre n et soit R un anneau de valuation

discrète satisfaisant aux conditions de (3.1). Soit Q 1~ le corps des racines
n-ièmes de l’unité sur Q et soit GR le groupe de Galois de Qn sur

Q R’. un automorphisme de R et Q’ son image dans GR. Soit x un
élé~ment p-régulier de G et soit y = x cr’ (cf. 2.3.1). Comme x et y engendrent
le même sous-groupe cyclique de G on a, avec les notations de (3.6),

[ E] x = [ El y , quel que soit l’objet E de MR[,G]. Il résulte de (III, 2.3.11)
et de (3.13) que

Lemme 3.15. -- Sous les hypothèses et notations de (3.14) les

fonctions 03C6 EM(R,G) sont constantes siir les G’R-classes p-régulières de G.

Lemme 3.16. -- L’application 1 ® z d : i R’ ® Z 
est surjective.

,Soit a une G R ,classe p-régulière de G et soit d a la fonction égale à 1

sur a et nulle ailleurs. D’a,près (III, 2.3.12), daest élément de R’ ® Z M 
et donc de R’ ® Z NI(R;G), d’après (3.9).

Soit 
, p 

l’ensemble des G’R-classes p-régulières de G et soit

c = Card(CG ~, p ) . donc montré que

D’après (3.15), rg c. Cela démontre que rgz = c et

achève la démonstration du le~m~me.

Nous avons de plus dém.ontré le résultat suivant :
Lemme 3.17. - Avec les hypothèses et les notations de (3.14), on a

rgz (M Card(CGR ,p), CG’R,p désignant l’ensemble des G’R classes

p-régulières de G.
Corollaire 3.18. - Soit G un groupe fini d’ordre n, soit k un corps de

caractéristiq:ue p contenant le corps k n des racines n-ièmes de l’unité. Alors,
l’injection canonique de Mk

n [G] dans M J est un isomorphisme.

En effet, il suffit de démontrer le corollaire .lorsque ’k est al.géb~ri~quement
clos.

Soit Rn l’anneau des entiers de An et soit ,  un idéal maxima,1 de Rn
contenant p. Soit R = (R n) p, le corps des restes de R est isomorphe à kn.
Il résulte alors de (3.17) que le rang de M J sur Z est égal au nombre



de classes p-ré~gulières de G. Comme le rang de M k [G ] est au plus égal à ce
nombre et que l’applic.ation Mkll est injective, on en déduit

que rgz (M k [G] ) = et donc d’après (III, 2.2.14, b) l’appli-

cation canonique de Mkn [G] dans Mk[G] est un isomorphisme puisque k n
est fini.

Corollaire 3.19. - Soit G un groupe fini n et soit k un corps de

caractéristique p. Soit kn le corps racines n-ièm,es de l’unité sur F 
p

et k’ = k n Alors l’homornorp.hisme canonique de M 

NI k [G~ est un is~o~morphisme.
Soit k" la clôture algébrique de k et soit 03A9 k (resp. le groupe des

k-automorphismes (resp. k’-automor~phismes ) de k". Soit F un k [ G] -mo~dule

semi-simple et soit E = k" ~k F; alors quel que soit ~ ~ ,E = 

effet, supposons qu’il existe (1 ~03A9k tel que ne soit pas isomorphe à E.

D’après (3.18) Er ne dépend que de l’image de 03C3’ de 03C3 dans le groupe de

Galois G’k de kIl sur k’. Alors, il existe T E Ok dont l’image dans G~kest égale
à o~’, cela montre que ET ^-, E6 n’est pas isomorphe à E. Cela est impossible
(III, 2.2.10).

Puisque k’ est fini, E provient donc d’un k’ [G] -module semi-simple (III,
2.2.14.b ) , soit donc E = Alors E = k- E’ ) mais E =’k" ®k F,
comme F et k ®k~ E’ sont semi-simples ils sont isomorphes (cela résulte par
exemple de (III, 2.1.3) et de (III, 2.2.2) ) ; cela montre donc que tout module
semi-si,mple sur k [G] ] provient d’un k’ [G; -module semi-simple et ce’la achève
la démonstration d’après (III, 2.2.13). . ,

Thé~orèm~e 3.20. (WITT [22] l . -- S,oit G un groupe fini d’o.rd’re n, soit k
un corps de caractéristique p, soit k11 le corps des racines n-ièmes de l’unité

sur Fpiet soit k’ = k n Soit Gkle groupe Galois de kn sur k’ et soit

03A3 G k p l’ensemble des Ck-classes p-régulières de G. ° Soit S l’ensemble des
types ~d~e mo~dules simples sur k[GJ. . Alors : Card(S) = 

En effet, d’après le lemme (3.19), on peut supposer k = !k’. Soit alors

Q n le corps des racines n-ièmes de l’unité et soit Rn l’anneau des entiers
Q n et soit R un localisé de R n en idéal maximal p , p contenant t de p. Soit

S = (R) Gk, on vérifie que S est un anneau de valuation discrète admettant
k’ comme corps des restes. L.e théorème résulte alors de (3.17 ) . .

D,éfinitions 3.,~1. - Soit G un .groupe fini et soit R un anneau de valuation
discrète satisfaisant aux conditions de (3.1). On appellera « agneau des
caractères modulaires de G rationnels sur R » l’anneau M(R, G). On a
démontré que cet anneau est canoniquement isomorphe à M 

Si on se donne seulement G et p, on peut quel que soit le corps k de
caractéristique p trouver un anneau de valuation discrète R satisfaisant aux
conditions de (3.11 l et admettant k comme corps ,nes restes. Soit n l’ordre



de G, supposons que k contienne le corps k n des racines n-ièmes de l’unité
Donnons-nous pieusement 03A0R de Qn n R’ (cf. 3.14) dans C.

L’application E ,,~,~ q~E définit donc un iso~morphisme ,de M k [G]
noté 03A0R sur un sous-anneau de l’anneau Fp(G, C) des fonctions
de S p à valeurs dans C (cf. 3.6).

On vérifie à l’aide (3.8) et (3.19) gué ce sous-anneau ne « d~épe~nd » que
de p (et de G). C’est cet anneau que BRAUER a appelé « anneau ~des carac-
tères ~de G", le désignera par M G ~ l~ .

Remarque 3.22. - Soit maintenant II (G, ’k) l’ensemble des isomor-

phismes de M k ~Gj dans M du type pour R et IIR variables et soit
le groupe de Galois de sur F p . D’après (3.13) G~ opère sur

II (G, k) on vérifie facilement qu’il y opère transitivement, par exemple
lorsque G est un groupe cyclique d’ordre q, q étant un nombre premier G n o
opère sans points fixes sur II (G, k).

D’autre part, un plongement II R définit un .isomorphisme o:~ du groupe
des racines n-ièmes de l’unité de .k dans le groupe des racines de l’unité de

C, d’ordre premier à p. Soit E un objet de MR[G], on se propose ,de calculer
Soit alors x E G, x p-régulier (III, 2.3.1) soit C x le sous-groupe

cyclique de G engendré par x et soit ix l’injection canonique de C~ dans G,
d’après (3.7),

Pour calculer 03C6 É on peut donc supposer que G est un groupe cyclique
engendré par x. Dans ce cas E est de la forme E = g3 Fi , Fi étant de dimen-

sion 1 sur k. Alors (x) = 03C6Fi 
(x ) , esrt une racine n-iè.me de l’unité

de k, cela montre que IIR «R (03C6Fi(x)). Si on remarque que les
sont les valeurs propres de x dans une représentation PE de G

associée à E, on retrouve la définition de BRAUER.

§ 4. - APPLICATIONS.
Proposition 4.1. (Brauer). . - Soit G un grou.pe fini, soit lc un corps et soit

Ck [G] la m.atric.e de Cartan de k[G]. Alors det ~ O.
Si k est de caractéristique nulle, c’est immédiat puisque k[G] est semi-

simple.
Si k, est de caractéristique p, 0, il existe un anneau de valuation

discrète complet R d’inégale caractéristique et de corps des restes k
Soit R’ le corps des fractions de R. Il résulte de (3.15) que

Im (d : MR[G] Mk [G] ) est d’indice fini dans M k [G] . La proposition
résulte alors de (2.8).

Remarque 4.2.1. . --- Soit P un objet de P d’après ( [ 20~] , Th 8.1 ) ou
( [ 1 I ] , prop. 1 ) Q ~ z P est libre sur Q [ G] , alors, quel que soit le corps k,
k 8)y P est libre sur k[G].



C’est Immédiat si k est de caractéristique nulle. Si k = F p 
on a :

cFp U 
= ®z P] ) _ Q ® z P

est libre sur Q [G] ; donc P/pP est libre sur Fp[G], d’après (III, 2.1.21 ) et

(4.1 ) . D’où le résultat si k est de caractéristique non nulle.
Remarqu,e 4..~.2. - BRAUER démontre (cf. [8], § 7 ) que l’application d

est surjective lorsque k contient les racines n-ièmes de l’unité sur Fp. Il

utilise pour cela sa caractérisation des caractères, et donc la théorie des

caractères induits.

Indiquons brièvement la démonstration de ce résultat. Il est immédiat

de vérifier que d est surjectif lorsque G est un groupe cyclique d’ordre pre-
mier à la caractéristique p de k et lorsque G est un p-groupe. On démontre
alors que d est surjectif lorsque G est un groupe élémentaire (cf. [20], 4) on
passe alors au cas général à l’aide du théorème (4.1 ) et de la proposition
(3.1) de [20].

4.3. - Soit G un groupe fini d’ordre n et soit R un anneau de valuation

discrète satis,faisant aux conditions de (3.1 ) . Nous reprenons les notations
de (3.1).

_ 

Soit alors S (resp. S) l’ensemble des types de mo,du’l,es simples sur

A = R[G] (resp. A’ = R’ [ G] ) , soit Eg un module simple de type s et soit Fs
l’enveloppe projective de On pose q~ s = Soit et

soit E s un A’-module simple de type s, on pose x ~ = Soit, enfin G p
l’ensemble des éléments p-réguliers de G (cf. III, 2.3.1). .

Lemme 4.4. - Supposons que R’ décompose l’algèbre R’ [G] (cf. III,
2.3.13). On a alors avec les notations de (2.10) et (3.4).

quel q,Ue soit x E Gp.
En effet, cela ré>sulte immédiatement de (2.12) et de (3.9) .
Proposition E.,5. - Soit E un objet .de PR[G] et soit fE la fo,nction de G

à valeurs dans R telle que fE(x) = çE (x) , si x~Gp et fE=O si x~Gp
Alors fE est un caractère modulaire ,de G rationnel sur R.

En effet, on peut d’après (3.8) suppose.r R c,o,m,p’let. Nous a.llo.ns a.l,ors

montrer que à iEi> 
°

* 

*E ~~~ ~ ’d à? iEi>~~~ ~ ~ ? «E >~~~ . Montrons
d ( [E ]) ~~~ ~ si 

Lemme E.6. - Soit F un objet de . Si R est c.ompl.et, alors

~ à ifi> ~~~ ~ °’ 



Soit x un tel élément et soit Cx le sous-groupe cyclique de G engendré
par x et soit ix l’injection canonique de Cx dans G, comme d com-

mutent et que E [i ~ est C x projectif, il suffit pour démontrer le lemme de

supposer G cyclique. Dans ce cas G = G 1 x G2, où Gl (resp. G2) est le sous-

groupe de G formé des éléments d’ordre (resp. des éléments p-réguliers
de G).

Soit maintenant Ei, i = 1, 2, un objet de la projection G su~r Gi
définit sur Ei une structure de R [G] ~mo~dule; lorsque nous parlerons du

R[G]-module E1 c’est toujours cette structure de R[’G]-m,odule que nous
considèrerons. 

_ _

Puisque tout module simple sur R [Gl ] est isomorphe à R sur lequel G1
opère trivialement, il résulte de ( [ 5 ] , § 7, prop. 8) que tout module simple
sur R[G] ] est simple sur ] et réciproquement. Soit alors E un tel

module, soit F son enveloppe projective dans soit F’ = E ® ].
Montrons que F = F’. En effet, F’ est projectif car il est facteur direct de

R[GJ ((12 étant d’ordre premier à p, l’algèbre R [ G2 ] est semi-simple et donc

E est facteur direct de ] et F’ est facteur direct de 

= R [ G ] ) , d’après ( [ 5 ] , ~ 7, th. 3) on voit que E est isomorphe au quotient
de F’ par son radical, l’application F’ ,,~.~ E ainsi défini est donc 

donc F = F’.

alors = 

xE (g) x R[ G 1] (g) or x R[G] (g)
= = 0 si g 1 n’est pas neutre de G 1 c’est-à-dire si g
n’est pas p-régulier. Cela démontre le lemme lorsque F est un projectif indé-
composable, donc quel que soit F d’après (III, 2.1.19).

4.9. - Soit maintenant F(Gp, R’) l’anneau des fonctions sur l’ensemble
Gp des éléments p-réguliers de G et à valeurs dans R’.

L’application (f, h ) .~."~ (l/Card(G)) 
g 

~, 
G 

h(g)
gEGP

de F(G p, R’) x F(G p, R’ ) dans R’, définit une f~orme ~bilin~éaire sur

Soit 9’R[G] cette forme.
Soit d’autre part fM (resp. fp) l’application M R[G]

(resp. PR [G]) dans .

Théorème 4.10. - Soit G un groupe fini d’ordre n et R un anneau .de
valuation discrète satisf aisant aux conditions de (3.1 ) soit R’ Ie corps dies

fractions de R et soit R son corps des restes. Alors l’application bilinéaire

R [G] dans Z définie en (2.1.26) est l’im.a,g,e récipro-
que de la forme 0 R [G] relativement à f p et à f M (cf. (4.9) ) .

Comme dans (III, 2,3.8) il suffit de vérifier ;que, pour tout objet E de

P R[G] on a :
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On peut d’autre part supposer R complet (cf. 3.10). Alors :

d’après (4.8) et (3.9 ) . Cela achève la démonstration.
C~o~rollaire (Relations d’ orthogonalité). - Soient G et R satisfaisant

aux conditions de (3,1 ) ; ; on a alors avec les notations de (4.3) et de

(III, 2.1.15)

quels ,que soient s et tES. 
’

C’est une conséquence immédiate de (4.10) et de (III, 2.1.18). .
Corollaire ~.1 ~. - Soien.t R et G satisfaisant aux conditions de (3.1 ) . .

Soit g un élément p-régulfier de G et soit le cardinal du normalisateur
de la G’R-classe de ~ (cf. 3.14). . On a alors avec les notations ~d~e (4.3).

que s~oient g et g’ ‘G .
En effet, soit d., la fonction égale à 1 sur la GR’-classe de g et nulle

ailleurs. D’après (3.1 i ) dg est un élément de R’ ~ Z G), dg est donc de
la forme dg = 03A3 n-s 03C6-s. D’après (4.10) on a donc

s~S"

Alors n~- = Donc n(g) > dg= S Cela achève

s~S
la démonstration.
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