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GROUPES DE GROTHENDIECK

INTRODUCTION

Si G est un groupe fini et si k est un corps de caractéristique nulle et
algébriquement clos, il est bien connu que les caractéres de G permettent
d’étudier de maniére commode les modules sur k[G]. Lorsque k n’est
plus un corps on peut substituer aux caractéres de G des « groupes de
Grothendieck » associés a diverses sous-catégories pleines de la catégorie
des modules de type fini sur k[G] (Swan, [20]). De plus, c’est a l'aide
de tels groupes qu’il a été possible d’étendre aux modules projectifs sur
les algébres de groupes ([201, [11]) et sur certaines algébres non commu-
tatives des théorémes tels que le théoréme 1 de ([17]). Cependant dans
([11]) nous utilisions les caractéres mecdulaires de Brauer et un théoréme
de Brauer sur la matrice de Cartan de F,[G]. Il nous a alors semblé que
la théorie des caractéres modulaires s’exposait de fagon plus satisfaisante
a laide des groupes de Grothendieck ainsi que beaucoup de résultats de
la théorie des représentations des algébres artiniennes. Cela fait l'cbjet
du chapitre IV et d’une partie du chapitre III, le reste de ce chapitre
étant consacré aux groupes de Grothendieck de certaines sous-catégories
de la catégorie des modules de type fini sur une algébre A. Comme beau-
coup de ces résultats étaient valables pour des catégories de Modules sur
des Algébres sur des préschémas, nous avons préféré grouper ces résultats
dans le chapitre II. Le chapitre I donne des généralités sur les groupes
de Grothendieck.

Dans presque tout ce travail nous n’utiliserons que des résultats
d’algébre homologique, d’algébre commutative et des résultats de (|5]).

Nous ne considérons jamais les problémes liés 4 la théorie des « repré-
sentations induites » pour lesquels nous renvoyons a ([20]).

Nous avons présenté une partie de ce travail au Séminaire J.-P. Serre,
1960-1961.

Pour terminer cette introduction nous remercions M. J.-P. SERRE pour
I’aide constante qu’il nous a apporté tant dans 1’élaboration que dans la
rédaction de cette thése. Nous remercions aussi M. DEHEUVELS qui, aprés
nous avoir initié a la théorie des représentations et a ’algébre homologique
n’a cessé de s’intéresser 4 nos travaux. Nos remerciements a M. CARTAN
qui a accepté de présider le jury de cette thése et a M. MALLIAVIN qui a
bien voulu nous donner le sujet de la seconde these



CHAPITRE PREMIER
GENERALITES

SOMMAIRE

Les § 1 et 2 sont essentiellement des rappels. Soit C une catégorie
abélienne et D une sous-catégorie pleine de C satisfaisant a la condition
1 b), on montre comment on peut attacher 4 D un groupe abélien K(D)
appelé groupe de Grothendieck de D qui est solution d’un prcbléme univer-
sel pour les fonctions additives sur D a valeurs dans les groupes abéliens
(cf. [4] et [14]), puis nous donnons quelques propriétés élémentaires de
ces groupes.

Le § 3 étudie les homomorphismes de groupes de Grothendieck associés
a certains foncteurs. En particulier, lorsque D’ est une sous-catégorie pleine
de D, il existe un homomorphisme canonique de K(D’) dans K(D). Nous
esquissons alors la démonstration d’un théoréme de Grothendieck qui donne
des conditions tres générales pour que cet homomorphisme soit un isomor-
phisme. Ce théoréme sera trés utilisé dans le chapitre II.

Le § 4 introduit une suite exacte de groupes de Grothendieck associés a
une sous-catégorie épaisse D’ d’une catégorie abélienne D, a la catégorie D
et a la catégorie quotient de D par D’. C’est 4 I'aide de cette suite que nous
voulons généraliser les suites exactes de ([4], prop. 7) et de ([20], prop. 2.1).
Pour terminer nous considérons trois sortes de catégories, la premiére inter-
vient dans I’étude des modules projectifs de type fini sur un anneau A (et
aussi chez les topologues pour P’étude des classes de fibrés stables), les
deux autres dans I’étude des catégories dont tous les objets sont de longueur
finie. Dans chacun de ces cas nous donnons des conditions nécessaires et
suffisantes pour que deux objets de la catégorie aient méme image dans les
groupes de Grothendieck associés.

1.1. — Soit C une catégorie abélienne et soit D une sous-catégorie de C.
On suppose :

a) que D est une sous-catégorie pleine de C. On rappelle (cf. [15],
O111> 8.1.5) que les objets de D sont des objets de C, que si Ej et E9 sont des
objets de D, Homy) (E{, E9) = Hom (; (E{, E9) et que la loi de composition
des morphismes de D est induite par celle de C.

b) qu’il existe un ensemble S d’objets de D tel que tout objet de D scit
isomorphe a un élément de S.

1.2. — On dit qu'une fonction f de D dans un groupe abélien G est
additive si pour toute suite exacte de C
O->E—-E —-E" -0

telle que E, E’, E” soient des objets de D, on a
f(E) = f(E) + f(E”).
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Pour tout groupe abélien G. les fonctions additives de D dans G forment
un sous-groupe Ay (G) de ’ensemble des fonctions de S dans G. On définit
de maniére évidente un foncteur covariant G ..~ Ap(G) de la catégorie des
groupes abéliens dans la catégorie des groupes abéliens.

Soit alors K(D) le groupe abélien défini par générateurs et relations de
la maniére suivante :

—- tout élément E de S définit un générateur [E] de K(D).
— toute suite exacte
O—-E—-E ->E" -0, E,E,E” ¢S
définit une relation : [E’] - [E] — [E”] = O..

Soit E un objet de D, par hypothése il existe E” € S tel que E soit
isomorphe a E’. Soit ¢ la fonction qui a E associe I’élément [E’]
de K(D),onaop€ Ap(K(D)). Si G est un groupe abélien et si g € Hom
(K(D), G) alors f = gopp € Ap (G). Réciproquement, pour toute fonction
f € Ap(G) il existe un homomorphisme unique g de K(D) dans G tel que
f =go¢p. Autrement dit le couple (K(D), vp)) représente le foncteur
G~ Ap G). Cela montre que le groupe K(D) « ne dépend pas » de 'en-
semble S. Le groupe K(D) s’appelle le groupe de Grothendieck de D et ¢p)
Papplication canonique de D dans K(D).

On écrira souvent par la suite [E]p au lieu de o) (E) et méme [E]
s1t aucune confusion n’est a craindre.

Remarque 1.3. — 1l résulte immédiatement des définitions que tout

n
x € K(D) est de forme x = Y nj [Ei] ,oun; €Zet ol E; est un
i=1
objet de D.
Si de plus D est stable pour les sommes directes finies tout élément x de
K(D) est de la forme x = [E] — [F], ou E et F sont des objets de D.
Remarque 1.4. — Si D est stable pour les sommes directes infinies alors
K(D) = O. En effei, soit E un objet de D et soit, pour tout entier n, E un
objets de D isomorphe 4 E. Posons F = & E,,alors F&® E~F. Donc
[F] = [F] + [E] et [E] = O.

§ 2. — LEMMES ELEMENTAIRES.

Lemme 2.1. — Soit E un objet de D, et soit O=E0c Ejc...
c E = E une suite croissante de sous-objets de E. On suppose que pour

1Al

O<i<n, EjetE;!E;_ sont desobjets de D. Alors [E] = Z [E;/E; 1]
i—=1

Démonstration par récurrence sur n en utilisant la suite exacte
O-E,_1 »E->E/E, 1 —»O.

N D N
‘n ‘n—1 1
2.2. — Soit E, :O")En*““)En—l_“_’En——2 ..... —>E, >0
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un complexe fini de D. On dira que E, est sirictement dans D si les objets
Bi=1Im (i) Zj= ker (j) et Hj = Z;/B; sont dans D.

Lemme 2.3. — Soit E, un complexe fini de D. Si E est strictement dans
D (cf. 2.2), on a alors, av’ec les notalions de (2.2)

¥ (—1) i (Eil =< (~1) i (Hil.
1 1

§ 3. — CARACTERE FONCTORIEL.

3.1. — Soit C, €’, C” des catégories et soient D, D’, D” des sous-catégories
de C, C’, C” respectivement. On suppose que ces sous-catégories satisfont
aux conditions de (1.1),

Soit T (resp. T’) un foncteur de € dans €’ (resp. de €’ dans C”). On
suppose que T (resp. T”) transforme un objet de D (resp. D’) en un objet de
D’ (resp. D”) et que T (resp. T”) est exact sur D (resp. D’). La fonction
g¢po T est une fonction additive de D dans K(D’). D’aprés (1.2), elle définit
un homomorphisme [T] caractérisé par la relation :

(3.1.1) [T] ([E]) = [T(E)], pour tout objet E de D.
Il est d’autre part immédiat de vérifier que :
(3.1.2) [T [T] =[T-T].

Lemme 3.2. — En plus des hypothéses de (3.1) on suppose que T : C —» (’
est une équivalence de catégories et que T définit une équivalence de catégo-
ries entre D et D’. Alors [T] : K(D) — K(D’) est un isomorphisme.

Exemple 3.3. — Soit C une catégorie abélienne, soit D une sous-catégorie
de C satisfaisant aux conditions de (1.1) et scit D’ une sous-catégorie pleine
de D. Alors, D’ est une sous-catégorie de C satisfaisant aux conditions de
(1.1). Le foncteur identique de C satisfait aux conditions de (3.1), il lui est
donc associé un homomorphisme.

(3.3.1) K(D’) - K(D).

On appellera cet homomorphisme 'homomorphisme canonique de K(D’)
dans K(D).

Proposilion 3.4 (GROTHENDIECK [14]). — Soit C une catégorie abélienne
et soit D une sous-catégorie pleine de C satisfaisant aux conditions de (1.1).
Soit D’ une sous-catégorie pleine de D, On suppose que les conditions sui-
vantes sont satisfaites.

a) Pour toute suite exacte

O->E >S>E-E" -0
de C telle que E et E” soient des objets de D (resp. D’), E’ est un objel
de D (resp. D’).
b) Pour tout objet E de D, il existe n |, € Z tel que pour toute suite exacte
O->F—->E —-E,_1—>.......... —-E;>E->O

dans laquelle Ej, O <i < n, est un objet de D’ et n > ng, F est un objet de
D’.



GROUPES DE GROTHENDIECK 155

¢) Soient E, E’, E” des objets de D et soient u : E— E’ un morphisme
et v :E” > E’ un épimorphisme. Il existe alors un objet F de D’, un mor-

phisme v’ : F > E” ef un ¢épimorphisme v/ : F - E tels que le diagramme
v
F — E
u ] v l u

E——>F

soit commutatif.
Alors Phomomorphisme canonique (3.3.1) est un isomorphisme.

Nous allons donner les grandes lignes de la démonstration (cf. [14]
th. 2.3 et [4] th. 2). Soit E un objet de D, on montre d’abord qu’il existe
une résolution finie de E par des objets de D’ :

(E.) O->F,L,—»Fp_1—=>..... —-F,—=E-O.
On pose alors f(E,) = Z (— 1)i ],FiJ D -
i>0

On montre ensuite que f(E,) ne dépend que de E. Si E, et I’ sont deux
résolutions finies de E, on construit une résolution finie E" de E et un
épimorphisme h (resp. h’) de E’ sur E, (resp. E’ ) induisant I’identité sur E
([47, lemme 14); il suffit alors de montrer que f(E") = f(E’). Pour cela
on prouve que le complexe F, = ker(h) est acyclique en toute dimension
et que ses bords et ses cycles sont des objets de D’ et on applique le
lemme (2.3).

On montre ensuite que f(E,) est une fonction additive de E (cf. [4],
lemme 12). Il existe done, d’aprés (1.2), un homorphisme f : K(D) — K(D’)
caractérisé par la condition T([E]) = f(E)). 11 est alors trivial de vérifier
que cet homomorphisme est I’inverse de I’homomorphisme canonique de
K(D’) dans K(D).

3.5. — Reprenons maintenant les notations et les hypothéses de (3.1).
On désigne par F = (F!) (resp. G = (G')) soit un foncteur cohomologi-
que ,soit un foncteur homologique et on suppose que pour tout objet E
de D (resp. E’ de D’), les FY(E) (resp. G!(E’)) sont des objets de D’
(resp. D”), nuls sauf pour un nombre fini d’entre eux. On pose alors :
[FI(E) = £ (— D' [GY(E)] (resp. [GI(E) = ¥ (—1)' G'(E).

i i

Rappelons qu’une sous-catégorie pleine D; d’une catégorie abélienne

Cq est dite épaisse si pour toute suite exacte

O—->E —>E'—>E”l—>0

1 1
de Cl’ E’1 est un objet de D1 si et seulement si E1 et E'i sont des objets
de Dq.

Lemme 3.6. — Si, en plus des hypothéses de (3.5) D’ est une sous-
catégorie épaisse de C’, alors le foncteur F définit un homomorphisme
[F] : K(D) - K(D’) caractérisé par la relation :

[FI([E]) = £ (— 1)} [FI(®)],
. 1
pour tout objet E de D.
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En effet, .il résulte immédiatement de (2.2) que la fonction [T](E) =
S(—1D! [F!' (E)] est additive.
i

Lemme 3.7. — Si en plus des conditions de (3.5) les conditions sui-
vantes sont satisfaites :

a) La catégorie D’ (resp. D”) est une sous-catégorie épaisse de C’
(resp. C”).

b) Il existe un foncteur H de C dans C” satisfaisant a des conditions
analogues a celles de F et de G.

¢) Il existe, pour tout objet E de D une suite spectrale aboutissant
auxr HK (E) et dont le terme initial est G} (F'(E)).

Alors : [H] = [G] o [F].

Démonstration immédiate a I’aide des lemmes (2.1) et (2.3).

§ 4. — QUELQUES CAS PARTICULIERS.

4.1. — Soit D une catégorie abélienne satisfaisant a la ccendition (1.1.b)
et soit D’ une sous-catégoric épaisse de D (cf. 3.5). D’aprés ([11], III, 1)
on peut associer 4 D et D’ une catégorie abélienne D/D’ : la catégorie
quotient de D par D’. Les objets de D/D’ sont les objets de D et si E et E’
sont des objets de D, Hom I)/D,(E’ E) = lir_n> Hom ) (F,E’/F’), ou F et

F,F’
F’ parcourent les sous-objets de E et de E’ tels que E/F et F’ soient des
objets de D’. Soit T le foncteur canonique de D dans D/D’, T est un fonc-
teur exact, il définit donc un homomorphisme [T] de K(D’) dans K(DD/D’).

Proposition 4#.2. — Sous les hypothéses et avec les notations de (4.1),
on a la suite eracte -

(4.2.1) K(D’) - K(D) —[——J—> K(D/D’) - O.

En effet, soit K = K(D)/K(D’) ; puisque pour tout objet E de D on a
T(E) = O, [T] se factorise a travers un homomorphisme t : K — K(D/D’).
On va définir un homomorphisme t’ : K(D/D’) - K et montrer que t’ est
Pinverse de t.

Soit F un objet de D/D’; il existe alors un objet E de D tel que
T(E) = F. Soit e I'image canonique de E dans K; nous allons montrer
que e ne dépend que de F. En effet, soit E’ un objet de D tel que
T(E’) = T(E) = F et soit ¢ l'image canonique de E’ dans K. D’aprés

([11], III, 2) il existe des sous-objets Elet E2 (resp. E'let E'2) de E

(resp. E’) tels que
ElcE2cE (resp. E']CE’2CE’),
que El et E/E‘) (resp. E’l et E’/E'2) soit des objets de D’ et que

E2/El = Eé/E'l. Cela signifie que e = ¢’,
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D’aprés ([11], III, 1, cor. 1), pour toute suite exacte

(4.2.1) O->F->F1—>F9>0
de D/D’, il existe une suite exacte
(4.2.2) O—)F’—)F'1 —>F’2——>O

de D telle que la suite exacte déduite de (4.2.2.) par T soit isomorphe a
la suite exacte (4.2.1). Cela montre que la fonction F .. e, définie ci-dessus
est additive; elle définit donc un homomorphisme t’ de K(D/D’) dans K.
Il est immeédiat de vérifier que t’ est I'inverse de t.

4.3. — Soit I un ensemble d’indices et soit pour tout i € I, une caté-

gorie abélienne D; satisfaisant a la condition (1.1.b) et soit 1l—€'l Dj la
|

somme directe de la famille (D;) ic1s on rappelle que ?ll D; est la
i

sous-catégorie pleine de _’ D; qui est formée des objets (E; )i€I tels
i

|
€l
que E; soit 'objet nul de D; sauf pour un nombre fini d’indices. Pour
tout i € I, il existe un foncteur exact @; de D; dans ;léll D; défini par
i
®; (E) = (Ei)jGI’ ol Ej est égal A Esii=j, et a Osii##] et qui iden-
' ||

tifie D; a une sous-catégorie pleine de IE—I D; . Il existe donc d’aprés
(3.3) un homomorphisme canonique [0; ] : K(D; ) = K( l—e—ll- D;) et donc
i

un homomorphisme canonique de —|€—II K(D; ) dans K( |—€—|I D).

i i

Proposition 4.4. — L’homomorphisme canonique
| ||

4.4.1 — K(D; K( —= D;
( ) el (,)~-—>(i€I i)
est un isomomorphisme.

En effet, soit E = (E; ) jgrun objet de 1—|é—'f (Dj ), puisque E; est
I'objet nul de D; sauf pour un nombre fini d’indices, ([E; 1) il est un
élément de 1_%'? K(D; ) et la fonction de ilglf D; dans 1|€_II K(D;) ainsi
définie est additive. D’oit un homomorphisme de K(iJ—e—li D;) dans
iLE_II K(D; ) qui est de maniére évidente l'inverse de (4.4.1).

4.5. -— Soit D une catégorie abélienne satisfaisante a la condition

(1.1.b). On suppose de plus que les objets de D sont de longueur finie.
Soit alors T I’ensemble des types d’objets simples de D et soit, pour tout
t € T, E{ un objet simple de D de type t.

Soit maintenant E un objet de D, et soit pour tout t € T, @ (E) le
nombre de quotients de Jordan-Hoélder de E de type t. Il résulte des pro-
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priétés des suites de Jordan-Holder que la fonction ® :D—-)Z(T), définie
par la relation ©(E) = (0 (E)) te T est une fonction additive; elle définit
donc un homomorphisme (0! : K(D) ->2Z (T).

Lemme 4.6. — Sous les hypothéses de (4.5) homomorphisme [©] est
un isomorphisme,

En effet, cet homomorphisme est surjectif puisque Im(K(D)) contient
la base canonique de 7D,

Cet homomorphisme est injectif : soit en effet x € K(D) tel que
[@](x) = O. D’aprés (1.3) il existe des objets Eiet E9 de D tels que
x=[E{] —[Eg]; par définition [0]([E]) = [0]([E2]) signifie que
Ejet E9 ont mémes quotients de Jordan-Hélder; done, d’apreés le lemme
(2.1), TE; 1 =[Ey ] et x=0.

Proposition 4.7. — Sous les hypothéses el avec les notations de (4.5)
K(D) est un groupe abélien libre de base ([ it ])t€ 1. De plus, pour tout
objet E de D, la composante d’indice t de E est égale au nombre de quo-
tients de Jordan-Hélder de E de type t.

C’est une conséquence immédiate de (4.6).

Dans ce qui suit on appellera la base ([Ey ])tET la base canonique
de K(D).

Corollaire 4.8. — Soit D une catégorie abélienne satisfaisant aux con-
ditions de (4.5) et soient Ey et E9 des objets de D, Alors Eq et E9 ont
méme image dans K(D) si et seulement si ils ont mémes quotients de
Jordan-Hélder.

Corollaire 4.9. — Si D’ est la sous-catégorie pleine de D formée des
objels semi-simples de D, alors Phomomorphisme canonique de K(D’)
dans K(D) est un isomorphisme.

4.10. — Soit € une catégorie abélienne et soit D une sous-catégorie
de C satisfaisant aux conditions de (1.1). On suppose de plus que toute
suite exacte de D est scindée et que D est stable pour les sommes directes
finies.

Soit alors S un ensemble d’objets de D tel que tout objet de D soit
isomorphe a un élément de S (cf. 1.1). Soient E, E9 € S la relation : il
existe un élément Egde D tel que E 1 E3=E9 @ E jest une relation
d’équivalence dans S : soit 8’ I’ensemble quotient.

Il est immédiat de vérifier que la somme directe dans D définit dans
S’ une opération qui fait de S’ un monoide commutatif. Soit K’ son symé-
trisé. L’application canonique de D dans K’ est additive; elle définit donc
un homomorphisme canonique de K(D) dans K’.

Proposition 4.11. — Si D est une calégorie satisfaisante aux conditions
de (4.10), Phomomorphisme canonique de K(D) dans K’ est un isomor-
phisme.

En effet, cet homomorphisme est surjectif puisque Im(K(D)) con-
tient S’
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Cet homomorphisme est injectif : soit, en effet x un élément de
K(D) dont I'image dans K’ est nulle, et scient E 1t Eg des objets de D
tels que x = [E; ] — [Eg] (cf. 1.3). Par hypothése Eqet E9 ont méme
image dans S’ et cela signifie qu’il existe un objet Eg de D tel que
E|{ ® E3g =Ey ® Eg . On a donc [Eq] = [Eo] et donc x = O.

Corollaire 4.12. — Soit D une calégorie satisfaisant aux conditions de
(4.10) et soient E | et E9 des objets de D. Alors Eq et E9 ont méme
image dans K(D) si et seulement si il existe un objet Eg de D tel que
E1®E3=Eqo® Eg3.

4.13. — Soit € une catégorie abélienne et soit D une sous-catégorie
pleine de C satisfaisant aux conditions de (1.1). On suppose de plus

a) que toutes les suites exactes de D sont scindées,

b) que D est stable pour les sommes directes finies,

¢) que tout objet E de D est une somme directe finie d'objets indé-
composables de D et que cette décomposition est unique & un automor-
phisme de E prés.

Soit alors T l’ensemble des types d’objets indécomposables de D et
soit ¥, t € T, un objet indécomposable de type t. Soit E un objet de D

|

et soitE=—|i E; une décomposition de E en somme directe d’objets

indécomposables. On désigne alors par € (E) le nombre de E; isomorphes
a E{. Daprés c¢) ©y(E) est indépendant de la décomposition choisie et
d’apréds a) la fonction © de D dans z(T) définie par la relation ®(E) =
(04 (E)) teT est additive, elle définit donc un homomorphisme

(4.13.1) KD) >z (1),

Proposition 4.14. -— Avec les hypothéses et les notations de (4.13),
K(D) est un groupe abélien libre de base ([Ey]) teT -

Il suffit, en effet. de démontrer que I’homomorphisme (4.13.1) est un
isomorphisme.

Cet homomorphisme est surjectif puisque Im(K(D)) contient la base
cancnique de z(D),

Cet homomorphisme est injectif. En effet, soient x un élément du
noyau de (4.13.1); d’aprés (1.3) x = [Eq] — [E9], ou Ejet E2 sont des

objets de D, Ej et E9 ont méme image dans Z (T) ce qui signifie que
E{ et E9 sont isomorphes et donc que [EY] = [Egl et achéve la démons-

tration. 01} a en outre démontré :
Corollaire 4.15. Deux objets Ey et E9 de D sont isomorphes si et

seulement ils ont méme image dans K(D).




CuaprITRE 11

GROUPES DE GROTHENDIECK ASSOCI?S A DES CATEGORIES
DE MODULES SUR LES PRESCHEMAS

SOMMAIRE

Soit X un préschéma localement noethérien et ( une @y -Algébre
cohérente comme Module sur ©x et soit M Q@ la catégorie des (-Modules
cohérents comme ¢ x-Module. On pose

Le § 1 définit diverses sous-catégories pleines de M 5 en particulier la
sous-catégorie P@ formée des (3-Modules de M - dont les localisés en tout
point x de X sont des (4x-modules projectifs. (On pose alors P . = K(P@).
Puis on donne des conditions pour que les groupes de Grothendieck,
associés a ces diverses catégories, soient isomorphes.

On définit enfin une application bilinéaire (_.)ade P x M@ dans
M G\i qui généralise les relations d’orthogonalité des caractéres (resp.

des caractéres modulaires) d’un groupe fini.

Le § 2 traite des morphismes de groupes de Grothendieck associés a
des morphismes d’Algébres.

Le § 3 généralise une suite exacte de Borel-Serre par la méthode des
catégories quotients.

Le § 4 considére le cas o (7 est une Algeébre de groupe. Soit G un tel
groupe, et soit P'ale groupe de Grothendieck de la sous-catégorie pleinc
P@ de M@ formee des (-Modules qui sont localement libres sur @ .-
On montre que l’application diagonale de G définit sur P' . une structure
d’anneau et que Mg est un P’@-Module. On étudie enfin comment les
homomorphismes définis au § 2 se comportent vis-a-vis de ces structures

1. DEFINITIONS

1.1. — Soit X un préschéma localement noethérien ([15], 1.6.1),
soit @ xson faisceau structural et soit ( une @ yx -Algébre cohérente
([15], 0, 5.3.7). On désigne par M@ la catégorie des (-Modules qui sont
cohérents comme @ y-Modules.

On note M@ =KMp).

On désigne par P'@ la sous-catégorie pleine de M oformée des (3-Modules
dont les localisés en tout point x de X sont libres sur 0x,x- On pose
P'@= K(P’@).

OUn désigne par Hﬁ,la sous-catégorie pleine de M 5 formée des objets
de M@ dont les localisés en tout point x de X sont de dimension projec-
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tive finie sur ©x x. On pose H/&= K(H'& ).

On désigne par P(T la sous-catégorie pleine de M 5 formée des (f-Modules
dont les localisés en tout point x de X sont des (?yx-Modules projectifs.
On posc P@ = K(P Q@ ).

On désigne enfin par H la sous-catégorie pleine de M@ définie par
les (3-Modules dont les localisés en tout point x de X sont de dimension
projective finie sur (5. On pose H 5 = K(H@ ).

On appelle homomorphisme de Cartan et on note c, I’application
canonique de P - dans M. Cette terminologie sera justifié¢e au chapitre III.

Remarque 1.2. — Soit & un (-Module, nous dirons que § est un
(f-Module cohérent (resp. quasi-cohérent) s’il est cohérent (resp. quasi-
cohérent) comme © x -Module.

Il est immédiat de vérifier que cette définition de (-Module quasi-
cohérent coincide avec celle de ([13], 4.1).

De plus, si X est un préschéma localement noethérien et si (¢ est une
Ox-Algébre cohérente, les conditions suivantes sont équivalentes

a) & est un (-Module cohérent,

b) & est de présentation finie.

Lemme 1.3. — La catégorie P (resp. P'5) est la sous-catégorie pleine
de M formée des (-Modules § tels que, pour tout ouvert affine U de X,
I'(&|U) soit un I’ (}|U)-module projectif (resp. un I'(® x[U)-module pro-
jectif).

Puisque tout module projectif de type fini sur un anneau local est libre
le lemme 1.3. est une conséquence immédiate du lemme suivant :

Lemme 1.4. — Soit C un anneau commutatif noethérien, soit B une
C-algébre de type fini comme C-module et soit E un B-module de type fini.
Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

a) E est B-module projectif,

b) Pour tout idéal premier p de C, E,, est un Bp -module projectif.

En effet, si E est un B-module projectif Ep est uan -module projectif.
Réciproquement, il est facile de voir que, pour tout idéal premier p de C,
pour tout B-module de type fini E et pour tout B-module F

l ~ ]
Cp® Ext y (E,F) ~ Ext B, (Ep,

Fp ).

Donc, si pour tout idéal premier p, Ep est un BI) -module projectif alors
Cpe® Extlli(E, F) = O. I résulte alors de ([6], II, 4, n° 4) que Ext%; (E, F)
= O, pour tout B-module F; cela signifie que E est projectif et achéve la
démonstration.

Lemme 1.5. — Soit X un préschéma noethérien. S’il existe sur X un

O x -Module ample (cf. [15], 1I, 4.5), tout objet de M@ est quotient d’un
objet de P ., .

En effet, soit & un objet de Ma,. D’apreés ([15], II, 4.5.5), il existe un

n
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@X-Module cohérent localement libre @ et un @X-ho.momorphisme sur-

jectif de @ sur &. Le (-Module § est donc un quotient de @ ® o < Q.

Proposition 1.6. — Si X est un préschéma noethérien et s’il existe sur
X un faisceau ample, alors H 5 est la sous-catégorie pleine de M - formée
des objets de M@ qui admeltent une résolution finie par des objets @
En effet, soit § un objet de M@ et soit
0('“5(_3()(_31 — e f}n<—0

(BP@.

une résolution de § par des objets de P@; par définition, pour tout point
x de X',
O<—§,x e(so)xe—(gl)xe ..... <—($")x<——0
est une résolution (Tx -projective de gx; donc gx est un objet de H@ .
Réciproquement, soit § un objet de H,, . Il existe alors un entier n c tel
que pour tout point x de X on ait dh@x (Ex) <n 3 En effet, pour tout

)
x € X, on peut construire une résolution.

O««§ «L L «..... «~L .« 0
X 0 1 n(x)

de § . par des @x -modules projectifs de type fini. I“l résulte alors de ([13,
4.1.3) et de ([15], O, 5.2.7) qu’il existe un voisinage U(x) de x et une
résolution

) T o 1 ’ « r

O« gUux) « £0<—~£]<—.... S)_n(x)eO
de &|U(x) par des objets de P@[U(x)‘ Done, pour tout point y de U(x),
dh@ (&.) < n(x).L’existencede ne résulte alors du caractére noethérien de X.

b}
D’apreés le lemme (1.5) on peut pour tout entier m construire une résolu-

tion de § :

O(—@(——f}oe—gle ..... <—$m<—S<—O
dans laquelle les (-Modules Si’ O <i< m, sont des objets de P@. Si
m>n gonam > sup (d.h@(g,g) alors, d’aprés ([10], VI, propr. 2.1), pour

* xeX X

tout x € X, § X est un @x -module projectif. Cela achéve la démonstration
de (1.6). On a de plus démontré le résultat suivant :

Lemme 1.7. — Sous les hypothéses de la proposition (1.6), pour tout
objet & de H@ il existe un entier n & satisfaisant a la condition suivante : soit

O—>f}—>gn—>§,n_l—> ..... —>go—>g_40
une suite exacte telle que &i» O<K<i<n, soit un objet de P Q@ alors § esl
un objet de P@ dés que n > n

Proposition 1.8. —— Si X est un préschéma noethérien et s’il existe sur
X un O x-Module ample, alors Papplication canonique de Pcf-dans H(f
est un isomorphisme,

Montrons, en effet que les hypothéses de la proposition (I, 3.4) sont
satisfaites. Il est immédiat de démontrer I’hypothése a) de cette proposition.
De méme, I’hypothése b) n’est autre que la conclusion du lemme (1.7).
Vérifions I’hypothése c¢) : soient §, &, & des objets de H@, u:5-§
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un morphisme et v : § — & un épimerphisme. Soit alors G le produit fibré
de & et de & au-dessus de &', c’est-a-dire le sous-Module de & x &” formé
des éléments (e,e”) pour lesquels u(e) = v(e”). D’aprés le lemme (1.5) il
existe un objet < de P@et un épimorphisme f : § — §’, soit alors v’ (resp.
u’) le composé de f et de la premiére (resp. la seconde) projection de §x §”.
Il est immédiat de vérifier que §, u’, v’ satisfont aux conditions de (I, 3.4.c).

Proposition 1.9. — Si X est un préschéma noethérien, s’il eriste un
QX-Module ample el si (7 est localement libre sur GX , alors H' est la
sous-catégorie pleine de M , formée des (-Modules qui admettent une
résolution finie par des objels de P’

Soit § un objet de H' . On montre d’abord, comme dans (1.6) qu’il existe
un entier n’(§) tel que dh Ox « (gx ) <n’(§).

D’apres (1.5), & est quotiént, comme @X-Module, d'un objet &’ de
P’ ;soit § = (3 ® G, alors & est quotient de<§, comme (3-Module,

Ox Ox
et § est un objet de P'_. On peut donc construire une résolution
O« § <—3‘O<—$1<—— ..... e—sme—geO
de &. dans laquelle f}i, O<i<m, est un objet de P’ _, Si m > n’(§),
d’aprés ([10], VI, prop. 2.1) ¢ est aussi un objet de P’ G.Cela achéve la
démonstration.

Corollaire 1.10. — Sous les hypothéses de la proposition (1.9) 'homo-
morphisme canonique Pro —> H'n est un isomorphisme.

Démonstration analoguc a celle de (1.8).

Proposition 1.11. — Si en plus des hypothéses de (1.9), pour tout point
x€X, 0 X x est un anneau régulier, Thomomorphisme canonique de P'@
(resp. H' )’ dans M _ est un isomorphisme.

En effet, d’aprés (1.10), il suffit de montrer que I’homomorphisme
canonique de H'_dans M _est un isomorphisme. Soit & un objet de M
et soit x un point de X; puisque Q) X x est régulier, g‘ est de dimension
homologique finie. Donc § est aussi un objet de H’. et cela montre que
Il'a, est égale a M5 et achéve la démonstration.

Proposition 1.12. — Soit X un préschéma localement noethérien et soit
({ une @x-Algrébre cohérente. Il existe alors une application bilinéaire
(-)Gde P@ xM Q@ dans M @xtelle que (-)(1) ([&1[5F] :[Hom@(g,g )!, pour

tout objet & (resp. ) de P C[»(resp. M ).
En effet, le foncteur, Homa de P(f X M[-[’ dans M®Xest exact en chacun

de ses arguments; la proposition en résulte aussitot.
§ 2. — CARACTERE FONCTORIEL.
2.1. — Soient X (resp. Y) un préschéma localement noethérien, (3 (resp.
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@) une @X-Al-géfbre (resp. @Y -Algeébre) cohérente et soit f = (¢,¢) un
X) dans (Y, @Y); soit enfin £ : @ — (3,
un morphisme compatible avec les structures d’algébre de (3 et de $H et
h = (¢, £) le morphisme d’espaces annelés (X, (1) — (Y, @) associé.

On rappelle que la donnée de £ est équivalente a la donnée d’un
morphisme de f*() dans (¢ (resp. de @ dans f(®)).

2.2. — On considére tout le foncteur

N 9 > f* :h*
(2.2.1) & a@e® £(R) (&) (&)

Ce foncteur est un foncteur exact de P R dans PCf’ on note alors h !

morphisme de préschémas de (X, ©

I’homomorphisme de P o, dans P 5 associé a ce foncteur.
Si @ = f(R), alors h*(g) = *(&) et le foncteur
§ wosr £(8) '
est un foncteur exact de P Q)dans P@(resp de P’ % dans P@); on note fl;
(resp. f P, ) P’homomorphisme associé a ce foncteur.
Proposition 2.3. — Si Y est un préschéma noethérien, si @=1(R) et si
tous les anneaux locaux de § y sont réguliers, il existe un homomorphisme

fli'l : M Q M @déﬁni par la relation suivante : pour tout objet & de Mq%’
i /e
(16 = L—1'17or;9v(0 < &
i

Soit, en effet F; le foncteur &~ ToriGY(QY %).Le foncteur F =(F;)

est un foncteur homologiqueet F; (§) = O saufpour un nombrefini d’entre
eux. La proposition résulte alors de (I, 3.6).

Remarque 2.4. — Supposons vérifiées les hypothéses de (2.3) et dési-
gnons par c¢'_ ’homomorphisme canonique de P’q)) dans Mcp ; on a alors

¢ e Jo

! !
[ Mo =fp.
En“effet, soit § un objet de P’q?). Alors Fj(§) =0 si i>1, donc

| — [ _! "
o ([&1) =@ =1" (I&D.
fM C% & & p &

2.5, — On considére maintenant le foncteur

& 1.(8)
de la catégorie des (-Modules dans la catégorie des @-Modules. On suppose

que Y est un préschéma noethérien et que f est propre; il résulte de ([15],
I11, 1.4.12) que pour tout objet & de M@ et tout i > O, R'[,(§) est un objet

de M ¢ . D’aprés ([15], III, 3.2.1) les R'f (&) sont nuls sauf un nombre fini
d’entre eux. D’apres (I, 3.6), il existe un homomorzhisme, noté encore h !
et tel que

hy ([6]) =32 (—Di[Rl [,(§)].

i
(V, Oy) un préschéma localement noethérien,
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soit @ une @ -Algeébre cohérente, soit g = (¢, y’) un morphisme de pré-
schémas de (Y OY ) dans (V, @ et soient &£ = ¢ — ¢ un morphisme
d’Algeébres et k = (¢’, &) le morphlsme d es'paces anneles associé.
D’apres le lemme (I, 3.2), on a hp ok p = (koh) P ,
Si@=1(xR) et @ =g (C) on a de méme
! ! ! ! !
! | ! ! | I £
fposp (8of) [, et f 08 b (8of)
SiY et (7 (resp. V et @) satisfont aux condxtlons de la proposmon (2.3)
on montre a I'aide du lemme (I, 3.7) que fM o8 M (gof)

On montre de méme que si Y et f (resp, V et g) satisfont aux condltions de
(25)onag! fl=(g )

§ 3. — QUELQUES SUITES EXACTES.

3.1. — Soit C une catégorie abélienne localement noethérienne (cf. [11],
II, 3) et soit D une sous-catégorie épaisse de C (cf. I, 3.5). Soit C’ (resp. D’)
la sous-catégorie épaisse de C (resp. D) formée des objets noethériens de C
(resp. D).

Soient E et F des objets de C’/D’, E et F sont aussi des objets de €’
(cf. I, 4.1). D’autre part,

Hom C|D (E,F) = lim Hom ' (E’, F/F’)
-
E, F
ou E’ et F’ sont des sous-objets de E et de F tels que E/E’ et F” soient des
objets de D’. Mais, puisque E et F sont noethériens, tout sous-objets de F
dans C est aussi un sous-objet de F dans €’ et tout quotient de E dans C est
aussi un quotient dans €’. On a donc :
Hom C'/D' (E,F) = lim Hom  (E',F/F’) = lim Hom ¢ (E,F/F")
—> _—
E, F E', F'
= Hom C/D (E, F).

On a donc démontré le lemme suivant :

Lemme 3.2. — Sous les hypothéses et avec les notations de (3.1) C’/D’
est équivalente a la sous catégorie pleine de C/D définie par les objets de C’.

Corollaire 3.3. — Si en plus des hypothéses de (3.1), il existe, pour tout
objet noethérien E de C/D, un objet F de C’ tel que E et F soient isomorphes
dans C/D, alors C’/D’ est équivalente a la sous-catégorie épaisse C/D définie
par les objets noethériens de C/D.

Proposition 3.4. — Soit X un préschéma localement noethérien, soient
U un ouvert de X et F le complémentaire de U dans X et soit } une
@X-Algébre cohérente. Alors, la catégorie M (|yyest équivalente ¢ la caté-

gorie quotient de M 5 par la sous-catégorie épaisse de M@ formée des
@-Modules dont le support est contenu dans F.

Soit j linjection canonique de U dans X et soit T le foncteur
&~ J"(&) = §|U, de la catégorie des (-Modules quasi-cohérents dans la
catégorie des (3 | U-Modules quasi cohérents,
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Soit maintenant & un (|U-Module quasi-cohérent, d’aprés ([15], I,
9.2.2.a) j,(E’) est un (p-Module quasi-cohérent. Soit alors S le foncteur
& ~> . (&) de la catégorie des (3|U-Modules quasi-cohérents dans la caté-
gorie des (7-Modules quasi-cohérents.

Le foncteur T est exact et ker(T) est formé des (1-Modules dont 1a res-
triction a U est égale a O (cf. [11], III prop. 5). D’autre part S est un fonc-
teur adjoint 4 T et TS est isomorphe au foncteur identique de la catégorie
des (¢ |U-Modules quasi-cohérents. Il résulte alors de ([11], III, prop. 5) que
la catégorie des (7| U-Modules quasi-cohérents est équivalente a la catégorie
quotient de la catégorie des (p-Modules quasi-cohérents par la sous-catégorie
épaisse formée des (-Modules dont le support est contenu dans F.

Soit maintenant & un (?|U-Module cohérent et soit §’ = j, (§’). D’aprés
([157, 1, 9.4.7) il existe un sous @X-Module cohérent Q' de G’ tel que

§’'IU=§". Soit G le sous-(}-Module de §’ engendré par Q’. Le (-Module Q
est cohérent et Q|U = §’. Les hypothéses du corollaire (3.3.) scnt satis-
faites et cela achéve la démonstration.

3.5. — Soit, comme ci-dessus, X un préschéma localement noethérien, soit
U un ouvert de X et soit F le complémentaire de U dans X. On désigne par
ME(F) le groupe de Grothendieck de la sous-catégorie épaisse M.j(F) de
M@ définie par les (-Modules dont le support est contenu dans F.

Proposition 3.6. — Sopit X un préschéma localement noethérien, U un
ouvert de X et F le complémentaire de U dans X et j 'immersion canonique
de U dans X. On a alors la suite exacte' :

3.6.1) M@(F) - M@ ]—)M@IU - 0.

La proposition résulte immédiatement de (3.4) et de la suite cxacte
(I, 4.1.2) associée aux catégories quotient.

3.7. — Soit ¢ un idéal de définition de F, soit Ol’: @X / g et soit

i I'immersion canonique de (F,@F) dans (X,Q\, V; d’aprés ([15], Ol’
5.3.11), i"(() est une QF—Al-gébre cohérente. D’autre part, pour tout
i*((?)-Module cohérent &', le (p-Module i,(§’) est cohérent; de plus le fonc-
teur § «1,/&’) est exact, il définit donc un homomorphisme

i! :M'lt (Cf) —)M@

Proposition 3.8. — Soient X un préschéma noethérien, F un sous-
préschéma et i 'immersion canonique de F dans X, et soient U le complé-
mentaire de F dans X et j limmersion canonique de U dans X. On a alors
la suite exacte
(3.8.1) M; (@) > M Q@ MCI’\U - 0.

En effet, soit & un i*(®)-Module cohérent; i, (&) est un (-Module
cohérent et son support est contenu dans F, d’ou un foncteur exact de
M i (@ dans M@ (F) et un homomorphisme i": Mi'(@) —)Ma, (F). 1l est

immédiat de vérifier que iy est le composé de i"

et de 'homomorphisme
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canonique de Ma (F) dans M@.Compte tenu de la suite exacte (3.6.1) il
suffit pour démontrer la proposition de montrer que i; est une surjection.

Soit alors & un objet de Ma (F). Puisque X est un ncethérien et que §
est noethérien, il existe un entier n tel que ¢ n .& = O, d’ol1 une filtration

n n-1
O0=4¢g .§c ¢ oo c 9.6 é
de &. On a donc d’apres I, 2.2),

n—1
(61 =2 1gl.6/9 1.8 dans M 5 ().
i=0

Puisque pour tout A-Module E” annulé par I, i,i*(§”) est isomorphe a
E”, i; est donc surjectif. Cela achéve la démonstration.

3.9, — Soit maintenant X un préschéma localement noethérien integre,
soit x le point générique de X et soit M (T) la sous-catégorie épaisse de
M@ formé des objets de M@ qui sont des QX-Modules de torsion ([15],

I, 7.4).
Proposition 3.10. — La catégorie des @X-mwo-dules de type fini est équi-

valente a la catégorie quotient de M@ par Ma (T) et on a la suite exacte :

(3.10.1) Mo(T)->M, >M - 0.
a a”Ma,
Démonstration analogue a celle des propositions (3.4) et (3.6).
§ 4. — ALGEBRES DE GROUPES,
4.1. — Soit (X,QX) un préschéma localement noethérien, soit G un

groupe fini et soit } = @X[(}]. Soient § et & des (-Modules; on définit
sur § ® ) & une structure de (f-Module en posant g.(e® e’) = g.e ® g.¢/,
X
pour tout g € G, tout e € E et tout ¢’ € &'.
Soit alors & un objet de P’@ et & un objet de P'@ (resp. M@), alors
&® & est un objet de P'_ (resp. M _). Soit A : P_xP'_ —>P
Ox® @ a @i e a
(resp. A" : P’ XM@ —>Ma ) le foncteur

a (&8&)
g’g w,—)é@ ®X 6;

comine ce foncteur est exact en chacun de ses arguments cn en déduit un
homomorphisme
(Al Pv@ ® P’@ - P'@
(resp. [A’] : P'a. ®M@ —->M@ ).
Proposition 4.2. — Soit X un préschéma localement noethérien, soit G
un groupe fini et } = Q\, [G1. Alors [A] définil sur P/@ une structure
d’anneau commutatif unitaire.
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La démonstration de cette proposition est immédiate. Remarquons que
I'unité de I’anneau P'@est I’image canonique dans P’@ du Module @Xsur
G opére trivalement.

Proposition 4.3. — Sous les hypothéses de (4.2) [A’] définit sur M@
une structure de P’ 5-Module unitaire.

44. -—— En plus des hypothéses de (4.1) on suppose qu’il existe sur
X un QX-Module ample et que tous les anneaux locaux de @ X sont
réguliers. Il résulte alors de (1.11) que P’@ et M @ sont canoniquement
isomorphes. Cet isomorphisme définit donc sur M@ la structure d’anneau
suivanle : '

Soit § et & des objets de M @ ©t soit

()<—g<—goe—§,1<— ...... <—gn « 0
une résolution finie de & par des éléments de P’a(cf. (1.9)). On a alors :

gl= % —Dig] et (gllgl=3 —1DiE®E]
i=0 : i=0

En calculant Tor; 0x (& &) a l'aide de la résolution ci-dessus et en
appliquant le lemme (I, 22), on voit que

(4.4.1) 1§ 1&1= % (=1 [Tor Ox (& &)l
1

4.5. — Soit X (resp. Y) un préschéma localement noethérien, soit f =
(p,¢¥) un morphisme de préschéma de (X, y ) dans (Y, Qy ), soil G
(resp. H) un groupe fini et soit ¢ un homomorphisme de H dans G; on
pose @ = Ox [G] (resp. 3= © y [H]). Soit alors £ 'homomorphisme
d’Algébre de @3 dans (P associé de maniére évidente & f et 4 o et soit
h = (¢, £).

Proposition 4.6. — Si ¢ : H— G est un isomorphisme, I’homomor-
phisme f }!),-d«éﬁni en (2.2) est un homomorphisme d’algébres. Si de plus X
est noethérien et f propre on a, pour tout x € M(i’ (resp. y € P'%)
(4.6.1) hy(f',, (y) .x) =y.h &).

La premieére partie de la démonstration est immédiate. Pour démontrer
la seconde partie, il suffit (cf. [4], 6.d) de prouver que pour tout objet §
(resp. §) de M @(resp. P’% ) on a un isomorphisme de @-Mcdules

(4.6.2) R' [(eF = R £ (&8f(F)).

D’apreés ([157, Olll’ 12.2.3), il existe un @Y-isomorphisme du premier
membre de (4.6.2) sur le second. Cet isomorphisme étant fonctoriel, on
en déduit que c’est aussi un @3-isomorphisme.

4.7. — Supposons maintenant que f soit un isomorphisme et que o

soit une injection. s h* ' ' :
soit une injection. Alors le foncteur § > h*(§) de P % dans Pa(resp. P R
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dans I‘a,) est exact, il définit donc (cf. 2.1) un homomorphisme h li’ (resp

! ' . ' . R
h p ) de P R dans P@ (resp. Pgsdans P@)' De méme le foncteur

8§~ £,(&) est un foncteur exact de M@ dans M%, il définit donc un

homomorphisme hj (cf. 2.5) de M@ dans M Q-
Proposition 4.8. — Sous les hypothéses de (4.7) hy est un homomor-
phisme d’algébres. De plus, pour tout x EP'@ (resp. P@) et tout

y € M@ , on a
(4.8.1) hl;, (x.h)(y)) = h 1?,, (x).y

(4.8.2) (resp. bl (x.hy (v)) h}!)(x)-Y)~
La démonstration étant essentiellement celle de ([20], prop. 1.2) nous

ne la reproduirons pas.
Proposition 4.8. — Soit X un préschéma localement noethérien, soit

G un groupe fini et soit @ = © \,[G]; alors P’@-est une P@X -algébre

I

augmentée.
En effet, soit E (resp. E’) un objet de P R (resp. P’_ ); alors
X €

[E].[E] = [§leg. [&]
X

L’augmentation est définie par I’homomorphisme h! (cf. 4.8) associé
a linjection de I’élément neutre {e) de G.



CHAPITRE III

EXEMPLES DIVERS

SOMMAIRE

Ce chapitre est un cas particulier du chapitre II, on suppose que
X est affine.

Le § 1 donne d’abord un dictionnaire permettant de passer du langage
du chapitre II a celui des catégories de modules sur des algébres. Soit
donc R un anneau commutatif noethérien et A une algébre de type fini
comme module sur R, on considére la catégorie M 5 des modules de type
fini sur A (on pose M 5 = K(Mp )) puis diverses sous-catégories pleines
de M 5 en particulier la sous-catégorie P 5 des modules projectifs de type
fini (on pose Py = K(P4)) et on transcrit les résultats du chapitre II.

Le § 2 traite le cas artinien. On y détermine M 4, puis aprés un rappel
de la théorie des enveloppes projectives, P 5 ; on en déduit des propriétés
des A-modules projectifs et on donne des conditions nécessaires et suffi-
santes pour que deux objets de M (resp. P, ) aient méme image
dans My (resp. Po). On montre en particulier que My (resp. P ) est
un groupe abélien libre et qu’il posséde une base canonique indexée par
I’ensemble S des types de modules simples sur A et que la matrice de
Papplication canonique de P, dans M 4 par rapport a ces bases n’est
. autre que la matrice de Cartan de A.

Puis on suppose que A est une algébre sur un corps K, on étudie alors
les homomorphismes de groupes de Grothendieck associés aux extensions
de K. Soit I. une telle extension, cette étude est alors essentiellement celle
des modules sur L®KA qui « proviennent » de modules semi-simples

sur A (voir (2.2.13)). Le lemme (2.2.7) permet de se ramener au cas
"ol A est une algébre simple.

Enfin on fait quelques rappels sur les algébres de groupes finis sur
un corps de caractéristique nulle, on redémontre en particulier un théoréme
de Witt,

Le § 3 donne quelques propriétés du groupe P 4 lorsque A est une
algeébre finie sur un anneau local noethérien R. Soit m !’'idéal maximal
de R, soit R le corps des restes de R et soit A=R® RA. On compare P
et P3, on montre en particulier que si R est complet pour la topologie
m adique P 5 et P 3 sont cancniquement isomorphes.

Dans le § 4 on suppose que R est un anneau noethérien intégre de
dimension 1. Nous ne donnons que quelques propriétés des groupes
P o el M pour 'étude desquels il convient de se rapporter aux travaux
de H. Bass ([2], [3]), D. S. Rim ([16]) et R. Swan ([20], [21]). Lorsque

A = Z[G], nous donnons quelques propriétés de I’homomorphisme de
Cartan °Z [G]-
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§ 1. — GENERALITES SUR LES GROUPES DE GROTHENDIECK ASSOCIES A DES
CATEGORIES DE MODULES SUR DES ALGEBRES.
1.1. — Nous allons transcrire les résultats du chapitre II lorsque X

est un schéma affine noethérien. La donnée de X est alors équivalente
4 celle d’un anneau commutatif noethérien R et la donnée de (} a celle
d’une R-algébre A, de type fini comme R-module.

On désigne par M, la catégorie des A-modules de type fini et on
pose My = K(Mp ).

On désigne par Pp la catégorie des A-modules projectifs de type fini
et on pose Py =K(P,).

On désigne par H p la catégorie des A-modules de type fini et de dimen-
sion projective finie. On pose H , =K(Hy).

On désigne par PA (resp. HA) la sous-catégorie pleine de MA formée
des A-modules qui sont projectifs (resp. de dimension projective finie)
pour la structure de R-module sous-jacente. On pose PA: K(P’;\) et
H A= K(H A ).

Soit & le foncteur canonique de la catégorie des A-modules dans la
catégorie des (-Modules. Le foncteur @ définit une équivalence de caté-
gories entre M 5 et M 5. On identifie My et M@ a I’cide de P’isomor-
phisme [®] associé a @ (I. 3.2).

D’aprés le lemme (1.3) le foncteur ® définit une équivalence de caté-
gories entre P 5 (resp. P'y) et P@ (resp. P'a). On identifie a 'aide de [®}
les groupes de Grotendieck associés a ces catégories.

D’apreés la proposition (II, 1.6), le foncteur & définit une équivalence
de catégorie entre H p et H(i" On identifie a4 'aide de [®] les groupes
HA et H@ .

Proposition 1.2. — L’homomorphisme canonique P, —H, est un
isomorphisme.

C’est la transcription de la proposition (II, 1.8).

1.3. — On suppose maintenant que A est un R-module projectif.

Les hypothéses de la proposition (II, 1.9) sont satisfaites. Il résulte
alors de cette proposition que & définit une équivalence de catégories

entre HAet H(i’ Comme plus haut on identifie 4 I’aide de [®] les groupes

HAet H ' . La transcription de (1.10), {(1.11) et (1.12) dcnne alors :

Proposition 1.4, — Si A esl un R-module projectif, "homomorphisme
canonique PA——)HA est un isomorphisme.

Proposition 1.5. — Si R est un anneau régulier el si A est un R-module
projectif, Phomomorphisme canonique de PI'\ dans M\ est un isomor-
phisme.

Proposition 1.5. — Soit R un anneau commutalif noethérien et soit A

une R-algébre qui est de type fini comme R-module. Il existe alors une



172 I. GIORGIUTTI

application bilinéaire 6 y de Py x My dans MR telle que 65 ([E], [F]) =
[Hom p (E,F)], pour tout objel E (resp. F) de Py (resp. My ).

1.6. — Soit maintenant R (resp. S) un anneau commutatif noethérien
et u : R—> S, un homomorphisme d’anneaux, soit A (resp. B) une R-algébre
qui est un R-module (resp. S-module) de type fini et soit v : A—> B un
u-homomorphisme d’algébres.

Soit E (resp. F) un A-module (resp. B-module).

Compte tenu des identifications précédentes, ’homomorphisme v de
(IT, 2.5) est associé au foncteur

F s F[\'j
Il n’est défini que si B v est un A-module de type fini.

De méme le foncteur
E.»B®p F

permet de définir les homomorphismes suivants :
! !

VP: Py —»>Ppg tel que V'P ([E]) =[B® 4 E’], pour tout A-module
projectif E’.
[N . i
VM : My >Myg, lorsque B]V] est un A-module plat. On a alors
! Ty ~
VM([EJ =[Bey E].

! .p! ' =
up P, —» Py, lorsque B =S® R A.

Lorsque B = S® R A, on écrira u l') (resp. u l\:[ ) au lieu de v l!’ (resp.
!
v .
M )
Proposition 1.7. — On suppose que R est un anneau régulier, que

B =S®RA et que A est un R-module projectif. Il existe alors un homo-

. !
morphisme u M

(1.7.1) uIIVI([EJ) =:(_1xi[Tor1i*(s,E)],

: My ->Myp tel que

pour tout A-module de type fini E.
C’est la transcription dans le cas affine de (II, 2.3).

2.8. — Soit maintenant R un anneau intégre, soit K le corps des frac-
tions de R et soit j I'injection canonique de R dans K. Soit A une R-algebre
de type fini comme R-module et soit B = S® g A. Nous désignerons alors
par M (T) la sous-catégorie épaisse de M p .définie par les objets de
M A qui sont des R-modules de torsion et soit My (T) = K(M 4 (T)).

Proposition 1.9. — Sous les hypothéses et avec les notations de (1.8),
on a la suite exacte
(1.9.1) MJA(T)->My >Mpg—O0.

La proposition résulte immeédiatement de (II, 3.10).



GROUPES DE GROTHENDIECK 173

§ 2. — GROUPES DE GROTHENDIECK ASSOCIES A DES CATEGORIES DE MODU-
LES SUR LES ANNEAUX ARTINIENS

2.1. — Généralité.

2.1.1. — Soit A un anneau artinien, soit S I’ensemble des types de
A-modules simples et soit, pour tous s € S, Eg un A-module simple de
type s.

On désigne par M la catégorie des A-modules de type fini et on pose
K(SMA ) = MA .

Proposition 2.1.2. — Si A est un anneau artinien, alors M, est un
groupe abélien libre de base ([Eg])q €S.

En effet, d’aprés ([5], § 2. prop. 3), tout objet M p est de longueur
finie. La proposition résulte de (I, 4.7).

Corollaire 2.1.3. Soient E et E’ des A-modules de type fini; pour
que E et E’ aient méme image dans M , il faut et il suffit qu’ils aient
mémes quotients de Jordan-Holder. .

C’est une conséquence immeédiate de (I, 4.8).

2.1.4. — Soit A un anneau artinien et soit r(A) le radical de A. Soient
B = A/r(A) et u 'homomorphisme canonique de A sur B; soit alors F
un B-module u définit sur F une structure de A-module, on désigne alors
par F[u] le module F muni de cette structure. Soit enfin uy I'homomor-

phisme associé au foncteur F . p [u] -

Lemme 2.1.5. — L’homomorphisme u): M g ->M, est un isomor-
phisme.

En effet cet homomorphisme est trivialement surjectif. Montrons qu’il
est injectif : soit x € Mg et soit F et F’ des objets de M3 tels que
x=[F] —[F’] (I, 1.3). Si uyy(x) =0, on a [F[u] 1= [F [u] ]. D’aprés
(21.3), F [u] et F/ [u] ont mémes quotients de Jordan-Hélder; puisque ces
modules sont annulés par r(A) ils sont semi-simples et donc isomorphes.
Cela montre que x = O et donc que uj est interjectif.

2.1.6. - Avant d’aborder I'étude du groupe P 5 associé a la catégorie Py
des A-modules projectifs de type fini, nous allons donner quelques défini-
tions et énoncer quelques théorémes relatifs aux catégories avec enveloppes
projectives (cf, [18] 3.2 ¢t {11]).

Soit C une catégorie abélienne et soit f : E - F un épimorphisme de C.
On dit que f est essentiel si tout sous-objet de E tel que f(E’) = F est égal
a E.

Proposition 2.1.7. — Deux suites exactes de C
f f
E—F->0 E—F->0

ou f et {’ sont essentiels et ot E et E’ sont projectifs, sont isomorphes.

Le couple (E,f) de la proposition (2.1.7.) est appelé I’enveloppe pro-
jective de F.
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On dit que C est une catégorie ave cenveloppes projectives si tout objet
de C posséde une enveloppe projective dans C.

Proposition 2.1.8. — Les assertions suivantes sont équivalentes :

a) La catégorie C est une catégorie avec enveloppes projectives.

b) Tout objet de C est quolient d’un objet projectif et pour tout épi-
morphisme f: E—F de C il existe un sous-objet ' de E minimal pour
Uégalité £f(E’) = F.

Corollaire 2.9. — Soit C une catégorie abélienne avec enveloppes projec-
tives, soit E un objet projectif de C et soit f:E—F un épimorphisme
de C. Alors E = E’ @ E”, o E’ et E” sont des sous-objets de E et ot E’ est
minimal parmi les sous-objets de E tels que f(E’) = E. De plus le couple
(E’f/E’) est une enveloppe projective de F.

Proposition 2.1.10. — Soit C une calégorie avec enveloppes projectives
et soit f : E—>F un épimorphisme de C. Si f est essentiel E est un quotient
de Uenveloppe projective de F.

Proposition 2.1.11. — Soit C une calégorie avec enveloppes projectives,
soit E un objet projectif de C et soit f : E—F un épimorphisme. Il existe
alors un épimorphisme de E sur Uenveloppe projective de F.

On dit qu'un objet projectif de C est indécomposable s’il n’est pas
somme directe de deux sous-objets propres.

Proposition 2.1.12. — Soit C une catégorie avec enveloppes projectives et
soit E un objet de C. Pour que l'enveloppe projective de E soit indécompo-
sable il faut et il suffit que E ne soit pas somme de deux sous-objets pro-
pres de E.

Proposition 2.1.13. — Soit C une catégorie avec enveloppes projectives et
soit I un ensemble fini. Soit M; ,i € 1, des objets de C et soit M = o M,

icl
Soit P (resp. P;) Uenveloppe projective de M (resp. M;), alors : P = @ P;
igl ’
Proposition 2.1.14. — Soit C une catégorie avec enveloppes projectives

et soit E un objet projectif de C. Si E est noethérien E est une somme directe
de projectifs indécomposables.

2.1.15. — Nous supposons maintenant et jusqu’a la fin de ce paragraphe
que A est un anneau artinien et nous désignons par S I'ensemble des types
de A-modules simples et, pour tout s € S, par Eg un A-module simple de
type s. Soit alors Fg I’enveloppe projective de Eg D’aprés (2.12) Fg est un
module projectif indécomposable.

Proposition 2.1.16. — La catégorie M  est une catégorie avec enveloppes
projectives.

D’aprés ([5], § 2, prop. 7) la condition b) de (2.1.8.) est vérifiée et cela
achéve la démonstration.

Lemme 2.1.17. — Soit ¥ un projectif indécomposable de My . Il existe
s €S tel que Fg ~F.

Soit, en effet, E’ le quotient de F par son radical. D’aprés (2.1.12) E’ est
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simple, il existe donc s € S tel que E* = E4. Comme F est I’enveloppe pro-
jective de E', cela achéve la démonstration.

Lemme 2.1.18. — Soient s et s’ € S, Fg est isomorphe a F s St et seu-
lement si s = s’.

Soit E'g (resp. E'y) le quotient de Fg(resp. Fg') par son radical. Si
Fg=F'galors Eg = E'get s =5’ La réciproqhe est une conséquence immé-
diate de T'unicité des enveloppes projectives.

Proposition 2.1.19. — Le groupe Py est un groupe abélien libre de base
([FyDses

En effet, toutes les suites exactes de Py sont scindées, P 5 est stable pour
les sommes directes finies. Il résulte, enfin, de ([5], § 2, n° 2, th. 1) tout
objet E de P 4 est une somme directe finie d’objets indécomposables de
Pj et que cette décomposition est unique a un automorphisme de E prés.
La proposition résulte alors de (I, 4.14).

La base ([Fg ]) ¢ €S est appelée la base canonique de Py, .

Corollaire 2.1.21. — Soienl E el E’ des modules projectifs de type fini.
Pour que E et E’ soient isomorphes il faut et il suffit que E et E’ aient méme
image dans P .

Ce corollaire résulte immédiatement de (I, 4.15).

Corollaire 2.1.22. — Soit F un objet de Py . La coordonnée d’indice s de
[F] par rapport a la base canonique de P p est égale au plus grand entier
n tel que F: soit facteur direct de F.

2.1.23. — Rapportons maintenant M 5 et P 5 a leur base canonique. A
I'homomorphisme de Cartan Cp de P., dans M, est alors associée une
matrice carrée c A= (cs, t) sxt €SxS - Il résulte inmtmédiatement des
définitions que la matrice c 4 est la matrice de Cartan de A au sens classique
(cf. [1]).

Proposition 2.1.24. — Soit A un anneau artinien et soil ¢ A sa matrice
de Cartan, on suppose que det(c 5) # O. Soient F et ¥’ des A-modules pro-
Jjectifs de type fini; pour que F et F’ soient isomorphes il faut et il suffit que
F et F’ aient mémes quotients de Jordan-Holder,

En effet, si F et F” sont isomorphes ils ont mémes quotients de Jordan-
Holder.

Réciproquement, si F et F’ ont mémes quotients de Jordan-Hélder,
caA([F]) =cp ([F’]), d’aprés (2.1.13). Puisque det(c ) #* O, Cpest injectit,
et par suite [F] = [F’] dans P 4. La proposition résulte alors de (2.1.21).

2.1.25. — Soit maintenant K un corps. D’aprés (2.1.2) Mg est canoni-
quement isomorphe a Z et cela nous permet d’identifier ces deux groupes.
Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur K; il est immédiat de
vérifier qu’avec I'identification faite ci-dessus, on a [V] = rg g (V).

Jusqu’a la fin de ce paragraphe on suppose que A est une K-algébre de
dimension finie sur K. Soit alors E (resp. F) un objet de M 4 (resp. Py ) et
soit s € S. On désigne par a(E,s) (resp. b(F,s)) la composante d’indice s de
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[E| (resp. [F]) par rapport a4 la base canonique de M (resp. P 4). On
pose de plus rg = rgg (Hom 4 (Eg ,Eq)). .

Lemme 2.1.26. Sous les hypothéses de (2.1.25) il existe une appli-
cation bilinéaire 65: P A x M A —Z telle que § 5 ([F],[E]) =rgg (Hom 4 (F,E),)
pour tout objet E (resp. F) de M p (resp. Pp ).

C’est, en effet, une conséquence immeédiate de (1.1.5),

Lemme 2.1.27. — Sous les hypothéses de (2.1.26), la matrice de § 5 par
rapport aux bases canoniques de Py et de M est diagonale et non
dégénérée.

Lemme 2.1.28. — Sous les hypothéses de (2.1.25) on a :

0a ([Fg 1,[E]) =rg.a(Es) , 05 ([FL[Eg]) = r.b(F,s).
Ces deux lemmes résultent immédiatement des définitions.

2.2. — Homomorphismes de groupes de Grothendieck associés a des
changements de corps de base.
2.2.1. — Soit en K un corps et L une extension de K. On désigne par

u: K— L, l'injection de K dans L. On pose B =L ® A et on désigne par T
I’ensemble des types de modules simples sur B. Si t € T, on désigne par
(cf.(2.1.15) E{ un module simple de type t et par F; I’enveloppe projective
de Et .

Soit E un objet de My (resp. Pp ), on rappelle que ul\!'l ([E]) = [Log E]

(resp. u I!’([E]) =[IL®KE)]. On suppose que L est de dimension finie
sur K, soit alors F un objet de M (resp. Pg ) le foncteur

Fe F ye1]
de Mpdans M 5 (resp. Pj3dans P-) est exact, soit alors ul\'/I (resp. ul') )
l’-hofnomorphi‘sme associé a ce foncteur.

Lemme 2.2.2. — L’homomorphisme u S A—> M gest injectif.

M

En effet, il existe une extension finie K’ de K telle que tout module
simple sur K’ ® g A soit absolument simple. Soit alors I’ = K’.L et soient
u’, v, v/ les injections de K’ dans L’, de K dans K’ et de L dans L’ respec-
. ) . .7 ! ! — ”» ! . ! 3 : AT ! X
tivement. Puisque (v )Muo M (u YRR M il suffit de wvérifier que v M et

(u”) I\;I sont injectifs. Il est immédiat de vérifier que (u’) &est un isomor-

phisme. Pour prouver que V&I est injectif il suffit de démontrer le lemme

suivant :
Lemme 2.2.3. — Soit L une extension de K de degré n, et soil x € M

(resp. x € Pp). On a alors :
a M !

u
!o

En effet, soit E un A-module, on a (L® g E) U@l = K'@gE = E".
Cela démontre le lemme lorsque x = [E] et donc quel que soit x.

M (x) = nx (resp. u l‘) ol l!’ (x) = nx).
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Lemme 2.2.4. _ L’homomorphisme u l‘) :PA > Py est injectif.
!

Avec les notations de (2.2.2) il suffit de prouver que v }', et (w) p sont

injectifs. Pour v 1o cest une conséquence immeédiate de (2.2.3). Montrons

P

que (u’) l') est un isomorphisme.

Soit E” un (K’ ® g A)-module et F” son enveloppe projective. Il est immé-
diat de vérifier que L’® g F’ est I’enveloppe projective de L’ ®K E’. En pre-
nant pour E’ les modules simples sur K’ ® g A, on voit que (u’) l!)transforme
la base canonique de PK,®K A en celle de PL’® KA Cela achéve la démons-
tration.

Proposition 2.2.5. — Soit A une K-algébre de dimension finie sur K,
soil L. une extension de K et soit B =L ®KA. Si det(c B) # O, alors
det(cy ) # O.

En effet, soit Cyg (resp. C,) I'nomomorphisme de Cartan de B (resp. A),

C g est injectif par hypothése u l') est injectif d’aprés (2.2.4). Puisque
u l\!l oCp=Cpho ul!), ul\/’I o C o est injectif et donc aussi C 5. Cela achéve
la démonstration.

2.2.6. —- On se propose maintenant d’étudier I’'homomorphisme u 1\'4 Soit

\ : !

alors (m t,s /(t,s) €TxS (resp. (p t,s) (t,s) €TxS ) la matrice de u M
!

(resp.u l')) par rapport aux bases canoniques de M 5 (resp. Py) et de Mp

(resp. P3). On désigne par m(s) (resp. p(s)) le sous-ensemble de T formé
dest ¢ T tels que my o 7 O (resp. py g #O.

Lemme 2.2.7. — Quel que soit s € S on a m(s) = p(s). De plus la famille
(m(s)) s¢ § forme une partition de T.

Supposons, en effet, que t ¢ U m(s). Alors mg o = O, quelque soit

sES ’
s € S. Soit alors x = Z ng [Egl un élément de M, , la composante d’in-
SES

dice t de u x\;l (x) par rapport a la base canonique de Mp est égale a

ZS (my ¢Ing elle est donc nulle. En prenant x = [A] on aboutit &4 unc
SE ’

contradiction. Cela montre que T= U m(s).
SES
Supposons maintenant que t ¢ U p(s), donc Pt s = O, quel que soit
SES
s € S. Soit alors x = ), n¢(Fg]un élément de PA, la composante d’indice
SES

| , \
t de u l')(x) est alors égale a Z (p t’s)ns. elle est donc nulle. Comme

SES

12
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ué([A]) = [B] et comme tout projectif indécomposable est facteur direct

de B, on aboutit 4 une contradiction. On a ainsi démontré que T = U p(s).
sES
Mais d’aprés (2.1.9), l'assertion p Ls =+ O est équivallente a : F est
facteur direct de L ®g Fg. L’ensemble p(s) est donc formé det € T tels que
Fy soit facteur direct de L@k Fy et on a prouvé que, quel que soitt € T,
il existe s € S tel que F; soit facteur direct de L gg Fg .

Soit maintenant t € p(s) (resp. t € m(s”)), alors Fy est facteur direct
de L® g F et E est un quotient de Jordan-Holder de L® g E . 1l en
résulte (cf. 2.1.26) que

rgg (Hompg (L®KFy, LegEg))#0.

On a donc aussi ([15], O, 6.2.2.1) Hom  (Fg, E¢q' % O et cela montre
que s = §’.
Comme T= U p(s) = U m(s), il en résulte que m(s) = p(s) et
s€ES SES

cela achéve la démonstration.

2.2.8. — D’aprés le lemme (2.2.7) on peut identifier M3 & @ z (W(®),
sES

Identifions My & @ Z (st , il est alors immédiat de vérifier que u\!/]

seS !

compatible avec cette décomposition en somme directe. Soit maintenant

s € S et soit C 'anneau des homothéties de Eg et soit v I'épimorphisme

A — C. 1l résulte de (2.1.5) que v \‘I (resp. (I® V) *\‘1 identifie z () et

est

‘ m (s . N T [
M (resp. Z( ( ))et ML® K(J).Cela rameéne 1*¢tude de u VE My->Mg
au cas ou A est un anneau simple.
2.2.9. — Soit maintenant ¢ un K-automorphisme de L et soit F un objet

de My . On pose F 7 = F[U_1® 1]et on dit qu'un B-module F’ est conju-

gué de F par o si FF~F’.

Il résulte immédiatement des définitions que F “=F comme groupe
abélien et que B opére dans F comme suit :

(koa) Lf=0—1 (k).a.f
quels que soient k € L, a € Bet f ¢ F.
Soit de plus b = (e ;)1 <i<gn une base de F sur L et soit . }, (resp.

¢ Fo,b) la représentation matricielle de B associée a F et b (resp. F” et b)

Soit a € A et soient PF, b (a) = (ai,j ) et pF",b(a) = (bi,j),ona ale
=§‘.=hi,jl,ei=§‘.o—1(bi,j)-ei; comme ale; =ae; on a donc b

] J
=0(ai’j ).

']
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Remarque 2.2.10. — Soit E un objet de My, si F =L ® K E alors F 7= F.
Il est en effet immédiat de vérifier que I’application ¢ ® I est un isomor-
phisme de F sur Fo .

2.2.11. — On suppose maintenant que A est une algébre simple, alors A
est isomorphe 4 une algébre de matrices M .(D), sur un corps gauche D de
centre K’ contenant K. On pose m = [K’ : K], n = [K’ : K ]id2= [D:K'’].
On suppose que L est une extension algébriquement close de K et on désigne
par P ’ensemble des K-plongements de K’ dans L. et par Lp, p € P, le corps
L muni de la structure d’algébre sur K définie par le plongement p.

Proposition 2.2.12. — Si A est une K-algébre simple et si L est
algébriquement clos, on a, avec les notations des (2.2.11), u \!I([E J)
=nd( 3 [E{ 1), pour Uunique élément s de S.

te T

En outre, quelque que soient t,t" € T, F; et Fy sont conjugués par un
K-automorphisme de L. De plus Card(P) = Card(T) = m,

En effet, on a L®gA = L ® g K’® ' A, et on démontre en utilisant les
résultats de ([5], § 8, I) que le noyau de ’homomorphisme de L. ® g K’ sur
||
pcP
L ® g A par son radical est isomorphe a la L-algebre B” = p_lel—P L p ®K A.

Comme Mp =~ Mp' (2.1.5) on a Card(P) = Card(T) = m.
Soit ¢ un K-automorphisme de L; alors, quel que soitt € T, F ‘; est un

module simple de type t’ € T. Posons ¢ (t) =t’. On fait ainsi opérer le
groupe Q des K-automorphismes de L sur ’ensemble T. D’autre part, quel
que soit p € P, Lp®KA est un module semi-simple isotypique, soit donc

L p est égal au radical de L ® g K’. On en déduit que le quotient de

t €T tel que L, ®gA = (Fy) n'; on a ainsi défini une application h de P
dans T; on vérifie facilement que c’est une bijection.
Soit p € P et ¢ €Q, alors o®1 : L p®Kv'A—>Lacp ®K A est un

isomorphisme de Lp @K Asur (L, ',®K'A) 9, Cela montre que h(cop ) =
o (h(p)). Comme Q est transitif sur P il I’est donc aussi sur T. On a
done uM(IE D =k( % [F 1), ot k est un entier positif.

’ teT

En particulier : u \'1 (r[E{]) = u\!/I ([A]) =[B]l=r.k( 3 [E{]), donc
A i te T
dimp (B) = r.k.m.r.d. Comme dimg (A) = m.n.d.rzet que dimy, (B) =
dimg (A) on a k=n.d. D’ou la proposition.
Remarque 2.2.13. — Soit F un objet de My, on dit que F provient
d’un A-module §’il existe un objet E de M y tel que F~ L @ E. D’aprés
(2.2.7), les assertions suivantes sont équivalentes :
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l\Elest un isomorphisme,

b) tout module semi-simple sur B provient d’'un A-module.

Nous dirons que K décompose U'algébre A si le quotient de A par son
radical est isomorphe a4 une algébre de matrices sur K. Lorsque L est
une extension algébriquement close de K, les deux assertions ci-dessus
sont équivalentes a :

¢) le corps K décompose l'algébre A.

Remarque 2.2.14. — Supposons maintenant L algébriquement clos. Il
résulte de la proposition (2.2.12) que les assertions suivantes sont équi-

valentes :
a) tout B-module semi-simple F tel que F=~F¢ quel que soit

o €QK, provient d'un A-module,
b) le commutant de tout B-module simple est un corps commutatif,
extension séparable de K.

a) '’homomorphisme u

§ 2.3. — Cas PARTICULIER : A EST UNE ALGEBRE DE GROUPE FINI SUR
UN CORPS DE CARACTERISTIQUE NULLE.

2.3.1. — Soit G un groupe fini d’ordre n et soit K un corps. Jusqu’a
la fin de ce paragraphe on pose A = K[G] et on désigne par F(G, K)
I’algébre des fonctions de G a valeurs dans K.

Soit maintenant I' un sous-groupe de (Z/nZ)*, soit ¢ € I' et soit n, un
relevement de ¢ dans Z. Alors, pour tout g€G, g "¢ est indépendant du
relévement choisi, on pese donc g% = ghg,

Soit alors R(x,y) la relation : « x€G, y€G et il existe o€ 'et z€G
tels que x = z‘ly"z. » Cette relation est une relation d’équivalence et
on appelle I-classes de G les classes de G par cette relation. Lorsque I
est réduit a 'élément neutre les I'-classes de G ne sont autres que les
classes d’éléments de G conjugués par automorphismes intérieurs. On les
appelle alors classes de G.

Soit a une classe de G et soient x, y €a, on vérifie immédiatement que,
quel que soit o €I, x7 et y? appartiennent 4 la méme classe, soit o(a)

cette classe. Le groupe I opére donc sur I’ensemble des classes de G.
Soit maintenant p un ncmbre premier et soit x €G, on dit que x est
p-régulier s’il est d’ordre premier a p. Soit alors a une I'-classe de G, on
vérifie facilement que I’ensemble des éléments p-réguliers de a est soit
vide soit égal a a. Dans ce dernier cas on dit que a est p-réguliére et on
note Cp’p I’ensemble des ['-classes p-réguliéres.
2.3.2. — On considére maintenant le foncteur exact

D : EM_,HomK (E,K) = E*
de Mj dans My (resp. P dans P, ). On vérifie immédiatement que

(E*)*=~E. Le foncteur D définit donc une involution x — x* sur MA
(resp. Py ).
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Lemme 2.3.3. — Quels que soient x, y€My et z€P 5 on a :
67 (x".z,y) =0 5 (z,x.y).

On sait en effet que x*.z€Py . D’aprés ([10], chap. II, propr. 8.1),
quels que soient les A-modules E et F on a :

Hom 5 (E,Hom g (F,K)) = Hom ) (E®k F,K) ;

cea démontre le lemme lorsque y = 1. Donc :
Oa(z,x.y) =0, (z.(x.3)",1) =0, (z.X,y).
D’ou le lemme.

2.3.4. — Nous supposerons jusqu’a la fin de ce paragraphe que K est
un corps de caractéristique nulle. Il est alors facile de montrer que A
est une algebre semi-simple, P est donc canoniquement isomorphe a
My et il en résulte que deux modules de type fini sur A sont isomorphes
si et seulement si ils ont méme usage canonique dans My, .

Soit E un objet de My ; on appelle caractére de G associé a E et on
note x E la fonction g «~» Tr E/K (g) de G a valeurs dans K. On désigne
par M'ple sous-groupe de F(G, K) engendré par les caractéres x g, pour

E variable.
Il résulte par exemple de ([5], § 12, prop. 1) que la fonction E s xE

de My dans M’A est addilive; elle définit donc un homomorphisme dit

canonique de M 5 dans M

'

A
d’écrire xx au lieu de m(K, G) (x). Si Eg est un module simple de type s

on convient d’écrire x ¢ au lieu de m(K, G) ([Eg ]).

Soient E et E’ des objets de M 4. Il résulte immeédiatement de la défi-
nition de [E].[E’] et de ([5], § 12, prop. 2) que xg gE' = X [E]. E']
= xE rE- Cela montre que My est stable pour la multiplication des
fonctions et que m(K,G) est un homomorphisme d’anneaux.

On appellera ’'anneau M'A Panneau des caractéres de G rationnels sur K.

Théoréme 2.3.5. — L’homomorphisme canonique de M , dans M’A est

, qu'on note m(K, G). Si x €My, on convient

un isomorphisme d’anneauc.

!

A
par les fonctions x g pour E variable. Nous avons déja démontré que c’est

un homomorphisme d’anneaux. Il reste 4 prouver qu’il est injectif, cela
va résulter du lemme suivant :

Lemme 2.3.6. — Soit K’ une extension de K, alors Uapplication cano-
nique de K’ ® 7 My dans F(G,K’) est une injection.

Soit x un élément du noyau de cette application. On a alors avec les
notations de (2.1.1.)

x= 3 ag® [E] et S agx Eq = 0,
SESS s SC'S sX Tug

En ecffet, cet homomorphisme estsurjectif puisque M’, est engendré
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Puisque A est une algébre semi-simple et K de caractéristique nulle,
il existe pour tout t€S, un élément y; de A tel que
xglyz) =1 si vs=t
=0 si s=*t.

On a alors, quel que soit s €S, Z a;x¢ (yg) =ag= O. Cela montre

leS
que x = 0, et achéve la démonstration du théoréme (2.3.5).

2.3.7. — Soit maintenant f, h € F(G, K), 'application
(f, 8) wr 1/Card(G) ( sz<g—1 ).h(g))
g€
définit une forme bilinéaire 6 de F(G,K) x F(G,K) dans K.
Lemme 2.3.8. — La forme bilinéaire 6 \ (cf. 1.2.26) est l'image réci-
proque de la forme § &’ relativement a Uapplication m(K, G).
L’involution gwﬁg"lde G définit une involution dans F(G, K). Soit

f s f* cette involution. Il est immédiat de vérifier que, quel que soit
XEM A, xy* =x" x-

Soit alors x, yeM 4, on a :
0y (x,y) = 64 (x.y%, 1), d’aprés (2.3.3)
et
'y (Xxo xy) = H'A xx - Xy 1
= HA(XX. xy* N 1)
= 0’A(XX y*'l)’ comme on le vérifie immédiatement.
Il suffit dés lors de montrer que, pour tout objet E de My,
6 (xg, 1) = 04 [E],1).
Par définition, 8 5 ([E], 1) = rgg (Hom, (EK)
=rgg (EG)
=Tr /g ((1/Card(G)) ( 3 (8)),
geG

puisque (1/Card(G))( = (g)). est un projecteur de E sur EG
geG

= (1/Card(G)) ( = xpg(8))
, g€G
=40 \ (x E’ 1).

Cela achéve la démonstration du lemme.

Corollaire 2.3.8. (Relalions d’orthogonolité). — Soit S Uensemble des
types de K{Gl-modules simples et soient s et s’ des éléments de S. On a alors,
avec les notations de (2.1.18) et de (2.3.4).
b3 xs(g‘l)xs,(g) =rg, Si s=¢

geG
=0 , si sz*¢s.
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2.3.9. — Soit maintenant L une extension algébriquement close de K,
soit Q, le corps des racines n-iémes de I'unité sur Q et soit K’ le corps
K N Q,. On notera G, (resp. Gg) le groupe de Galois de Q, sur Q
(resp. de Q [, sur K’).

Dans ce qui suit on identifiera G, et Gk 4 des sous-groupes de (Z/nZ)";
de maniére plus précise, si 0 €G),, et si x est une racine de 'unité, alors
o (x) est de la forme x™M, m €Z, et cela détermine un élément unique de
(Z/nZ)".

Lemme 2.3.10. — Avec les hypothéses et les nolations de (2.3.9), on a :

gz (Mg () =187 M g G)) =18 (Mg, 6)) K.

En effet, soit Qg (resp. Q') le groupe des K-automorphismes (resp. K’-
automorphismes) de L et soient S, T, S’ et T’ les ensembles de types de
modules simples sur K[{G], L{G], K’[G] et Q,[G] respectivement. Nous
avons vu que Qg et Qg opérent sur T et que Gg opére sur T’ (cf. 2.2.9).

D’aprés (2.2.12), on a, quels que soient ¢ €Qg (resp. 2 '), x€M L G
et g€G,

X o(x)(g) =0 (xx(g)) €Q,.

Cela montre que I'nomomorphisme de My, (G] associé a ¢ ne dépend que de
I'image de o dans Gg . Comme l’application canonique de Qg (resp. Qg )
dans G g est surjective, on en déduit que les classes de T suivant Qg sont
aussi les classes de T suivant Q. Cela démontre la premiére égalité du
lemme d’aprés (2.2.12) et (2.2.7).

On démontre de méme que les classes de T suivant Qg sont en corres-
pondance biunivoque avec les classes de T’ suivant Gg et on déduit la
seconde égalité du lemme.

Lemme 2.3.11. — Soit ¢ €Gg < (Z/nZ)* et soit n; un relévement de o
dans Z. On a alors, quels que soient g €G et x EM'Q 4lGs @ (x@)) =x(@"e).

On remarque en effet que x (g) est une somme de racines n-iémes de
I'unité, soit x (g) = 2 x; une telle somme. Alors :
i

o(x(8))=3c(xp) = ;xri’“ = x(g19), et cela démontre le lemme.
i i

Théoréme 2.3.12. — Soit G un groupe fini d’ordre n, soit K un corps de
caractéristique nulle et soit S 'ensemble des types de modules simples sur
K[G]. Soit Q le corps des racines n-iémes de lunité sur Q, soit
G g < (Z/nZ)* le groupe de Galois de Qusur K N Q, et soit 3 G.K U'ensemble

des G -classes de G (cf. 2.3.1). Alors : Card (S) = Card (EG K ).

Soit C(G,K) l’algébre des fonctions sur G constantes sur les G K -classes
de G et soit XxEM g [G]3 il résulte de (2.3.11) que x €C(G,K) et alors la
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conclusion du théoréme est équivalente 4 : K® 7 M’k G| = C(G,K) est un
isomorphisme.

D’aprés le lemme (2.3.9), on peut, pour la démonstration du théoréme
supposer K — Q, Lorsque K = Q,,, on considére une extension algébrique-
ment close L de K, alors Card (S) est égal, d’aprés (2.3.10), a la dimension
sur L. du centre de I.[G], comme les classes de G forment une L-base du
centre de L[G], le théoréme est démontré lorsque K = Q,; .

Cela montre en particulier qu’il existe, pour tout x €G, une fonction
dy €'M'Q o 1G] constante sur la classe b de x. Si T désigne I’ensemble des

lypes de modules simples sur Q,, [G], dy peut se mettre sous la forme

dy= 3 by Xy cn a alors, d’aprés (2.3.8), quel que soit t’ €T,
teT

00 (G] (téTbt[El]’ [Ey) =6 ,Qn (G] (x> xt)-
On a done, d’aprés (2.1.26), by =np xp(x ~ 'y, avec
n; =ry.Card(b)/Card(G) €Q.

Soit maintenant a la Gk -classe de x. Nous avons vu (2.3.1) que GK
opére sur les classes de G; soit donc N3 le stabilisateur de la classe b de x
et soit ny, = Card(Np). Soit, enfin, d; = 3 dy (cf. 2.3.1).

Gk
‘On vérifie immédiatement que d, = np sur la G classe a de x et que
da= O ailleurs. De plus dy = 3 Ayxq, avec A= 3 n[xa(t—‘xx)
teT e GK
d’aprés (2.3.11). Il en résulte que Ay est invariant par G et donc que
A €K. Puisque d, est invariante par Gg on a donc aussi A= A o (1) quel
i ‘ ’ G
que soit ¢ €Gg. Cela montre que d, €K®z (M Qn[G]) K et donc que

137 ((M'Q n[GJ) GK) = Card (EGK,). Cela achéve la démonstration du théo-
réme d’apres (2.3.10).

Remarque 2.3.13. — Soit L une extension algébriquement close de Q,
et soit @ le groupe des Qp-automorphismes de L. Soit F un L[G]-module,
nous avons vu que quel que soit 0 €Q, F7 =~ F. BRAUER (cf. [8]) a démontré
que tout F provenait d'un Q [G]-module et donc que Q, décompose
lalgébre Q,, [G] (cf. 2.2.13).

Nous n’utiliserons ce résultat que lorsque G est abélien, auquel cas il se
démontre immédiatement a I’aide de (2.2.14).

§ 3. — QUELQUES PROPRIETES DU GROUPE Py, LORSQUE A EST UXNE
ALGEBRE NOETHERIENNE SUR UN ANNEAU LOCAL NOETHERIEN.

3.1. — Soit R un anneau local noethérien et soit m I’idéal maximal de R.
Soit A une R-algébre qui est de type fini comme module sur R. On pose
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alors R = R/MR, A = A/mA. Le foncteur E .., E = E/ME de Py dans P}
est exact, il définit donc (ef. I, 3.1) un morphisme dit canonique et noté
(w)! de P 4 dans Pjy.

Proposition 3.2. — Soient Eq et Ey des objets de P 5, pour que Eq et
E o soient isomorphes, il faut et il suffit qu’ils aient méme image
dans P 4 .

La condition est trivialement nécessaire, montrons qu’elle est suffisante.
Supposons que [Eq] = [Eg] dans P, alors (m)! ([Eq1) = (m)'([Eg ]).
Cela entraine, d’aprés (2.1.21), que El est isomorphe a Eg, on en déduit
qu’il existe un homomorphisme f de E{ dans E9 compatible avec cet

" isomorphisme. On démontre a 1’aide du lemme de Nakayama que f est
un isomorphisme. D’ou la proposition.

Corollaire 3.3. — L’application canonique P, — Py est injective.

Soit, en effet x un élément du noyau de cette application, D’aprés (I, 1.3)
x se met sous la forme [E; ] —[E9], Ej et Eg étant des objets de P,.
Par hypothése [—El] = ‘[—Ifz] dans P3.On démontre comme dans la propo-
sition précédente, qu’alors E{ =~ E9 et donc que x = O.

Corollaire 3.4. Le groupe P 5 est un groupe abélien libre de rang au
plus égal a celui de Py

Lemme 3.5. — Si R est complet pour la topologie M -adique, la caté-
gorie M p est une catégorie avec enveloppes projectives.

En effet, d’apres (2.1.8), il suffit de vérifier que pour tout module
projectif E de M 5. Et tout épimorphisme f = E > F, de M4, il existe un
sous-objet E’ de E minimal pour la relation f(E’) = F. Nous allons cons-
truire un tel sous-module de E.

On désigne par T Papplication de E dans F déduite de f par passage
aux quotients. Posons, pour tout n >o, et pour tout A-module H,
H,= H/m™ T 1H. I résulte immédiatement du lemme de Nakayama que
I'application canonique H — H,, est essentielle (2.1.7). On rappelle d’autre
part que la catégorie M Ay est une catégorie avec enveloppes projectives

(cf. 2.1.16),
D’aprés (2.1.9), Ejpeut s’écrire sous la forme Eqo= E’Oea E',, le couple
(E14,f) étant une enveloppe projective de F,dans M AO'NO“S allons cons-

r j—

truire par récurrence sur n un A-module E' (resp. E’ tel que E 1
n u ; n—

E'w/ m"E'(resp. B = E”) /;"E",(et que E, = E';® E",,.On vérifie
a l'aide de 2.1.13) qu’il suffit de prendre pour E’ (resp. E”)) ’enveloppe
projective de E',, _(resp. E”,_1) dans M Ay
Soit alors E’ = lim E', (resp. E“=1imE”,), on a E =E @ E”. De
<« <«
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plus f(E’) = F, puisque nf'(E'O) =Fg,. On vérifie immédiatement que E’
est minimal pour la relation f(E’) = F. D’ou le lemme.

Proposition 3.6. — Si R est complet pour la topologie M-adique, ’homo-
morphisme canonique Py — PA est un isomorphisme.

D’aprés (3.3), il suffit de démontrer que cet homomorphisme est sur-
jectif. En effet, soit F un A-module projectif, F est aussi un A-module;
soit donc E son enveloppe projective dans My, alors E = E/ME est une
extension essentielle de F, comme E est aussi A-projectif, on a E=F.
Cela achéve la démonstration.

3.7. — Jusqu’a la fin de ce paragraphe nous supposerons que R est
complet.

Soit alors S I'ensemble des types de modules simples sur A. Soit s ¢S, soit
Ejun module simple de type s et soit F'g 'enveloppe projective de E§ dans
My . Comme Eg est simple (resp. monogéne), F'g est indécomposable (resp.
facteur direct de A). On montre, comme dans (2.1.17), que pour tout
module projectif indécomposable E de M, , il existe s €S tel que EﬁFj
Enfin, soient s et t€S, il résulte immédiatement de (3.2) que F'g=F"'si
et seulement si s =t.

Lemme 3.8. — La famille ([F';])S“é § forme une base de P, .

En effet 1a famille ([Eg]) ’S‘eg(cf. 3.7) est une base de Py . Le lemme
résulte alors de (3.6).

I.a base ([F’S‘])ges“de P, sera appelée : base canonique de P 4.

Remarque 3.9. — Soit E un objet de P ,, daprés (2.1.14) E est

somme directe de projectifs indécomposables; soit E= 3 (F_)Us une
seS S

telle décomposition en somme directe. Alors, ng est la coordonnée d’in-

dice s de [E] par rapport a la base canonique de P,. Le lemme (3.2)

montre alors que cette décomposition est unique a4 un automorphisme

de E prés.

§. 4. — QUELQUES PROPRIETES DE Pj ET DE M 5 LORSQUE A EST UNE
ALGEBRE FINIE SUR UN ANNEAU DE DIMENSION 1.

4.1. — Soit R un anneau noethérien intégre de dimension 1, soient R’
le corps des fractions de R et jg : R— R’ Iinjection canonique de R
dans R’. Soit mp I’ensemble des idéaux maximaux de R et soitp €mp ;
on désigne par u P I’application canonique de R dans R/ p R.

Soit A une algébre finie sur R (i.e. de type fini comme module sur R).

Pour tout p €m g, on écrira P (resp. p! ) au lieu de (u p) l\:l (cf. 1.6)

(resp. (up )1!\4‘). Soit E un A/p A-module de type fini, et soit E[up‘ le
A-module déduit de E par restriction des scalaires; alors p) ([E])
= [Eup ]
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Proposition 4.2. (Swan, [20]). — Avec les hypothéses et les notations
de (4.1), on a la suite exacte :

. (. , ,

Soit, en effet, pour tout p €mg, Ma(Pp) la sous-catégorie pleine de
M p formée des A-modules de support p ; lapplication u y définit un
homomorphisme de MA/ pf\ dans M (D), il résulte de (I, 4.9) que cet

homomorphisme est un isomorphisme. Soit maintenant MA(T) la sous-
catégorie pleine de M 5 formée des A-modules de torsion; on vérifie immé-
diatement que My (T) est somme directe des catégories M , (P), pEmMp
(cf. I, 4.3). La proposition résulte alors de (I, 4.4) et de (1.9.1).

Lemme 4.3. — Soit S une partie multiplicativement stable de R et soit
U le sous-espace de Spec(R) canoniquement isomorphe a Spec(S -1R).
Si U est ouvert non vide dans Spec(R), on a la suile exacte :

|
(4.3.1) p € Spec(R) —U

MA,"pA ——)MA—>Ms——lA—>O

La démonstration de ce lemme est analogue a celle de (4.2) a partir
de (I, 3.4).

Corollaire 4.4. — Soit G un p-groupe fini et soit n = p M Pordre de G.
L’application canonique de MZ[G] dans MZ[l/n] [(G] est un isomorphisme.

En effet, on sait que tout module simple sur Fp [G] est isomorphe au
module Fp sur lequel G opére trivialement (cf. 19 ). De la suite exacte :
0—>Z—>Z—>F,— 0 on déduit que I'image dans MZ[G] d’'un tel module
f:st égale a O. Donc I’hnomomorphisme MZ[G] ->M Z[1/n][G] est un
isomorphisme, d’aprés (4.3.1).

44, — Soit R et A satisfaisant aux conditions de (4.1) et soit

A’ =R ®R A. Soit P?\ la sous-catégorie pleine de P, formée des A-mo-

dules projectifs que deviennent libres sur A’ par extension des scalaires

de A a A’ (cf. [16], § 3). Soit PK le groupe de Grothendieck de PO\’ Posons,

enfin, Cly = Ker (Py »>Pyp’).

Soit, maintenant, N 5 une sous-catégorie pleine de P 5 satisfaisant
aux conditions suivantes :

a) Ny est stable pour les sommes directes finies,

b) si F est un objet de Pp, il existe un objet F’ de P, tel que
F @ F’ soit isomorphe 4 un objet de Nj-

Posons N o= K(N 7).

Lemme 4.5. — Soit N une sous-catégorie pleine de P, satisfaisant
aux conditions a) et b) de (4.4). Alors, "homorphisme canonique de
N, dans P, est injectif.
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Soit x ¢Ker (Ny — P 5). D’aprés a) x peut se metire sous la forme

= [E1] — [E9], Eq et E9 étant des objets de N y .D’aprés (I, 4.12),il
existe un objet F de Py tel que E; @ F = E9 @ F; soit alors F’ tel que
F @ F soit isomorphe & un objet de Ny. Alors E;d(F@F)
=Eo® (F @ F’) et cela montre que [Ej] = [E9] dans N 4 et donc que

x = 0.

Corollaire 4.6. — L’homomorphisme canonique P°A—>PA est une injec-
tion.

Proposition 4.7. — Le groupe P ?\ est canoniquement isomorphe a
Cly xZ.

Soit E un objet de P2 ; R’ ® RE est libre sur A’. On appellera rang de E .
sur A et on notera rgy (E) le rang de R”® R E sur A’.
Soit L 4 la sous-catégorie de PO formée des A-modules libres, Ly satis-

A
fait aux conditions a) et b) de (4.4). Cela définit donc une injection cano-

nique i de K(L ) = Z dans P, . D’autre part, I’application E « rgA(E) de

P g dans Z est additive, elle définit donc un homomorphisme noté aussi

rg A de PX sur Z. Il est trivial de vérifier que rg g oi = I.

Soit maintenant x €Cly, alors x = [Eq] — [Eg], E[ et E9 étant des
objets de Py tels que [R"®@RE;] = [R"®R E9l; d’aprés (2.1.21) on a
alors R ®@RE; = R ®R Eg. Soit Egun objet de P tel que E{® Egsoit
libre, alors R’ ® g(E9 & E3) qui est isomorphe 4 R’ ® R(E1® E3) est un
A’-module libre, cela signifie que Eq{ @ Eg et E9 @ Eg3 sont des objets de
P (Aet donc que x QPK et que x ¢ Ker(rgy). Donc Cly < Ker(rgy ). Dot la
proposition, puisque Ker(rg 4 ) < Cl 4.

Proposition 4.8. — (SERRE [17]). Supposons, en plus des hypothéses de

(4.1), que A soit un anneau commutatif. Alors Clp est isomorphe au groupe
des classes de A-modules projectifs de rang 1 (cf. [6], § 5, n° 4).

n
En effet, soit E un objet de P ?\ et soit ng = rg 5 (E). Alors /\EE est un

n
A-module projectif de rang 1; soit f(E) = ¢l (/\E E) (cf. [6], § 5, n° 4). La
fonction f de P?\ dans P(A) est additive, en effet soient E et F des objets

n(E ® F) nE n I
de P&, il est facile de vérifier que A (E@F)=(A E)®s(A F)
La fonction f définit donc un isomorphisme [f] de POA
des classes de modules projectifs de rang 1. On vérifie immédiatement que
[f] est surjectif. Soit maintenant x = [Eq] — [Eg] €ker[f], alors
f(Eq) = f(Eg). D’aprés ([17], prop. 7), il existe un module projectif de

dans le groupe P(A)
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rang 1, Fq (resp. Fy) de classe f(Eq) (resp. f(E9)) et un module libre Ly
(resp. Lg) tels que E{=F{@® Ljet E9 = F 9@ Lg. Alors x = [L;] — [Lg].
Cela montre que ker([f]) = Im(K(L )). D’ou l1a proposition.

Corollaire 4.9. — Si A est un anneau de Dedekind, Uapplication canoni-
que P p — My est un isomorphisme et M 5 = P(A) xZ,

Corollaire £.10. — Soit A une algébre de matrices sur un anneau commau-
tatif B satisfaisant aux conditions de (4.1). Alors Cly est isomorphe au
groupe P(B) des classes de modules projectifs rang 1 sur B.

Soit B =M (A), Alest un (B,A) — bimodule de maniére évidente;
nous le désignerons par H. Le foncteur E > H® o E définit une équi-
valence de catégories entre M 5 et M g (cf. [11], chap. V, cor. 3), sa restric-

tion 4 P définit une équivalence de catégories entre Py et P g et donc un
isomorphisme de Py sur Pp.

On vérifie immédiatement que le diagramme

O—)CIA -—)PA-—)PAv

| { \
O-—)CIB—->PB—>PB'

est commutatif. Et cela achéve la démonstration puisque les fléches
Pp—>Ppget Py — Pp' sont des isomorphismes.

4.11. — Soit maintenant A’ une algébre simple centrale sur un corps de
nombres R’, soit R ’anneau des entiers de R’ et soit A un ordre maximal
de A’. Soit II ’ensemble des plongements de R’ dans le corps R des réels; si
p €11, on désigne par Rp le corps R muni de la structure de R-algébre définie
par le plongement p.

Soit I’ le sous-ensemble de II formé des p tels que Rp® R A’ ne soit
pas semblable a R. Soit II‘{,
P ;{, , le sous-groupe de Ig/défini comme suit : soit a €IR', pour que a soit

le groupe des idéaux fractionnaires de R’ et soit

un élément de P T il faut et il suffit qu’il existe x € R’, tel que x soit positif

RV
pour tout plongement de II’ et que a soit égal a xR.
Théoréeme 4.12. (Eichler). — Avec les hypothéses et les notations de

11 =1p/P F.
(411),Cly =TR/P &

Nous renvoyons a ([21]) pour la démonstration de ce théoréme.

4.13. - Supposons maintenant que R = Z et que A = Z[G]. On se pro-
pose d’étudier le groupe PZ[G] et de donner quelques résultats sur 1’appli-
cation de Cartan CZ[G] : PZ[G] —)MZ[G] .

Posons CIIZ[G] = ker(M Z[G]")MQ[G] ). Il est immeédiat de vérifier
que I'image de CIZ[G] par C Z[G] est un sous-groupe de CI'Z[G] .

4.14. — Soit P un objet de P Z[G] d’aprés ([20], Th. 8.1) ou ([11],



190 1. GIORGIUTTI

prop. 1) Q®z P est un module libre sur Q[G]. Cela permet de définir le
rang de P sur Z[G] (cf. 4.6) et cela entraine comme nous le démontrerons
plus loin (IV, 4.2.1) que pour tout corps k, k®zP est un module libre
sur k[G].

Soit, maintenant p un nombre premier ne divisant pas Uordre de G. La
catégorie M g (G! peut étre considérée comme une sous-catégorie pleine
de H Z[G] (cf. [III], 1.1 et 1.2), puisque les groupes PZ[G] et H Z[G] sont
canoniquement isomorphes, on a aussi un homomorphisme canonique de
Mg [Gj-dans P Z[G]* soit ﬁ! cet homomorphisme. De maniére plus précise,
soit E un objet de MFp[G]’ il existe alors ([19]) une résolution de E par
des objets de P4 de la forme

O—)Pl—)Pz —-E—O.

Alors py([E]) = [Py] —[Pq].
Proposition 4.15. (SwaN). — Le groupe Cl Z[G] est fini.

La proposition résulte immédiatement du théoréme de Swan ([20],
th. A) et d’'un théoréme de ZasseENHAUS ([23]).

Corollaire 4.16. — Le noyau de Uapplication de Cartan : P Z[G] ™ MZ[G]
est fini.

On vérifie immédiatement que ce noyau est un sous-groupe de Cl Z[G].

Proposition %#.17. (Cf. [20], th. 7.1). — Soit G un groupe fini d’ordre n
et soit P(n) Pensemble des nombres premiers qui ne divisent pas n; alors

. I

la suite p—€ P

Soit F un objet de PZ[G]' soit x € F et soit p un nombre premier. Nous
désignerons par un(x) I'image de x dans F/pF. Soit a= [L] — [E] un
élément du noyau de P Z[G]™ Z, L étant supposé libre. Soit m = r8$7(G] (L)
(cf. 4.14), alors Q Q7 L= Qz® E, donc E méme rang que L. Puisque,
d’apreés (4.14) FP®ZE est libre de rang m sur Fp [G], on peut trouver
x €E, 1 <i< m, tels que les op(xi), 1 <i< m, forment une base de E/pE
sur Fp[G], quel que soit p ¢ P(n). Identifions L a (Z[G]) ™, soit alors c;
I’élément neutre du i-éme facteur de L. Soit enfin f ’homomorphisme de L
dans E défini par les conditions f(e; ) = x;, cet homomorphisme est injectif

Mg p G —P 71g] —Z— O est exacte.

et E/f(L) n’a pas de p torsion si p ¢ P(n). Cela montre que a est un élément

|
p € P(
cela achéve la démonstration.

de I'image de 'n) M g b (G- Les autres vérifications étant immeédiates

Corollaire 4.18. — L’image de C]Z[G] par Uapplication de Cartan est un
sous-groupe de CIIZ[G]' De plus Cl'z[G]est engendré par ce sous-groupe et
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. P
ar lim L .
parltmagedepep() [Fpl_G]'

Corollaire 4#.19. — Si G est un p-groupe CIIZ[G] est un quotient de
ClZ[G] .

Cela résulte de (4.18) et de (4.4).

Proposition 4.20. — Soit G un groupe fini d’ordre n et soit P’(n) l'ensem-
ble des diviseurs premiers de n. Soit p € P’(n) et soit HZ[G] (p) le groupe
de Grothendieck de la sous-catégorie de MZ[G] formée des Z[G]-modules
qui sont de dimension homologique finie et de support [p]. Alors la suite
: | ! 0
(4.20.1) p—E P (IIT HZ[G] (p) » PZ[G] —-P Z[1/n][G] -0,
est exacte.

Soit xeker(PZ[G] _)Pi[l/n][G] ); écrivons x sous la forme
x = [E] — [F], E et F étant des objets de PZ[G] . En ajoutant un module
libre L a4 E et F, on peut supposer quez[l/n] QE=12 [1/n] ® F (cf. 1, 4.12).
Soit donc f un tel isomorphisme. Utilisant la platitude de Z [1/n] Sur Z, on
montre qu’il existe un homomorphisme g de E dans F tel que
4 [1/n]® 8= n™ f mais n™f est aussi un isomorphisme. Alors ker(g) et
Coker(g) sont des modules de torsion dont le support est contenu dans
P’(n), E étant sans torsion ker(g) = O et donc x € Coker(g). D’autre part,
il est immédiat de vérifier que pour tout objet E de HZ[G] (p), p€P’(n),
Z(1/n)®z E=0

Il reste donc a montrer que P Z[G] Pi[l/n] [G] est surjectif. 1l
suflit pour cela de montrer que Clz[G] - Clz[]/n] [G] est surjective. II est
facile de vérifier que Cz[1/n][G] est un isomorphisme. Compte tenu de (4.18)
il suffit donc de vérifier que C]'Z[G] — C]'Z[l/n] [G] est surjective ce qui
résulte de (4.18).

Corollaire 4.21. — Le noyau de C Z[G] est contenu dans le sous-groupe
de P Z[G] engendré par les images des groupes H Z[G] (p). p € P(n)



CHAPITRE IV

THEORIE DE BRAUER

SOMMAIRE

On se propose dans ce chapitre de reprendre la théorie des caractéres
modulaires de BRAUER a ’aide des Groupes de GROTHENDIECK.

Soit R un anneau de Dedekind et soit R’ (resp. PT) le corps des quotients
(resp. des restes) de R. Soit A une R-algeébre finie et soit A’ (resp. A)
P’algébre R’ ® g A (resp. R ® g A). Soit P un idéal maximal de R.

Le § 1 définit aprés Swan un homomorphisme d : M 4 = M3 (réduction
module P ) et raméne I’étude de d au cas ou R est un anneau de valuation
discréte complet.

Dans le § 2 on suppose A’ semi-simple. On définit alors un homomor-

phisme d de Py dans Mj'. on montre en particulier que d et d sont
adjoints par rapport aux formes bilinéaires 6 5 et 8- (2.6).

Dans le § 3 on étudie les caractéres modulaires. Soit G un groupe fini
d’ordre n et soit R un anneau de valuation discréte on suppose ou bien que
R est complet ou bien qu’il contient les racines n-iémes de ’'unité. On pose
A = R[G]; on définit alors en utilisant uniquement des homomorphismes
canoniques de groupes de GROTHENDIECK et des résultats sur les caractéres
ordinaires un anneau M(R,G) qu’appelle anneau des caractéres modulaires
de G rationnels sur R. On démontre que cet anneau est canoniquement
isomorphe a Mf_{[G] et qu’il est isomorphe 4 ’anneau des caractéres modu-
laires de G au sens de BRAUER. On démontre aussi un théoréme de Wirt
donnant le rang sur Z de M k[G] " lorsque k est un corps de caractéristique
p#O0.

Le § 4 donne quelques applications. Nous retrcuvons en particulier un
résultat de BRAUER sur la matrice de Cartan de k[G].

§ 1. — REDUCTION MODULO UN IDEAL PREMIER.

1.1. — Soit R un anneau commutatif noethérien intégre de dimension 1,
soit R’ le corps des fractions de R et soit JR Tapplication canonique de R
dans R’. Soit A une R-algébre de type fini comme module sur R et soit p
un idéal maximal de R; on pose A’ = R’ ®R A, A=A/ DA et on considére
le foncteur

E.sR/D R®RE

de M 5 dans M} . .
Lemme 1.2. — Si R p est un anneau de valuation discréte, il existe un
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homomorphisme ]J! : My = M7y tel que
p!([E]) = [E@R/ p R] —[Tor ' (R/ p R, E)],
pour tout module E de M y .
En effet, si P-p est de valuation discreéte
Tor }1{ (R/IPR, E)= Torli)‘(Rp/ PRy, Ep) = O si i>1; la proposition
résulte alors immédiatement de (I, 3.6).

Lemme 1.3. — Sous les hypothéses du lemme (1.2), on a en désignant
par i P Vinjection canonique de A dans A P

p'= (PR p)iolip)

Proposition 1.4 (BRAUER, SWAN). Si Rp est un anneau de valuation
discréte ,il existe un homomorphisme dA, P de My dans M} caractérisé
. : S
par la relation d 5 OJR =9
En effet, puisque jl!% est surjectif, il suffit de prouver que ker(p!)
ker(j l"l ). D’apreés (I, 5.2), ker(j[!:{) est engendré par les A-modules simples.

Soit E un tel module alors Supp(E) est un idéal maximal de R, soit q cet
idéal.
Sip £ 4,il est immédiat que p! ([E]) = O.
. ! -
, R .
[Tor R p (E g, R/ DR ).
Soit II une uniformisante de Rp , de la suite exacte
on déduit la suile exacte
T
O«E poR Ryp/pPRy < Ey <Ey<Tor ‘1‘ P(PRy,Ep) <O
Comme Ep est annulé par =, on a
Ep®R , Rp/PRy ~Ep =Tor 1])‘1.\ (Rp/PRyp, Ep).
Cela montre que (P Rﬁ) "([E p]) = O ct donc que ‘p! ([E]) = O, d’apreés
le lemme (1.3). D’ot1 la proposition.

1.5. — Nous allons maintenant donner quelques sorites relatifs a
I’application dA, p- Soit S un anneau commutatif noethérien inteégre de
dimension 1, soit S’ son corps des fractions et soit jg I’application canonique
de S dans S’. Soit f une injection de R dans S et soit f* 'injection de R’
dans S’ déduite de f.
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OnposeB=S®RA,B'=S’®SB,h= feleth = @1.
Soit maintenant Y un idéal maximal de S. On suppose que P = q ~ R

est un idéal maximal de R et on désigne par h I’homomophisme de A/ pA
dans B/ q B déduit de h.

On suppose de plus que Rp et S q sont des anneaux de valuations
discreéte.

Lemme 1.6. — Si, en plus des conditions de (1.5), S est un R-module de
type finiet si p B= q¢ ,ona
(1.6.1) dy,pohy=ehp. d g 4

Remarquons d’abord que, puisque S est un R-module de type fini B’
(resp. B/ g B) est aussi de type fini sur A’ (resp. A/pA). Les symboles h'
et h] ont donc un sens.

Soit E un objet de M 4, on a

hy jé([E]):[S'@BEJ:jé “hy ((E]). Doncdy p s b ojé:dA' pOi éth
D’aprés (1.4), dy Ojéch! == Pohy.
D’autre part, pour tout objet F de M B libre sur Sq ,on a
p!o by (ED = [E/DE] =|F/q®F| = e [F/qF] = e. b, - gl ([F)).
On en déduit aisément que p' ohy =e.hy, a' . D’out finalement
dy,p ~hyejg=ehy v o' =ehjodp qoig.

Comme Jg est surjectif on a démontré (1.6.1).

On a de méme :

Lemme 1.7. — Si, en plus des conditions de (1.5), B (h) est un A-module
plat, on a :

(1.7.1) dg, q o) =h'sdy

Gorollaire 1.8. — Si on identifie R et Bp @ des sous-anneaux de R’, on a
alors :
(1.8.1) dA,p:dA n,pRp

Il suffit en effet d’appliquer le lemme précédent avec S =R p et
q:pRp.

Corollaire 1.9. — Si R est un anneau de valuation discréte maximal P ¢
et si on identifie A a un sous-anneau du complété A de A pour la topologie
P -adique, on a alors

(1.9.1) dpA, pA (' =dy .

Lemme 1.10. — Si Rp est un anneau de valuation discréte et si A est
une algébre de groupe fini, alors dy ,p est un homomorphisme d’anneaux.
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En effet, d’aprés (1.8.1) il suffit de démontrer le lemme lorsque R est un
anneau de valuation discréte. Dans ce cas cela résulte immédiatement de
ce que Dl et j! sont des homomorphismes d’anneaux.

Remarque 1.11. — Nous avons vu (III, 2.2.2) que (h’)! est un mono-
morphisme. Grace a (1.9), on peut donc ramener I’étude de dA, p au cas
ol R est un anneau de valuation discréte complet.

§ 2. — NOMBRES DE DECOMPOSITION ET MATRICE DE CARTAN.,

2.1. — En plus des hypothéses de (1.1), on suppose que R est un anneau
de valuation discréte complet pour la topologie p -adique. D’aprés (1.4)
on peut alors définir un homomorphisme d A, p ¢ M ' —> M 3 caractérisé

par la relation d 5 o Ojfi = p!

Si aucune confusion n’est 4 craindre on écrira d au lieu de d A, p et j°
’

au lieu de (jg ) (cf. 1IL, 1.6).

On suppose que A est libre sur R.

Soit d’autre P ! : P — P yl’homomorphisme associé au foncteur
E«ws R/PR®RE de Py dans P} et scit ¢y (resp. ¢y) Phomomorphisme
de Cartan de A (resp. A). On rappelle que ~p! est un isomorphisme (cf. III,
4.6) ct on pose d = j!oCAo( 5! ;o

Lemme 2.2. — Sous les conditions de (2.1) on a : CAo i! =P !QCA .

1
En effet, pour tout objet E de Py, on a cio P ([E]) = [E/ pE]

= p! ocA([E]), puisque A et donc aussi E est libre sur R.
Lemme 2.3. — Sous les conditions de (2.1) ona : dod = cx .

En effet, dod = dojloCAd( phH—1=1p! oCAo(i‘!) —1= cy, d’aprés le
lemme (2.2).

2.4. — Puisque R est de valuation discréte M R est canoniquement iso-
morphe a Z, il existe donc d’aprés (II, 1.12), une forme bilinéaire 6y sur
P AxM 4 telle que 6 ([E]l, [F]) = rgg(Homy (E,F)), pour tout objet E
(resp. F) de Py (resp. My ).

On définit de maniére analogue (cf. III, 2.1.26) les formes bilineaires 6
et 6y .

Proposition 2.5. — Soient x € Py et y € My, sous les hypothéses de (2.1)
on a :

2.5.1) a(x,y) =0,(GR) ]’p x), it (x))

~ ! !
(2.5.2) A, y) =0, (P (x), P (¥)).
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En effet, soit E (resp. F) un objet de P o (resp. My et \bg (resp. ¢4 ) le
foncteur E .s R"® 3 Hom 4 (E,F) (resp. Hom y (E®QR R, FQR R’)) et
soit ¢ le morphisme fonctoriel évident de ng dans yq .

On a npg(A“) ~ yq(AM) = F", et puisque tout objet E de P , est facteur
direct d’un libre on a aussi ¢g(E) = ¢ 4(E) pour tout E. Cela montre que

R’®R Hom 4 (E,F) = Hom y/(E ®R' R, F®R R")
et que
rgg (Hom Z(E, F) = rgg(Hom ' (E® RR’, Fop R),
d’ou (2.5.1).

On démontre de la méme maniere I'égalité (2.5.2) lorsque x € P 4 et
y€ Im(P’y -» M 4 ). On achéve la démonstration a I’aide du lemme (III, 1.5).

Corollaire 2.6. — En plus des hypothéses de (2.1), on suppose que A’
est une algébre semi-simple. On peut alors identifier P yet M o', et on a
(2.6.1) 0 A'(dx),y) =0y (x,d(y)),
quels que soient x€ Pyet yc My .

Soit en effet, E (resp. F) un objet de Pj (resp. M y) et soit H un objet
de Py tel que H® R B/ P R=E (cf. III, 4.6).

Alors :

-~ !
oA (d([E]), §° ([F])) =9, ([H], [F]), d’aprés (2.5.1).

=93 ( p'([H]), p'([F]), d’aprés (2.6.2).

=03 ([E], doj' ([F]),
puisque doj! = !J!.
Comme j D est surjectif, cela achéve la démonstration.
Corollaire 2.7. — Sous les hypothéses de (2.6), le sous-groupe Ker(d) de

M 4 , est Porthogonal de Im(d) par rapport a la forme bilinéaire e

Cela résulte immédiatement de (2.6.1) et de ce que la forme bilinéaire
0 y est non dégénérée (III, 2.1.27).

Proposition 2.8. — Soit R un anneau de wvaluation discréte, d’idéal
maximal p et complet pour la topologie P -adique. Soit R’ le corps des
fractions de R et soit A une R-algébre qui est un R-module libre de type
fini. On suppose que A’ = R’QpR A est une algébre semi-simple. Alors les
propriétés suivantes sonl équivalentes :

a) det(cy ) #O.

b) Ker (d) = O.
¢) Im(d) est d’indice fini dans M j.
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La propriété a) entraine trivialement la propriété b). Puisque la forme
6 o » est non dégénérée (cf. ITI, 2.1.27, il résulte de (2.6.1) que b) entraine c).

Enfin, puisque do d= CA, C) entraine a).

Corollaire 2.9. — Soit R un anneau de valuation discréte d’idéal maxi-
mal p et de corps de fraction R’. Soit A une R-algébre qui est un R-module
libre de type fini. On suppose que A’ = R’ ® R A est un produit direct
d’algébres de matrices sur R’. Alors les conditions suivantes sont équi-
valentes :

a) det(cy ) # 0.

b) Im(d) est d’'indice fini dans M} .

En effet, on plonge R et A dans leur complété p -adique et on applique
(1.9.1) en remarquant que (h’) ' est un isomorphisme.

2.10. Soit S (resp. S) l'’ensemble des types de modules simples
sur A’ (resp. A) et soit pour tout s¢€S (resp. s€S), Eg (resp. E5) un
module simple de type s (resp. s). On rappelle (cf. III, 2.1) que
([Eg1) Se‘s(resp. ([E‘S])geg) est la base canonique de M , (resp.

MA). Enfin, si Fg est I'enveloppe projective de Eg, alors ([Fg ([ 5¢§
est la base canonique de Pj .

On pose rg=rgy(Hom y (Eg,Eg)) et rg=rg E(Hom:\(E;,Eg). On
désigne par Cj = (CE,_t)(_s])e_s xS» D=(dg ¢ et D= ((Tt,"s) les matri-

ces de cy, d et d par rapport aux bases canoniques.

Soit enfin K un corps et C une K-algébre artinienne; nous dirons que
K décompose Ualgébre C si le quotient de C par son radical est isomorphe
A un produit direct d’algebres de matrices sur K.

Proposition 2.11. Soient R et A satisfaisant aux conditions de (2.8.).

On a alors avec les notations de (2.10) : rséds,t_= df,s BT «
En effet :
i di,s = 6 5 ([Ftl, d([Eg])), d’aprés (2.1.28)
= 04, (-5([F,‘]), [Eg 1)), d’aprés (2.6.1)
= 04" ([Eg1, d([F{])), puisque, d’aprés (III, 2.1.17)
A’ est diagonale.
= rg ds,_t’ d’aprés (III, 2.1.28).
Cela achéve la démonstration.
Proposition 2.12. — Soit R un anneau de valuation discréte d’idéal

ma'ximal p. Soit R’ le corps des fractions de R et soit A une R-algébre
qui est de type fini comme module sur R. On suppose que R’ (resp. R/PR)

décompose l'algébre A’ = R’ ®R A (resp. A=A/PA) (cf. 2.10) et que A’
est semi-simple. On a alors avec les notations de (2.10) : Cy = De tp.

En effet, quels que soient s €S (resp. s eg), rg=1 (resp. ry =1) puis-
que R’ (resp. R/pR) décompose A’ (resp. A).
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Si R est complet la proposition résulte alors immédiatement de (2.11)

Si R n’est pas complet, on plonge R, A, R, A’ dans leurs complétés.
Puisque R’ décompose A’ et que A’ est semi-simple, I'application cano-
nique de My, dans M. transforme la base canonique de M yren cellede M 3.
La proposition résulte alors de (1.9).

§ 3. — CARACTERES MODULAIRES.

3.1. — Soit G un groupe fini d’ordre n, soit R un anneau de valuation
discréte d’inégale caractéristique, soit p 'idéal maximal de R. On suppose
que R est complet ou bien qu’il contient les racines n-iémes de I'unité.
On pose A = RIG], on conserve les notations de (1.1) et de (1.2), et on
désigne par p la caractéristique de R/ p R.

Lemme 3.2. Soit G un groupe fini d’ordre premier d p et soit R un
anneau de valuation discréte complet. Alors d RG], P est un isomorphisme
qui transforme la base canonique de M R’[G] e celle de Mﬁ[G] )

En effel soit S _l’ensemhle des types de modules simples sur A = R[G].
Pour tout s €S,_‘1e A-module E jest projectif, puisque la condition (n,p) =1,
entraine que A est semi-simple. Il existe alors, d’aprés (III, 3.6), un A-

module projectif Fgtel que Eg=Fg/ p Fg. Par définition d ([Eg )
= [R"” @ gF]. Puisque dod = ¢y =1, il nous suffit, pour prouver le

lemme, de montrer que d est surjectif et que, pour tout's 63, F'g=R QR Fy
est un module simple.

Soit E un A-modules, puisque (n,p) =1, E est de dimension homolo-
gique finie, ’application c 4 est donc surjective. Puisque, d = jI ocCpol P 1)—1

et que j! est surjective, d ’est aussi.

Supposons maintenant qu’il existe des A’-modules non nuls F’ et F” tels
que F'g = F @ F”. D’aprés (111, 4.3), il existe des A-modules E’ et E” libres
sur R tels que F” = R” @ gE’ et F” = R®R E”. Soient alors E" = E’/ p E" et
E” = E”/p E” et soit a g(resp. bg) la coordonnée d’indice s de E/ (resp. E”)
par rapport a la base canonique de M. Puisque E’ (resp. E”) est non nul,

il existe §€§ (resp. t €8) tel que ag 7 O (resp. by %= O). Alors

d([F5]) = d.A([Eg)) = [E§] = d([F]) + d([F]) = [E]+[E]=
¥ (af +bh) [E{g!. Comme ajet bysont des entiers positifs, on aboutit
teS
a une contradiction. Cela achéve la démonstration.

Corollaire 3.3. Soit G un groupe fini d’ordre premier a p. Si R’ décompose
R’[G], alors dR[G] P est un isomorphisme qui transforme la base canoni-
que de MR’[G] en celle de M RIG] -

Il suffit, en effet, de compléter R et d’appliquer (1.9).

Remarque 3.4. — 11 résulte du théoréme (III, 2.3.13) que les hypothéses
de (3.3) sont satisfaites lorsque R contient les racines n-iémes de I'unité.
Mais nous n’utiliserons ce théoréme que lorsque G est abhélien,
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Lemme 3.5. — Soit E’ un objet de MA’ , alors la fonction Xgr :G->R
prend ses valeurs dans R.

En effet, d’aprés (III, 5.3), il existe un A-module E, libre sur R, tel que
E’ = R” ® gE. Soit b = (e; ) une base de E, alors b’ = (1 ® ej ) est une base
de E’.

Soit p g} la représentation matricielle de G associée 4 E” et a b’ et
soit g€G. Alors pg' 1y (8) est une matrice a coefficients dans R et cela
achéve la démonstration.

3.6. — Soit g €G, on dit que g est p-régulier s’il est d’ordre premier a p.
Soit S ., G ’ensemble de ces éléments et soit Fp(G,R) T’ensemble des fonc-
tions de S, a valeurs dans R.

Soit x €S, et soit C 4 le sous-groupe de G engendré par x. Supposons
vérifites les hypothéses de (3.1), il résulte alors de (3.2) et (3.3) que
dr [Cx), D est un isomorphisme. Si aucune confusion n’est 4 craindre, on

écrira simplement dy au lieu de d [Cyl. P.
Si iy désigne l'injection canonique de Cyx dans G et si e est un élément

de M3 on pose ey = d)‘{_]((ix)! (e)). Soit alors ¢, la fonction x «wy xe 4/ x)de

S ,,a valeurs dans R et soit m(R,G) la fonction e s ¢, de ME[G] dans
Fp(R,G). 11 est immédiat de vérifier que m(R,G) est un homorphisme de
groupes abéliens.

Dans ce qui suit nous utiliserons les notations suivantes : pour tout
objet E un objet de Ml"([G] on écrit ¢ E au lieu de q;[”E]; si’s€S, on pose
pg = PES- Enfin on désigne par M(R,G) I’image de ’application m(R,G).

Nous allons maintenant énoncer quelques sorites relatifs a M(R,G) et
a l’application m(R,G).

Lemme 3.7. — Soit H un sous-groupe de G, soit iy U'injection canonique
de R[H] dans R[G], soit E un objet de MR_[G] et soit x un élément
p-régulier de H. Alors :

?E (X) = @ G (EDE)-

Lemme 3.8. — Soit S un anneau de valuation discréte satisfaisant aux
conditions de (1.6) et de (3.1). On a alors, avec les notations de (1.6),
m(R,G) = m('S,G)o h—1.

Lemme 3.9. — Pour tout objet E de MR’[G] et tout x €S prona:

Xg (x) =¢ d ([E])(x)'

Lemme 3.10. — Pour tout objet E de ME[G] et pour tout x €SP’ ona:

Tr g (X) =¢f (X).

En effet, on peut d’aprés (3.7) et (3.8) supposer que G est un groupe
cyclique d’ordre premier a p et que R est complet. D’aprés (3.2), il existe
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un A-module F libre sur R tel que E = F/p F. Alors PRX) = TrF/B (x).
D’oul le lemme.

Théoréme 3.11. — Sous les hypothéses de (3.1), M(R,G) est un sous-
anneau de FI,(G,R) et Papplication m(R,G) est un isomorphisme d’anneaux.

En effet, Papplication E .. ¢ est le composé d’applications qui sont
toutes compatibles avec les produits; cela montre que M(R,G) est stable
pour la multiplication des fenctions et que m(R,G) est un homomorphisme
d’anneaux.

Cet homomorphisme est surjectif puisque M(R,G) est engendré par les
¢E pour E variable,

Montrons que m(R,G) est injectif. Soit R’ une extension de R qui décom-
pese R[G1, il existe alors un anneau de valuation discréte S, S o R, complet
admettant R’ comme corps des restes (cf. [15], O, , 10.3.1). D’apreés (3.8)
il suffit de montrer que m(S,G) est injectif, Cela va résulter du lemme
suivant.

Lemme 3.12. — Soient R et G salisfaisant aux conditions de (3.1), si R
décompose Ualgébre R[G], Fapplication

Regys M R[G] ™ M(R,G)
est injective.

Soit, en effet, x un élément du noyau de cette application. On a alors
avec les notations de (2.10),

x= 3 ag[Egl,ageR, et donc 3 ajeg=0.
seS sES _

Supposons que les ag ne soient pas tous nuls, et soit feS tel ap soit de

valuaticn minimum. En divisant les ag par a7 et en passant aux corps des

restes on obtient une relation non triviale entre les 95
(3.12.1) 3 by g5 =0.

SES
Soit maintenant y € G; y peut se mettre sous la forme y = Vs Ya=¥Yu¥s

ol yg est p-régulier et cit y,, est d’ordre p™ . Soit E un objet de M R[G]
et P une représentation matricielle de G associée a4 E; alors toutes
les valeurs propres de PE(Yn ) sont égales a 1 et puisque ys et y, commu-
tent, on a Tr E/ﬁ (y) =Tr E/h()’s). Il résulte alors de (3.10) et (3.12.1)
quiil existe une relation non triviale entre les fonctions Tr EZ/R:
s
_ %_ bg TrEg/ﬁ = 0.
SES
Puisque R décgmpose P’algébre ﬁ[GJ, on peut trouver, pour tout §€ S,
un élément eg de R{G] tel que Tr E-/R (eg) =1 et tel que TI'ILI/R(eg) =0
N .

si gqé—t. On a donc une contradiction et cela achéve la démonstration du
lemme (3.12).
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Lemme 3.13. — Soil:_a un automorphisme de R et soit o automorphisme
de R associé da o. Soit E un objet de M ﬁ[G] et soit g un élément p-régulier
de G, alors ¢ (pE(8)) = PR (8).

En effet, posons F=E¢ , on vérifie immédiatement que o ([E]g )-=,[T?] g

Le lemme résulte alors de (III, 2.2.9).

3.14. — Soit G un groupe fini d’ordre n et soit R un anneau de valuation

discréte satisfaisant aux conditions de (3.1). Soit Q|, le corps des racines

n-iémes de Punité sur Q et soit G'R le groupe de Galois de Q sur

Q N R’. Soit ¢ un automorphisme de R et ¢’ son image dans G'R. Soit x un

élément p-régulier de G et soit y = x (cf. 2.3.1). Comme x et y engendrent
le méme sous-groupe cyclique de G on a, avec les notations de (3.6),
[Elx = [Ely, quel que soit I'objet E de M§[g). Il résulte de (III, 2.3.11)
et de (3.13) que iy

eE°(x) =0 (pp(X)) = o E(x0)_

Lemme 3.15. — Sous les hypothéses et avec les notations de (3.14) les
fonctions ¢ e M(R,G) sont constanies sur les G'R-classes p-réguliéres de G.
Lemme 3.16. — L’application 1 ®7 d: R ®z MR’[G] —-R’'® ZM_[G]

est surjective.
.
sur a et nulle ailleurs. D’apres (III, 2.3.12), d,est élément de R’ ®7 MR"[G]
et donc de R’ ® 7 M(R,G), d’apres (3.9).

Soit C Gi{' p I’ensemble des G'R-classes p-régulieres de G et soit

Soit a une G, -classe p-réguliére de G et soit d, la fonction égale a 1

c = Card(CGl’{, p). On a donc montré que

rgz (M ﬁ‘[G] ) =dimg'(R"®7 M(R,G) >c.
D’aprés (3.15), rg Z(Mﬁ[G])< c. Cela démontre que rgy (MR lG]) =c et
achéve la démonstration du lemme.

Nous avons de plus démontré le résultat suivant :

Lemme 3.17. — Awec les hypothéses et les notations de (3.14), on a
rgz M RIG] ) = Card(CG,’R »p)’ CG];,,p désignant lensembledes G'R classes
p-réguliéres de G.

Corollaire 3.18. — Soit G un groupe fini d’ordre n, soit k un corps de
caractéristique p contenant le corps k , des racines n-iémes de l'unité. Alors,
linjection canonique de Mkn [G] dans M k[G] est un isomorphisme.

En effet, il suffit de démontrer le corollaire lorsque k est algébriquement
clos.

Soit R}, 'anneau des entiers de Q,, et soit p' un idéal maximal de Ry
contenant p. Soit R = (R n) p- le corps des restes de R est isomorphe a k.
Il résulte alors de (3.17) que le rang de M k,[G] sur Z est égal au nombre
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de classes p-réguliéres de G. Comme le rang de M k[G] est au plus égal a ce
nombre et que 'application Mkn [G]~>M k[G] est injective, on en déduit

que rgy (Mk[G] ) = rgz(Mk“[G ) et donc d’aprés (III, 2.2.14, b) Dl’appli-

cation canonique de Mkn [doans M k[G] est un isomorphisme puisque k
est fini.

Corollaire 3.19. — Soit G un groupe fini d’ordre n et soit k un corps de
caractéristique p. Soit k,, le corps des racines n-iémes de lunité sur F
et soit kK’ =k nk, . Alors I'homomorphisme canonique de M k/[G]da\ns
My (G est un isomorphisme.

Soit k” la cloture algébrique de k et soit Qj (resp. Q)') le groupe des
k-automorphismes (resp. k’-automorphismes) de k”. Soit F un k[G]-module
semi-simple et soit E = k” ® F; alors quel que soit ¢ € Q) ,E = E”En
effet, supposons qu’il existe ¢ €2 tel que Ec ne soit pas isomorphe a E.
D’aprés (3.18) E° ne dépend que de I'image de ¢ de o dans le groupe de
Galois Gri de k,, sur k’. Alors, il existe 7 € Q) dont I'image dans G est égale
a o/, cela montre que ET =~ E° n’est pas isomorphe & E. Cela est impossible
(111, 2.2.10).

Puisque k’ est fini, E provient donc d’un k’[G]-module semi-simple (III,
2.2.14.b), soit donc E = k”®|'E’. Alors E = k”Q| (k® - E’) mais E =k” @ F,
comme F et k ®' E’ sont semi-simples ils sont isomorphes (cela résulte par
exemple de (III, 2.1.3) et de (III, 2.2.2)); cela montre donc que tout module
semi-simple sur k[G] provient d’'un k’[G}-module semi-simple et cela achéve
la démonstration d’apres (1II, 2.2.13).

Théoréme 3.20. (Wirr [22]). — Soit G un groupe fini d’ordre n, soit k
un corps de caractéristique p, soit k,, le corps des racines n-iémes de Uunité
sur Fpet soit k” =k N ky,. Soit Gyle groupe de Galois de k, sur k’ et soit

EGk,pl’ens‘emble des Gy-classes p-réguliéres de G. Soit 'S lensemble des
types de modules simples sur k[G]. Alors : Card(S) = C‘"d(sz,p)-

En effet, d’aprés le lemme (3.19), on peut supposer k = k’. Soit alors
Q, le corps des racines n-iemes de l'unité et soit R, 'anneau des entiers
Q et soit R un localisé de R, en idéal maximal p, P contenant de p. Soit

G .
S = (R) k, on vérifie que S est un anneau de valuation discréte admettant
k' comme corps des restes. Le théoréme résulte alors de (3.17).

Définitions 3.21. — Soit G un groupe fini et soit R un anneau de valuation
discréte satisfaisant aux conditions de (3.1). On appellera « anneau des
caractéres modulaires de G rationnels sur R » D'anneau M(R,G). On a
démontré que cet anneau est canoniquement isomorphe a M R[G]

Si on se donne seulement G et p, on peut quel que soit le corps k de
caractéristique p trouver un anneau de valuation discréte R satisfaisant aux
conditions de (3.1) et admettant k comme corps des restes. Soit n 'ordre
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de G, supposons que k contienne le corps k, des racines n-iémes de 1'unité
Fp- Donnons-nous plongement IRy de Q, N R’ (cf. 3.14) dans C.

L’application E s TIRo ¢ définit donc un isomorphisme de M [G]
noté IR sur un sous-anneau M(ITR, G) de ’anneau Fp(G, C) des fonctions
de S p a valeurs dans C (cf. 3.6).

On vérifie 4 'aide (3.8) et (3.19) que ce sous-anneau ne « dépend » que
de p (et de G). C’est cet anneau que BRAUER a appelé « anneau des carac-
téres modulaires de G”, on le désignera par MG, p:

Remarque 3.22. — Soit maintenant II (G, k) l’ensemble des isomor-
phismes de M | (G] dans M G,p du type IR , pour R et IIR variables et soit
Gno le groupe de Galois de k,, sur Fp . D’apres (3.13) G"o opére sur
I (G, k) on vérifie facilement qu’il y opére transitivement, par exemple
lorsque G est un groupe cyclique d’ordre q, g étant un nombre premier G n,
opére sans points fixes sur II (G, k).

D’autre part, un plongement II g définit un isomorphisme «p du groupe
des racines n-iémes de I'unité de k dans le groupe des racines de I'unité de
C, d’ordre premier a p. Soit E un objet de Mﬁ[G] , on se propose de calculer
IR s9pE. Soit alors x €G, x p-régulier (III, 2.3.1) soit Cy le sous-groupe
cyclique de G engendré par x et soit iy I'injection canonique de Cy dans G,
d’aprés (3.7),

oFE (X) =¢ (§ %) ! [E] X)-
Pour calculer ¢  on peut donc supposer que G est un groupe cyclique

engendré par x. Dans ce cas E est de la forme E = GB—Fi :F} étant de dimen-
1

sion 1 sur k. Alors T-rﬁi/k(x) = cp‘lii (x), est une racine n-iéme de l'unité
de k, cela montre que 1Ty och—i(X) = apR (ch_i(x)). Si on remarque que les
q:Fi (x) sont les valeurs propres de x dans une représentation pf de G

associée 4 E, on retrouve la définition de BRAUER.

§ 4. — APPLICATIONS.

Proposition 4.1. (Brauer). — Soit G un groupe fini, soit k un corps et soit
Ck [G] la matrice de Cartan de k[G]. Alors det (C k[G] ) %= 0.

Si k est de caractéristique nulle, c’est immédiat puisque k[G] est semi-
simple.

Si k, est de caractéristique p, p £ O, il existe un anneau de valuation
discréte complet R d’inégale caractéristique et de corps des restes k

Soit R’ le corps des fractions de R. Il résulte de (3.15) que

Im(d : M grg~ Mg [G] ) est d’indice fini dans M (G] - La proposition
résulte alors de (2.8),

Remarque 4.2.1. -— Soit P un objet de P Z[G] d’aprés ([20], Th 8.1) ou
({117, prop. 1) Q ®z P est libre sur Q[G], alors, quel que soit le corps k,
k ®z P est libre sur k[G].
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Cest immeédiat si k est de caractéristique nulle. Si k = Fp on a :
¢, () ([P/PP1) = do)([P]) = d([@® 7 P]) = (Fy[G)) Mpuisque Q® 7 P
est libre sur Q[G]; donc P/pP est libre sur Fp [G], d’aprés (III, 2.1.21) et
(4.1). D’out le résultat si k est de caractéristique non nulle.

Remarque 4.2.2. — BrRAUER démontre (cf. [8], § 7) que l'application d
est surjective lorsque k contient les racines n-iémes de Vunité sur F. 11
utilise pour cela sa caractérisation des caractéres, et donc la théorie des
caracteres induits.

Indiquons briévement la démonstration de ce résultat. II est immeédiat
de vérifier que d est surjectif lorsque G est un groupe cyclique d’ordre pre-
mier a la caractéristique p de k et lorsque G est un p-groupe. On démontre
alors que d est surjectif lorsque G est un groupe élémentaire (cf. [20], 4) on
passe alors au cas général a 'aide du théoréme (4.1) et de la proposition
(3.1) de [20].

4.3. — Soit G un groupe fini d’ordre n et soit R un anneau de valuation
discréte satisfaisant aux conditions de (3.1). Nous reprenons les notations
de (3.1).

Soit alors S (resp. S) ensemble des types de modules simples sur
A= ﬁ[G] (resp. A” = R’[G]), soit Eg un module simple de type s et soit Fg
I’enveloppe projective de Eg. On pose dg=vpget o5 = o g . Soit €S et
soit E g un A’-module simple de type s, on pose xi = xE . Soit, enfin Gp
I’ensemble des éléments p-réguliers de G (cf. III, 2.3.1).

Lemme 4.%. — Supposons que R’ décompose Ualgébre R’[G] (cf. III,
2.3.13). On a alors avec les notations de (2.10) et (3.4).

X (x) = 3 dg,soeg(x)
s€ES
et

P (x) = I di sxg(x)
SES

quel que soit x € Gy,.

En effet, cela résulte immédiatement de (2.12) et de (3.9).

Proposition 4.5. — Soit E un objet de PT{[G] et soit £ la fonction de G
a valeurs dans R telle que fg ) =g (x), st xer et fE= O si xEGp
Alors fy; est un caractére modulaire de G rationnel sur R.

En effet, on peut d’aprés (3.8) supposer R complet. Nous allons alors

montrer que fE =xg3 (E)) -

SixeG p ona fEXx) =opx) = cpdoa ((E])(x) =x~ (x). Montrons

‘ d(E)
que x (T([EJ) (x) =0 si xeij.

Lemme 4.6. — Soit F un objet de Pf{[G"- Si R est complet, alors
Xa([F])(x) = 0, si xQ?Gp
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Soit x un tel élément et soit Cy le sous-groupe cyclique de G engendré
par x et soit iy 'injection canonique de Cy dans G, comme d et (iy ); com-
mutent et que E[ix] est C ¢ projectif, il suffit pour démontrer le lemme de
supposer G cyclique. Dans ce cas G = G1 x Gg, ot Gy (resp. Gg) est le sous-
groupe de G formé des éléments d’ordre p™ (resp. des éléments p-réguliers
de G).

Soit maintenant Ej, i = 1, 2, un objet de AIR[‘Gj]’ la projection G sur G;
définit sur E; une structure de R[G]-module; lorsque nous parlerons du

R[G]-module E; c’est toujours cette structure de R[G]-module que nous
consideérerons.

Puisque tout module simple sur IT[GI] est isomorphe a R sur lequel G
opére trivialement, il résulte de ([5], § 7, prop. 8) que tout module simple
sur ﬁ[G] est simple sur R [Go] et réciproquement. Soit alors E un tel
module, soit F son enveloppe projective dans M‘R[G]et soit FF = E® IT[Gl ].
Montrons que F = F’, En effet, F’ est projectif car il est facteur direct de
R[G] (G étant d’ordre premier a p, I’algebre E[Gz] est semi-simple et donc
E est facteur direct de E[G2} et F’ est facteur direct de I—{[G2] ® ﬁﬁ[Glrl

= R[G]), d’aprés ([5], § 7, th. 3) on voit que E est isomorphe au quotient
de F’ par son radical, ’application F’ .., E ainsi défini est donc essentielle,
donc F = F’.

Soit g€G, 8= (81,89) alors xp(8) = xg(8) xﬁ[Gl](g) orx j[G](8)
= Xﬁ[Gl](gl ) = O si gy n’est pas I'élément neutre de Gy c’est-a-dire si g
n’est pas p-régulier. Cela démontre le lemme lorsque F est un projectif indé-
composable, donc quel que soit F d’apres (III, 2.1.19).

4.9. — Soit maintenant F(G,, R’) ’anneau des fonctions sur I’ensemble

Gl’ des éléments p-réguliers de G et a valeurs dans R’.

L’application (f,h) «.n» (1/Card(G)) = f(g"] Yh(g)
geGp
de F(G p R’) x F(G p’ R’) dans R’, définit une forme bilinéaire sur
F’(Gp, R’) x F(Gp, R’). Soit G'R[G] cette forme,

Soit d’autre part fy; (resp. fp) Tapplication E— ¢ gde M ﬁ[G]
(resp. Pﬁ[G]) dans F(‘Gp, R’).

Théoréme %.10. — Soit G un groupe fini d’ordre n et R un anneau de
valuation discréte satisiaisant aux conditions de (3.1) soit R’ le corps des
fractions de R et soit R son corps des restes. Alors Uapplication bilinéaire
OR[G] de P R[G] X M R[G] dans Z définie en (2.1.26) est 'image récipro-
que de la forme 0 R[G] relativement a fp et a fy(cf. (4.9)).

Comme dans (III, 2.3.8) il suffit de vérifier que, pour tout objet E de

P_ﬁ[G] on a :
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6'RiG] ¢E-1) = IR (G ([E] D.
On peut d’autre part supposer R complet (cf. 3.10). Alors :
6Rrg) ([EL.1) =6gig) (AIE]),1), d’aprés (2.6)

= (1/Card(@)) s xd([E]) &V
8€G

= (1/Card(G)) 3 og(g - 1),

€6,
d’aprés (4.8) et (3.9). Cela achéve la démonstration.
Corollaire 4.11. (Relations d’orthogonalité). — Soient G et R satisfaisant

aux conditions de (3.1); on a alors avec les notations de (4.3) et de
(I, 2.1.15)
5 e gD gf(g) =1 (Card(G)) si s=t
g € Gp
=0 si s—#jt
quels que soient’s et t €s.

C’est une conséquence immeédiate de (4.10) et de (III, 2.1.18).

Corollaire 4.12. — Soient R et G satisfaisant aux conditions de (3.1).
Soit g un élément p-régulier de G et soit n(g) le cardinal du normalisateur
de la G'g-classe de g (cf. 3.14). On a alors avec les notations de (4.3).

S (W/rg) o5 Do) =n@) sig=g
sesS
=0 sig#yg
quels que soient g et g’ €G,,.

En effet, soit dg la fonction égale a 1 sur la Gg'-classe de g et nulle
ailleurs. D’aprés (3.17) dg est un élément de R’ ® Z M(R, G), Adg est donc de
la forme dg = _2 _ng ey D’aprés (4.10) on a donc

sES
n;= GE[G} ([Fg],_};_ ng[EgU/lS‘ = 0,ﬁ[G] (*I’s_,dg)/l";.
SES

Alors ngy = 1/(rzn(g)). Donc n(g) dg——- _2_ (1/rg) g (ug”l)(bg. Cela achéve

SES
la démonstration.
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