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Essai sur une théorie classique
de la création et de Pannihilation
des charges électriques

par Emile DURAND

Professeur de Physique Théorique 4 la Faculté des Sciences de Toulouse

1. — INTRODUCTION

La plupart des phénomeénes de I’électromagnétisme classique s’expli-
quent par des déplacements de charges électriques; eces derniéres ne peuvent
ni étre créées ni disparaitre, et c’est pourquoi nous dirons que I’électroma-
gnétisme classique est conservatif,

On sait cependant que les charges électriques peuvent étre créées par
paires a partir d’'un photon (par exemple création d’un électron positif et
d’un électron négatif, d’'un proton positif et d’un proton négatif) et que,
inversement, deux charges (+) (—) peuvent disparaitre en donnant un ou
plusieurs photons. Il est donc assez naturel de rechercher les équations
fondamentales d’un électromagnétisme qui ne serait pas conservatif.

Des équations. de Maxwell résulte ’équation de conservation

—
(1) div (ov) + 9,0 =0.
—
ou p(x,y,zt), v(x,y,z,t) sont respectivement la densité et la vitesse -

—> b
moyenne de I’électricité. Avec les notations d’Univers, J = p v, J* = ic p,

xt = ict, (1) s’écrit

) 9,J7=0.

en convenant de faire usage de la régle de sommation de 1 a 4 sur les
indices muets.

Quand il n’y a plus conservation de I’électricité, I’équation (2) n’est
plus valable, et il en est de méme des équations de Maxwell. Avant de
généraliser (2), rappelons briévement les équations fondamentales de 1’élec-
tromagnétisme classique sous la forme quadridimensionnelle.

2. — L'ELECTROMAGNETISME CLASSIQUE

On peut décrire les phénomenes avec un quadripotentiel A ou p est
un indice qui peut prendre les valeurs 1, 2, 3, 4, et qui obéit aux équations

3) 2, AT = — p, J°

4

4 %, A=0
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L’équation (4) du premier ordre est connue sous le nom de « condition de
Lorentz »; ¢ est aussi un indice qui peut varier de zéro a quatre; 9, est une
écriture abrégée de 9/0x, et I’on utilise le systéme d’unité m.k.s.C. rationalisé.
En appliquant lopérateur 9, aux deux membres de (3) et en tenant
compte de (4), on en déduit ’équation de conservation (2). On voit ainsi
que la condition de Lorentz pour les potentiels est directement reliée a la
conservation de I’électricité et nous verrons qu’elle disparaitra dans un
électromagnétisme non conservatif.
Du potentiel A® on tire le tenseur de champ B par la relation de
définition
(5) B — a? AY — 3¢ A?
Dans ces conditions, si I’on applique 'opérateur 9, a (5) et a sa duale et
si I’on tient compte de (3) (4), on en déduit les équations de Maxwell

0) | 2, B¥ — , J°
D a, B¥ =0

La densité volumique f* de la force que le champ exerce sur les charges
(force de Lorentz), a pour expression

®) fr=1J,B"
On sait enfin que si 'on définit le tenseur de Maxwell T* par
) 2p,. T"={B"B° — B" B |

la densité de force a pour expression
(10) ff=123,T"
En particulier

1
(1) T =3l B B
est la densité de I’énergie électromagnétique localisée dans P’espace et
312 ic T#v = u,™* [E* B* — E’ B¥]

est le vecteur de Poynting.

3. — L'EQUATION DE CONTINUITE ET LE DEBIT DES SOURCES D'ELECTRICITE

La charge totale Q contenue dans un volume fixe de I’expace limité par
une surface S, a pour expression

(13) Q=[pdv

Pendant le temps dt 'augmentation dQ est donc telle que

d
(14) H%: [ asdo
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Ecrivons que cette augmentation est égale a la charge Q, créée dans v,
moins la charge Q, qui s’échappe de v a travers S dans le méme temps di;
ces derniéres ont pour expression

(15) i{% =/ ddar L= [ o Thds= / div. (s v). ds

“dt A
on a donc
dQ _ dQ, dQ,
dt T Tdf T dt

ce qui donne
/ gdiv. o) +2,0o—D|ldo=0

Comme ceci doit étre vrai pour tout volume v aussi petit qu’on le veut et
méme pour un élément de volume, on en déduit que I’expression sous le
signe somme doit é&tre nulle, soit ‘

: —_>
(16) div.gp + 9,0 =9D
D’aprés sa définition (15), 9D est le débit des sources volumiques d’élec-
tricité. Sous la forme quadridimensionnelle (16) s’écrit

a7n 0,7 =D"
C’est I’équation de continuité qui relie le quadri-courant J* au débit des
sources. "
Dans le cas particulier d’une source ponctuelle q fixe, mais variable dans
le temps, on a simplement
dq

(18) L=

Nous allons maintenant donner les équations d’un électromagnétisme non
conservatif qui s’appuiera sur I’équation (17) et qui redonnera I’électro-
magnétisme de Maxwell-Lorentz quand on y fera 9 = 0.

4. — LES EQUATIONS FONDAMENTALES
DE L'ELECTROMAGNETISME NON CONSERVATIF

On peut décrire les phénoménes en partant d’un quadripotentiel A® qui
obéit aux mémes équations que dans la théorie classique, soit
a9 0,0 AP = —p, J°
Avec ce potentiel A®, on définit toujours un tenseur de champ B™ antisymé-
trique par
(20) B = 3? AY — 97 A?
mais nous définirons aussi un autre tenseur de champ Q qui sera un inva-
riant pour une transformation de Lorentz, par I’expression

(21) Q= 2, A"
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I1 est facile de voir que ce nouveau champ est lié au débit des sources et
qu’il peut étre pris a zéro s’il y a conservation de I’électricité. En effet, en
appliquant 'opérateur ¢, a (19) et en tenant compte de (21), on en déduitl

(22) 0,7 Q=—1yu, P

c¢n a donc la solution particuliére :
u, ,do

(23) Q= i -[[@‘ o

les crochets indiquent les grandeurs retardées prises au temps retardév
1-(r/c); a cette solution on peut toujours ajouter une solution de. Dalem-
bertien nul.

Appliquons I'opérateur 9, a (20) ou a sa duale et tenons compte de (19)
et (21) il vient '
(24, 9, B — 3" Q =y, 1"

(25) _ 3, B" =0
qui généralisent les équations (6) (7) de Maxwell.

Le nouveau champ Q agit sur les charges et la nouvelle expression de la
densité de force qui généralise (8) (et qui reste une forme bilinéaire mixte
densité-champ) s’écrit
(26) N
Enfin le tenseur de Maxwell généralisé peut s’écrire
27 2u, TH = g [B" B — B BY — 20 B™ 4 2™ f

(’est toujours une forme bilinéaire des composantes du nouveau champ
B, @, a 7 composantes. On montre facilement & I'aide de (18) que l'on 2

(28) fr=a,1"
En dehors des charges cette équation exprime la conservation de la quantité

de mouvement et de I’énergie électromagnétique. Pour ’équation de conser-
vation de I’énergie on a

(29) 2, T 48, T* =0

avec

(30) T __1_ \ ~1 B + e E + _g__
2 | o 2w

(31) iC Tnu — !J‘O_l [Eu Br _ Er Bu] + _Q sz

Comme cas particulier, si les champs sont fixes, mais variables dans le temps,
onaA,=0douB, =0 et (29) se simplifie suivant

~o

1
(32) 2w(QEY) 45 0, (Q + ¢, E)=0
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5. — POTENTIELS ET CHAMPS
D'UNE CHARGE PONCTUELLE VARIABLE ET EN MOUVEMENT

Le quadripotentiel a pour expression

cu,y gV
"I=| RV
La seule différence de (33) avec la formule classique de Liénard-Wiechert
c’est que g qui varie en fonction du temps doit étre prise au temps retardé

t(r/e).

Calculons le ﬁouveau champ Q; on trouve, avec la formule (21) de défini-

(33) AP= -

tion’
cu, 1 /dq e
( —_— v o — 1 . N e — 2 .
(34) Q =RV @) < dh=\/1 — §* dt
Cela peut s’écrire
. u (1 1 dq
Q—0 - - 1
(35) - 4z 3 r{l—ep*dt )=
Dans le cas particulier d’une charge ponctuelle au repos, (35) denne
' uw /d q u r
@) - Lo —_ _ 0 op —_
o oo (M) Ly =]

c

4 =r \ dt

On a aussi, dans ce cas

/ r
1 qkt”5>

= 7 . ’ . o o t
47!80 I .

(37) v
car le potentiel A est nul.

6. — CREATION D'UNE CHARGE PONCTUELLE FIXE

Donnons nous par exemple, la loi de variation de g en fonction du temps
qui est représentée sur la figure 1 a : la charge qui n’existe pas avant t = 0
.est créée linéairement dans l'intervalle de temps o < t < 4.

On a donc

q()=0 quand 1< 0
(38) q(t) =q., % « 0<t<o
q()=gq, « f=0
Le potentiel V est donné par (37), soit
& V,=0 quand r> ct
39 - V":Z:—su% cTt_'i « ‘C(f—0)<r<ct

1 .
/_Vu::——:-ﬁl « r<c(t-6)
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La figure 1 b représente la variation de V en fonction de r pour une certaine
valeur du temps t < 4. Quand f > 6 la branche V, constante du potentiel

§4(t) v v A

\'A
q" : t<6
| —_—
- o o t Y d
0 ct~. % 0 z
(a) T (b) o T T e
Fre. 1

fait son apparition, comme le montre la figure 1 c. Les points ab distants
de cf se déplacent a la vitesse de la lumiére vers r — ow. Quand { - o on
tend donc, comme il se doit, vers le potentiel coulombien de la charge
ponctuelle. '

Pendant la création de la charge, le champ Q qui n’existe que dans la
couche sphérique ab emporte une énergie constante égale, d’aprés (30) a .
ct 2

Q :
(40) W= T 4 7r* dr

el en tenant compte de I’expression (39) de V, et de (37) qui donne

1 1 q,
=% o

On trouve en portant dans (40), que l’'on a

: 11 q;
(4D B e T

Cette énergie s’échappe définitivement du point ol 'on crée la charge et se
dilue dans une couche sphérique d’épaisseur constante mais de rayon crois-
sant indéfiniment. On notera que si § — 0, c’est-a-dire si la charge est créée
brusquement, W — . Ceci est a rapprocher du fait que I’énergie électrosta-
tique d’une charge ponctuelle est aussi infinie.
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7. — ANNIHILATION D'UNE CHARGE PONCTUELLE FIXE
Examinons maintenant dans des conditions analogues, le cas de la dis- -

parition d’une charge ponctuelle q. Si q(t) est représenté en fonction du
temps par la courbe de la figure 2 a, c’est-a-dire si I’on a

q () =gq, ‘ quand t<<0
(42) q(H)=aq, <1——§-> « 0<t<
q(H=0 « t>9 '

le potentiel donné par (37) s’écrit

V,=0 quand r<c(t—=9)
V, = 41 _Z_‘; ;1_"_.@__;__‘1) « c(t—0) < r<ct
(43) T €, )
vV, = 1 1 _ (if « r>ct
TE,

La. courbe du potentiel V, en se déplagant' fait disparaitre derriére elle le
potentiel coulombien de la charge ponctuelle. Quand ¢ < 6 ce potentiel V.,

() V VA

%

[23 Sty

8 ’? 0 Jc(t-0) ct z
(a) (b)

Fie. 2.

est une courbe descendante comme le montre la figure 2b. Quand t > 4
c’est une courbe ascendante et le potentiel V, nul commence a faire son
apparition (Fig. 2 ¢). Le point « a » se déplace a la vitesse de la lumiére le
long d’un rayon issu de l’origine et au bout d’un temps infini le potentiel
coulombien initial a complétement disparu. Quand t = 4 le potentiel V, se
réduit a la droite MN. -

La couche sphérique d’épaisseur cf a l'intérieur de laquelle le champ Q
est différent de zéro, emporte encore une énergie qui donnée par (41),



106 E. DURAND
8. — CREATION D'UNE COUCHE SPHERIQUE ET UNIFORME D’ELECTRICITE STATIQUE

D’apres (19) si 'on a une couche sphérique uniforme de densité variable
o (), le potentiel scalaire est donné par la figure 3 a.

Fic. 3.q

1 r\ ds a -~ r
44 / = - / —_— = —_ = —— c< -_ = "
(H) v An e, Jy G<t c/r 2Rso./ ! C)dl
La somme sur r va de (R—a) a (R+a) si le point P est a4 I’extérieur (R > a).
Elle va de ,(a-—R) a (a+R). si le point P est a lintérieur. Posons
+=1—(r/c); on a alors ’

~ (Rt :
(45) Vext. = — / :: (::; 5 (7) d = 2(;:50;17' Lf — (R;‘—a)-‘ —F Lt; (_R_(___—I:—a)» {
. ¢ e
a6 Vo= 3p / oy © 1
0 (A=Y
o R Rl B el |
en introduisant la primitive de ¢ (), soit
(47) F (u) = f 5 (=) d

On voit qu’a I'intérieur, il y a une onde convergente et une onde divergente;
il s’agit d’ailleurs de la méme onde qui est passée par le centre 0 en chan-
geant de signe. A l’extérieur, il y a deux ondes divergentes décalées de
2 a/c dans le temps. Il y a l'onde directe et 'onde d’abord convergente qui
est devenue divergente a I'intérieur de la-sphére de rayon a; elle sort a
travers cette derniére et se propage alors a l'extérieur. Quand r = a on a
Vine = Ve, mais les dérivées normales sont discontinues et correspondent
bien a une densité o (f).

Considérons le cas ol ’on crée brusquement ¢; on a alors la variation
de o (t) comme I’indique la figure 3 b. Analytiquement cela s’écrit
(48) ( st)=10 quand t-<< 0

[ 6 (f) ==, « >0
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et 'on en déduit
VF)=0 quand u<<0
[ F(u) =osn « . ou>0

Ao(t)

(49)

T

0 ¢
(b)

Fic. 3 b

‘Nous distinguerons trois cas, suivant que ct est compris dans I'un des trois
intervalles 0, a; a, 2a; 2a, o.

. aR+"
PREMIER cAS. Figure 4. (0 < ¢t < a). L’onde F (l — —L—-> est nulle par-

T 2¢,

tout a ’extérieur et a l'intérieur. On a donc )
( 0 si R<<(a — ct)

—1 ) « R < (ct+a)

(50) Vint. =3 as, | (a — ct .
)250?1— R )f si R>(a — ct)
\O quard R > (ci+a)
G Vest. — 2 ac,jc a '
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La figure 4 représente V en fonction de r pour une valeur donnée du temps;
les deux fléches indiquent le sens du déplacement des courbes quant ¢
croit.

DEUXIEME cas. Figure 5. (a < ¢t < 2a). A lintérieur on a toujours (51)
qgui est valable car la deuxiéme onde n’a pas encore eu le temps d’arriver.

. .
\ \

V Ay

\ \

Jo
-aa

et
2€&o ! : e
GQa |------- i----“'-}“-- WOyl L L F FF X L S Ty
2g, | I
o %
(o) + - >
ct-a ia ctd-..
G;a
28, |

Fie. 5.

A lintérieur le front de la deuxiéme onde est au point r = (ct-—a) et se
déplace vers la droite avec la vitesse ¢. Quand r < (¢t — a) on a donc super-
position des deux ondes, ce qui donne

(52) . Vint, = —2 = cle

Quand r > (ct — a) et toujours a l’intérieur de la sphére on a toujours (50)
qui est valable, mais c’est devenu une courbe descendante, alors qu’elle était
montante vers la droite dans la figure précédente.

Tro1S1EME caAs, Figure 6. (2a < ¢t < o). Le front de ’onde qui est pas-
sée par le centre est toujours au point r=c¢t—a; on a donc pour
a < r < (ct—a), une superposition des deux-ondes, ce qui donne

as Q 1
(53) Vext. = T = -:1—7:—5: ‘R
On tend donc vers le potentiel coulombien : constant pour r < a et décrois-
sant comme 1/R a ’extérieur de la sphére.

La seule partie variable du potentiel se trouve donc dans I’espace com-
pris entre les deux sphéres de rayon (ct — a) et (ct + a); son expression est
donnée par (51). Il est intéressant de calculer I’énergie qui se trouve dans
cette couche et qui s’échappe définitivement de la surface r = a, Le champ
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¢électrique décroit comme 1/R? et ’énergie électrostatique correspondante
tend vers zéro. Il reste le nouveau champ Q qui décroit comme 1/R et qui

f e cec et cceecceccorrrccccerm g mmane g

Fi1e. 6.

emporte une énergie constante, soit

1 A o u_ as,
(54) Wc_zu.fQ = <carg._c a,v_m>

ou Q = 4 7 a%o, est la charge totale de la couche.
Rappelons que I’énergie du champ électrostatique de cette couche sphé-
rique finale o, a pour valeur

1 @

F=41ri. " 2a

(55) w

L’énergie de création W, est donc du méme ordre de grandeur que ’énergie
électrostatique.

9. — CONCLUSION

On a mis en évidence le fait que lorsque les charges ne se conservent
plus, il y a un nouveau champ Q qui est un invariant; il contribue a I’éner-
gie et a la quantité de mouvement électromagnétique et modifie la force
de Lorentz,
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Toutefois, il est certain que dans le cadre de la théorie classique, on ne
peut rendre compte des faits expérimentaux que I’on observe dans la création
des paires (+) (—) ou dans leur disparition. C’est seulement dans le cadre
de la théorie quantique des champs que les nouvelles formules predrons
toute leur valeur, La théorie quantique actuelle doit étre incompléte car elle
ne tient pas compte du champ Q.



