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LES IDÉAUX DANS L’ENSEMBLE DES VARIÉTÉS J

D’UN ESPACE HILBERTIEN

. INTRODUCTION . 

_

Dans un espace hilbertien H, les domaines d’existence des opérateurs
linéaires fermés, que j ai appelés variétés J 1’), forment un réseau 1 (ou lattice)
pour les opérations 4- et Certains théorèmes de [2] et [3] J prouvent déjà
que certaines propriétés de l’algèbre ? des opérateurs linéaires bornés de H
et certaines propriétés de L sont en relations étroites. Le but de ce mémoire
est de mettre ces relations en évidence dans la question des idéaux bilatères
de ~. Les idéaux bilatères de ? ont été étudiés par Calkin [1]. Nous retrou-
vons ici une partie de ses résultats, et nous les précisons sur quelques points.
Au chapitre I, on précise les notations. Au chapitre II sont ,rappelés les

résultats de [2] et [3] qui sont indispensables pour la suite. Au chapitre III,
certaines relations d’équivalence et certaines relations d’ordre entre variétés J
ou opérateurs bornés, déjà approfondies dans [2] et [~], sont présentées sou~
une forme légèrement différente et plus satisfaisante, qui me paraît à peu près
définitive. Au chapitre IV sont définis et étudiés les idéaux invariants de ~.~
Au chapitre V, on considère brièvement.les relations d’équivalence associées.
Enfin, au chapitre VI, on relie les propriétés précédemment établies aux pro-
priétés des idéaux bilatères de ~8. 

~ 

1. C. ~2] et [3] (Les chiffres entre crochets renvoient à la bibliographie qui
termine ce travail.) .



CHAPITRE PREMIER .. ~

Notations.

1. Notations ens~mblistes : Si A et B sont deux parties d’un ensemble, on

désigne par AvB leur réunion, par AnB leur intersection; A CB signifie
l’inclusion au sens large de A dans B. ~ 

’

Dans un ensemble E, une relation entre éléments x, y, est appelée
relation d’équivalence si elle est réflexive, symétrique et transitive. Une rela-
tion x y est appelée relation d’ordre si elle est réflexive, transitive et si les
relations x y , y x, entraînent y = x. Une relation x y est appelée
relation d’ordre au sens large si elle est réflexive et transitive ; alors, la rela-

tion « y, est une relation d’équivalence, soit x C0 y; soit x la

classe d’équivalence de x : si x y, x N x’, y N y’, on a x’. y’ ; écrivons
la relation’~ ~ ~ est une relation d’ordre entre classes d’équi-

valence. ~ 
.

2. Notations relatives aux nombres : On désigne par a U b (resp. a~ /~ b~ le 
°

plus grand (resp. le plus petit) de deux nombres réels a et b.

Dans ce travail il sera souvent question de « suites » ; il sera toujours sous-

entendu, pour abréger, qu’il s’agit de suites infinies non décroissantes de

nombres réels strictement positifs, tendant vers +00. [On admet les suites de
la forme ..., a", +00, +~, ...). où les a; sont strictement positifs,
avec a, ~ a, ~ . ~ Une telle suite, (a,, a~; ’...), sera désignée en abrégé
par (ai), .

, Si a est un nombre fini strictement positif, on convient que :

Etant données deux suites (a;)..(b;) on écrira : (a;) (b;) ou (a;) si

les rapports a‘ sont bornés (si ai = + oc pour i  i0 ceci impose bi = +.00p 1 .

pour i ~ i.) On voit aussitôt que cette relation est une relation d’ordre au 
‘

sens large La relation « (aj ~ (~), (~~ ~ (aj )), qu’on notera (a,) co (bi) est

donc une relation d’équivalence qui signifie que les rapports sont

bornés.

La suite (a,, a,, as, al, ...) est appelée suite doublée de la suite (a,, a,, ...).
On définit de même les suites triplée, .., p-uplée de la suite (a;). On notera

aP la suite p-uplée d’une suite 6. Si on a 03C3p  03C3’p. Si 03C3 = (at), on a

si et seulement si les rapports 
a~2 

sont bornés ; on a alors a N ap pour
c~t

tout p. 
’ 

-
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Etant données deux suites, ~ == (a,), a’ == (a’;), on pose : a /~~ a’ == (a; n a’;);
~ U a‘ _ (ai V (t’2). N 6~ , 6’ N 6’~ , on. a : 6 n 6’ N Q~ n ~’i , 6 V 6’ N ~h ~ a~’.
L’ensemble des ai et des a’i, ordonné en une suite non décroissante, est une
suite du type considéré ici, que nous noterons a. ~’. (Si le nombre X est présent
n fois dans a et n’ fois dans a’, il est présent n + n’ fois dans c. a’. D’autre part,
si une seule des suites 6, a’ contient des termes infinis, ils sont exclus de a., a’):
Si 6 ’ N6 ’,, on a a. a’ N 03C31 . 03C3’1 ; ’ (cela résulte par éxemple aussitôt du

, lemme 5,4 On a : a. a = a’. 
’ 

’

’ 

3. Notations relatives à l’espace hilbertien H : On suppose bne fois pour
toutes H séparable et à ~ dimensions (uniquement, d’ailleurs, pour éviter
certaines classifications pénibles et sans intérêt).

On désigne par et la plus. petite variété linéaire et la plus petite
variété linéaire fermée contenant un ensemble H. Si x,, x,, ... est. une
suite d’éléments de H, on désigne aussi par [x,, x,, .:.] la plus petite vàriété
linéaire fermée contenant les Si et ~ sont deux variétés linéaires,
on pose : ~-~~~’~ + = On désigne par 0 la variété linéaire réduite
à l’élément 0 On dit que deux variétés linéaires et % sont disjointes si

% = 0. Si et % sont deux variétés linéaires telles que i~ ~ ~~Z‘b; on
appelle déficience de dans dimension (finie ou infinie) de l’espace
vectoriel la déficience de ’fb dans H s’appelle déficience de Si J1Ib
et sont deux variétés linéaires fermées telles que  on désigne par’

-e- ~ l’ensemble des vecteurs de orthogonaux à ,

Si A est un opérateur, on désigne par DA son domaine d’existence, par
0~. son domaine des valeurs, par l’ensemble de ses zéros, par A* son
adjoint ; on a : = H .~- On désigne par 3 l’ensemble des opérateurs
linéaires bornés B tels que DB = H . Si est une variété linéaire fermée,
on désigne par l’opérateur de projection sur ~~’b. Si et J’~,’ sont deux
variétés linéaires fermées, et si W ~ R applique isométriquement M sur

avec H .8.. on dit que W est partiellement isométrique, que
est sa variété initiale et sa variété finale; W~ est alors partiellement

isométrique, avec M’ pour variété initiale et M pour variété finale. -

, 

Si A ~ R est complètement continu, (A*A)1 2 est self-adjoint, non- négatif,
complètement continu. Ses valeurs propres non nulles peuvent être ordonnées
en une suite finie ou infinie, non croissante, à termes strictement positifs, .
chaque valeur propre étant écrite un nombre de fois égal à sa multiplicité.
Si cette suite est finie, nous la complétons par une suite infinie de zéros. Dans
tous les cas, on obtient donc une suite infinie (fJ-i). Nous désignons par SA la
suite ~~,i t ), qui est bien du type considéré au § 2.



CHAPITRE II 
’ 

- 

Rappel de définitions et de résultats.

1. On appelle variété J de H toute variété (linéaire) qui est le domaine
d’existence d’un opérateur linéaire fermé de H. Les variétés linéaires fermées
sont des variétés J *([2], Chapitre II, § 1)..

2. On appelle opérateur J (’) de H tout opérateur (linéaire) dont l’image
au sens de von Neumann est une variété J. Les opérateurs linéaires fermés
sont des opérateurs J. Le domaine d’existence et le domaine des valeurs d’un

opérateur J sont des variétés J. Le produit et la somme de deux opérateurs J
sont des opérateurs J. Un opérateur J dont le domaine d’existence est fermé
est fermé borné. La transformée d’une variété J par un opérateur J est une
variété J. ([2], chapitre II, ~ 6 ; chapitre III, ~ 1, 3, 8).

3. Si D est une variété J, il existe des opérateurs A E ~ tels que D.

Il existe des opérateurs linéaires bornés B biunivoques tels que DB = [D],
([2]. théorème 2,1). , .

4. Soit A E ~,. Il existe une application linéaire isométrique de ~A sur
( [3], lemme 2.1).

. 5. Si D et ~D’ sont des variétés J, D rx D’ et D + D’ sont des variétés J’.

L’ensemble des variétés J de H, ordonné par la relation d’inclusion, forme

donc un réseau L. Si D on désigne par LD le sous-réseau de L formé des
variétés J contenues dans D. 

’ 

.

Si D E ï, et si D’ est une variété linéaire fermée, il existe une D, E y

disjointe de D’ telle que D = D, + (D n D’).
La notion de variété linéaire fermée peut être définie de façon purement

algébrique dans 1 : D E ~ est fermée si et seulement si il existe une D’ E ~
telle que D’ = 0, D + D’ = H. Par suite, si D E ~, [D] peut être définie

algébriquement : c’est la plus petite variété linéaire fermée contenant D
. ([2], chapitre III, ~ 4, 5).

6. Soient D et D’ deux variétés J. 11 existe un opérateur unitaire transfor-
mant D en D’ si et. seulement si il existe un automorphisme A du réseau 1
tel que D’ = ( [3~, proposition 4.1). Il existe une application isométrique
de D sur D’ si et seulement si il existe un isomorphisme 3 du réseau sur

le réseau tel que J(D) = D’ ([3], proposition 4.2).
Supposons [D] _ [D’] ---- H. Il existe un opérateur borné transformant

biunivoquement D en. D’ si et seulement si il existe une D" E ~, D’,

2. Ici, comme dans tout le travail, il n’est question que d’opérateurs uniformes

(« single valued ») contrairement à ce qui se passe dans [~]. -



et un isomorphisme J du réseau 1 sur le réseau tel que J(D) = D’
( [3], proposition 4.3). ,

. Les propriétés envisagées précédemment peuvent être ainsi définies algé-
briquement dans ~. ,

7. Si D est une variété J, on appelle noyau de D toute variété linéaire
fermée à~ oo dimensions contenue dans D. Une variété J est dite de classe 1
si elle est fermée et à ~ dimensions, de classe 2 si elle est non fermée et pos-
.sède des noyaux, de classe 3 si elle ne contient aucun noyau (plus précisé-
ment, de classe 3n si elle est à n dimensions; n =1, ~,..,, ([2], chapitre V~
§ 2). Si D est de classe 3, tout A e a3 tel que D est complètement
continu ; si, réciproquement, A E ~ est complètement continu, oA est de
classe 3 ( [2], théorème 1, 10). 

’ 

°

8. Soit D une va.riété J, (e;) un système orthonormal infini de vecteurs,
(a,) une suite du type considéré au chapitre I, ~ 2. On dit que (ei) est 
orthonormale de D et une suite de valeurs propres correspondantes si D

. 00, ... 
.

, 

est l’ensemble des vecteurs x E ...] tels 

( [2], chapitre V, § 6). Ceci posé : . 

«. Toute variété J de classe 3 possède une infinité de bases. orthonormales.
P. Soient (e~), et (e’i), (a‘~) deux bases’ orthonormales et -deux suites

. (non décroissantes) de valeurs propres correspondantes de D. On a : :_
(a;) N (a’i). Réciproquement, si (a;) (a";) est une suite de valeurs pro-
pres correspondantes pour (e,). A chaque variété J de classe 3, D,

, pond ainsi une classe d’équivalence de suites bien déterminée. Nous dési-
gnons par a un élément quelconque de cette classe. ([2], théorème 5, 6,
proposition 5, 13, b, lemme 5, 4).

Y. Soient D, D’, deux variétés J de classe 3. Il existe une application iso-
’ 

métrique de D sur D’ si et seulement si sD N 03C3D’ ( [2], théorème 5, 7, proposï-.
tion 5, 13, b, lemme 5, 4). Il existe un opérateur borné transformant D en D’
si et seulement si aD w ( [2], lemmes 6,1 et 6,3). :_

. 

s, Soient D une variété J de classe 3, et tel que D. On a : 1
SA ~? aD ( [2;, théorème 7,1) (3). , 

. 

°

3. Certains de ces résultats s’étendent à toutes les variétés J, mais à condition
. de considérer des suites plus générales que celles du chapitre I, ~ 2 (Cf. [2]). Cecientraînerait des complications de notations tout à lait inutiles pour le présenttravail. ~ ~ 

’

Les définitions données ici coïnci lent avec celles de [2] quand D est de classe 300.’
Ceci se produit si et seulernent si tous les ai sont finis, et on a alors : [D] = [et e$, .

Si D est de classe 3,,, avec n + co, on a : ai = + «~ pour 1 > n, pouri  n, et D = [D] = e$, ..., e"] =)= [e,, e~, ..], de sorte que les définitions did‘è- ’
rent un peu de celles de [2]. Mais y, 8 établis dans [2] pour les variétés J declasse 3 oo, sont évidents pour les variétés de dimensions finies. .. 

’ 

. 

’



9. Si D et D’ sont des variétés J de classe 3, D + D’ est une variété J de
classe 3, et 6D /B On a : 6D si 

. 

(ei) est

une base orthonormale, commune de D et D’, telle que GD et. aD’ soient des 
’

suites de valeurs propres correspondantes. On a : dD-i-D == aD2 si D et D’ sont .

orthogonaux, et si cD N c’est-à-dire s’il existe une application isométrique
de D sur D’(’).

Si D et D’, de classe 3, admettent la base orthonormale commune (ei) avec
les suites de valeurs propres correspondantes ’1D, GD’ on a : 

~ ( [3J, théorème 3.1).
10. Soient D, D’, deux variétés linéaires fermées. On écrit : D= D’ si

D n D’ est de déficience finie dans D et D’ ou, ce qui revient au même, si D
et D’ sont de déficience finie dans D ~ D’; cette relation est une relation

d’équivalence. On di.t que D’est complètement asymptotique à D si, pour toute .

variété linéaire fermée D" à ~o dimensions contenue dans D’, D + D" est

non fermée; il revient au même de dire que de classe 3. Si D’ est
complètement asymptotique à D et D complètement asymptotique à D’ on dit
que D et D’ sont complètement asymptotiques : cette relation est une relation
d’équivalence ([2], Notations, et chapitre .1, § 6).

On fera désormais usage des propriétés ràppelées dans ce chapitre sans s’y
référer explicitement. En outre, nous supposons naturellement connus les 

_

résultats classiques concernant l’espace hilbertien. 
_

4. [3], chapitre 3, où sont envisagés successivement le cas où D est de
’ 

classe 3 ~ et D’ de classe 3n, n  + oo, et le cas où D et D’ sont de classe 3 ~ ; le cas
où D et D’ sont de dimension finie est trivial.



_ 

CHAPITRE III , 

~ 

’

Relations d’équivalence et relations d’ordre entre variétés J
et entre opérateurs bornés. 

°

1. Relations d’équivalence et relations d’ordre entre variétés J : 
°

Définition 3.1. Soient D ~ L, D’ e L. On écrit D ~ D’ un opéra-
teur unitaire U tel que U(D) = DB

Définition 3.2. Soient D e 1 , D’ e L. On écrit D ~ D’ s’il existe une appli-
. 

cation isométrique de D sur D’. ,

’ 

Théorème 3.1. x. Les, relations D ~ D’, D ~ D’ sont des relations
lence dans L.

P. entraîne D ~ D’.

_ 
y. D ~ D’ entraîne D ~ D’ si et seulement si J et ont même

’ 

dimension. ’-.. 
"

Démonstration. 03B1 et 03B2 sont immédiats. Prouvons y. Si D’== U(D) pour un
. unitaire U, U applique sur 

ont même dimension Réciproquement, si et [D’] ont même
’ 

dimension, avec D ~ D’, l’application isométrique de D sur ’D’ peut se
prolonger en une application isométrique de [D] sur [D’1; et il existe
une application isométrique de sur Par linéarité, on
obtient une application isométrique de H sur H, c’est-à-dire un opéra-
teur unitaire, qui transforme 15 en D’. 

’ 

’ 

,

Définition ~. Soient D ~ ~ , D’ e ~. . 0~ écrit D~ D’ ou D’~ D existe
un A ~ R tel que A(D) == D’. (A n’est pas forcément biunivoque.) On écrit

. 

’ 

. 

’ 

..
Théorème 3.2. 03B1. La relation DD’ est une relation d’ordre au sens large.

P. La relation D D’ est une relation d’équivalence.
y. La relation D ~ D’ entraîne D D’. 

’ 

. 

"

Démonstration. ~ est évident, et p résulte aussitôt de ce. Pour prouver y,
il suffit de prouver que D ~ D’ entraîne D  D’. Or l’application iso-

’ 

métrique de D sur D’ se prolonge en une application isométrique 1 de
’ 

[D] sur [D’]. On a : IP[D] ~ R et D’ == IP{Dj(D). ,

Théorème ~.~. ex. On a : D~ D’ si et seulement si il existe une ~ ~ avec
D’ ~ D’, D’ ( D. 

’ 

’ 
° 

’

03B2. En particulier, D ) D’ entraîne DD’.

Démonstration. 1. Supposons D’==A(D) avec A ~ ?. Soit B e ?, avec
On a : donc 

donc D’ ~ D" avec D" ( D. , 
.



2. Supposons D" avec D" ( D. Soit B" e ~, avec = D". Soit B

un opérateur linéaire Fermé borné biunivoque. avec DB = [Dl , ~B = D.
On a : = B, e B-1 B" = R est un opérateur J, avec DR = H,

 [D], donc R e et l’on a : B" = BR = B,R. Donc D’ ~ D" =
0394B" ~ 0394B" = 0394R B1 = R* (0394B1). D’ailleurs, 0394B1 ~ 0394B1 = dB = D . Donc

D’ = A (D), avec A 

2. Rapports entre les définitions précédentes et les valeurs propres.
Théorème’ 3.4. On a : D  D’ seulement dans les cas suivants :

_ 

, a. D est de classe ou 2. 
’ 

’ 
"

p. D et D’ sont de classe 3 ef 03C3D } GD’,
Démonstration. 1. Si D est de classe 1 ou 2, soit N un noyau de D.

. On a : :, D’  D" avec D" ( N ( D. D’où (théorème ’3.3): D ~ D’.

2. Si D et D’ sont de classe 3, on sait que D ~ D’ si et seulement si w.

3. Si D est de classe 3 et D’ de classe 1 ou 2, il ne peut exister d’opérateur
borné A tel que A (D) = D’, car, si N est un noyau de D’, 
serait un noyau de D. 

’ 

’

Théorème 3.5. On a : D’ seulement dans les cas suiuanfs :

a. D et D’ sont de classe 1 ou 2.

p. D et D’ sont de classe 3, -et D ~ D’ (c’est-à-dire sn ~ "

. Démonstration : immédiate. 
’ 

’

Comparons les théorèmes 3.4 et 3.5 à [2], chapitre VI, § 4, où sont définies
et étudiées les relations et ~N entre variétés J partout denses. Suppo-
sons D E ~, D’ E ~, avec [D] = [D’] = H. Si D ~ D’, c’est-à~dire s’il
existe un A qui transforme biunivoquement D en D’, on a évi-
demment D D’. Si réciproquement D  D’ on voit qu’on a, ou bien

D ~ D’, ou bien D de classe 2 avec D’ = H . De même, D ce D’ entraine
D N D’, mais D’ entraîne D’, ou D de classe 2 avec D’ = H,

ou D = H avec D’ de classe 2. , 
.

3. Définitions algébriques des relations précédentes.
Théorème 3.6. On a : D N D’ si et seulement si il existe un automorphisme

Jk de L tel que D’ = , 
.

Théorème 3.7. On a : D ~ D’ si et seulement si il existe un isomorphisme
J de sur tel que J(D) = D’.

. 

Le théorème 3.3 fournit alors une définition algébrique des relations

~ et ~ . Mais voici une définition plus directe : :

_ 

Théorème 3.8. On a: D 7 D’ si et seulement si il existe des éléments D, , D’,
’ 

de ~., avec D. et D’ ~ D’,, , et un isomorphisme ~ de sur fet

que = D’~ . : . ~ _ . ,



. Démonstration. 1. Supposons D’==A(D), avec À ~ ?. On’3 : . 

’

D = D) + avec D, ~ ~, == 0. A transforme biuni-

voquement D, en D’, donc D, et D’ont même dimension, L’existence
de J est immédiate (avec D’, = D’) si cette dimension est finie. Si cette

. dimension est infinie, on a : D~ D’, avec [DJ == [D’] = H,
et il existe un T ~ ? qui transforme biunivoquement D, en D’. Donc
il existe un élément DB de ~, avec DB ) D’, et un isomorphisme 3~de
~ sur ~, tel que 5(DJ=DB D’où immédiatement un élément D’,
de L, avec D’1 ~ DB ) D’, et un isomorphisme J de L[D1] sur LD’1, tel

’ 

que ~(D,) = D~. ..

’ 

2. Supposons réciproquement ~)(DJ == D’, avec D, ( D, D’, ) D’, 3 étant .
un isomorphisme de L[D1] sur Alors, D1 et D’1 ont même dimen-
sion et [D’] == [D’J. Si cette dimension est finie, on a évidemment

D~D, ~ D~$>DB Si cette dimension est infinie, on ’a D.  D,,
D’1 ~ D’., D’ ~ D’, avec [DJ = [D’1] = [D’] =H, et il existe un isomor-
phisme J de 1 sur tel que J (DJ==DB Donc, on a : 

’

D  D1 ~ D1  D’ ~ D’.

4. Relations d’équivalence et relations d’ordre entre opérateurs de ?. ..

Définilion 3.4. Soient A e ?, A’ ~ ?. On écrit : A s’il existe un opéra .
teur L (resp. M) dans ?, transformant biunivoquement et bicontinûment

(-resp. [AA]) en (resp. tels gué : 
’

’ 

Théorème 3.9. x. La relation A ~ A’ est une relation d’équivalence- , ..

p. On a : A ~ A’ si et seulement si 0394A ~ 0394A’ ..

. y. Si A ~ A’, il existe un opérateur L1 dans ?, transformant biunivoque-
ment et bicontinûment H  A’ en H HA, avec %L, == et un opé-

, rateur partiellement isométrique W, dont les variétés initiale et finale
sont , tels que: ;= : 

’ 

’ 

’

o. Si A ~ A’, il existe un opérateur L2 dans ?. transformant biunivoquement
et bicontinûment [ÂA] en [0394A’], avec HL2 = un opérateur partielle-
ment isométrique WfJ. dont les variétés initiale et finale sont H NA, ef >

, .

Démonstration. 1. x résultera aussitôt de p. Prouvons p. Supposons
A’ ~ A, c’est-à-dire A’ = MAL, L et M ayant les propriétés de la défi-
nition 3.4. avec de plus : Lx = 0 pour x ~ et My = 0 pour y ~
H ~ [AA] (ce qu’on peut évidemment supposer). On a aussitôt : 

donc : Or, M* transforme biunivoquement et
’ 

bicontinûment [~A~] = en = D’où : = 

Donc : 

Supposons maintenant Il existe donc un opérateur partiellement
isométrique W, dont les variétés initiale et finale sont et [ÂA~],



qui transforme 6.A en Soient A et A’ les restrictions de A et A’

à et est un opérateur J qui trans-
forme biunivoquement en H-e-%A, de sorte que L, est bicon-
tinu. Et l’on a : A’ = W, A L, == W, A L,. Prolongeons L, en un opéra-
teur L, E ~ en posant L,x = 0 si x e On a alors A’ = W, A L,. r
Donc : A’ ~ A.

2. y résulte de la démonstration précédente. Prouvons 8. Si 

c’est-à-dire si A’ == M A L (notations de la définition 3.4), on a :

A’~ = L~A~M~, et l’examen des propriétés de L~, M* montre que
A’~ N A . Donc, on a : A’* = Ws A~ La’ La E ~ transformant biuni-

voquement et bicontinûment en avec -- ‘~’~A~~,
et Wg étant un- opérateur partiellement isométrique dont les variétés
initiale et finale sont [ ~A~f] et [ ~A~~]. D’où : Posant s

0. L3* = L~, Wa* = W,, on voit que L, et W, ont les propriétés de S.

Définition 3.5. Soient A È ffi ,. A’ e On écrit A A’, ou A’A, , s’il .

existe des éléments S, T de B tels que A’ = SA T. On écrit A’  A si .

A’"7 A et A~A’. 
’

Théorème 3.10. «. La relation A  A’ est une relation d’ordre au sens large.
’ 

p. La relation A ~~ A’ est une relation d’équivalence.
y. On a : A  A’ si et seulement si . En particulier, 0394A’ ~ dA en-

traine A 7 A’.
ô. On a : A N A’ si et seulement si ÂA ~~ ~A~, 

’

e. existe un S, e R, et un opérateur partiellement isométrique .

W,, , dont les variétés initiale et finale sont et tels que :
-

03B6. Si A 7 A’ il existe un S, e et un opérateur partiellement isométrique 
’

W, don,t les variétés initiale et finale sont [~A~], , tels que

A’ = W, A S, .
~ 

r,. A ~ A’ entraîne A N A’. 
~ 

,

Démonstration. et à résultent respectivement de ce et y ; « résulte de y.
. 

Prouvons y. Supposons A ~ A’, c’est-à-dire A’ = S A T, avec S E. ~,
T e On a : -= ~AT ( ~A, donc ~.

Supposons maintenant ~A~ c’est-à-dire -~ S( A ),avec S E 9~ .

On a : i == Donc (théorème 3.9 0) il existe un opérateur L dans

9~, transformant biunivoquement et bicontinûment [JA~) ] en = 

et s’annulant dans et un opérateur partiellement isométrique
W, dont les variétés initiale et finale sont et 

tels que : A’ = L S A W, . Posant L S = S,, on a prouvé queA ~ A’, et

en même temps E .



2. Prouvons ~. Si A ~ A’, c’est-à-dire si A’==SAT,avec S ~ ~8, ~,
on a : A’~ = T~ A~ S~, donc A~ ~A’~. Donc on a : 
avec S~ E W3 étant un opérateur partiellement isométrique dont le.s
variétés initiale et finale sont _-_ [~~‘], et H-e- ~s~ ~~._ 
D’où : A’= W3~ A S3~. Posant on voit que , S,
et W, ont les propriétés de ~. ,

3. ~ résulte aussitôt de ce que ~A‘ entraîne ~A N ~A‘. 
’ 

. 

’ 

,

Théorème 3.11. . On a : A 7 A’ seulement dans les cas suivants : 
’

x. A n’estpas complètement continu. 
’ 

’ 

. ,

03B2. A et A’sont complètement continus, et SA ) SA’, ..... ’
Démonstration. Il suffit d’appliquer les théorèmes 3.10 et 3.4.
Théorème 3 12. On a : ’A A’ seulement dans les cas suivants : ..

o:. Ni A, ni A’ ne sont complètement continus. 
~ 

~ 

~ .‘

~. A et A’ sont complètement continus, et SA N SA’ (d’où A A’.
Démonstration. Il suffit d’appliquer les théorèmes 3. 10 et 3 5. ~ ,

De même qu’on a comparé les relations ~ et ~ pour les variétés J, on peut
comparer, pour les éléments de R, la relation 7 à la relation }, définie
dans [3], chapitre II, § 4, pour les opérateurs de R dans le cas p. Les
résultats .sont analogues. ~ 

’ 
’ 

. 

° .



CHAPITRE IV .

, 
Idéaux dans ~. ~ 

’

t. Idéaux invariants. Soit D un sous-ensemblè non vide de L.

3) est appelé un idéal s’il possède les propriétés suivantes :
. I, : D ~ D, D’ ~ D entraînent D + D’ E D. ’

I,: D e D, D’ ( D entraînent D E (5)
Définition 4. 2. Un idéal D de 1 est appelé un idéal invariant s’il posséde la

propriété suivante : 
~ 

a

I,: Pour tout automorphisme ~ de ~ on a : ,~ qui entraîne aussitôt:
~An (~) _-_ ~) 

..

est équivalente (théorème 3. 6) à :
I’9: D ~ S), D entrainent D’ e ~.. 

’

Théorème 4. 1 . Soit 3) un idéal in variant de ~. Soient et D. On a :

D’ E ~... , 
’

. Démonstration. Si H -e- [D] et H -e- [D’] ont même dimension, on à D
. (théorème 3.1. y), donc D’ d’après 1’3. Si les dimensions de H -e- [D]

et de H -e- rD’] sont distinctes, c’est que l’une des variétés D, D’est de
dimension infinie : alors D et D’ sont de dimension infinie. Soient V1, V2

. deux variétés linéaires fermées, à ~o dimensions, orthogonales complé-
mentaires dans [D], telles que en posant : D, = ^

D (on obtient aisément de telles variétés en partant d’une base
. orthonormale de D). Puisque D’, on a aussi : D’ = D’, + D’$, avec

, D’, et D’t orthogonales, D.  D’~, D’t. Comme [D,], 
sont de déficience infinie, on a même : D, ~ D’,, D’,. Ceci posé,
D entraîne D, et D, d’après I~, donc D’, e ~? et D’, ~ S)

. d’après I’$, donc D’ d’après I,.
Théorème 4.2. Soit S) un sous-ensemble non vide de ~. ~ est un idéal invariant
- si et seulement si il possède les deux propriétés suivantes :

I, : D e D’E D entraînent D + D’ e D.

I‘, : D ~ D, D  D’ entrainent D’ ~ D.

Démonstration. 1. Si D est un idéal invariant, S) vérifie I,. Montrons que
~ vérifie I’,. Soient D ~ 2) ei D 7 D’: On a (théorème 3.3~) : ~D’ N D"

. 

av~c D" ( D. Ceci posé, on a D" d’après (~, donc D’ (théorème
4.1). : 

5. on peut se contenter de faire l’hypothèse Il our D A D’ = 0,
d’après le théorème 5,13 [2].



~: Si 3 vérifie I, et I’~, montrons qu’il vérifie I~ et Il suffit de remarquer

que les relations D’ ~ D ou D entraînent D ~ D’ (théorème 3.3).
’ 

Théorème 4 3. Soient L’ l’ensemble des variétés J de classe 3, L" l’ensemble des

variétés J de dimension finie, 0 l’ensemble réduit à la variété o.
a. 0, L", L’, L sont des idéaux invariants de L.

03B2. Pour tout idéal invariant D distinct de 0 et L, on a :, L" ~ D ~ L’.

Démonstration. 1., a est immédiat pour 0, L", L. Pour L’, I, et I’2 sont immé-
. diats, I, est connue. ° . - ’ r

2. Soit 3 un idéal invariant. Si D e W, avec D de classe 1 ou 2, soit N un
’ 

noyau de D. On a : N ~ D d’après I2, donc H ~ D d’après le théorème.
4.1, donc 3 = 1 d’après I,. Donc, si ~, on a ~ ~ ~‘. 0, s~
contient une D e ~, D ~ 0, donc contient une variété à une dimension

d’après I,, donc toutes les variétés a 1 dimension d’après I’$, donc .~’
d’après I,. 

~ 
~ 

~ 

’ 

,

2. Idéaux de suites. Il s’agit de suites au sens du chapitre I ~ 2. , 

,

Définition 4.3. Soit 0394 un ensemble non vide de suites. 0 esf appelé un idéal 
possède les propriétés suivantes :

JI : : a ~ 0394 ef a 6’ entraînent a’ E o ( donc toute suite a" N 03C3 est dans D; ) 
‘ 

’ .

: a E ~ et a’ E ~ entraînent (6 n a’)’ e ~. ,
Théorème 4.4. Il. y a une correspondânce biunivoque entre les idéaux inva-

. , 
_

riants D de 1 lels que D ~ L et les idéaux de suites. Cette correspon-
dance esf définie de la manière suivante :

’ 

x. Si 3 est un idéal invariant de ~, avec ~ ~ ~’, l’ensemble des sD où D est, .

est un idéal de suites. 

03B2. Si 0394 esf un idéal de suites, l’ensemble.des D E L’ telles que ao ~ 0394 est un
idéal invariant D de L tel que D ~ L’.

Démonstration. 1. Soit ~ un idéal invariant de ~, avec ~ ~ ~’. Soit à 
semble des aa où D e Montrons que 0394 vérifie J, Soit et a’ telle

. 

- 

que a ~ 6’. Il existe une D E avec aD = a. Soit D’ e ~’, telle que
03C3D’ = a’. On a : D  .D’ (théorème 3.4), donc D’ ~ D d’après I’,, _ donc

’ 

6’ E ~.. , .. _ .

Montrons que vérifie J~. Soient a E ~ et s’ e ~. Soient V,, V,, deux varié-
tés linéaires fermées orthogonales, à ~ dimensions. ei2,...) une
base orthogonale de Vt (i =1,2). Considérons les variétés J définies de
la manière .suivante : . 

’ ,



Par définition de A, et d’après le théorème 4.1, on a : D, e ~, D’i 6 3)
. (i = 1,2) donc D, + D’, + D, + D’, d’après I,. Or :

+ Du = + ~,~~ == C n a’. Donc : 7D, + D~i ’.i’ D~ -~ Di~ = (~A~)’ ! ~ (~ ! 
est donc dans ,¿l.

2. Montrons que la correspondance ~ -~- ~ ainsi définie est biunivoque en

montrant que l’ensemble des D e ~’telles que aD est précisément 3).
Soit donc D e ~’, avec 6D e A. Il existe une D’ e 3), avec w = aD,

d’où D’, donc D (théorème 4.1).
3. Soit enfin A un idéal de suites. Soit D l’ensemble des .D ~ L’ telles que

?D E A. Montrons que D vérifie 1’,. Soit D ~ D et D’ ~ L avec D$> D’.
- On a : D’ E L’. D’autre part, 03C3D } 03C3D’, 03C3D E A, donc E A d’après J,,

. 

donc D’ e Montrons que D vérifie ï,. Soient D E 3), D’ E 3). On a :

~ (so n 6~‘)s E A d’après J,, et aD)’, donc E A

d’après J,. Donc D ~ D’ E ~?.
Théorème 4.5. Dans la c rrespondunce du théorème 4.4 : 

’

03B1. A l’idéal0 de L correspond l’idéal de suites formé de 1n seule suite (+ +00,. )

6 A correspond l’idéal des suites in finies à partir d’un certain

rang.

;. A L’ de L correspond l’idéal formé de toutes les surtes.
Démonstration : immédiate.

Remarque. Ceci montre que tout idéal de suites non réduit à la suite

(+00,+00,...) contient toutes les suites infinies à partir d’un certain .

~ 

rang - ce qui est facile à voir directement.

~ 3. Idéaux principaux Théorème 4.6. a. Toute intersection non vide d’idéaux

invarianls de ~ est un idéal invariant de ~.

03B2. Étant donne un sous-ensemble non vide A de L, il existe,’ parmi les idéaux

invariants contenant A, un idéal plus petit que tous les autres, à savoir

l’intersection de tous les idéaux invariants contenant A.
’ 

Démonstration : immédiate..

Définition 4.4. Soit D e L. On désigne par D (D) le plus petit idéal invariant

conlenànl D. Tout idéal ~- de la ~’orme ~ (D) est dit principal. D est dite

. alors élément générateur de ~. ,
Théorème 4.7. «. Si D ~ L est de classe 1 on 2, D (D) = L.

s Si D -= (D) == 0. 
‘

y. Si D est de dimension finie, ~ (D) = ~".
ô. Si D est de classe 3 ~ , soif (D1, D2,...). une suite infinie de variétés J ortho-

gonales deux à deux, avec D‘ D pour tout i. Posons, pour tout entier n,

D,~ = D’ 4- D3 + ... + (D) est l’ensemble des D’ E ~ tels que Dn  D

pour un certain n. 

’



Démonstration. a, ~, y sont immédiats Prouvons b. Soit g l’ensemble des

telles que D’ pour un certain n Il est immédiat quc,

D (D). Pour prouxer (D), il suffit donc de prouver

que g est un idéal invariant. Or, ~ vérifie évidemment I’s. Montrons que
g vérifie I, Soient D, e g, D, e g. On a : U,, Dp7 D, pour un p
bien choisi. Donc : 03C3Dp }03C3D1, 03C3Dp} 03C3D2. En remarquant que la suite dou-

blée de app n’est autre que GD,p’ on voit que : Donc :

D, D, + D$ E ~. 
’

Théorème 4.8. Soient D,, D,,..., des éléments de L Le plus petit idéal inva-
riant D contenant les Dl est principal, ef D, + D, + ... -f- Dn est élément
générateur de ~...

Démonstration. Soit D = D, + D, + ... + D~. 3) (D) contient les Di d’après
Ia, donc contient D. D’autre part, D ~ D d’après I;, donc D (D) ( D.

(D). 
’

4. Idéaux hyperprincipaux. Définition 4.5. Soit ~ un idéal invarianl de. Une
D E ~ est dite élément hypergénérateur de ~ si ~ est l’ensemble des D’ E ~ 

°

telles que D 7 D’. Un idéal qui possède un élément hypergénérateur est dit
. 

hyperprinci pal. , ,

Théorème 4.9. a. Tout idéal hyperprincipal est principat.
03B2. Tout élément hypergénérateur d’un idéal est aussi générateur de cet idéal.
D,émonstration. Soit 3 un idéal admettant l’élément hypergénérateur D.

On a évidemment : D (D), (D)..
Théorème 4.10. Soit De;£. D est élément hypergénérateur de D (D1 seulement

dans les cas suivants :

a. D est de classe 1 ou 2 (alors, ~ (D) _ ~) 
’

~. D = 0 (alors, ~ (D) = 0) 
’

y. D est de classe 3 00 , et aD N 

Démonstration. 1. 6 est immédiat, x résulte du théorème 3.4. «.

2. Si .D a un nombre fini de dimensions, 3) (D) == ~", mais on n’a pas

D ~ D’ dès que la dimension de D’ est strictement supérieure à celle de
D. Donc ~" n’est pas hyperprincipal..

3. Supposons D de classe 3 ~ . Le théorème 4 7, dont nous reprenons les
notations, entraîne aussitôt que D est hypergénéra eur de 3) (D) si et,

seulement si D~> Un pour tout entier n, donc si et seulement si ~" 
,

Il Suflit que GD et, comme app ~p est év.clent, le théorème est

démontré.

Théorème 4.11. a. Soit D ~ L un idéal hyperprincipal, D un élément
générateur de D. Pour to:rt nt générateur D’ rh D on n : !)

(donc tout élément générateur est . 

.



03B2. Soit D un idéal principal non hyperprincipal Aucun élément générateur de
3 n’est hypergénérateur , 

’

y. Si D ne vérifie pas l’une des conditions du théorème 4.10, D (D) n’est pas
hyperprincipal.. , .

Démonstration. ~. résulte de la définition des idéaux hyperprincipaux, et
y résulte aussitôt de a. Prouvons a. Soit D un élément hypergénérateur
dP D, et D’un élément générateur. Le cas D = 0 est immédiat Suppo- ’
sons donc D de classe 3 oo , avec Comme D est hypergénérateur,
on voit, en appliquant le théorème 4 7, que D’ ne peut être générateur

’ 

que si donc GD N D’est hypergénérateur, et de plus
?D oo N donc D. 

’

5. Réseau des Idéaux. Théorème ~. ~2. «. L’ensemble des idéaux invariants de ~

forme un réseau R quand on l’ordonne par la relation d’inclusion.
~ . , La borne inférieure des deux idéaux ~ et ~’ est ~n~’. 

’

y. La borne supérieure de ~ et ~’ est l’ensemble ~ 4- ~’ des variétés D + D’, 
’

où D e 3), D’ e a)’.

Démonstration. résultent aussitôt du théorème 4.6. et. Pour prouver y,
il suffit évidemment de prouver que D + D’ (qui contient D et est

un idéal invariant. Ceci est évident si 3 ) ~’ ou si 3) ) 3) ; on peut donc
se borner désormais au cas où 3) ( ~’, 2)’ ( ~’. .

Montrons que D + D’ vérifie I,. Soient D, ~ D 4- D’, D, + D’, On a : .

D, = d, + d’,, D, - d, + d’,, avec di e ~, d’i E ~’ (i =1, 2). Donc :

D, + D, == (d, + d,) + (d’. + d’,), et d, + d, e ~, d’, + d’, e ~’. Donc :

D, +~ D, + ~’. , 
.

Montrons que D 4- D’ vérifie Soient D e D, D’ e D’ et D" e L avec
. D ~ D’ ~ D". Il faut montrer que + ~’.

. On a : GD" ’B ~~’)* ~ . d’où on déduit aussitôt : = c~. ~

avec G~~ r,, ~D~$ a,. Considérant une base orthonormale de D’, on

voit alors que : D" == D, + D,, avec = a,, = 6,. Or . 6D’ 
entraîne D, e 3), ~u~’ ~ ?D. entraîne D, E ~’. Donc : D" + 

Théorème 4.13. « Si ~ et ~’ sont des idéaux principaux, ~~~’ et ~+~’ sont
des idéaux principaux. L’ensemble des idéaux principaux est donc un sous-
réseau ~,, de ~,‘. 

, 

-

’ 

03B2. Soient D et D’ des éléments générateurs de D ef D’ respectivement. D + D’
est élément générateur de D + 3’ .

y Soit (e,) un système orthonormal de vecteurs. Soient D, (resp. D’,) défini par
la base orthonormale et la suite de valeurs prnpres correspondantes 6p , ,

D’, est élément générateur de D n D’.



Démonstration. Pour 3) -{- 3’, ’ ce et § ’ résultent aussitôt du théorème 4 8.
Pour 3) ’n *’, ce résultera de y. Prouvons donc y. On a : 
donc D, E ~?, D’, E donc D, n DB E D. n D’, E ~’, donc

Montrons réciproquement que ~?n~’ ( 3) (D,nD’,).
Soit donc d~ ~’. D’aprés le théorème 4.7, on a : ~~ ~~
pour un entier p bien choisi. D’où aussitôt :

- V "’_ V ad, : d D, n D , ’ .

Théorème ~.~4. 
s 

x. et 3)’ ,sont idéaux hyperprincipa-ux, 3) n S)’ et

D 1 3)’ sont des idéaux hyperprincipaux. L’ensemble des idéaux hyper-

principaux est donc nn sous-réseau R2 de R.
P. Soient D et D’ des éléments hypergénérateurs de ~ et respectivement.

D + D’ est élément hypergénérateur de ~ + 
’ 

.

y. Soient D, et D’, construits comme dans le théorème ~..13. D,nD‘, est élément
hypergénérateur de ~ n 

’ 

-

Démonstration. Le théorème est à peu près évident si 3) = 1 ou si 3)’ == ~.
Il suffit donc, appliquant le théoréme 3.13, de prouver que D + D’ et
et D, n D’, vérifient la condition y du théorème 4.10 si D et D’ la véri-
fient. Or, ceci résulte facilement de i./)’ ~4-~ 

Théorème 4.16 «. On ï / ~,, ( ~,,~ ( ~,, ~, ~ ~.,, ~.

p , ~’ n’est pas un idéal principal. ,

,~. ~,, (donc à fortiori’ ffi" et A) ne sont pas totalement ordonnés par inclusion.
Démonstration. ~,, ~ ~., résulte du théorème 4. il. y. Pro~uvons (~ (ce qui

démon’rera 7~ ~,). Il suffit de prouver que, pour toute suite ?, il

existe une suite 6’ telle qu’on pour aucun entier p Si

(ai) = y oo 6’, on peut prendre : / == ; si c N a$ n’est pas vrai, on

peut prendre : 6’ _ (,a,, a,, a,, a, ag, a,,, a~,. ,.).
Pour prouver y, il suffit de construire deux suites (ai) = ?, (a/) = a’ telles

que 6 N 6’,. G’ N a’$, les relations G 6’, a’ n’étant pas vérifiées; on peut
pour cela prendre : .

. 

, 

.... ’

. 

a;+, = ai, = a’i+ 1 pour : (2n) I  i  (2n + 1) 1 ~



. 

’ 

. CHAPITRE V

Congruences associées aux idéaux de ~.

Définition 5.1. Soit 3) un idéal (non nécessairement invariant) de L. Soient

D ~ X, D’ e X. On écrit : D == D’ (mod. 3)) s’il existe des éléments d, d’ de 2)
tels que D + d = D’ + d’..

Théorème 5 1. M. La relation D = D’ (mo.d., 3)) est une relation d’équivalence.

03B2. La relation D ~ 0 (mod. S) équivaut à D ~ ?. 
’

Démonstration. 1. Il est évident que la relation D==D’ (mod 3)) est

réflexive et symétrique. Montrons qu’elle est transitive. Supposons
D == D’ (mod. ?) et D’ = D’ (mod S)). Il existe des éléments d. cT, dB, d",
de 3 tels que D + d = D’ + d’, D’ 4- d~ = D’ + dB. Alors :
D 1 (d + d~) = D’ 4-d’ -i- dB == D~ + + d’) et d + d~ e 3), + ~ e ?.
Donc : D = D’ (mod. ?). 

°

2. Si D e ?, la relation : D+0==04-D entraîne D=0 (mod. ?).
Si D = 0 (mod. ?), on a : D + d = cT, avec d e ?, ~ e ?, d’où

. D ( d’ e ?, D e ?.

Théorème 5.2. x. D = D’ (mod. 0) équivaut à D == D’.
’ 

p. D = D’ (mod. X) quels que soient D ~ L, D’ ~ X.
. y. Longue D et D’ sont fermées, on a : D === D’ (mod. L") si et seulement si

D == D’.

5. Lorsque D et D’ sont fermées, on a : D ~ D’ (mod. et seulement si

D et D’ sont complètement asymptotiques.

Démonstration. 1. o: et p sont immédiats. ,

2. Prouvons y.. Soient D, D’ deux variétés linéaires fermées. Si D i D’,

D et D’ sont de déficience finie dans D +D’ = D’ (qui est fermée);
. donc d == et d’ = sont dans ~, et l’on a : D + d = D~ + d’ ;

d’où D==D’ (mod. "). Réciproquement, si D=D’ (mod. ~), on a :

D à d ~ D’ + d’ == D" avec d ~ ~, d’ ~ ~; ; donc D et D’ sont de

déficience finie dans D" et a fortiori dans D ,-+- D ( D"’ ; donc D == D’.

, 3. Prouvons 3. Soient D, D’, deux variétés linéaires fermées. Supposons
D et D’ complèten1ent ’ syinptotiques ; on a :
D _~ ~ D = D’ + ~ ~B ~ ~; >

donc D=D’ (mod. ~). Réciproquement, si D+d=D’+dB avec
d e ~, d’ e ~, on a D’ ( D + d, donc ( ~ ~ ; donc D~

est complètement asymptotique à D. De même, D est complètement
asymptotique à D’ Donc D et D’ sont complètement asymptotiques.



Définition 5.2. Soit W un idéal de 1. Soient D OE 1, D’ OE 1. On écrit .D  D
(mod. tP) s’il existe une d e W telle que D  D’ 1 d.

Théorème 5.3. «. La relation D  D’ (mod. Q) esl une relation d’ordre au
- sens large.

§. 0n a : D « D’ (mod. W) si et seulement si D  D’ (mod. i9) el D’  D .-

(mod. W)..
y. La relation D  D’ (mod. W) engendre donc une relation d’ordre entre

classes d’équivalence modulo W.. 
’ 

, 

’

Démonstration. l. La relation D  D’ (mod W) est évidemment réflexive,

montrons qu’elle est transitive. Si D ( D’ Ù d, et D’  D" 1*d’, avec

d e W, d’ e Q, on a : D ( D° é (d. é d’), et._d é d’ e W, donc D  D’

(rùod. W).. 
’

2. Supposons D ( D’ i d et D’ ( D 1 d’, avec d OE W, d’ e W.
On a . : D 1 (d 1 d’) ( D’ à d é (d é d’) = D’ é (d é d’). De. même,

D’ é (d 1 d’)  D é (d 1 d’). Donc: D é (d é d’) = D’ i (d é d’) , °et ’

d à d’ e Q, donc D e D’ (mod. W).
’ 

3. y. résulte aussitôt de ce . et §..
Théorèm"e 5.4. Soit W un idéal de 1. Dans la relation d’ordre du théorème 5.3,

’ 

. les classes d’équivalence de deux éléments D, D’, quelconques de 1 admet-
tent une borne supérieure, à savoir la classe de D é D’.

. Démonstration. On a évidemment : D ( D é D’ (mod. i9), et D’ ( D é D’ . ,

(mod. W). Soit maintenant D" e 1 telle que D ( D° (mod. W) et
D’ ( D" (mod. Q). On a ; D ( D" Ù d, D’ ( D" é d’, avec d e @, d’ e W.
Donc : D ÇD’ ( D° 1 (d 1. d’), et d 1 d’ OE W.. ’
Donc : D + D’ ( D" (mod. i9). 

’

Le. résultat analogue concernant la borne inférieure est inexact.



CHAPITRE VI -

~ 
Idéaux bilatères dans ~: .

1. Théorème fondamental.

Définition 6.1. On appelle idéal bilatère dans B un sous-ensemble non vide
’ 

J de ffi vérifiant les conditions suivantes : _

’ 

.

J2 : A ~ J, B ~ R entraînent AB ~J et BA ~ J.
. J, est immédiatement équivalente à J’$ : : A E J, À 7 A’ entraînent A’ ~ J

Théorème 6.1. . L’ensemble des idéaux bilatères de R forme un réseau J quand
. 

, 
on l’ordonne par la relation d’inclusion.

Démonstration. C’est une propriété très connue des algèbres.
Théorème 6.2. Soit J un idéal bilatère de -

_ 
(X. L’ensemble des où A parcourt J est un idéal invariant de ï. ..

P. 3 est l’ensemble des A E ~ tels que ~A E ~ ~. y .

y. L’application J ~ DJ est un isomorphisme du réseau 3 sur le réseau R.
Démonstration. 1. Prouvons r a. Montrons d’aboid que 3)~ vérifie I, .

Soient D e ~~ , D’ E ~~ . On a : D = ~ ~,~ D’ = avec A E ~, A’ e J. 
’

. Soient N, N’ deux variétés linéaires fermées à ~o dimensions, ortho-

gonales complémentaires dans H. Soit J (resp. J’) un opérateur par-
tiellement isométrique admettant N (resp. N’) et H comme variétés

initiale et finale. Soit B = AJ + A’J’. On a : B e 3, et OB = àA -!- 
Donc D + D’ E ... . ’

Montrons que ~~ vérifie I’.. Soient D E D’ E ~, avec D37 D’. On a :
D = avec A e ~, et D’ = B(D), avec B E ~. Donc : D’ = 

On a BA E 3, donc D’ E D~ .
’ 

2. Prouvons ,6. Par définition de ~~, pour tout A E J, on a : oA E 
.. Soit réciproquement un Â ~ ~ tel que ~A E On a : ÂA== ~B pour 

’

un B E J. D’après le théorème 3.9, A = SBT, avec S E ~, T E ~,
’ 

_ 

donc A 
’

3. Prouvons y. D’après 03B2, l’application J ~ DJ est une application biuni-
. voque de J dans R. Montrons que c’est une application sur R. Soit

3) E ~,. Il suffit de montrer que l’ensemble J des A E ~ tels que
’ 

AA est un idéal bilatére dans ? (on aura évidemment 3)~ ( 3) et
. même puisque, pour toute D e ~, il existe des A E ~ tels

que oA = D). 
- 

" 

, 

.

Montrons que J vérifié Ji. . Soient A , B . On a : : ~A E ~, àB E ~,
donc AA 3 ~B E ~. Or : L~A 4- ~B, donc ~A+B E "~i : A + B E ~.



Montrons que J vérifie J,. Soient A e J; B e S:°- On.a : .àK. e ;§t/, 
leurs, àB&#x26; = B(àA), donc à&#x26; > 0394BA, et àAB ( .AA ..Donc ABÀ è * ; 

’

’ 

0394AB e £Ù, d’où AB ~ J, BA e J... 
, Enfin, comme l’application J - 3j et son inverse respectent la relation

d’inclusion, c’est un isomorphisme de J sur A . 
’ 

, 
. 

, 

, 
.

Le théorème 6.2, les résultats du chapitre IV et les résultats connus sur les
opérateurs donnent aussitôt les théorèmes suivants : .., .. --. 

’ 

.

Théorème 6.3. Soit S’ l’ensemble des opérateurs complètement continus de
S , S" l’ensemble des opérateurs de rang fini de S , 0 l’ensemble réduit à
l’opérateur 0 . S, S’, S°, 0 sont idéaux bilatères de S (correspondant
à §ll, §ll’, 1", 0 dans l’isomorphisme du théorème 6.2). Pour tout idéal bila- ,
tère J distinct de 0 el S, on a : S"  J  S’. 

, .. ’
Thcorème ’6.À. Il y a une correspondance biun’ivoque entre les idéa’ux bilatères

J de S tels que J  s’ el ies idéaux de suites. Cette èorrespondance est
définie de la manière suivante: ’. 

’ ’ 

_ ’ 

.

«. Si J es/ un idéal bilalère de S, avec J  S’, l’ensemble des où A G J
esl un idéal de suites. ° 

. 
° 

,

§. Si A est un idéal de suites, l’ensemble des A e Sl tels qûe SA ~ A, est un
idéal bilatère J de S tel que J  S’ (cf. [l], héorème 1..6; le résultat est
dû à J. von Neumann). 

°’ 

. 

’

i ;

2. Idéaux principaux.
Définition 6.2. Soit A e S. 0n. désigne par J( A) le plus petit idéal bilatère

. contenant A . Tout idéal J de ia forme J(A) est dit principal. ,A est dit
_ 

.alors élément générateur de J ... 
,

. Théorème 6.5. Soit A OE S . J(A) est l’ensemble des opérateurs de la forme
S, AT, + + ... + Sn ATn, où Si e S, T; e S (1 = 1 , 2, ... / n). 

’ 

’

,Démonstration immédiate. , ° ’ ..
Théorème 6.6. oe. Pour qu’un idéal bilatère J de S soit prin,cipal, il faut et

il suffit que Wj soit un idéal invariant principal de 1..-. - .....

§. Si A est elément générateur de J , àA est élément générateur de DJ. 

’

Démonstration. Soient A e S’ et D e 1 tels que D = 0394A. Aux idéaux
bilatères ’de S contenant A correspondent. dans l’isomorphisme
J -+ Wj, les idéaux invariants de 1 contenant D. Donc, À ,J(A) éor-
respond É9(D)... =...

Théorème 6.7. oe. Si A n’est pas complètement continu, J(A) = à . ’ 
’ 

.

. « 
. 

’ 
: 

’

y. Si A est de rang fini; J(A) = S’. , 
’ 

, 

’ 

. 

_

l . Si A esl complètement continu de rang infini, soit (Jk, , jiv, , ....) "uhe suite
infInie de variétés linéaires fermées deux à deux orthogonales, à ~ dimen-

sions. Soit W, un opérateur partiellement isométrique dont les variétés
initiale el finale soient Mi el H. Soient A"=W,* A W., À .=A’+.A*± + Aî’



~ (A) est l’ensemble des B E ~ tels que pour un certain n (qui dépend de B). .
Démonstration. Ce théorème résulte aussitôt du théorème 4.7.

Théorème 5.8. Soient A, A2, ..., , A’z des éléments de R. Le plus petit idéal
contenant les Ai est principal. :

Démonstration. Ce théorème résulte aussitôt du théorème 4.8.

3. Idéaux hyperprincipaux.

Définition 6.3. Soit J un idéal bila/ère de . Un A ~ R est dit élément
" 

hypergénérateur de J si J esf l’ensemble des A’ ~ R tels que A A’. 
’

Un idéal bilatère qui possède un élément hypergénérateur est dit hyper-
. principal.
Théorème 6.9. «. Tout idéal hyperprincipal est principal.
03B2. Tout élément hypergénérateur d’un idéal est aussi générateur de cef idéal.
Démonstration. Soit J un idéal admettant l’élément hypergénérateur A.
On a évidemment : A e J ( J(A), == J(A).

Théorème 6.10. Soit J un idéal admettant l’élément hypergénérateur A.
J est l’ensenlble des opérateurs SAW, où .S E ~ ef où W est un opéra-
teur partiellement isométrique dont H $ est la variété finale. J est

aussi l’ensemble des opérateurs W, A S, , où S, E R, et où W, est un opé-
rateur partiellement isométrique dont [0394AS] est la variété initiale. 

-

Démonstration. Le théorème résulte aussitôt du théorème 3.10. e, ~.
. Théorème 6.T .1. . «. Un idéal bilatère J de R est hyperprincipal si et seulement

si 3)l est un idéal hyperprincipal de ~.
~. Si A est élément hypergénérateur de ~, , oA est élément hypergénérateur

de ~.. 
ta 

.

Démonstration. Soit J un idéal bilatère de ~. A e J est élément hyper-
.générateur de. J si et seulement si A ~ A’ pour tout A’ e 3, donc si et
seulement si ~A~ ~.~~ pour tout A’ E J (théorème 3.10), do c si et

. seulement si AA est élément hypergénérateur de .. -

Théorème 6.1~. Soif A e ~. . A est élément hypergénérateur de J(A) seule-
ment dans les c~s suivants : 

, 

’ 

’ 

.

(X. A n’est pas complètement continu (alors, J(A) _ 

~. A = 0 (alors, ~(A) = 0). . 
’

y. A est complètement continu de rang infini, et SA  S’A.

Démonstration. Le théorème résulte aussitôt du théorème 4.10. 
’

Théorème 6.13. «. Soit J  R un idéal h yperprincipal. A un élément hyper-
générateur de J. Pour tout élément générateur A’ de J, on a : A

(donc fout .élément générateur est hypergénérateur).
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p. Soit J un idéal principal non hyperprincipal. Aucun ,élément générateur
de $j n’est hypergénérateur.

y. Si A ne vérifie pàs l’une des conditions du théorème 6.12, 3(ai) n’esl. pqs...
’ 

hyperprincipal.
.... , 

" 

,+ . 
> 

" 

.

Démonstration. Le théorème résulte aussitôt du théorème 4.11.
4. Réseau des idéaux. 2014 A chaque résultat du chapitre IV, § 5/ correspond un

résultat concernant les opérateurs. Contentons-nous d’énoncer :, " > .. ; :

Théorème 6.’14. à. Sï J, J’ sont deux idéaux bilatères principaux ée S§ 3 = J’ .
et ii + 5’ sont des idéaux principaux (6).

p. Sï J el J’ sont hyperprincipaux, J rm J’et J + J’ sont hyperprincipaux.
y. *’ n’est pas principal. Il existe des idéaux principaux non hyperprincipaux.

5. Congruences dans £. - Théorème 6.15. Soit J un idéal bilatère de S. , , ".

. Soient D e 1, D’ è 1. S’il existe iin A e J tel que D’ = (1 + A).(D),
on à D « D’ (mpd. (mais pas réciproqùement). " . ° .....

Démonstration. Les cas J = £, J = 0 étant immédiats, nous supposons
désormais iS"  J  *’. Supposons. D’ = (1 + A ) (D), avec A è $..
D’après le théorème 5.3. p, il suffit de prouver que D’  D .’

° 

° . qu.e D  D’ (mod. Q j ) . _ ... ° " ] /.
l. On a : D’  D 4 A (D), et A(D)  0394A é 3j, donc D"  ’D 
2. Soit °’°)la = 11 , +k . Si x G N, A x = - x , donc, . comme A e’ S’, la’ ]

dimension de 1% est finie. l + A transforme, biunivoqnement Hwsl’
en à,+A, et il eat. classique que à,+,, est ferm.é. Donc il existe un

A~ e * tei que.: .. : ..:

D’OÙ : A’ =  A - A’A - (1 
- PH _ qy) = - A - A’A - ..

On a : A è J, donc A’ A e J et e %" j J,donc A’ e J. 
’ 

.

D’ailleurs : (1 + A’) (D’) = (1 + A>) (1 + A) (D) 4 PH wa (D)... ’ .
. D’OÙ : PH ++q1 (D)  D’ (inod. Qj). 

" 

, .... ’
1 D + PH ~§ (D) 4 d > où d ’"e 3j . ’ 

’ 

~ 

. 

’ 

_ ’ .

Donc: D  D’ (inod. £j).. - . 

, 
... ’

Pour voir que la réciproque est fausse, il suffit de considérer le cas où
’ D’ , e’ D’ # 0 , ’tt oÙ D , 

0 1 
~ 

’ 

. 

’ 

~. , ’ / _
~ 

. 

~ 

.... ’ ~ ’ , . ,~
6. Rappelons que, conformément aux notations usuelles, J + J" est l’ensemble .

des A + A’, où A.G Ô , A’ G 3’.. ’ 
’ " 

"



BIBLIOGRAPHIE 

(1) J.-W. CALKIN. Two-sided ideals and congruences in the ring of bounded 
operators in Hilbert space. (Ann. of Math., 42 (1941), pp. 839-873.)

(2) J. DIXMIER. Etude sur les variétés et les opérateurs de Julia, avec quelques
applications. (Bull..Soc. Math. de France 1949.)

(3) J. DIXMIER. Sur les variétés J d’un espace de Hilbert. (Journ. de Math. 1949.)


