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LES IDEAUX DANS I’ENSEMBLE DES VARIETES J
" I’UN ESPACE HILBERTIEN. |

INTRODUCTION

Dans un espace hilbertien H, les domaines d’existence des opérateurs
linéaires fermés, que j ai appelés variétés J (), forment un réseau ¢ (ou lattice)
pour les opérations + et ~. Cerlains théorémes de [2] et 3 prouvent déja -
que certaines propriétés de I'algébre $ des opérateurs linéaires bornés de H
et certaines propriétés de ¢ sont en relations étroites. Le but de ce mémoire
est de mettre ces relations en évidence dans la question*des idéaux bilatéres
de B. Les idéaux bilatéres de & ont été étudiés par Calkin [1]. Nous retrou-
vons ici une partie de ses résultats, et nous les précisons sur quelques points.

Au chapitre I, on précise les notations. Au chapitre II sont rappelés les
résultats de [2] et [3] qui sont indispensables pour la suite. Au chapiire 111,
certaines relations d’équivalence et cerlaines relations d’ordre entre variétés®J
ou opérateurs bornés, déja approfondies dans [2] et [3], sont présentées sous,b '
une forme légérement différente et plus satisfaisante, qui me parait & peu preés
définitive. Au chapitre IV sont définis et étudiés les idéaux invariants de .
Au chapitre V, on considére brievement les relations d’équivalence associées.
Enfin, au chapitre VI, on relie les propriétés précédemment établies aux pro-
priétés des idéaux bilatéres de B.

1. C. [2] et (3] (Les chiffres entre crochets renvoient a la bibliographie qui -
termine ce travail.)



CHAPITRE PREMIER

Notations.

4. Notations ens.mblistes : Si A et B sont deux parlies d’un ensemble, on
désigne par AuB leur réunion, par A~B leur intersection; A (B signifie
Iinclusion au sens large de A dans B. '

Dans un ensemble E, une relation xcoy entre éléments z, y, est appelée
relation d’équivalence si elle est réflexive, symétrique et transitive. Une rela-
tion x }y est appelée relation d’ordre si elle est réflexive, transitive et si les

relations x }y, y }x, entrainent y = x. Une relation x > y est appelée
relation d’ordre au sens large si elle est réflexive et transitive; alors, la rela-
tion « x > Uy }x » est une relation d’équivalence, soit x co y; soit x la
classe d’équivalence de x : si x > Yy, xcox, yooy', on a m} y'; écrivons
alors : > y; la relation” } y est une relation d’ordre entre classes d’équi-
valence. : :

2. Notations relatives aux nombres : On désigne par a\/ b (resp. a A b) le
plus grand (resp. le plus petit) de deux nombres réels a et b.

Dans ce travail il sera souvent question de «suites »; il sera toujours sous-
entendu, pour abréger, qu’il v’agit de suites infinies non décroissantes de
nombres réels strictement positifs, tendant vers +co. |On admet les suites de
la forme (a,,a,, ..., a,, +0, +0,...). ou les a, sont strictement posilifs,
avec a, < q, < -<a,]. Une telle suite, (a,, a,,"..), sera désignée en abrégé
par (a)).

Si a est un nombre fini strictement positif, on convient que :

jlfi:: + o0 L 0; Tt = 1. \
a + o0 + oo
Etant données deux suites (a;)-(b;) on écrira : (a,) }(b,.) ou (b,.)< (a,) si

q;

les rapports B sont bornés (si @, = + o pour i > i, ceci impose b, = +.o0

i

pour i >i,) On voit aussilol que celte relation est une relation d’ordre au -
sens large La relation « (a,) }(b‘), (b) }(a‘.) », qu'on notera (a,) ~ (b;) est

. . . : a. b,'
donc une relation d'équivalence qui signifie que les rapports 71— et p sont

bornés. .

La suite (a,, a,, a,, a,. ...) est appelée suite doublée de la suite (q,, qa,, ce)e
On définit de méme les suites triplée, .., p-uplée de la suite (a;). On notera
o la suite p-uplée d’une suite . Si scod’, ona ¢’c>¢” 'Si ¢ =(a;), on a

' si le il ts 2% sont bornés; 1 o a® P
gCO¢ SI et seu ement S1 les rappor S a son ornes; on a a ors ¢ a pour
i

tout p.
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Etant données deux suites, « = (a,), o’ = (a’;), on pose : ¢ A ¢' = (a: \ d'),
s\/o'=(a,\/ ). Si ccoq,, ¢'co6,, ona: s \Nd e Ad,, s\/s' g \/d
L’ensemble des a; et des a';, ordonné en une suite non décroissanie, est une
suite du type considéré ici, que nous noterons s.d'. (Si le nombre X est présent
n fois dans ¢ et n’ fois dans o', il est présent n + n' fois danss. ¢'. D’autre part,
si une seule des suites s, ¢ contient des termes infinis, ils sont exclus de s. ¢).
Si ccog,, o’cod’,, onas.s’ oo s,-¢',; (cela résulte par exemple aussitét du
- lemme 5,4 de [2]). On a:6.6 = o".

3. Notations relatives & I'espace hilbertien H : On suppose une fois pour
toutes H séparable et 4 « dimensions (uniquement, d’ailleurs, pour éviter
certaines classifications pénibles et sans intérét).

On désigne par b} et [Jb] la plus petite variété linéaire et la plus petite
variété linéaire fermée contenant un ensemble b ¢ H. Si «x,, x,, ... est une
suite d'éléments de H, on désigne aussi par [z, x,, ..] la plus petite variété
linéaire fermée contenant les ;. Si JAb et b sont deux variétés linéaires,
on pose : b+ 96 = {.lb v %%]{. On désigne par 0 la variété linéaire réduite .
a I'élément 0. On dit que deux variétés linéaires M et 76 sont disjointes si
Mo~ T =0. Si b et % sont deux variétés linéaires telles que To C.lb, on-
appelle déficience de 96 dans b la dimension (finie ou infinie) de I'espace
vectoriel Jlb/Y0; la déficience de 9 dans H s’appelle déficience de Tb. Si b
et 96 sont deux variétés linéaires fermées telles que 7o C JAb, on désigne par
Mb-e T I'ensemble des vectleurs de b orthogonaux a ¥p.

Si A est un opérateur, on désigne par D, son domaine d’existence, par
Ax son domaine des valeurs, par Y I'ensemble de ses Zéros, par A* son
adjoint; on a : [Ax] = H & Tbas. On désigne par $ I'ensemble des opérateurs
linéaires bornés B tels que Ds = H. Si b est une variété linéaire fermée,
on désigne par P 1, Vopérateur de projection sur fb. Si b et b’ sont deux .
variétés linéaires fermées, et si W € @ applique isométriquement b sur
', avec Tw = H e b, on dit que W est partiellement isométrique, que
Jb est sa variété initiale et /' sa variété finale; W* est alors partiellement
isométrique, avec b’ pour variété initiale et b ﬁour variété finale.

Si A € B est complétement continu, (A*A)ﬁ est self-adjoint, non négatif,
complétement continu. Ses valeurs propres non nulles peuvent étre ordonnées
en une suite finie ou infinie, non croissante, a termes strictemer_lt positifs, .
chaque valeur propre étant écrite un nombre de fois égal 4 sa multiplicité.
Si cette suite est finie, nous la complétons par une suite infinie de zéros. Dans
tous les cas, on obtient donc une suite infinie (). Nous désignons par S, ja
suite (Mi_‘): qui est bien du type considéré au § 2.



CHAPITRE 11

Rappel de définitions et de résultats.

1. On appelle variété J de H toute variété (linéaire) qui est le domaine
d’existence d'un opérateur linéaire fermé de H. Les variétés linéaires fermées
sont des variétés J (2], Chapitre II, §1).

2. On appelle opérateur J(*) de H tout opérateur (lmealre) dont I'image
au sens de von Neumann est une variété J. Les opérateurs linéaires fermés
sont des opérateurs J. Le domaine d’existence et le domaine des valeurs d’'un
opérateur J sont des variétés J. Le produit et la somme de deux opérateurs J
sont des opérateurs J. Un opérateur J dont le domaine d’existence est fermé
est fermé borné. La transformée d’une variété J par un opérateur J est une
variété J. ([2], chapitre I, § 6; chapitre III, § 1, 3, 8).

3. Si D est une variété J, il existe des opérateurs A € $ tels que Ay == D.
Il existe des opérateurs linéaires bornés B biunivoques tels que Dp = [D],
Ag = D ([2]. théoréme 2, 1). .

4. Soit A € ®. Il existe une application linéaire 1sometr1que de Ax sur
Aas ([3], lemme 2.1).

5. Si D et ‘D’ sont des variétés J, D~ D' et D + D' sont des variétés J.
L’ensemble des variétés J de H, ordonné par la relation d’inclusion, forme
donc un réseau Y. Si D € € on désigne par Yp le sous-réseau de ¢ formé des
variétés J contenues dans D.

Si Ded, et si-D' est une variété linéaire fermée, il existe une D, € ¢
disjointe de D' telle que D =D, 4+ (D ~ D).

La notion de variété linéaire fermée peut élre définie de facon purement
algébrique dans ¢ : D € { est fermée si et seulement si il existe une D' € &
~telle que D ~A D' =0, D + D'= H. Par suite, si D € 4, [D] peut étre définie
algébriquement : cest la plus petite variété linéaire fermée contenant D
([2], chapitre III, § 4, 5). .

6. Soient D et D' deux variétés J. Il existe un opelateul unitaire transfor-
mant D en D' si et seulement si il existe un automorphisme J du réseau ¢
tel que D' = A(D) ([3), proposition 4.1). Il existe une application isométrique
de D sur D' si et seulement si il existe un isomorphisme J du-réseau pj sur
le réseau ﬁftﬁ’l tel que J(D) = D’ ([3], proposition 4.2).

Supposons [D] = [D]=H. Il existe un-opérateur borné transformant
biunivoquement D en D’ si et seulement si il existe une D'ed, D"HD,

2. Ici, comme dans tout le travail, il n’est question que d’opérateurs uniformes
(« single valued ») contrairement & ce qui se passe dans [2].
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et un isomorphisme J du réseau ¢ sur le réseau 4pr tel une. JD) =D
([3], proposition 4.3). _ O ‘

Les propriétés envisagées précédemment peuvent étre ainsi définies algé-
briquement dans Y. .
7. Si D est une variété J, on appelle noyau de D toute variété linéaire

fermée & oo dimensions contenue dans D. Une variété J est dite de classe 1

si elle est fermée el 4 -« dimensions, de classe 2 si elle est non fermée et pos-
séde des noyaux, de classe 3 si elle ne contient aucun noyau (plus précisé-

ment, de classe 3, si elle est & n dimensions; n =1, 2,..., ). ([2], chapitre v, '

§2). Si D est de classe 3, tout A € B tel que A, = D est complétement
continu ; si, réciproquement, A € $ est complétement continu, Ax est de
classe 3 ([2], théoréme 1, 10). . '

8. Soit D une variété J, (e;) un systéme orthonormal infini de vecteurs,
(a;) une suite du type considéré au chapitre I, § 2. On dit que (e;) est une-base

orthonormale de D et (a;) une suite de valeurs propres correspondantes si D

o0

est I'ensemble des vecteurs x € [e,, ¢,, ...] tels que Z 'a,.’ |(e;y )< 4+ o0
) i=1

([2], chapitre V, § 6). Ceci posé : A

«. Toute variété J de classe 3 posséde une infinité de bases.orthonormales. -

B. Soient (e,), (a;) et (¢), (a') deux bases' orthonormales et deux suites
(nen décroissantes) de valeurs propres correspondantes de D. On a :
(a)e>(d’;). Réciproquement, si (a;)oo(a"), (a';) est une suite de valeurs pro-

pres correspondantes pour (e). A chaque variété-J de classe 3, D, corres--

_ pond ainsi une classe d’équivalence de suites bien délerminée. Nous dési-
gnons par ¢ un élément quelconque de cette classe. ([2], théoréme 5, 6, n

proposition 5, 13, b, lemme 5, 4).

y. Soient D, D', deux variétés J de classe 3. Il existe une application iso- ]

" métrique de D sur D' si et sculement si opoop ([2], théoréme 5, 7, proposi- -
tion 5, 13, b, lemme 5, 4). Il existe un opérateur borné transformant D en D’ .

si et seulement si op > o ([2], lemmes 6,1 et 6,3). _
8, Soient D une variété J de classe 3, et A € B tel que A,=D. On a:
Sacoep ([2}, théoréme 7,1) (*). . '

‘3. Certains de ces résultats s’é¢tendent a toutes les variélés J, mais a cbndilion
de considérer des suites plus générales que celles du chapitre I, § 2 (Cf. [2]). Ceci
entrainerait des complications de-notations tout & lait inutiles pour le présent
travail. L

Les définitions données ici coinci lent avec celles de [2] quand D est.-de classe 3 co.

Ceci se produit si et seulement si tous les a; sont finis, et on a alors : [D]=e,. €,y ...]. "

Si D est de classe 3,, avec n<+ e, ona: a;= + « pour i > n, a; <.+ ~ pour

in, et D=[D|=le,e,,..,e]==[e,e,..|, de sorte que les définitions diffe-
rent un peu de celles de [2]. Mais «, 8, y, 3 établis dans [2] pour les variétés J de
~classe 3 , sont évidents pour les variétés de dimensions finies.
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9. Si D et D' sont des variétés J de classe 3, D + D’ est une variété J de
classe 3, et 6[)/\ GD'< 6D+DV< (GD/\ spr)’. On a : 0'D+1)7 oo op /\ opr si (e;) est
une base orthonormale commune de D et DI, telle que op et op soient des
suites de valeurs propres correspondantes. On a : op { = op’ si D.et D' sont
orthogonaux, et si op ooy, c’est-a-dire s'il existe une application isométrique
de D sur D'(Y).

Si D et D', de classe 3, admettent la base orthonormale commune (e;) avec
les suites de valeurs propres correspondautes Sp, O’ ON @ : TpAD == 6p / opr
- (3], theoreme 3.1).

10. Soient D, D', deux variétés linéaires fermées. On écrit: D = D’ si
D ~ D' est de déficience finie dans D et D' ou, ce qui revient au méme, si D
et D' sont de déficience finie dans D + D'; cetle relation est une relation
d’équivalence. On dit que D' est complétement asymptotique a D si, pour loute

variété linéaire fermée D" 4 o dimensions contenue dans D', D £ D" est
non fermée; il revient au méme de dire que PugpD’ est de classe 3. Si D’ est
complétement asymptotique a D et D complétement asymptotique a D' on dit
que D et D' sont complétement asymptotiques : cette relation est une relation
d’équivalence ([2], Notations, et chapitre I, § 6).

On fera désormais usage des propriétés rappelées dans ce chapitre sans s’y
référer explicitement. En outre, nous supposons naturellement connus les
résultats classiques concernant I'espace hilbertien.

4. Cf, [3], chapitre III; § 3, ou sont envisagés successivement le cas ot D est de
classe 3 ¢t D' de classe 3,, n < + «, et le cas ot D et D' sont de classe 3 le cas
ot D et D' sont de dimension finie est trivial.



CHAPITRE III

Relations d’équivalence et relations d’ordre entre variétés_ J
et entre opérateurs kornes.

4. Relations d'équivalence et relations d’ordre entre variétés J :

Définition 3.1. Soient D € €, D' € 4. On écrit D D’ s’il existe un opéra-
teur unitaire U tel que U(D) =D'.

Defnztwn 3.2. Soient D € 4, D' € 4. On écrit D ® D’ s'il existe une applz-
cation isométrique de D sur D'. .

Théoréme 3.1. «. Les relations D ~ D', D & /D' sont des relations d'é equwa-
lence dans 4. :

8. D ~ D' entraine D'~ D' ‘ _

v. DR D' entraine D ~ D' si et senlement si He[D] et He [D'] ont ‘méme
dimension. R

Démonstration. « et § sont immédiats. Prouvons y. Si D'= U(D)‘pour, un
unitaire U, U applique H-e[D] sur He [D'], donc He[D]etH o[D'] "
ont méme dimension. Réciproquement, si H-e-[D] et He [D'] ont méme. :
dimension, avec D ® D', I'application isométrique de D sur D' peut se
prolonger en une application isométrique de [D] sur [D']; et il existe
une application isométrique de H-e [D] sur He [D’]. Par linéarité, on
obtient une application isométrique de H sur H, c’est-a- dlre un opéra-

’

teur unitaire, qui transforme D en D'

Définition 3.3. Soient D € 4, D' € . On écrit D> D' ou D'<.D szl existe
un A € B tel que A(D) = D'. (A n'est pas forcément biunivoque.) On ecrlt
D= D' si D>D' et D'> B. :

Théoréme 3.2. a. La relation D<<D' est une relation dordre au sens large.

8. La relation D =5 D' est une relation d’équivalence.
Y. La relation D ® D' entraine D < D'.

Démonstration. « est évident, et 8 résulte aussitot de «. Pour prouver vy,
il suffit de prouver que D & D’ entraine D >D'. Or l'application iso-
métrique de D sur D’ se prolonge en une application isométrique I de
[D] sur [D] Ona: IPp € & et D' = IPp;(D).

Théoréme 3.3. «. On a : D> D' si et seulement si zl existe une D" € EE avec’
D'~ D', D" ¢ D. ) '

8. En particulier, D > D’ entraine D >D'.

Démonstration. 1. Supposons D' = A(D) avec A € %. Soit B € %, avec
D=4ag. On a : D' = Axg, donc D' = Az & Apiar ( Ap: R Ap = D, ‘
donc D'~ D" avec D" ¢ D. ‘

13
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2. Supposons D' ® D" avec D" ¢ D. Soit B’ € $, avec Apr = D’. Soit B
un opérateur linéaire fermé borné biunivoque. avec Dg = [D]. 3 =D.
Ona: BPp =B, € . B"B"=R est un opérateur J, avec Dr =H, -
Ar ( [D], donc R € B, etl'ona: B'"=BR= B,R.Donc D'} D" =
Apr R Aprs == AR#B,» = R* (AB{*)' Drailleurs, Aps N ABf: Ap=D. Donc
D'= A(D), avec A € 3.

2. Rapports entre les définitions précédentes et les valeurs propres.
- Théoréeme 3.4. On a : D> D' seulement dans les cas suivants :
_«. D est de classe 1 ou 2.
8. D et D' sont de classe 3 et op } oD’
Démonstration. 1. Si D est de classe 1 ou 2, soit N un noyau de D.
- Ona:D®D"aveec D' ¢ N ( D. Dot (théoréme 3.3): D> D".

2. Si D et D’ sont de classe 3, on sait que D> D' si et seulement si op } 6D

3. Si D est de classe 3 et D' de classe 1 ou 2, il ne peut exister d’opérateur
borné A tel que A(D)=D/, car, si N est un noyau de D', A~'(N)’
serait un noyau de D. '

Théoréme 3.5. On a : D = D' seulement dans les cas suivants :

a. D et D' sont de classe 1 ou 2.

8. D et D' sont de classe 3, et D X D' (C'est-a-dire op & opr).

Démonstration : immédiate.

Comparons les théorémes 3.4 et 3.5 a [2], chapitre VI, § 4, ou sont définies
et étudiées les relations }et <o entre variétés J partout denses. Suppo-
sons D € 4, D' € 4, avec [D] = [D =H.SiD }D’, c'est-a~dire s’él
existe un A € $ qui transforme biunivoquement D en D', on a évi-
demment D >>D'. Si réciproquement D> D’ on voit qu’on a, ou bien

D > D', ou bien D de classe 2 avec D' = H. De méme, D c> D’ entraine
D =< D', mais D <~ D' entraine DeoD’, ou D de classe 2avec D'=H,
ou D = H avec D' de classe 2.

3. Deﬁmtmns algébriques des relations precedentes

Théoréeme 3.6. On a: D ~ D' si et seulement si il existe un automorphisme
Qo de ¢ tel que D' = Jo(D).

Théoréme 3.7. On a : DR D' si et seulement si il existe un isomorphisme
J de Yp) sur 4y tel que J(D) =

Le théoréme 3.3 fournit alors une/'déﬁnition algébrique des relations
> et ~. Mais voici une définition plus directe :

Théoréme 3.8. On a: D > D' si et seulement si il existe des éléments D, D',
de €, avec D, ¢ D et D' C D', et un isomorphisme J de dip.) sur dor, tel
que X(D,) =D
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Demonstrahon 1. Supposons D' = A(D), avec A € $. On'a:

= (Toa ~ D) + D ,avec D, € 4, D, ~ oo =0. A transforme biuni-
voquement D, en D', donc D, et D' ont méme dimension, L’existence -
de J est immédiate (av'ec D', = D) si cette dimension est finie. Si cette
dimension est infinie,on a: D,~D,, D'~ D', avec [D 1=[D]=
etil existe un T € $ qui transforme blumvoquement D, en D. Donc
il existe un élément D', de ¢, avec D', > D', et un isomorphisme J-de
¢ sur 45,, tel que J(D,)=D'. D’ot immédiatement un élément D',
de ¥, avec D,~ D, > D, et un isomorphisme J de p, sur o, tel
que J(D)=D'"

2. Supposons réciproquement J(D).— D, avec D, (D, D', ) D', J élant _
un isomorphisme de 4p,] sur $p,. Alors, D, et-D’, ont méme dimen-
sion et [D'] =[D']. Si cette dimension est finie, on a ev1demment
D>D, = D',>D. Si cette dimension est infinie, on “a D, ~ D,, ,
D, ~ D, D'~ D, avec [D,]=[D'] = [D'] =H, et il existe un isomor--
phisme J de ¢ sur 45, tel que J (D,)=D'. Donc, on a : ’
D>D,~D,>D ~D.

4

. Relations d’équivalence et relations d'ordre entre opérateurs de 3.

Définition 3.4. Soient A € B, A’ € B. On écrit: A ~-A’ s'il existe un-opéra.
teur L (resp. M) dans %, transformant bzunwoquement et bicontiniment.
H-e s (resp. [As)) en Ho Yoa (resp. [Anr]) et tels que : A —,.MAL .

Théoréme 3.9. «. La relation A X A' est une relation d'équivalence.

B. Ona: A~ A'siet seulement si Ay R Ayr.

v. Si A ™A', il existe un opérateur L, dans %, transformant biunivoque-.
ment et bicontiniiment H-e Yy en H-eYoa, avec Yo, = Toar, et un opé- -

_ rateur partiellement isométrigne W, dont les variélés initiale et - finale

sont [Ax] et [Aas], tels que : A’ = W,AL, - o

5. Si A~ A, il existe un opérateur L, dans $, transformant biunivoquement
et bicontiniiment [Ax] en [/ a1], avec Tor. = Yoar, et un opérateur partiéllé— ,

ment isométrique W, dont les variélés initiale et finale sont H o Your et o

He%&,telsqueA’—L AW, o
‘Démonstration. 1. o résultera aussitét de 8. Prouvons B. Supposons

A/R A, ¢est-d-dire A'= MAL, L et M ayant les propriétés de la défi- .

nition 3.4. avec de plus :. Lx = 0 pour x € Toaret My=0 pour y €
‘H & [A ] (ce qu'on peut évidemment suppbser) On a aussitot:: Ap =
AaL, donc : Axr= Aya R Apeys. Or, M* transforme biunivoquement et
bicontintiment [Ax)] = H-e Jbax en [Aa] = H-o%bax. Dol : Apsrmx = AM
Donc : Axr R Axs R Ay
Supposons maintenant Axsr & Aa. Il existe donc un opérateur partie’llement
isométrique W, dont les variétés initiale et finale sont [Aa] et [Ax], v
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qui transforme Ay en Aar. Soient A et A’ les restrictions de A et A’
a4 He b et HoTor'. L, = (W'K)_‘K' est un opérateur J qui trans-
fornre biunivoquement Ho%%ar en Hob,, de sorte que L, est bicon-
tinu. Et 'ona: A'==W,AL, =W, AL, Prolongeons L, en un opéra-
teur L, € $ en posant Lx =0 si € Ybar. Onaalors A'=W, AL,
Donc: A'®A.

2. y résulte de la démonstration précédente. Prouvons 3. Si AR A/,
‘c’est-a-dire si A'=M A L (notations de la définition 3.4), on a :
A'* =L*A*M*, et l'examen des propriétés de L*, M* monire que
A*~ A . Donc,ona: A*=W,A*L,, L, € & transformant biuni-
voquement et bicontiniment He96a= en Hobax, avec Tor, = Toar,
et W, étant un opérateur partiellement isométrique dont les variétés
initiale et finale sont [Aa«] et [Aax]. D'out : A'=L*A W * Posant :

. Lrx=L,, W*=W,, on voit que L, et W, ont les propriétés de 3.

De"ﬁnwition 3.5. Soient A € B, A' € $. On écrit A> A', ou A'<A, sl
existe des éléments S, T de $ tels que A'=SAT. Onécrit A' <~ A si
A'>A et A AL '

Théoréme 3.10. «. La relation A=A’ est une relation d’ordre au sens large.

8. La relation A = A’ est une relation d’équivalence.

v. On a : A> A’ siet seulement si Ay > Ay, En particulier, Ayt C daen-

traine A= A'.
.0Ona: A= A siet seulement si Ay = Aar.

o7

e. Si.A> A, il existeun S, € $B, et un opérateur partiellement isométrique
W,, dont les variétés initiale et finale sont H-o%oar et Ho%s s tels que :
A'=S5,AW,_.

{. Si A> A' il existe un S, € R, et un opérateur partiellement isométrique
W, dont les variétés initiale et finale sont [Aas,] et [An], tels que
A'=W,AS,.

v. AR A’ entraine A < A'.

_Démonstration. 1. 8 et & résultent respectivement de « et y; « résulte de y.
Prouvons y. Supposons A >A’, c'est-a-dire A'=SAT, avec S € B,
T € $. Ona: Ay = S(Aar) < Aar C Aa, donc 3x>> Aar.
Supposons maintenant x> Ay, c'est-a-dire Axr = S(aa), avec S € B.
On a: Ay = Asx. Donc (théoréme 3.9 3) il existe un opérateur L dans
#, transformant biunivoquement et bicontintiment [Ax/] en [Asa]=[Ax]
et s’annulant dans H-e[Ax], et un opérateur partiellement isométrique
W, dont les variétés initiale et finale sont Ho%oar et HeYbss = HoToLsa,
tels que : A'=LSAW,. Posant LS =§,, on a prouvé que A > A/, et
en méme temps e.
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2 Prouvons {. Si A> A',c’est-a-dire si A'=SAT,avec Se€ B, T € R,
on a : A*=T*A*S*, donc A*>A"*. Donc on a: A*=S,A*W
avec S, € B, W, étant un opérateur partiellement isométrique dont les '
variétés initiale et finale sont He Toa« = [An/], et He Ys, v = [Aas,e]-
Dot : A=W AS* Posant S* =S, W*=W,, on voit que. S,
et W, ont les propriétés de ¢. v o

3. n résulte aussitot de ce que ax = Ay entrainé Ax =5 Ay

Théoréme 3.11. On a : A= A’ seulement dans les cas suivanls :

«. A n’est pas complétement continu.

8. A et A'sont complétement continus, et Sy » Sar.

Démonstration. Il suffit d’appliquer les théorémes 3.10 et 3.4.

- Théoréme 3 12. On a : A = A’ seulement dans les cas suwants

“«. Ni A, ni A’ ne sont complétement continus.

B. A et A’ sont complétement continus, et Sy o S (d'ott Ay Ax, ARAY)

Démonstration. II suffit d’ appliquer les théorémes 3.10 et 3 5. -

De ménie qu'on a comparé les relations } et > pour les warletes J on peut - -

comparer, pour les éléments de $, la relation > 4 la relation >, déﬁme

dans [3], chapitre II, § 4, pour les opelateurs de B dans le cas p: Les o
résultats sont analogues. . ’




CHAPITRE IV

Idéaux dans 4.

1. Idéaux invariants. Définition 4. 1. : Soit 9 un sous-ensemble non vide de EZ

D est appelé un idéal s il posséde les propriétés suivanles :
I:De 9, D’eﬂ)entramentD+D’e£D .
I D € 9, D' C Dentrainent D € 9. (*)

Définition 4. 2. Un idéal D de § est appelé un ldeal invariant il posséde la
~ propriété suivante :

I,: Pour tout automorphisme f, de &f ona: b (ED) CD'(ce qui entraine aussitot:
o (D)=9D)
I st équivalente (théoréme 3. 6) a :
.+ DeD, D' ~ D entrainent D' € P.
Theoreme 4. 1. Soit P un idéal invariant de .&L’ Soient DePDetD'~D.Ona:
D' e 9. ,

- Démonstration. Si H-e [D] et H - [D'] ont méme dimension, ona D'~ D
(théoréme 3.1. y), donc D' € P d’aprés I',. Si les dimensions de H e [D]
et de H o [D'] sont distinctes, c’est que I'une des variétés D, D' est de
dimension infinie : alors D et D' sont de dimension infinie. Soient'V., Vv
deux variétés linéaires fermées, a .o dimensions, orthogonales complé-
mentaires dans [D], telles que D= D,+D, en posant : D,=V,~D,D,=
V, ~ D (on obtient aisément de telles variétés en partant d’une base

]

orthonormale de D). Puisque D % D', on a aussi: D'=D', + D';, avec
D', et D', orthogonales, D, ~ D', D, ¥ D',. Comme [D,], [D',],[D,],[D’,],
sont de déficience infinie, on a méme: D, ~ D', D, ~ D',. Ceci posé,
D € Dentraine D, € D et D, € $ d’aprés I,donc D', € DetD, e D
d’aprés I',, donc D' € P d’aprés|I,.
Théoréme 4.2. Soit % un sous-ensemble non vide de 4. 9 est un idéal invariant
-~ si el seulement si il posséde les deux propriélés suivantes :

I,:De 9, D'e D entrainent D + D' € 9.

I': De®D, D> D’ entrainent D'e P.

Démonstration. 1. Si 9 est un idéal invariant, 9 vérifie I,. Montrons que
P vérifie I',. SoientD € 9 er D> D". On a (théoréme 3.32) : ‘D' = D"
avee D" C D. Ceci posé, on a D" € 9 d’aprés [,, donc D' € P (théoréme
4.1). ‘

.

5. Moyennant [, on peut se conlenter de faire I'hypothése I, jour D m D' =0,
" d’aprés le théoréme 5,13 de [2].
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2. Si D vérifie I, et I';, montrons qu’il vérifie I, et I'.. Il suffit de rembarquer '
que les relations D' ¢ Dou D'~ D entrainent D > D’ (théoréme 3.3).

Theoreme 4 3. Soient 4’ I'ensemble des variétés J de classe 3, §' U ensemble des -
variétés J de dimension finie, 0 l'ensemble réduit a la variété 0. '

a. 0, 9", &', 4 sont des idéaux invariants de 4.

8. Pour tout idéal invariant D distinctde O et §,ona: &' ¢ P 4.

Démonstration. 1. « est immédiat pour 0, ¢, 4. Pour f,t” Ietl, sont immé- -
diats, I, est connue. : :

2. Soit D un idéal invariant. Si D € 9, avec D de classe 1 ou 2, soit N un
noyau deD.Ona: N € 9 d’aprés L, donc H € 9 d’aprés le théoréme: -
4.1, donc 9 =Y d’aprés I,. Donc,si D=4, ona D C 4. Si D=0,9
contient une D € 4, D = 0, donc contient une variété 4 une dimension
d’aprés I,, donc toutes les variétés a 1 dimension d’aprés I',, donc &'
d’apreés I,. ' : '

. Idéaux de suites. Il s’agit de suites au sens du chapitre I § 2. '

Définition 4.3. Soit A un ensemble non vide de suites. A est appelé un zdeal s'il
posséde les propriétés suivantes : ‘

J,: 6 € Ael s } o' entrainent ' € A (donc toute suile o > s est dans A)

J,: ¢ € Aetd € Aentrainent (s )\ ') € A. :

Théoréme 4.4. Il y a une correspondance biunivoque entre les idéauz inva-
riants @ de & tels que 9 ;é,ﬁ et les idéaux de suiles. Cetle correspon-
dance est def'me de la maniére suirante :

x. Si D est un idéal invariant de 4, avec D C ', l'ensemble des s, 011 D € ﬂ) est .
est un idéal de suiltes. ‘ -

B. Si A est un idéal de suites, I'ensemble des D € ' telles que o € A est un ™
idéal invariant 9 de ¢ tel que D ( 4. : ‘

Démonstration. 1. Soit 9 un idéal mvarlant de 4, avec 9 CQ’ Soit A len-
semble des oo o1 D € 9. Montrons que A vérifie J, Soit s € A et ¢ telle
que ¢ »'. Il existe une D € P, avec s, = 0. Soit D' € ¥, telle que-
sor=¢". Ona: D> D’ (théoréme 3.4), donc D' € D d’aprés I',, donc
¢ € A. : .

Montrons que A vérifie J,. Soient ¢ € A ets' € A. Soient V,, V,, deux varié-
tés linéaires fermées orthogonales, & .o dimensions. Soit (¢, ¢€',,...) une -

base orthogonale de V, (i = 1,2). Consldelons les variétés J defmles de
la maniére 'suivante :

Suite de valeurs propres

Base orthonor
a r ormale correspondant: s

D! (e. i) | | c
D' N (e' i ) ) 0”
- D, (¢%) , s

D 'a (e.i) . d'
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Par définition de A, et d’aprés le théoréme 4.1, ona: D, e 9, D', € D
(i=1,2) doncD,+ D, +D,+D, e ddaprésI,. Or:
6D, + D', == 6D, + D'y = 0 /\ ¢'. Donc: op, .}.;)" 4 Dy 4 DIy = (6/\6’)? ; (o' /\ c')’
est donc dans A. : ’

2. Montrons que la correspondance 9 — A ainsi définie est biunivoque en
montrant que 'ensemble des D € ¢ telles que op € A est précisément D.
Soit done D € ¢, avec sp € A. Il existeune D' € 9, avec spr = op,
d’ott D= D', donc D € D (théoréme 4.1).

3. Soit enfin A un idéa! de suites. Soit D I'’ensemble des D € ¥ telles que
sp € A. Montrons que 9 vérifie I',. Soit D € D et D' € £ avec D>D".
Ona: D' € ¢'. D’autre part, oo >mr, s» € A, donc o € A d’aprés J,,
donc D' € 9. Montrons que 9 vérifie I,. SoientD € D, D' € 9. On a:

“(op )\ op)" € A d’aprés J,, et op o < (sp’ /\ D) donc spypr € A
d’aprés J,. Done D +Ded.

Théoréme 4.5. Dans la ¢ rrespondance du théoréme 4.4 :

2. A lidéal0de Y correspond Uidéal de suiles formé de la seule suite (+o0,+0,. )

8. A lidéal &' de { correspond Uidéal des suites infinies a partir d’un certain
rany. '

. A lidéal 4 de & cori espond I'idéal.formé de toules les suiles.

Demonslrallon : immédiate.

Remarque. Ceci montre que tout idéal de suites non réduit a la suite
(+o0,+00,...) contient toutes les suites infinies & partir d'un cerlain

‘ rang — ce qui est facile & voir directement.

- 3. Idéaux principaux Théoréme 4.6. «. Toute infersection non vide d’idéaux

invarianis de ¢ est un idéal invariant de 4.

6. Etant donné un sous-ensemble non vide A de 4, il existe,'parmi les idéaux
invariants contenant A, un idéal plus petit que tous les autres, & savoir
intersection de tous les idéaux invariants contenant A.

" Démonstration : immeédiate.
Définition 4.4. Soit D € €. On destgne par D (D) le plus petit idéal invariant
contenant D. Tout idéal D de la forme 9 (D) est dit principal. D est dite
. alors élément générateur de 9.
Théoréme 4.7. «. Si D € 4 est de classe 1 ou 2, D (D)
SiD—=0,9 [D)=0.
. Si D est de dimension finie, D (D) = ¥'.
Si D est de classe 3 » , soit (D', D*...) une suite infinie de variétés J ortho-

o7 2 »

gonales deux a deux, avec D'~ D pour tout i. Posons, pour tout enlier n,
D,=D'+ D'+ ...+ D" D (D) est l'ensemble des D' € £ tels que D,> D
pour un certain n. '
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Démonstration. «, 8, y sont immédiats. Prouvons 3. Soil § I'ensemble dcs
D' e ¢ telles que D,> D' pour un certain n Il est immédial que
D € §C9D (D). Pour prouxer que § =9 (D), il suffit donc de prouver
que § est unidéalinvariant. Or, § vérifie évidemment I",. Montrons que
g vérifie [, Soient D, € §, D, € §.Ona: D,> D, D,> D, pour un p
bien choisi. Donc : ap, }aﬁ., oD, } sb,. En remarquant que la suite dou-
blée de op, n’est autre que op,, on voit que : op,, > sp,4p,. Donc :
D,>D,+D, D, + D, € & )

Théoréme 4.8. Soient D,, D,,..., D, des éléments de § Leplus petzt idéal inva-
riant 9 contcnant les D, est_ principal, et D, + D, + ... + D est élément
générateur de 9P. .‘ ) . ,

Démonstration. Soit D =D, + D, + ... + D,. D (D) contient les D; d’apreés
I, donc contient @. D’autre part, D € 9 d’aprés I, donc @ (D) CD.
Dou: P =D (D).

. Idéaux hyperprincipaux. Définilion 4.5. Soit D un idéal invariant de 4. Une

D € 4 est dite élément hypergénérateur de D si D est I'ensemble des D' € ¢
telles que D= D'. Un idéal qui posséde un élément hypergénérateur est dit
hyperprincipal.

Théoréme 4.9. «. Tout idéal hyperprmc1pal est principal.

B. Tout élément hypergénérateur d'un idéal est aussi générateur de cet idéal.

Démonstration. Soit 9 un idéal admettant I'élément hypergénérateur D.
On a évidemment : D € DD (D), d’ou D = P (D).

Théoréme 4.10. Soit D€ Y. D est élément hypergénérateur de D (D) seulement
dans les cas suivants :

«. D est de classe 1 ou 2 (alors, D (D) = €)

B. D=0 (alors, D (D)=0)

v. D est de classe 3 o , el sp o ap’.

Démonstration. 1. 8 est immédiat, « résulte du théoréme 3.4. «.

2. Si -D a un nombre fini de dimensions, 9 (D) = ¥, mais on n’a pas
D> D' dés que’la dimension de D’ est strictement supérieure 2 celle de
D. Donc ¥’ n’est pas hyperprincipal.

3. Supposons D de classe 3 » . Le théoréme 4 7, dont nous reprenons les
notations, entraine aussitot que D est hypergénéra'eur de 9 (D) si et.

seulement si D= D, pour tout entier n, donc si et seulement si o) }G[)n.
Il suffil que op }sn’- et, comme op’ }70 est év.dent, le théoréme est
démontré.

Théoréeme 4.11. a. Soit D = 4 un idéal hyperprincipal, D un élément hyper-
généraleur de 9P. Pour tout élim nl généraieur D' de D ona: D'R D
(donc toul élément générateur est hypergénérulenr.) |

14
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B. Soit D un idéal principal non hyperprincipal Aucun élément générateur de
D n’est hypergénérateur

y. Si D ne vérifie pas 'une des conditions du théoréme 4.10, 9 (D) n’est pas
hyperprincipal. .

Démonstration. 8. résulte de la définition des idéaux hyperprincipaux, et
y résulte aussitot de «. Prouvons «. Soit D un élément hypergénérateur
de 9, et D'un élément générateur. Le cas @ = 0 est immédiat Suppo- -
sons done D de classe 3. , avec spcosp’. Comme D est hypergénérateur,
on voit, en appliquant le théoréme 4 7, que D' ne peut étre générateur
que si GD< sp’,- donc sp oo op”: D' est hypergénérateur, et de plus
6p co op’’ o 6pr, done D' R D. ‘

5. Résean des Idéaux. Théoréme 4.12. «. L'ensemble des idéaux invariants de §
forme un réseau ® quand on lordonne par la relalion d’inclusion.

«. La borne inférieure des deux idéaux P et D' est Q).r\QD'.. .

y. La borne supérieure de P et 9' est l'ensemble P + D' des variétés D + D',
ouD e d D e

Démonstralion. « et  résultent aussitét du théoréme 4.6. o. Pour prouvery,
il suffit évidemment de prouver que 9 + @' (qui contient P et 9') est
un idéal invariant. Ceci est évident si 9 DD ousi DDD; on peut donc
se borner désormais au cas ot D (¢, D' 4.

Montrons que D + @' vérifie I,. Soient D, € 9 +9.D, e D + 9. Ona:
D, =d, +'d',,D =d, +d, avec d, € 9,d, € 9 (i=1,2). Donc:
D, + D, = (d, +d)+(d, +d,)etd +d e D,d +d,ed. Donc:
D, +D,ed+9.

Montrons que 9 + @ vérifie I',, Soient D € ,D' € D etD" € 4 avec

D + D'> D" Il faut montrer que D"€ D + @
Ona: aDn)\ (v A\ o) < op’.or’®, d'olt on déduit aussitdt : opr = g,. 5,
avec g,; }".a 6p’’ > Considérant une base orthonormale de D’, on
voit alors que : D"=D, + D,, avec sp, = o,, op, =06,. Or op' >op,
entraine D, € 9. su® % op, entraine D, € 9. Donc: D" € D + 9.

Théoréme 4.13. « Si D et D' sont des zdeaux principaux, P~D' et D+ sont
des idéaux principalw.‘ L’ensemble des idéaux principaux est donc un sous-
réseau R, de R.

6. Soient D et D' des éléments généraleurs de 9 et D' respectivement. D +D
est élément yénérateur de 9D + 9.

v Soit (e)) un systéme orthonormal de vecteurs. Soient D, (resp. D',) défini par
la base orthonormale (e;) et la suite de valeurs propres correspondantes op
(resp sp) D, ~ D', est élément générateur de DA~
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Démonstration. Pour 9 + 9, «et$ résultent aussitot du théoréme 4 8.
Pour  ~ 9', « résultera de y. Prouvons donc y. Ona: D,~D, D' =D/,
donc D, e P, D, € D, donec D,~A D', €D, D, D', € &, donc
DMD,AD)CDAD'. Montrons réciproquement que DD (D (D,~D")).

Soit doncd € D ~ P'. D’'aprés le théoréme 4.7, on a: op,” >c4, opr,” }cd
pour un entier p bien choisi. D’ou aussitot:
oo = (m, \/ 60t ) =0 \/ 00 P, d'ott: d € D(D, A D).

Théoréme 4.14. «. Si D et D' sont dvs idéanx hyperprincipaux, D ~ D' et
D + D' sont des idéaux hyperprincipaux. L'ensemble des idéaus hyper-
principaux est donc un sous-réseau R, de R.

B. Soient D et D' des éléments hypergénérateurs de 9P et 9' respectivement,
D + D' est élément hypergénérateur de d + @'.

y. Soient D, et D', construits comme dans le théoréme 4.13. D,~D’, est élément
hypergénérateur de D ~ ', :

- Démonstration. Le théoréme est & peu prés évident si D =YL ousi P =4¢.
Il suffit donc, appliquant le théoréme 3.13, de prouver que D + D' et
et D, ~ D', vérifient la condition y du théoréme 4.10 si D et D' la véri-
fient. Or, cecirésulle facilement de : 65,007,096,\/ 501, (65 /\ 507)* >c,,,i;ur }r;., A\sw

Théoréme 4.16 «. Ona: R, C R, C R, R, Z R, R, ZR.

8. &' n’est pas un idéal principal. v ,

1. R, (donc a fortiori R, et R) ne sont pas totalement ordonnés par inclusion.

Démonstration. R, = R, résulte du théoréme 4.11. y. Prouvons p (ce qui
démon'rera que &, = R). Il suffit de prouver que, ponr toute suite s, il
existe une suile ¢' telle qu'on n’ait <* }c’ pour aucun entier p Si
(a,) = ¢ o> ¢*, on peut prendre : ¢ = (\/(7' ; si ¢ cod® n'esl pas vrai, on
peut prendre: ¢ =(a,,a,,q,, a,.q,,a,aq,,...).

Pour prouver v, il suffit de construire deux suiles (a;) = 5, (@) = o telles
que good?, s'coq”, lesrelations ¢ }c’, 4 }c n’étant pas vérifiées; on peut
pour cela prendre :
a,=da,=aq,=a,=1 .

Gy, =a, 'y, = a’+1 pour: (2n)!1<i< (2n+1)! -
a4, =a+1,d, 4, =da; pour: 2n+1)1<i<(2n+2)"



CHAPITRE V

Congruences associées aux idéaux de ¢.

Définition 5.1. Soit D un idéal (non nécessairement invariant) de 4. Soient
D e 4, D € 4. On écrit : D=D' (mod. D) s'il existe des éléments d, d' de D
tels que D-i—d—.:D’i—d’. .

Théoréme 5 1. «. La relation . D = D' (mmod. D) est une relation d’équivalence.

8. La relation D = 0 (mod. 9) équivauta D € D.

Démonstration. 1. Il est évident que la relation D=D' (mod D) est
réflexive et symétrique. Montrons qu'elle est transitive. Supposons
D = D'(mod. D) et D' = D" (mod. 9). Il existe des éléments d.d,d, d,
de D telsque D+ d=D'4d, D' +d,=D"+d'. Alors:
Di@+d)=D+d+d, =D+ (@ +d)etd +d, € D, d +d €D
Donc : D = D" (mod. 9). '

2. Si D e D, la relation : D+4+0=0+D entraine D=0 (mod. D).
Si D=0 (mod. D), on a : D+d=d, avec d € D, d' € D, dou
D(de®d, Ded. o ) ’

Théoréme 5.2. «. D =D’ (mod. 0) équivauta D = D'

8. D=D' (mod. &) quels que soient D € 4, D' € 4.

y. Lorsque D et D' sonl fermées, ona : D= D' (mod. 4" si et seulement si
D=D.

5. Lorsque D et D' sont fermées, ona: D =D" (mod. q') si et seulement si
D et D' sont complélemeht asymptoliques.

Démonstration. 1. « et & sont immédiats.

2. Prouvons y. Soient D, D’ ‘deux variétés linéaires fermées. Si D =D,
D et D' sont de déficience finie dans D + D' = D" (qui est fermée);
donc d=D"eD et d =D"eD’  sont dans ¥, et 'ona: D +d= D’ +d;
dou D=D’ (mod.'i”). Réciproquement, si D =D’ (mod. ¥'), on'a:
D+d=D +d=D" avec d € ¢, d € ¢'; donc D et D" sont de
déficience ﬁnie dans D" et a fortiori dans D +D ¢D"; donc D — D

3. Prouvons 3. Soient D, D', deux variétés linéaires fermées. Supposons
D et D' complétement - symptotiques; on a :
D4+ D =D +PugoD' =D+ PnepD,et PugoD’ € ¢, PagwD e
donc D=D' (mod. &). Réciproquement, si D +d=D'+d, avec
ded,ded,onaD (D + d, donc PaepD' ( Paopnd € 4'; donc Dr
est "complétement asymptotique 4 D. De méme, D est complétement
asymptotique 3 D' Donc D et D' sont complétement asymptotiques.
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Définilion 5.2. Soit 9 un idéal de 4. Soient D € 4, D' € 4. On écrit-D ( D,
(mod. D) s'il existe une d € D telle que D ¢ D' + d.

Théoréme 5.3. «. La relation D ( D' (mod. D) est une relation d'ordre au

- sens large.

B. Ona: D=D (mod. D) si et seulement si D C D' (mod. D) et D' CD
(mod. D).

y. La relation D ¢ D' (mod. D) engendre donc une relation d'ordre entre
classes d'équivalence modulo 9. ‘

Démonstration. 1. La relation D ¢ D’ (mod D) est évidemment réflexive,
{nontrons qu'elle est transitive. Si D ¢ D’ -‘kd et D'CD +d', avec
de D, de D ona: DCD' +(d+d), et d+ded, donc D C D’
(mod. D).

2. Supposons D ( D' +det D' CD+d, avecd e 9,d € D.

Ona: Di(d+d)CD +d+(d+d)=D +(d+d). De méme,
D+@+d)C(D+(+d). Donc : D+ (d+d)=D+(d+d), et
d+ d e P, donc D= D' (mod. D).

3. y résulte aussitot de « et B.

Théoréme 5.4 Soit D un idéal de 4. Dans la relation d’ordre du théoréme 5.3,
les classes d’équivalence de deux éléments D, D', quelconques de & admet-
tent une borne supérieure, a saroir la classe de D + D'.

Démonstration. On a évidemment : D ¢ D + D' (mod. ED), et D) (D+D
(mod. D). Soit mainlenant D’ € ¢ telle que D C D" (mod. D) et
D' C D"(mod P). Ona: DD +d, D CD'+d, avec d € D, d'GED
Donc: D D ¢ D'+ (d+d), etd+d e D
Donc : D 4+ D’ ¢ D’ (mod. D).

Le résultat analogue concernant la-borne inférieure est inexact.



CHAPITRE VI

. Idéaux bilatéres dans 3.
4. Théoréme fondamental. 4

Définition 6.1. On appelle idéal bilatére dans $ un sous-ensemble non vide
J de B vérifiant les conditions suivantes :
J,: A €J, Be Jentrainent A+ B € J.
J,: A €3, Be R entrainent AB € Jet BA € J.
J, est immédiatement équivalente a J',: A € J, A> A’ entrainent A' € J

Théoréme 6.1. L'ensemble des idéaux bilatéres de B forme un réseau § quand

. on l'ordonne par la relation d’inclusion.
Démonstration. C'est une propriété trés connue des algebres.
~ Théoréme 6.2. Soit J un idéal bilatére de B.

a. L'ensemble D des A olt A parcourt J est un idéal invariant de £.

B. J est l'ensemble des A € $ tels que Az € D y.

Y. Lapplzcatwn J = Dy est un isomorphisme du résean § sur le résean R.

Démonstration. 1. Prouvons «. Montrons d’aboird que Dy vérifie I,.
Soient D € 95, D' € Dy. Ona: D=4, D'=4navecAeJ A'eJ.
Soient N, N’ deux variétés linéaires fermées & co dimensions, ortho-
gonales complementaxres dans H. Soit J (resp. J) un opérateur par-
tiellement isométrique admettant N (resp. N') et H comme variétés
initiale et finale. Soit B =‘AJ +A'J.Ona: Bed, et Ap=247x + Agr.
Donc D +D'e Dy. >

Montrons que Dy vérifie I',. Soient D e Dy, D'e 4,avec D>D". Ona:
D = Aa, avec A € J, et D'=B(D), avec B e $. Donc: D' = Aga.
Ona BA € J, donc D' € Dy, '

2. Prouvons §. Par définition de Dy. pour tout A € J, ona: Ay € Dy,
Soit réciproquement un A € $ tel que ax € Dy. Ona: Ax= Ap pour
un, B € J. Daprés le théoréme 3.9, A=SBT, avec Se€ $. T € &,

~donc A € J. ’ ‘

3. Prouvons y. D'aprés 8, l'application J — Dy est une application biuni-
voque de § dans R. Montrons que cest une application sur &. Soit
®D € R. Il suffit de mon'rer que I'ensemble J des A € % tels que
Ar € D est un idéal bilatére ;ians $ (on aura évidemment @3 CD et
méme Dy =D puisque, pour toute D €4, il existe des A € 35 tels
que Ay = D).

Montrons que J vérifié J,. Soient A € J, Be J. On a: e D, Ape D,
donc AA-I-AB € 9. Or: Aa4+8 C AA—l—AB, donc AA...BG'@: A+ Bel
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Montrons que J vérifie J,. Soient A € J, B € . Ona: 4r € D.. D'éil"-"'
leurs, Apy = B(aa), donc Ax> Apa, et Asp C Ax. Donc ABA € ﬁ)" o
Sxs € D, d'odt AB € J, BA € J. | o '

Enfin, comme l'application J - 9y et son inverse respectent la relatlon'
d’inclusion, c’est un isomorphisme de ¢ sur R . '

Le théoréme 6.2, les résultats du chapitre IV et les résultats connus sur les
opérateurs donnent aussitot les théorémes suivants :

Théoréme 6.3. Soit §' I'ensemble des opérateurs completement contmus de
B, B" lensemble des opérateurs de rang fini de $, 0 I'ensemble réduit &
lopérateur 0. B, ®', B', 0 sont des idéauzx bilatéres de H (corr&s'pondant'
a 4,4, 4", 0 dans lisomorphisme du théoréme 6.2). Pour tout idéal bxla_- ]
tére J distinctde O et B, ona: R CICR. '

Thcoréme 6.4. Il y a une correspondance bzunwoque entre les ldeau:c bllatéres -
J de B tels que J C R et les idéaux de suites. Cetle correspondance est
définie de la maniére suivante : _

«. Si J est un idéal bilaléere de B, avec J 55’ I’ensemble des SA ou A € J
est un idéal de suites. ‘

B. Si A est un idéal de suites, l'ensemble des A € ,‘B' tels que Sy € A est un
idéal bilatére J de B tel que J C B’ (cf. [ 1], héoréme 1.6; le résultat est
di a J. von Neumann). '

v
. Idéaux principaux.

Définition 6.2. Soit A € B. On désigne par J(A) le pIu.s' petit idéal bilatére
contenant A. Tout idéal J de la forme J(A) est dit principal. A est dit
alors élément générateur de J.

Théoréme 6.5. Soit A € B. J(A) est I'ensemble des operateurs de la forme
S,AT, + S,AT, + .. +SAT",ouS€%TE%(l-_l2 vy ). '
Démonstration immédiate.
Théoréme 6.6. «. Pour qu’un idéal bilatére J de B soit prmcxpal il faut et
il suffit que Dy soit un idéal invariant principal de 4. -
B. Si A est clément générateur de J, Aa est élémerit generateur de Dy.
Démonstration. Soient A € B et D € § tels que D =.A,. Aux idéaux
bilatéres de $ contenant A correspondent, dans ll'isomorp'hisme
J = Dy, les idéaux invariants de £ con!enant D. Donc, a J(A) cor-
respond 9 (D). .
Théoréme 6.7. «. Si A n'est pas completement continu, J(A) = ‘.
B. Si A=0, J(A)=0. . ’
Y. Si A est de rang fini; J(A) = R". .
8. Si A est complétement continu de rang infini, soit (JIIb,,.J% . ) une suite
infinie de variétés linéaires fermées deux a deux orthogonales, d'co dimen- .
- sions. Soit W, un opéraleur partiellement isométrique dont les variétés
initiale et finale soient b, et H. Soient A’=W* AW,, A;=A"+A"+...+ A",
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J(A) estl'ensemble des B € B tels que A, > B pour un certain n (qui dépend de B).
Démonstration. Ce théoréme résulte aussitot du théoréme 4.7.

Théoréme 5.8. Soient A, A,, ..., A, des éléments de EB Le plus petit idéal
contenant les A, est prmczpal

Démonsiration. Ce théoréme résulte aussitot du théoréme 4.8.

3. Idéaux hyperprincipaux.

~ Définition 6.3. Soit J un idéal bilatére de B. Un A € B est dit élément

" hypergénérateur de J si J est Uensemble des A' € B tels que A> A'.

Un idéal bilatére qui posséde un élément hypergénérateur est dit hyper—
principal. :

Théoréme 6.9. «. Tout idéal hyperprincipal est principa.l‘

B. Tout élément hypergénérateur d’'un idéal est aussi générateur de cet idéal.

Démonstration. Soit J un idéal admettant I'élément hypergénéraieur A.
On a évidemment : A € J C J(A), dou J= J(A).

Théoréme 6.10. Soit J . un idéal admettant Télément hyperqenerateur A.
J est I'ensemble des opérateurs SAW, ou S € B et ot W est un opéra-
teur partiellement isométrique dont H-o Visa est la variété finale. J est
aussi 'ensemble des opérateurs W, AS,, ot S, € %, et ot W, est un opé-
rateur partiellement isométrique dont [Ass,) est la variété initiale.

Démonstration. Le théoréme résulte aussitot du théoréme 3.10. ¢, {.

Théoréme 6.11. «. Un idéal bilatére J de R est hyperprincipal si et seulement
si Dy est un idéal hyperprincipal de {.
. Si A est élément hypergenerateur de J, A est element hypergénérateur

de Dy. .

Démonstration. Soit J un idéal bilatére de B. A € J est élément hyper-
générateur de_ J si et seunlement si A= A’ pour tout A’ € J, donc §i et
seulement si Aa> Ay pour tout A' € J (théoréme 3.10), do ¢ si et
seulement si Ax est élément hypergénérateur de Dy.

Théoréme 6.12. Soit A € B. A est élément hypergenemteur de J(A) seule-
ment dans les cas suivants :

«. A n'est pas complélement continu (alors, JA) = R).

B. A=0 (alors, J(A)=0).

y. A est complétement conlinu de rang infini, et SA o S%.

Démonstration. Le théoréme résulte aussitot du theoreme 4.10.

Théoréme 6.13. a. Soit J 4= $ un idéal hyperprincipal. A un élément hyper-
générateur de J. Pour tout élément générateur A' de J, on a : A’ R A
(donc tout élément générateur est hypergénérateur).
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B Sozt J un idéal principal non hyperprincipal. Aucun element generatear .
de [ n’est hypergénérateur. C

v. Si A ne vérifie pas l'une des conditions du theoreme 6.12, J(A) n'est pas
hyperprincipal. . . : i

M

Démonstration. Le théoréme résulle aussitot du théoréme 4.11.

4. Réseau des idéaux. — A chaque résultat du chapitre IV, § 5, éoxtrespohd‘ un
résultat concernant les opérateurs. Contentons-nous d’énoncer :
Théoréme 6:14. a. Si J, ¥ sont deux idéanzx bilatéres principaux de 95 Jm 3’ e
et J+ J sont des idéaux principaux (*). -7
B. Si Jet ¥ sont hyperprincipaux, 3~ J et J+ J sont hyperpnnapaux
Y- $' n’est pas principal. Il existe des ld_eau:c prmczpau:c non hyperprmczpaua:.»-“j,. -

5. Congruences-dans ¥. — Théoréme 6.15. Sozt 3 un idéal bilatére de 55
Soient D € 4, D' € 4. S'il existe un A € J tel que D’—_(I + A) (D)
ona D=D' (mod. ,DJ) (mais pas reczproqnement)

-

Démonstration. Les cas J =%, J=0 étant immédiats, nous Supposmis' -
désormais B’ C J ¢ %'. Supposons D'= (1 + A) (D), avec A € J
D’aprés le théoréme 5.3. 8, il suffit de prouver que D’ ¢ D (mod SDJ) et
que D ¢ D’ (mod. Dy). -

1.Ona: D’CD+A(D) et A(D)CAAG.,D; donc D’CD(mod 9)3)

2. Soit Vo = Yo, +1. Si € 9, Ax= — x, donc, comme A € B, la -
dimension de b est finie. 1 + A transforme. biunivoquement’ Hé“l‘b -
en A, 4, et il est classique que A, est fermé. Donc 1l ex1ste un e
AeRtelque: 1+AY(A+A)=Pyoq. <

Dou: AA=— A — AA——(l-—PILI%(T‘O)_—A—AA——POY(0

Ona: A € J, donc A’A € J et Py, € ®' ¢ J, donc A’ € J.
Drailleurs : (1 + A) (D)= (1 + A") (1 + A) (D) —‘PHe«]‘b(D)

D'ou : PH o9, (D) ¢ B’ (mod. Dy). ‘

- D'aiHeurs : D::PHG%(D)-i—d oude ¥ ( EDJ C L,
Donc: D C D' (mod. By). . . -

" Pour voir que la rec1proque est fausse, il suffit de COl’lSldél'el‘ le cas ou
D' e Dy, D'5F0, etou D=0. : A

v

6. Rappelons que, conformément aux notations usuelles, J+ J' est l'ensemb]e
des A+A,ou A€ J, A el.

-

15
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