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SUR UNE EQUATION AUX DERIVEES PARTIELLES
DU SECOND ORDRE

Par M. M. MENDES ().

Nous étudions dans ce Mémoire I’équation

, YU U 2U YU 22U YU
8Y) A,U-«gr*"(\?‘*"}}?-gyaz_Dzbm*—bmc‘y-—0

qui s’apparente a la fois a l’équétioﬁ du potentiel 4 deux variables

»U r*U
@ ‘ EGT

dn

a laquelle on la raméne par un changement de variables et a I’équation de
M. Humbert
’U hd §) hid ) ¥U

@ M=ttty Py =

qui admet toutes les intégrales de I’équation (1).

Dans une premiére partie, nous indiquons un certain nombre de pro-
priétés de I’équation (1) qu’il sera intéressant de rapprocher de celles don-
nées pour I’équation (3) par M. Devisme dans sa Thése (2) ; dans une seconde
partie nous associons a I’équation (1) un espace dans lequel I’élément
linéaire serait donné par la formule k

ds* = dx* + dy* + dz* — dydz — dzdx — dxdy;

cet espace présente la particularité, étant a trois dimensions, d’avoir un
élément linéaire a4 deux dimensions.

(1) M. M. Mendes est Vauteur d’un intéressant et profond travail, Sur le probléme
des n corps & masses variables publié dans les présentes Annales en 1935. N. D. L. R.
(2) J. Devisme, Sur Péquation de M. Pierre Humbert (Annales de la Faculté des .~
Sciences de Toulouse, 1933).



PREMIERE PARTIE

Propriétés de I'équation \',U = 0.

1. — Nous utiliserons, en plus des variables x, y, z, les variables u, v, w
et &, 1, ¢ liées par les relations

| u=jrojlytz=-—=Ii+i,
@ b =Jadjy+z=—5—in,
Ww=x+yg+z= :\/3’

ou j et j2 représentent les racines cubiques imaginaires de I'unité, qui don-
nent lieu aux égalités .

- »*U 9,320 »U
®) VU= = (S ).

dudv A5 2yt

x, Yy, z sont réels en méme temps que £, v, { et ’on a

sty
© \ T
) _ ) \/3 -
T TS —— , .
[ ) J
Nous poserons
p=x"+y+ > —yz— 2 — Xy = up = F 41",
Notons également les identités
' .U GRS S ¢
@ g =@ (g *3g*az}
oU U \ U
() ‘(”T* )= S —1}——2) =
?U N
® 3 S ALJ \w = S(x —Y2) k Dy oz )

2. — L’équation A',U =0 écrite en variables u, v, montre que sun inté-
- grale générale est de la forme

U=f(u, w)y+g(, w),

f et g étant deux fonctions arbitraires.
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On en déduit 1mmed1atement que si U (x, y, z) est une intégrale de (1),
il en est de méme des fonctions

f(w)U et @)V,

: ou f(w) est une fonction arbltralre de w et V représente une dérivée quel-
conque de U.
Tout polynome enx, y, z se transforme en un polynome en u, v, w. Un
' polynome solutlon s’écrira

U=SAu"w"+ 2Bo™ w" .

8. — Cherchons les intégrales de A,U=0 qui ne dépendent que de
P = u v. Posons
S p=¢, U=F(g);
i ti U Od tdF 0, dont I'intégrale général t
quation ——— == evien a7 , dont l'intégrale générale es
F=alogp+b.
Donc

THEOREME. — La seule intégrale de A’ U—'O quz ne dépend que de p est

log p.
Ce théoréme se démontre aussi immédiatement avec les variables &, 7.

4. — La solution fondamentale de I’équation (2) étant log (&' + '), celle
de A, =0 sera log(x'+y’+ 2'— yz — zx — xy).

Plus généralement, log [(§ — )"+ +’] est solution de (2), se développe sous
la forme

o0

log [(E — »' +77] = Y «"P, G, v),

n=o

. et sur le cercle &'+ ' =1 se réduit a -
log (1 —20% +a") = ¥ a"C; (),

n=o

C3(5) étant le polynome de Gegenhauer a’ ordre zéro.
Ona i
C—)+r=2"+y+(z+a)—(x+y) (z+2) —ay,
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d’ou

log [« + y* + (z + @) — (@ +y) 2 + ) —ay] = Y, «"Q,(x, y, 2),

n=o

les fonctions Q,(x. y,z) se réduisant sur la surface

2+y+rt—ygr—ze—xy=1

aux polynomes C; <f——-;-:~y— — z) de Gegenbauer. -
5. — Si I’on pose
= [ COS g, nw=o8ing,
I’équation
. s
admet les intégrales
U=:¢""ms el U = sin(n log ¢)"" ns.

Pour avoir des solutions de ’équation (1) qui soient symétriques en
x, y, Z, nous poserons

e Ytz g FTT e Xty
T T x, T T Yy, W T g z,
V3 3 , 3
Th:T(y*Z)l -'iz:—\é—(z_x)’ ’rla:——\g—'(x——.y)'
et définirons ¢,, ¢,, %, par les relations
. = p COS ¢, 7, = o sin g,, (i=1,2,3).

Nous aurons alors par exemple les intégrales

3
2: m cos
U - o] 1] G, .
T sin ¢

Les égalités

¥

sin ¢, == 0, E cos g, ==0,

8
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montrent que I’on a

- S 4 = ¢ — %= q

On en déduit

Z sin mg, = 2 sin mo, (cos—g—-k cos—g—gi).

Les intégrales Sp" sin m¢, ne seront différentes de zéro que pour m = 3 k,
ce qui donne

U = ¢* sin 3ky,.

k = 1 fournit I'intégrale

¢'sin3¢,=(y—12) z—2) (x—y).

. De méme, on a les intégrales

. k
=:"cos 3k,

qui pour k =1 donnent

- U=(@+z—2x) (z+x—2y) (x+y—22).

6. — Nous représenterons par A'*U P’opérateur A, U itéré k fois. Posons
comme au paragraphe 3 :

q=logp, U=F(q).

: - : d'F '
L’équation A',F=0 s’écrit e“’d—q,=0 et fournit une équation linéaire a

coefficients constants dont I’équation caractéristique est r* = 0.
L’équation A"2F = 0 s’écrit

d d*'F
—q —4q —
- ¢ dg (e, dq‘> 0

ou .
' / d*F &F  d'F

g _ _

‘ <dq‘ 2dq'+dq’> 0,

et fournit une équation linéaire & coefficients constants dont I’équation
caractéristique est r2 (r — 1)2 = 0.
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On voit de proche en proche que I’équation A'*F =0 fournit une équa-
tion de méme forme dont I’équation caractéristique est
rer—-1 ... (r—k+1)=0.
On en déduit que les intégrales de I'équation AU =0 qui ne dépendent
que de p sont données par la formule générale

pilog p (i=0,1,2, .. ,k—1;j=0,1).

7. — THEOREME : L’équation différentielle donnant les intégrales. de
Uéquation A%U = 0 qui ne dépendent que de p, peut se mettre sous la
forme N

d* / , d*F
dpk (p dpk ) - O'

Cette formule est vraie pour k = 1. Admettons qu’elle le soit pour l'in-
dice k — 1. La relation

d / dF
yF=—(po)
* dp kp dp

appliquée a la fonction

Alk—1F~ dk-—a / s dk—;F>

dpk—-l \p dpk——1 .

d d d"'F
Ik —_— - k—1 X
ACE = dp [p dp* <p dp* >]
dk+l s dk—i F dk / s dk—-AF \
=p dp <P dp >+W \P *gl;m):

donnera

et 'on doit vérifier que I’on a également

d* . d"F
rk e L____
Az F‘_‘ dpk (p dpk )

L’égalité des deux expressions de A,*F résulte du calcul des dérivées.
au moyen de la formule de Leibnitz relative a la dérivée d’un produit. La
formule annoncée est donc établie.

8.— THEOREME : Si U (x, y, z) est une intégrale de Uéquation A',U=0, il
en est de méme de la fonction

(2logp logp 2logp
V(.‘l‘, Y, z) == U < ‘\? s :y y \\: )




’
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On a, en effet,
ks 3

dlogp _ j

( ) -}-J-—_—_X,
'\ dx n v
) . .

) dogp S, J _y,
, dy u v
> .
oz u 14

Prenons pour nouvelles variables

| w =X +/Y+Z,
v =X +jY+Z,
w=X+Y+Z,

\

d’ou 1es relations

on en déduit ’
»U 9 »U

ww ~ pt '’
ce qui démontre le théoréeme.

’ 9. — Nous introduirons les fonctions sﬁivanies, qui ne different des
eosinus d’Appell que par un méme facteur :

: s A R I A LY.
. . e +Je +je
P, 9)=e¢ L
' e e jel o
(10) 3 Q‘(e’ ?) =¢e * 3 ’
. Mo ibe ivHre e
R, 9)=e’ — +e3 te

Ces fonctions vérifient les identités

| P09 —Q.0, )R, ) =e""Q—0, —9),
Q0,9 — RO, 9P, 0, ) =e"TTP (=0, —¢),
R:(, ©)— P, (5, 9)Q,0, ) = &R, (— 5, —0),
d’ou1
an P!+Q'+R—QR,—RP,—PQ, =1.

Faculté des Sciences, VI, 1942. T
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10. — Effectuons le changement de variables

x=3P,(9, %), y=:Q 9, =R, ).

Les quantités

i+
a" :(Jx +sz +Z)"—"—" ;”’e a en(jH*Jir«): Fn [jP‘(n(j, ncp)_*.j’Q‘(n(), n"?) +R‘(n(), n(p)],
. b4
v = (jax+jy+z)u: Pue 3 en(J’o-l'j?): lan [j’P,(nﬁ, n?)-i—jQ,(nG, nqs)-{»R,(nﬁ, n@)]'

s

n .
w'= (x+y+zy =2e ' TV = [P(ns, ng)+Q,(n0, ng)+R,(n6, ny)l,
sont des intégrales de A, U=0. Par des combinaisons linéaires immédiates,

on en déduit les intégrales

o"P(nb, ny), 2"Q,(nb, ng), - ¢“R,(nb, ns).

On a, de méme, les intégrales

(uw)’, (vw)", G

d’ott 'on déduit les intégrales

3n 3n ) 3n
an :(H_?) an -a—("+?) an —;(0-[—;)
e P,(nb, ny), e Q,(n0, ng), e R (nb, ng),

h

puis les intégrales

(uw?)”, (vw?’, (C)

d’ou 'on déduit les intégrales

p“"es"‘6+*'P,(n0, Il?), Fan 311(0-1—;)Q‘(ne’ Ni?),‘ ‘Sw an(&._;)Rl(n(j’ nc?)’

et ainsi de suite.
11. — TurorEME: Si U (x, y, z) est une intégrale de I'équation A',U ZOL
il en est de méme des fonctions '

U WU

oy AK-4

. WU
S o ' L /YU U
Sa— _ SE@—y) (w2 )

X

. /U
(x+y+z)<-(\—&-+
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Les identités (7), (8), (9) donneht en effet les égalités

aU » N, NERY
[(“’“Fy*‘z)( )J— 7Dubv< )“27")35(3!1 )
U ! U U Q P?UYN »U
[b(Zx y x)'_ __'27‘\,1\0( ) +JT-> _ 27[ \u‘v)+ hﬂv)]

- d’on, par' addition,

3A’ ) D(U D’U>+‘UD (3!U‘
: udw W\ dudw dw Oubv) ’

puis . .
»U P »uU
I » s . —
A [S(“’ y‘)< Dybz)]_wbubp va‘vbw . :
—27 5 ) < D’U) > v »u )
— Hu‘v( dudv tw [Dubw ubuav‘ +bvbw< Dubv]

qui démontrent le théoréme.

12. — THEOREME : Si U (x, y, z) est une mtegrale de Véquation A',U=0,
' la fonctlon

V(x, y, 2) :an(x, U, z) (p =uv)

ast intégrale de Véquation AU =0.

On a, en effet ,

' oRTTY .t wey [ OU dU . U
a0 = Uk (ug b )+
d’ol
n SAIR N—4e X aU !n n D,U
Am—&—l(p U)——-nA (P"'U)+na, [p <u-——-+v >:|+ ( mw)’

et le thoréme se démontre par récurrence, en tenant compte du théoréme du
paragraphe 11 (2° partie). '

, Remarque : Ce théoréme- reste évidemment exact, si 'on remplace p -
parP =uvw.

13. — THEOREME : Soient «, 3, y trois constantes telles que

By = by —ya—af =0
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et [ () une fonction arbitraire assujettie seulement a posséder une dérivée
- seconde f” (t). Si Uon pose
f=oex+By+yz,
Lb=Qe—p—y)x+Q2E—y—)Yy+ @y —a—pfz, .
= (2a—B — 1) (@ — y2) + 28—y — ) (' — 20) + 2y — x— ) (£ —p),

f (t), f (t,), f (I;) sont des inlégrales de Uéquation A',U =0.
Démonstration : 1° Si 'on pose
F(x,y, z) = f(ex+ By +v2),

on a, en effet ,
AMF=0"+8+y— by —ya—aB) f'(t)=0.

.

2° La seconde partie résulte de I'identité ‘

12 @b+ @1 — )+ @r—a— =y — )@y —a—§)
(@3 — ) @b 1) = (Qa—b—7) (21— 2) = I By by — yr— ).
3° Sil’on pose ,
| a=j"a+jb+1,
b::ja-+jaﬁ4—y,
c=a+f+v,
on a
t,= w(au+ bv),

avec

By — By —yr—af = ab=0.
Selon que a = 0 ou b = 0, t, sera fonction de v et w ou de u et w; donc
f (t;) sera une intégrale de A',U = 0
Remarque : L’identité
(u— B — )+ @B — v — )+ @y — % — B = B(a + BT+ v — By — yx—aB)
montre que f (¢,) est en méme temps intégrale de I’équation

»U Al
N

(o]

_.b\;l."]_+ =0.
R

~
1]
-
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14. — COROLLAIRE : Si x, 8, v sont les trois racines cubiques d’'un méme
nombre et que U'on pose
t = 2(a’ — y2) + By — 220) + 1 (2 — xy),
f (t) est une intégrale de l'équation A, U=0.
On pourra, en effet, poser
.1 = 2“1_3;~Ya ’
ﬁ = 239——‘1’4_1| ’
Y=2‘{’——&“—-P‘, .

et I’'on retombe sur le théoréme précédent.
On peut aussi remarquer que I'on a

. *= ’ oy L= J {s
soit soit .
B=J, B=1Jv,
d’ou
‘t = yuw ou = yow,
ce qui démontre le théoréme.
15. — THEOREME : Si U est une fonction de x, y, z définie par Pune des

relations
Ax+By+Cz=1,

(2A—B—C)x+(2B—C—A)y+(2C—A —B)z =1,
(2A—B—C) (*—yz) +(2B - C — A) (y* — 22) + (2C —A—B) (' —xy) =1,

~ou A, B, C sont trois fonctions de U vérifiant égalité

A*+B+C—BC—CA—AB=0,
U est une intégrale de U'équation A',U=0.

Démonstration : 1° Si 'on pose

\ b=jA+jB+C,
! $#=jA+B+C,
€ =A+B+C,

-on a

Ax+By+Cz = —;(Jbu# R +Cw) =1,
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avee .
A+ B +C—-BC—CA—AB = 4B = 0.

St;it $ = 0; on a alors
Ju+Cw = 3.

Cette équation définit U comme fonction de u et w seulement, ce qui
“démontre la premiére partie du théoréme. ' ;

2° La seconde partie résulte de la premiére en vertu de lidentité (12}
appliquée aux lettres A, B, C. .

3° Le changement de variables du 1° donne

w(du+RBo) =1,

avec bR = 0.
Pour B = 0. on a la relation

Houw =1,

+

qui définit U comme fonction de u et w seulement.

i6. — Dans le théoréme du numéro 13, prenons f (t,) = e’ . Comme

2By =y — e —af = (B (P HjB 1),

on en déduit les intégrales

A7y —(O4w)2 L juy—(p)z
L 47wy — () et el +jpy—(tp ,

d’ou 'on déduit les nouvelles intégrales

e("-+.u) (x-+y+2) eﬂf'*-j’%}’—("\-!-:ﬂz — e(:*~f’1‘l' + ()Y

et
e("-+;u(ac+y+Z) ej’kr+-jltyf(7-+ w)s — el(u—J'A)x-lej%)y

’

qui ne dépendent que de deux variables.

17. — Le changement de variables défini par
3r

.

Yy = a
I);(()’ —T") o Q‘(e’v “?) B R;(e' Ct") o ’
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donne
’ ‘ U

¢ — ’ e 23T A
9uvau)v——‘ uvd,U=e A,U

= ‘ : *U U YU *rU ?*U »?U
' =2 ——— — — —— —_— —_— .
- at 6T T g 909 dgor  draf

(_)n en 'déduit le théoréme suivant :

THEOREME : Si U (x, y, z) est une intégrale de équation ' ,U =0, il en
~ est de méme de la fonction U(r, 9, 3), ot les nouvelles variables sont dé-
finies par rapport aux anciennes par le changement de variables précédent.

SECONDE PARTIE
Etude d’un espace attaché a Péquation A, U =0,

18. — Nous considérons l’espace ou l’f’;lément linéaire est donné par la
formule [
13 - ds'=dx'+ dy* + dz' — dydz — dzdx — dxdy.

M,, M, étant deux points de coordonnées x,, y,, 21 est z,, U,, 2,, leur distance
M, M, sera donnée par la formule

McMs = (xo—x:)'+ (yn— yn)’+ (Z,—-‘Z’)z - (ya_'- yl) (Z,-—ZQ)-— (Zl-— Z:) (&13‘ _'xt)-(xi —xz) (yl - yu)

A chaque point M (x, y, z) de cet espace nous associerons dans un plan
II(E, v) le point » dont les coordonnées sont données par les formules (6)
et appellerons ds I’élément linéaire dans ce plan.

L’identité

e+ y+r—yzr—zx —axy =5++

montre que 'on a

“ N distance M\M, = u, .,

#, 1, représentant la distance euclidienne des correspon&ants %, n, de
M,, M,. _ ,

Nous appellerons plan. I’ensemble des points dont les coordonnées véri-
fient une, éqpation'du premier degré, droite I’intersection de deux plans; on
en déduit la notion du parallélisme des plans et des droites comme dans
‘Pespace euclidien. ' ‘
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Si on donne 4 . 7 des valeurs fixes, les équations (6) représentent une
droite paralléle 4 la droite D d’équations * = y = z. Appelons P le plan
d’équation x + y + z = 0. Les paralléles 4 D menées par deux points
M,, M, percant P en m,, m,, on a

Donc, si M, et M, se déplacent respectivement sur deux paralléles a D,
la distance M, M, ne varie pas.

A une droite du plan P correspond une droite dans le plan II. Si nous

MG
voulons réaliser le minimum de l’intégrale f ds, il nous faudra réaliser
-i

My ) e )
le minimum de ds, ou celui de ds; il faut pour cela que p décrive
my (3

la droite 2, ,, donc que m décrive la droite m, m,, donc que M décrive une
eourbe quelconque contenue dans le plan m; M, m, M,.

Par deux points M,, M, il passe une infinité de géodésiques, toutes con-
tenues dans le plan mené par M,, M, parallélement a la droite D.

Nous appellerons ce plan le plan géodésique relatif a M,, M2 Par deux
points il passe en général un plan géodésique et un seul. Il y a exception
si M; et M, sont sur une méme paralléle 2 D. Dans ce cas, le morceau de
droite M; M, constitue une ligne géodésique de longueur nulle.

La distance entre deux points situés sur une méme paralléle a D est
nulle.

Les paralleles & D jouent donc dans notre espace le rdle des droites
isotropes. ' ’

Les équations (6) montrent que pour tout point du plan P on a

=3 +ay+y).

Les droites de ce plan vérifiant 22 + xy + y> — 0 fournissent deux
directions isotropes. Les plans imaginaires menés par ces directions paral-
lelement a D sont tels que la distance entre deux points situés sur eux est
nulle. Nous appellerons plans isotropes ces plans. Leur intersection avec
un plan quelconque fournira les directions isotropes de ce plan. Ces plans‘
contiennent comme droites réelles des paralléles a D.

19. — Les équations (6) mettent en évidence la paralléle a D sur laquelle
se trouve le point M. Pour fixer sur cette droite la position de M, nous nous
donnerons la -distance cuclidienne I de M au plan P par la relation

XAy 4 = \/g.



SUR UNE EQUATION AUX DERIVEES PARTIELLES DU SECOND ORDRE. 97

x, 'y, z et & v, { seront alors liées par les relations (4) qui établissent une
correspondance ponctuelle entre I’espace E (x, y, z) et Pespace &(5, 7, O);
cette cor_reépondance est univoque et réciproque.
™ Aun point M de I’espace E nous ferons donc correspondre le point Jb
de I’espace & et le point p du plan II, projection de Jb sur II. _
A une droite 9 de I’espace E pous ferons de méme correspondre la droite -
" A de P’espace & et la projection 3 de A sur le plan II.

20. — Cherchons les formules qui définissent le déplacement le plus
- général du point M (z, y, z). Soit M’ (x’, y’, 2’) la nouvelle position de M.
Les homologues de M et M’ dans I’espace & ont pour coordonnées %, 7, ¢
et &, 7, {. La seule condition a réaliser pour la conservation des dis-
tances est 'invariance de la quantité & ++'. Le point g du plan Il doit
donc subir un déplacement au sens euclidien, ce qui exige que %, 7 et &, 7'
soient liées par des relations de la forme

g E=2E% +%cosy+rsino,

!

= -§§in @ 41, CO0S 9.

Quant - a la cote ¢, elle pourra étre prise quelconque. Eu égard aux re-
lations (6), on aura donc, %, 1, ¢ étant des constantes qui définissent le

déplacement de 1 et {' une fonction arbitraire de z, y, z, les relations

xv+yl . x+y
3 z—;”L( 3

V3

| 5@ —y)= m_{<x+y ——2> sin ¢ +L/2——(x——y)cos 9,

§ .
—z>cos gc+—\—/2—(x—y)sin ¢,

2
et y+z2=¢ \/5,

. qui permettront de calculer x’, ¥’y 2’ en fonction de x, y, z.
La transformation précédente conserve les distances; elle ne conserve
pas en général les angles tels que nous les définirons.

21. — Considérons un plan £ et un point M. La paralléle D menée par
M a D coupe en général £ en un point H, et la distance MH est nulle.
Il n’y aurait exception que si % était paralléle 3 D, M étant quelconque :
gans ce cas, 9 ,ne couperait plus £, mais une droite infiniment voisine de
D le couperait en un point H infiniment Voisin de M (avec notre notion de
distance). Les distances de M aux différents points de £ auraient alors
. zéro comme limite inférieure, mais cette limite ne serait pés atteinte..

- Faculté des Sciences, VI, 19/2. ' 13
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Si donc nous appelons distance d’un point 4 un plan la limite inférieure
des distances de ce point aux différents points du plan, cette limite pouvant
ne pas étre atteinte, nous pourrons dire que la distance d’un point d un plan
est toujours nulle.

22. — Placons-nous dans le plan x 0 y. Les équations (6), dans lesquelles
on fait z = 0, donnent

T+ ¥y 7= (x—y) 5

2 >

CRA

Soient, dans ce plan, la droite

(D) Ax+By+C=0

et le point M (x,, y,).

¢ et u étant les homologues dans le plan 1l de P et M, la distance de
M a D est égale a la distance euclidienne de » a 3. Or les coordonnées dans
1 de v sont '

h

Eo == a +J!J' ’ Ty — (x°_.. yo)'\_/é§—’

et la droite 3 a pour équation

(A+B):+(A—B) ‘g“ 44+C=0.

On en déduit pour la distance de M a @ la formule

. V3 _
(A+B):.o+(A'~B)'—3_~/lo+C . \/3 Axo+By.+C

=By 2 JALABLB
23. — Si M a pour coordonnées x, y, z, posons
=:P(0, 9,  y=:Q0,9.  z=sR(, 9,

P,, Q,, R, étant les fonctions définies au paragraphe 9. L
L’équation (14) montre que ¢ n’est autre que la distance OM, et 'on
aura pour cosinus directeurs de la droite OM
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PG5, ¢) = 2 :
A \/x’+y"'+z'--yz-—zx—xy
- { Q6 ==t :
Va4 g+ 22— yz—ze—axy
R, )= 2

Ve ry+o—yz—w—xy

24. — Considérons deux vecteurs de composantes a, b, c et a’, b’, ¢’, ou
de cosinus directeurs P, (9, ¢), ..... , P, 9, ...

Nous définirons Vangle V de ces deux directions par la relation
a(2a'— b —c)+ b2 —c'—a)+c(2c' —a —b')

‘cos V= - .
‘ 2\/_(1’+ b+ c*—bc—ca—ab Va*+ b+ c*—be—ca—ab

Si I'on considére les directions homologues dans le plan Il des deux
'direct\ions données, V représentera également I’angle de ces homologues.
On voit facilement que 'on a

cos V= (R‘ — M) .
o 2 Josd, 4o

> Deux directions sont, par définition, orthogonales si I’on a cos V =0.

28. — Considérons la droite

a1y - Z_d_Z

’
t

Les droites menées pér’ I’origine, orthogonales a celle-1a, ont pour équa-
tions . _ . ‘ '

a, b’, ¢’ vérifiant la relation ‘ .
Q2a—b—c)a+@2b—c—a)b'+(2c—a—b)c' =0,
et sont situées dans le plaﬁ '
Ra—b—c)x+(2b—c—a)y+(2c—a—b)z=0.
Ce plan, orthogonal a la droite (14), peut s’écrire
o ’ Ax+By+Cz =0,

avec A + B + C = 0; c’est un plan géodésique.
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Il est indéterminé si 'on a

a=b=c,

c’est-a-dire si la droite donnée est paralléle a D.
Inversement, donnons-nous un plan

Ax+By+Cz=0.

-

La direction perpendiculaire a des paramétres directeurs a, b, ¢ qui véri-
fient ‘

2a—-b—c 2b—c—a 2c—a—>b 0

A B =T ¢ TAfLB+C’
Si A + B + C == 0, les équations

9 —b—c=9% —c-—a=2—a—b=0

se réduisent a deux et donnent @ = b =c¢ : on obtient une direction paraléle
aDbD. .
Si A + B +C = 0, les équations se réduisent 4 une :

Ba+b—2)+C2b—c—a)=10

par exemple, qui donne une infinité de droites situées dans le plan paralléle
a

B—-0x2+B+2C0)y—-2B+Cz=0

ou

(B—-C)x+(C—A)y+(A—B)z=0.

En définitive :

Une droite quelconque admet en chacun de ses points un plan perpen-
diculaire qui est un plan géodésique; une droite paralléle a D admet n’im-
porte quel plan comme plan perpendiculaire.

Un plan quelconque admet en chacun de ses points une droite perpendi-
culaire qui est paralléle ad D; un plan géodésique admet une infinité de droi-
tes perpendiculaires, toutes situées dans un méme plan, lui-méme géodé-
sique.
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26. — Reinarques : L On ne peuf pas définir I’angle de deux plans
comme l’anglg de leurs normales, puisque celles-ci sont paralléles entre
elles. Nous pourrons dire que I’angle V des deux plans '

Ax+By+Cz =0,
Ax+By+Cz=0,
est défini par Pégalité

. A(2A—B'--C)+B@B'—C—A)+C(2C—A'—B)
2VA'+B'+ C—BC— CA—AB\/A"+B"+ C"—B'C—CA—A'B

cos V=

On définira de méme I’angle V de la droite

B Y

x y z
x

et du plan

Ax +By+Cz=0

—a..

par l’égalité

AQRQ:i—p—1+BRF—v—)+C2y—=2—8)
2y/A*+ B+ C'— BC— CA — AB Vo +B*+ v — By — yo —af

cos V=

I1. La recherche de la distance d’un point & une droite revient a cher-
cher la distance euclidienne d’un point du plan des §v a une droite de ce
plan, ou, ce ‘qui revient au méme, a abaisser de ce point la perpendiculaire
sur cette droite. Donc, dans notre espace également, la plus courte distance
d’un point da une droite s’obtient en abaissant de ce point la perpendiculaire
sur la droite.

{27. — Remarquons qu’avec notre définition de I’angle de deux directions,

. 2n .

les axes de coordonnées font entre eux un angle égal a 3 Considérons
-alors un nouveau triéde pareil Ox’ y' z’. Si les cosinus directeurs des nou-
veaux axes avec les anciens sont donnés par le tableau suivant :

/
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om—— e ——— —
x' y' z'
x a a a’ ]
¥ b b b
z ¢ c c'

on a les formules de changement d’axes

/

\'xzax'+a'y’+a':',
(15) ) ‘y=bx'+ by +b'7,
{ z=cx'+c'y+c'7,

et I'on en déduit, en tenant compte des relations telles que
@+ b+ be—ca—ab=1,
a’(2a"—— bl_cﬂ)+ br(2bn___ L"—-a”)-}— c’(2c'——a"~— b") -— 2 ¢cos _13_“_ — 1 s

la relation

e+ 42 —yz —zx;-xy =at Yty —ay.

La distance de M d lorigine est invariante pai le changement de variables
précédent. : :

Ce changement de variables conserve également les angles. Soient, en
effet, deux directions de cosinus directeurs «, 8, v et #,, 8,, v, par rapport au
premier systéme d’axes, «, 8', v et 2, £, ¥, par rapport au second systéme{
~ Les relations

'\v r=as' +a'¥+ay, a, = az 4+ adt +ay,,

B=1Dba'+ b4 +D", B,==bo' + b8 + b,

f
; 0
"4+ ¢’ “[',, Vv, == a"—{— ¢ {f\"‘*‘ ¢ '.", N

/ -
[ y=catcs ‘
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donnent
7(2 i ‘3‘ - Yn) + 5(254 — Y, 7‘4) + Y(2~l’i — % »3«)
=o' 22, — 8, — YD)+, — Y, —d )+ VY, — 4, — ),

ce qui démontre la proposi\tion. v
Nous dirons que le systéme (15) définit une rotation autour de lorigine. '
Le déplacement le plus général qui conserve a la fois les distances et les
angles est défini par une translation et une rotation, au moyen des formules

' \ r=x,+axr'+ay+az,
y=y,+bx'+by+bz,
? z=z,+cx'+c'y+c'z.

28. L— La surface qui dans notre espace joue le role d’une sphére a pour
" équation
f(e,y, H)=2"+y'+2"—yz—z0 —xy = 0.
E!lé est engendrée par une droite paralléle a D. On peut la représenter para-
métriquement par les équations

| =P, 9),

y=1¢,Q.06, 9),

z = \OoBl(e‘ ’.5)'

Le plan tangent au point (x, y, z) a pour équation
(2P,—Q,—R)X+(2Q,—R,—P)Y+(2R,—P,— Q,)Z —2p,=0.

La normale en un point est la génératrice passant en ce point.
Si ’on méne par un point fixe M (x,, y,, z,) une sécante

x=x,+ak,
y=y,+pr,  (+F+y— by —ya- 2f=1),
z=z,+7),
Pintersection de cette droite et de la surface est donnée par
f(wo+a)" yo+ p)" Z.+‘;’)\) - f(xn’ yo’ zo)+)‘(“f’mo+ IBf;'.+ ‘{frlo)’{_}": P:’
d’ou, entre les deux racines ,, 7, de cette équation, la relation
}“1)‘:: f(xc’ Yos Z.)—‘ \DZ = P:—\Dz’

o, représentant la distance OM.
On a ainsi défini la puissance de M par rapport a la surface.
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29. — Considérons une courbe gauche
r=a(),  y=y@), =z,
ou s désigne I’'abcisse curviligne.
- Les cosinus directeurs de la tangente sont

_ dx _dy dz
=& =g s’

o

I

avec
LBy — v — =1,

Le plan normal au point (z, y, z) a pour équation

Qr'—y —2)yX—a)+ @y — 27— ) (Y—y)+ (27— 2’ —y) (Z—2) =0,

ou

Q' —y—HX+QYy —2—2) Y+ Q2 —o2'— y)Z '—""i(}% =0,

avec
=o'ty 4+t —yr—cx— ay.

 Le plan osculateur a pour équation

47—y (X—&)+ (Fa' — ) (Y- p)+ @y’ —y'=") (Z—2)=0.

On en déduit que la normale principale a pour parametres directeurs

1

8
Q:s
n

Si ’on désigne par «, &', v’ les cosinus directeurs de la normale principale,
on a les relations

da _ sy & dv_x
R ds R’ ds R’

ds R’
avec

_Rl; — x”l+ yﬂi+ .:’2__ yllzfl o Z'."L" . ;rll !/' .

On pourrait définir la torsion, puisque nous avons défini ’angle de deux
plans, mais les formules seraient compliquées. ‘
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Si nous considérons la courbe comme trajectoire d’un certain mouvement
d’équations ‘

x=ax(t), y=y®),  z=z(),
‘on aura, e‘ri posant vz%'-:-:
= ap, - .y =¢v, 7= vo,
A e pm vyt B0

L’accélération 1" peut donc étre considérée comme résultant d’une accélé-
vl

ration tangentielle I', = do et d’'une accélération normale T, :’—R- .

dt
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