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APPROXIMA’I‘ION I’UNE FONCTION QUELCONQUE
PAR DES SOMMES D’EXPONENTIELLES IMAGINAIRES

Par M. LAURENT SCHWARTZ.

INTRODUCTION

Ce Mémoire était initialement le troisidme chapitre d’un ouvrage plus étendu,
eonstituant une étude des sommes d’exponentielles; les deux premiers chapitres,
portant sur les sommes d’exponentielles réelles,. ont constitué ma thése(*), le troi-
siéme parait ici comme mémoire autonome; mais sa compléte compréhension exige
une lecture des deux premiers chapitres, et je renvoie constamment 4 ma thése,
notamment dans les démonstrations les plus importantes.

Aprés des préliminaires vappelant les notions indispensables d’analyse fonction-
nelle (et qui ne sont eux-mémes qu’un résumé des préliminaires de ma thése) le § 1
étudie les fonctions entiéres de type exponentiel ; cette étude n'est pas faite pour
elle-mé&me, mais dans un but uti'l"itaire elle n'est destinée qu’a créer des 1nstruments
pour la suite; la plupart des résultats de ce paragraphe sont classiques.

Le § 2 entre dans le vif du su3et. A={\ ,v=_: sera un systéme dénombrable
de nombres réels de signe quelconque, rangés par ordre de grandeurs croissantes
(A >opourv>o0, )\ <opourv<<o, éventuellement A, =o0). Nous étudierons
Y'approximation des fonctions continues F(Y) sur un intervalle fini (— A, +A)

par des « polyndmes trlgonometrlques » de la forme P(Y)= S a,e —Y pour
Tk

certains systémes A, I'approximation & moins d’c est possible pour loute fonction
continue F(Y), quel que soit ¢ > o; pour d’autres systémes on ne peut approcher

‘que certaines classes de fonctions continues. Pour parler en langage fonctionnel,

certains systémes de fonctions { e—m}"'Y; sont totaux(*) dans C(—A, +A)(*), d’au-
tres ne le sont pas; le méme probléme se pose naturellement dans L? (—A, +A)(%,
p réel fini 2> 1. La séparation de ces deux sortes de systémes est trés complexe; il
~suffit pour s’en apercevoir de remarquer que si A est deﬁm par X, =v/2A, le

1. ScEWARTZ [1].
2. Vair les'définitions aux préliminaires,
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systéme § e y est total dans tout L’(— A, +A), p fini > 1, mais cesse de
I'étre quand on lui retire un quelcongue de ses éléments, tandis qu'il est non total
dans C (— A, +A) puisqu’il ne permet que I'approximation des fonctions continues
périodiques (F (A) = F(—A)) mais devient total par adjonction d’une fonction
quelconque e—*Y. Le § 2 contient différents critéres de totalité et non totalité,
dont les uns sont connus, les autres nouveaux; il donne aussi des propriétés géné-
rales de ces systémes, notamment une.étude compléte du défaut d'un systéme non
total et de 'excés d'un systéme total.

Les § 3 et 4 sont relalifs aux sysiémes libres(*). { e Y }, caractérisés par un
défaut > o. Sile défaut est >- 0, le systéme est non total; si le défaut est nul, le
systéme est 4 la fois libre et total, c’est une base. Dans un cas comme dans I'autre,
une fonction F(Y) & L?(—A, +A) (oude C(—A, +A)), limite de polynémes tri-
gonomélriques formés avec les e N du systéme étudié, admet un « développement
non harmonique de Fourier » formel

F(Y) ~ Sce ™Y
qui la caractérise ; chaque coefficient c, est une forme linéaire continue de ¥ . Nous
nous sommes proposés une étude aussi générale que possible de la convergence de ce
développement.

Dans le cas du développement de Fourier ordinaire (systéme A défini par
» =v/2A) on démontre que si F(Y) & L'(—A, +A), la série Z|c,|* converge, et
que le développement en série est convergent dans L' vers F; plus généralement
si F(Y) & L*(—A, +A), 1 <p<<+ oo, le développement en série est conver'gent
dans L” vers F. Ces propriétés ne semblent pas pouvoir s’étendre au cas général.
Mais il existe également, pour la série de Fourier ordinaire, un mode de convergence
intéressant, la convergence exponentielle d’Abel : si

F(Y) ~Sce X & L*(—A, +4) 1<p<oo®

la série Y c,e A e A est convergente pour X > o, quel que soit Y; sa

" somme F(Y; X) est une fonction harmonique dans le demi-plan X > o; pour
X fixe, F(Y; X) & L?(—A, +A) et lorsque X tend vers o, F(Y; X) converge vers
F(Y) dans L?(—A, +A) (pour p fini), dans C(—A+3,A—3), 8 >0 quel-
conque (pour p = o). Nous avons généralisé la convergence exponentielle d’Abel
de la fagon suivante : '

1. Voir les définitions aux préliminaires.
2. Conformément aux notations qui seront toujours utilisées dans le texte, nous const-
dérerons pour p == w l'espace C(—A, +A) et non L*(—A, 4A).
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Si F(Y) ~Se, e g LP(— A, +A), 1K poo, lasérie Tee
est convergentevpour X > o, quel que soit Y, du moins une Jfois opérés cerlains
groupements de termes convenables, dépendant uniquement du systéme A; sa somme

7 F(Y; X) est harmonique dans le demi-plan X >o; pour X fixe, F(Y;X) & LP{—A, +A)
et lorsque X tend vers o, F(Y; X) converge vers F(Y) dans LP(—A+3, A— 3),
quel que soit 3 >o. En particulier si F(Y) g8 C(—A, +A), la fonction F(Y; X),
harmonique pour X > o, est continue sur le segment verlical X = o, |Y | <A, sur
lequel elle est égale a F(Y).

Naturellement pour une fonction donnée F(Y), la fonction F(Y; X) dépef]d du
systéme A; mais son comportemgent au voisinage de X = o pour IY]<TA, enest
indépendant, ¥'une fonction prés qui reste analytique. '

Les af)plications de cette étude A la Lhéorie des séries de Dirichlet lacunaires, sont
bien plus vastes que celles du chapitre I de ma thése. Elles sont développées au § 5.
Elles ne permettent pas d'obtenir le théoréme classique de M. Polya sur la distri-
bution des directions de croissance maxima des fonctions entiéres, ni celui de
M. V1. Bernstein sur la distribution des points singuliers d’une série de Dirichlet
sur sa droite d’hoiomo;phie, sous la forme exacte indiquée par ces auteurs; mais
elles donnent des propositions voisines et d’une bien plus grande généralité. Dans
le but d’obtenir exactement les théordmes de MM. Polya et VL. Bernstein, nous
avons étudié au § 6 des sommes d’exponentielles ¢ ™% non plus sur un segment
imaginaire X =o, |Y| < A, mais sur un ensemble compact convexe quelconque
du plan complexe; on peut ainsi édifier une théorie générale, qui semble contenir '
comme cas particuliers la plupart des théorémes énoncés jusqu’ici sur des questions
de ce genre. Nous sommes passés trés rapidement sur les démonstrations du § 3,
parce qu’elles sont trés simples; d’autre part le § 6 est plus une esquisse quune
théorie complate. Ainsi les applications & la théorie des fonctions analytiques ne
sont pas données, dans ce mémoire, avec tous les détails que I'on pourrait souhaiter;
c'est le souci d’abréger qui nous a conduit & tout énoncer sous une forme aussi
concise que possible. Mais nous avons terminé le mémoire par une note (§ 7) donnant
un point de vue historique sur les applications 4 la théorie des fonctions analytiques,
et permettant de mesurer la portée des théorémes énoncés aux § 13 et 14 de ma
thése et aux § 5 et 6 de ce mémoire.

Comme je lai déja fait dans Vintroduction de ma thése, et pour les mémes
raisons, je m’excuse & 'avance des lacunes ou des erreurs bibliographiques, consé-
quences d’'une documentation rendue difficile par les circonstances.

Je tiens 4 exprimer loute ma reconnaissance & M. Buhl, qui s’est occupé de
Iinsertion de mon Mémoire dans les présentes Annales. '

Fac. des Sc., VI, 1942. 15
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—>
Dans un espace vectoriel topologique &. un systéme de vecleurs | e, | est dit

total s’il engendre un espace vectoriel dense dans §&; il est dit libre si aucun

des vecteurs n’est adhérent au sous-espace vecloriel engendré par les autres; un

systéme A la fois libre et total est une base. Si | e, | est un systéme libre, tout
—

vecteur « adhérent au sous-espace vectoriel qu’il engendre admet un développement

— —
formel bien déterminé x ~ Sux.e,; chaque composante x., est une forme linéaire

. e
continue-de x.
-

Si & est un espace vectoriel normé, les formes linéaires continues sur § consti-
tuent un espace vectoriel normé §', appelé dual de &.

(a, b) étant un intervalle, fini ou infini de la droite réelle, on appelle L? (a, b),
p réel > 1, Pespace vectoriel des fonctions f(x) de puissance p-iéme sommable
sur (a, b), par rapport i la mesure de Lebesgue (2 fonections sont considérées
comme identiques si elles sont presque partout égales); cet espace est en outre

1, = ([ﬂm);m)”“.

Le dual de L?(a, b) est isomorphe a L¢'(a, b), p'=p/(p—1) ou ;)-+}%= I,

normé par

sauf toutefois pour p = oo.
On appelle C(a, b) I'espace vectoriel des fonctions f(x) continues sur l'inter-
valle compact [a, b], avec la norme ||f||c== Max | f(x)].
aLzlb

On appelle V [a, b] I'espace vectoriel des distributions bornées de masses sur
[a, b]; chaque distribution est définie par une fonction @ (x) & variation bornée

b
sur [a, b] et espace est normé par || P ||v :-'-f [d® ()] .
Le dual de C(a, b) est isomorphe a V]a, b].

Si f{x) 8 L'(—eo, + o), on peut définir sa transformée de Fourier par l'inté-

grale ‘
i +eo —ainzy
g(y):/ € Sf(x)dx.
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L’égalité de Parseval
g @) Lt —c0, +00) == || f () ||L3(—c0, 4 0)

montre que la transformation de Fourier est une transformation linéaire continue
de L'(— oo, 4 o) dans lui-méme; c’est méme un isomorphisme de cet espace sur
lui-méme et I’on a la formule de réciprocité

+ o0 .
f@y= " ey ay.

Si f(x) 8 L*(— o0, +00), 1< p K 3, on peut encore définir, de la méme
maniére, une transformée de Fourier, et I'inégalité de Parseval-Riesz

NI o, ooy S @ P (o, yoorr P =P/(P—1)

montre que la transformation de Fourier est une transformation linéaire continue
de L? dans Lr'.
Si ®(x) 8 V]— oo, 4 oo[, on peut définir sa transformée de Fourier-Stielijes

4o
g(y) = f e AP (x).




§ 1. — Fonctions entiéres de type exponentiel.

Tandis que ma thése avait trait a I'étude de fonctions e—2=X sur la demi-droite
(0, + o), ce Mémoire a trait a I'étude de fonctions e—2=Y sur un intervalle fini ,
(A, B); on peut toujours par un changement de variables, se ramener & un segment
(—A, +A) symétrique par rapport i o. :

Il s’agit en somme des mémes fonctions complexes e—+%, étudiées, dans ma
thése, lorsque Z parcourt le demi-axe réel > o, ici lorsque Z parcourt le segment
purement imaginaire (— Ai, 4 AiQ).

Les fonctions auxiliaires utilisées dans ma thése étaient des transformées de
Laplace, pour p fini :

(1.a) J(X):/ e X5 (X)dX, ¢(X) 8 L¥(0, + ), p'=p/lp—1)
et de Laplace-Stieltjes pour p = oo
(1.b) I =_f T e a0, ©0) & Vio. +of.

Dans ce Mémoire, les fonctions auxiliaires seront des transformées de Fourier
de fonctions définies sur I'intervalle borné (— A, + A); pour p fini

+A
(1.c) J(‘A)::/ e—2=Y o (Y)dY, ¢(Y) &8 L"(—A, +A)°
—A .
et pour p = oo, des transformées de Fourier-Stieltjes
+A ,
(r.d) JO) :/ e Y dd(Y), DY) & V[—A, +4].
—A

Dans ce paragraphe nous donnerons les principales propriétés de ces fonctions
J(), qui font partie de la catégorie des fonctions entiéres de type exponentiel.

TuiorkME 1.

Ona J()) & LI(— oo, + o0) et il existe une constante K(A) dépendant qmclusi—

vement de A, el telle que

(1.e) Ty 4oy < KA T3DI7 4 O

4

1. Pour p fini seulement; pour p = o, on doit remplacer ||9(Y)|| ?" par [ DY) v,
Une fois pour toutes nous cesserons de faire la distinction entre p fini et p infini; il
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© pourvu que q vérifie’
g>p si p>a,
q >3 si p<a.

Ce théoréme est une conséquence immeédiate de 'inégalité de Parseval-Riesz.
Pour p > 2, quel que soit ¢' < p' < 3, ona o(Y) 8 LY(—A, +A) et daprés
Holder

G e vy ya) < KWWy o
I'inégalité de Parseval-Riesz s’écrit
||J()‘)“Lq(—w,+m) <l :P(>Y)“Lq'(fA,+A)'
-ce qui donne bien l'inégalité (1.e).
Pour p'< 2, l'inégalité de Holder reste valable; mais celle de Parseval-Riesz ne
Yest que pour ¢' < 2, soit ¢ > 2.

Mais J()) posséde bien d’aulres propriétés. Avant tout elle peut se définir pour A
-complexe, A = s+ it, par la formule :

(1.g) C etin = f ey e () aY

qui montre que J(}) est une fonction analytique entiére.
* ~ Pour = fixe, J(¢ + it) apparait comme la transformée de Fourier de
- e~Yo(Y) g L”(—A, +A).
Compte tenu de l'inégalité

-([h) “ ezan ?(Y)IILP'(-—A,+A) < esmA x| ” q)(Y)I'va(__A’+A)

-on peut étendre le théoréme I comme suit :

Tagorkme II.

Pour =~ fixe, J(o‘ +i7) g Li(—eo, 4 o0) (') et il existe une constante K(A)
dépendant exclusivement de A telle que

D I, < K@ e o) r_,

est entendu que pour p = o, on doit remplacer L?(—A, +A) par C(—A, +A);
9(Y)dY, p(Y)HLP(—A, +A) par dd(Y), ®(Y)EV[—A, +AJ; et |[g(Y)[l,» par [|&(Y)v.

- 11 n’y a qu’'une différence’d’écritures, rien & part cela n’est changé aux résultats ni aux
-démonstrations.

1. Puisque pous spécifions que < est fixe, nous considérons J(s + it) comme fonction
de ¢, variant de — o, 4 oo ; on pourrait remplacer

HIGEHIDNR o toy PAT T ity
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pourvu que q vérifie
qgz>p  sipzzo,
q > 2 si p <.

En particulier si I'on fait ¢ = <o on trouve

(e + 9] < K@) A ([ (Wlr , .

ou
(1.3) |36 +ix)| < KewAli

K dépendant de la fonction J(3).
Cette inégalité entraine

([~j,) ]J(G+l7)l < Ken.—.A‘v%—iﬂ

ce que l'on exprime en disant que J(4) est au plus du type exponentiel moyen 2wA,
tandis qu’on dit d’une fonction entiére quelconque G (%) qu’elle est au plus du type
exponentiel 27 A si elle vérifie I'inégalité moins restrictive

log | J (s +i7)|

.k lim. sup ——————— < azA.
(%) |:+i:1—»£ |e4it) N

el

Nous appellerons EZ le sous-espace vecloriel de LY (— oo, + o0) formé des fonc-
tions andlyliques entiéres de cet espace, qui sont au plus du type exponentiel 2= A.
Les propriétés de cet espace vectoriel Ei ont été éludiées par divers anteurs; nous

allons en énoncer les principales, sans démonstration (*).

Tutortme I11.

Si G(n) &8 E’; alors pour toute valeur de =, G(s+4i7) & L'(— o0, +00)(*) et

lon a les inégalilés

(1.1) el [ G (o) v LG+ ir)[]Lp(_w’+w)<eﬂff\5fl Il G(c)“L-p(_wym).

(—o0, +00)

1. Je n’ai pas pu trouver d’étude compléte de ces espaces, a laquelle je puisse renvoyer
pour les démonstrations des propesitions ici énoncées. On trouvera des études partielles
dans : TitcamarsH [1], ch. v; Zyemusp [1], p. 160-162; S. BERNSTEIN [1], p. 97-108; PaLEY-
WiEeNER [1], ch. v; N. LEvinson {1}, ch. mret v; Haroy [1]. '

2. Voir note (*) de la page 8; on pourrait remplacer

HGGE+ D2 ooy PAT NGO P o)
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Tuatorime IV,

Si q > p, toute fonction G(3) appartenant a Ei appartient aussi d 'EZ, et il

existe une constante K(A) dépendant exclusivement de A, telle que
(1.m) NGO s < KA NGO o

el par suile, pour toute valeur de = :

< K@) e [ G (o) ]

L (o0, 40

(1.u) HG(+it)] LP (= c0, 400)"

L’inégalité (1.n) pour g = o montre que toute fonction G(}) 8 E’; est bornée
dans toute bande horizontale, et qu’elle au plus du Lype exponentiel moyen awA.

D’autre part si des fonctions G; (L) appartenant & Ei convergent vers une
fonction limite G(3.) dans LP(— oo, 4 o), elles convergent uniformément dans
toute bande horizontale, et G()) est aussi une fonction entiére de type exponentiel
< 27A; cela prouve que Ei est un sous-espace vectoriel fermé, donc complet de
L?(— o0, + o). )

i.a formule (1.c) définit, compte tenu de l'inégalité (1.e), une transformation
linéaire continue de L”(— A, + A) dans EZ, g>psip>a, g2 'si p<X 2.
En particulier pour p > 2, elle définit une transformation linéaire continue de
L”(— A, +A) dans EPA. Pour p = 2, on démontre que cette transformation est

un isomorphisme(*); autrement dit si G(3) & EZ, sa transformée de Fourier
. +e0
(1.9) o(Y) = f eHmY G(0) .

est nulle en dehors de 'intervalle (— A, + A).
Au contraire pour p > 2, la transformation n’est pas un isomorphisme,
puisqu’une fonction quelconque G()\) g Ei n’a pas de transformée de Fourier
Pour p < 2, la formule (1.0) définit une transformation linéaire continue(*) de
Ei dans L”(— A, +A); mais sauf pour p = 2, ce n’est pas un isomorphisme, car
une fonction guelconque o(Y) & L”(— A, 4+ A) a bien une transformée de Fourier
G (), mais on sait seulement que G (%) 8 EK, q> 2. '

1. PALEY-WIENER [1]. p. 12.



120 L. SCHWARTZ.

Pour toute fonction entiére F().) de type exponentiel (*), on définit une fonction:
h(s) par

r—> oo !

(1.p) h(s) = lim. SUPM.

Le courbe d’équation polaire r = h(s) est appelée indicatrice de F(i).

Soit () I'ensemble des points (x, y) du plan qui vérifient x cos ¢ +y sin e —h(s) K o
pour tout s; on démontre que (JH) esl un compact convexe, appelé diagramme
indicateur de F(3).

h(s) peut s'obtenir & partir de cetfsemble (i) comme suit : pour tout .,

(r.q) h(s) = Max (occos:A~ysm 3):
(x,y) 8 Hh

" 1a courbe indicatrice est la podaire de la courbe fermée qui limite le diagramme
indicateur. On démontre que (i) est le compact convexe le plus général; autrement
dit la podaire de la courbe fermée limitant un compact convexe quelconque, est
I'indicatrice d’une fonction entiére de Lype exponentiel.

De ces propriétés on déduit d’'une part la conlinuité de h(»), d’autre part
Pinégalité

(r.v) h(9)+h(z+=) > 0. .
Enfin on démontre que

ig
(1.8) Max A (3) == lim. sup M.
o Kooy r —3 00 r
ERS A SN

En particulier, le maximum de h(s), toujours > o, définit exactement le type

i
exponentiel de F'(3), lim. sup Wlog | F(re®)| .
r=> oo r <
oo

Appliquons ces résultats a une fonction G(3) g Ei. Comme G(3) est bornée
sur l'axe réel, h(o) < o, h(x) < o, ce qui, d’aprés (1.r) entraine h(o) = h(x) == o.
Le diagramme indicateur est un segment vertical (— 2ix B, +2ixC), B et C étant
compris entre — A et +A, B4+ C > o. Faisons une hypothése supplémentaire
G()) est symétrique par rapport & l'axe réel (autrement dit, pour ) réel, G()) est
réel; pour.deux valeurs imaginaires conjuguées de %, G(i) prend deux valeurs
imaginaires conjuguées, G()) = G (%)). Le diagramme indicateur est alors un

1. PuragMEN LinpELOF [1); PoLva {1, ch. 1; Doetscr [1], p. 73-87.
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segment symétrique (— 2ixB, + zin), o < B < A(), etl'indicatrice a pour
équation polaire '

(r.t) r=o2nB |sine].

La fonction est alors du type exponentiel fnoyen a=B, et l'inégalité

io
(1.u) ' lim. suplﬂg—}—g(r—eﬂznnl} | sin o |
Py . r .
peut étre préciéée, grice 4 (1.n) (¢ = o) par

(r.0) | G(re')| K exBisinsir

K dépendant exclusivement de G.

\

Une fonction F(}) entiére, de type exponentiel, & zéros réels et paire, de la forme
. - N ’/ )\S—
(1.v) Frn =11 \1 —--;7>, a,. réels > o,
posséde des propriétés classiques que nous nous contenterons d’énumérer (*) :

- a) lim. sup v/a, est fini;
v 00 :

b) les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) lim v/«, =D fini;

(1. w) (2) /+w log |F(x)| x7"dx = —="D;
@) | lim E’il_l;(_’_".'ﬂ=m|sin¢|.

r —>» oo

Dans la derniére égalité, ¢ est supposé fixe, non multiple entier de =. Si I'égalité
a lieu p()ur une seule valeur de ¢, elle a lieu pour toutes les valéurs de ¢ non
" multiples entiers de =, et uniformément dans tout angle ¢ o | L n—c¢.

Chacune de ces trois propriétés entraine la suivante : F()) est du type expo-
nentiel =D. ’

' Hoo +
¢) I suffit que 'intégrale / log | F(x)| «™dx ait un sens pour que l'inté-

1. On montre aisément que B > o sauf si G(A) est constante; car si la fonction est
du type exponentiel nul, d’aprés (1.n) elle est bornée dans tout le plan, donc constante.
2. PALEY-W(ENER [1], ch. v; V1. BERNSTEIN [1], p. 267-293 ; N. Levinson [1], ch. mr.

Fac. des Sc., VI, 1942. 16
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122 L. SCHWARTZ.
grale (1.w; 2) ait un sens aussi('). Cest en particulier ce qui se produit toujours
si F(O) Ei puisque | F(x)| est alors bornée.

Autrement dit, toute fonction F (), de la forme (1.v) et appartenant a E’:,
vérifie, si elle est de type exponentiel 2=B, o <~ B <A

(1) lim — = 1B,

= o0 Xy
. +oo
(1. w) (2) f log |F(x)| ™ dx = — 2=°B,
1 T (ot
(3) lim w:an]sinql;
r—> o0

la derniére égalité ayant lieu dans les mémes conditions que (1.w; 3); remarquons
qu’elle constitue une amélioration considérable de (1.u). '

Toujours pour ces mémes fonctions F(3), de la forme (1.v), il existe un
théoréme du minimum de Hadamard (*) :

On peut trouver une suite de rayons r,, r,, ..., r,, ... lendant vers + oo, cha-

2
cune des couronnes r, r-< r,,, conlenantau moins un zérode F (1), et un nombre
Jixze q, tels que, dans la suile des couronnes d'épaisseur 2q

r,—q < r < rn+qY
on ait, quel que soit < > o, pour r assez grand
(1.%) | F(re®) | > e ).

Si de plus (1.w; 3) est réalisée, on en déduit par combinaison, que'l'on a,
quelque petit que soit ¢ = o, et pour r assez grand, dans les couronnes indiquées

(1.x) | F(re)| > et-Disinsl—or,

Nous allons montrer que certaines de ces propriétés des fonctions entiéres F(})
de la forme (1.v), s’étendent aux fonctions G(}) g E’;.

1. PALEY-WIENER (1], p. 69-70.
2. V1. BERNSTEIN [1]. p. 280, ne démontre le théoréme que si lim _ existe. Dans le
y—p-c0 &
cas général, on pose z* = Z, et on est ramené & une propriété des fonctions entieres
d’ordre 1/2; le théoréme de Hadamard a été alors précisé par M. VaLiron [1]. Dans le cas
ou lim - existe, I'existence de lintégrale (1.w; 2) montre que linégalité (1.x) est
u—ypco Xy
vérifiée sauf sur un ensemble de valeurs de r de largeur logarithmique finic.
3. Voir nole 30 de ma thése.
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TFutortme V.

St GQ) .8 Ei est de type exponentiel 2=B, o <B < A el vérifie G(») = GO);
si «, sont les zéros de G()) situés dans le demi-plan ¢ > o, rangés par ordre de
modules croissanls, et o', les zéros de G () situés dans le demi-plan ¢ < o, rangés
par ordre de modules croissants,

lim ——V,———__ lm ——l—'—QB.
v—roe | @] oo | 2]

» L’existence et I'égalité des deux limites est une conséquence immédiate du
théoréme XVII de N. Levinson [1].

Le fait que la valeur commune soit égale & 2B, résulte de ce qui sera démontré

dans le théorédme suivant : si les «, sont les zéros de G(}) rangés par ordre de

=4B.

modules croissants, - lim
) e ol I‘Zv

Tatoreme VI(').

Si GO) 8 Eﬁ est de type exponentiel a=B et vérifie G(k) = G(A) on a, pour
presque loutes les valeurs de- ¢ :

(r.y) lim

r—»c0

o ot F
_IBE_L(}"_(Z_)_I_ZQKBlsin?I

amélioration considérable de (1.u).

Nous poserons, pour démontrer ce théoréme, H(2)=G(3) G(— 1). H(}) est une

2

fonction entisre paire du type éxponentiel, donc de la forme H(}) = Cx*I1 < 1— A >,
. ; o

v

les «, sont des nombres complexes que nous supposerons rangés par ordre de
modules croissants. ‘
Comme G()) et G(— ) sont bornées sur 'axe réel, H(}) 'est aussi, et par suile

. A . )
aussi K(\) = H(l—-—-—l—,—i—) Mais cette derniére fonction étant i zéros réels et
a"
paire, on a d’aprés (1.w'; 1), lim l—v—l = D. K(%) est alors du type exponentiel nD;
y—>~00

mais comme [H(})| <|C| l)\l“H ) est au plus du type exponentiel =D .

. Nous croyons ce théoréme nouveau; c’est pourquoi nous avons cru nécessaire de le
demontrer, alors qu’il n’est ici qu un moyen pour démontrer le théoréme fondamental
du § 3.
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Montrons que si G (%) est du type exponentiel 2B, H(}) est du type exponene
tiel 4=B. Tout d’abord de (1.u) on déduit immédiatement

H(re® '
(1.2) lim. sup—lg‘g—l-—r—(zf—)—lglmﬁlsin 9]

r—» oo

ce qui prouve que H(}) est au plus du type exponentiel 4=B. Mais il existe une

1 iy)
infinité de valeurs réelles y, tendant vers + oo, pour lesquelles ——OL;;(Q'—)—L tend

vers anB; d’aprés la symétrie de G(}) par rapport i 'axe réel, pour ces mémes

valeurs de v, }P-g—l—G—g,—_l—y)' tend vers 27B, de sorte que l'on a
I H(
lim. sup 281l | H(iy) = 4=B,
Yoo [yl

ce qui démontre bien notre affirmation.
On en déduit D 2> 4B et I'inégalité (1.z) peut étre remplacée par une égalité.
Nous séparerons les zéros «, de H(X) en deux catégories : ceux 8, qui vérifient

|Arg B, < b ou | —Arg 8| < ¢
et ceux y, qui ne vérifient aucune de ces inégalités; et nous poserons

HO)=B() T

avec
B(‘A):Il(x——;‘%>; o
I‘(k):CX“H(I——?{%).

Etudions d’abord la fonction entiére I'(}).
La fonction e+4=B»H(}) est bornée, & cause de (1.u’), dans le demi-plan 0 < ¢ X 7}
donc ceux des zéros de H()) qui sont dans ce demi-plan satisfont a la condition de

. . : e 1
Blaschke (') ; celle-ci, restreinte aux zéros v,, s’écrit 2 ]——T <+ eo. Alors
u{{,
v . . v o ,
lim — = D entraine lim -—— = D. Presque tous les zéros «, sont donc
v—m-00 I‘lv{ v —» 00 l.Bvl

répartis au voisinage angulaire immédiat de I'axe réel.

sin o,

1. Voir nole 27 de ma these. La condition de Blaschke s’écrit ici Y, Tl

<+ oo, ou
les ¢. sont les arguments des «..
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La fonction I'(3) est donc de ge‘nre o. Elle vérifie pour r assez grand,
1T (re®y | < €7, quel que pelit que soit ¢ > o. Elle vérifie aussi pour r assez
grand, |[(re'®)| > e, sauf dans une suite de disques entourant ses zéros ., et
‘vus de l'origine sous des angles dont la somme est finie(*); seules parmi les demi-
droites issues de l’origitie, peuvent rencontrer une infinité de ces disques, les’
.demi-droites d’un ensemble exceplionnel de mesure angulaire nulle.

On a donc, pour presque toutes les valeurs de ¢ :

. - . NV peit)y |
(1.A) lim E’_g_llr(f;ﬂzo.

r—y- oo

Etudions maintenant la fonction entiére B(}).
Nous Pétidierons pour un argument ¢ que nous supposerons compris entre

T
et 5 $.

On ne peut quaugmenter |B(3)| en modifiant les arguments des 3,, de facon
4 les rejeter tous sur la demi-drvoite,d'argument —4¢.

On peut alors évaluer log |B(re”)| par la formule (1.w; 3), puisque nous évons_

.affaire & une fonction dont les zéros sont disposés, symétriquement par rapport & o, -
sur une droite issue de 1’origine : on a ainsi

i
lim. sup l?_g_l%g_’l)_i_ L oD |sin(p + )]

r—y» o

De mé&me on ne peut que diminuer |B(»)| en modifiant les arguments des §, de
facon A les rejeter tous sur la demi-droite d’argument +¢. On a ainsi
log | B(re” '
lim. inf-f’.g—'—-r(—”’—)—' > =D |sine — )]

P o

On en déduit, pour presque toules les valeurs de 3 de l'angle 4 < ¢ < I ¥
2

log i
lim. supo—"l—%(re;)i— L =D |sin(p + V)|,

P—%» o0

P it . .
li:n_.'i:lflgﬂl;ﬂf—)—l > =D |sin(s—1)].

Mais comme  peut 8tre pris aussi faible qu'on le désire, et que le quadrant

1. C’est une forme du théoréme du minimum de Hadamard, pour le genre o.
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i1 . . .
(o, ;—) ne joue aucun role particulier, on a finalement, pour presque toutes les

valeurs de « :

1pi¥
(1.B) ‘ lim .M}(_'ill

r—»oco

= =D |sin 9].

Mais d’aprés ce que nous avoms vu, I'inégalité (1.2) est une égalité, de sorte
que nécessairement D = 4B, et on a pour presque toutes les valeurs de ¢ :

(1.C) lim

7= 60

log |H(re®
Log M _ 4B fsin o).
=
Revenons enfin a la définition de H(}) : H(re') = G(re*) . G(re's"™). Donc,
pour presque tous les 4
lim. inf
r—» oo

l G i ig i(p4)
&r(r_e_.)l = lim lo__g_llil(re )| —lim. sup }Oil—G(—r:f——”- = axB |sin o],

r— o0 r—» oo 7

ce qui démontre le théoréme.

TukorkEmMe VII(Y).

St G(\) g E’;, est du type exponentiel a=B el vérifie G(r) = G(}); on peut

“trouver une suite de rayons.r,,r,, ...,r,, ..., téendant vers + oo, chaque couronne
r, < r<r,., contenant au moins un zéro de G(}), et un nombre q assez faible,
pour que dans la suite de couronnes d'épaisseur fixe aq : r,— q<r< r,+q, on ail,

quel que soit <« > o, pour r assez grand :

|G(reis)| > e—r, '
(1.D) et méme  |G(rei)| > eGrBlsing|—r,

La démonstration de ce théoréme est simple, si I'on utilise les notations du
précédent théoréme.

La fonction ['(%) est de genre o; donc sauf sur une infinité d’intervalles en r,
dont chacun contient au moins le module d’un ), et dont la largeur logarithmique
totale est finie, on a : |D(re')| > ™.

Quant & la fonction B(}), elle vérifie, sauf sur une infinité d’intervalles en r

dont chacun contient au moins le module d’'un 8,, et dont la largeur logarithmique
k19

totale est finie : |B(re'¥)| > eli=Blsinz—)—nlr dans I'angle ¢ < o < S en vertu de

(1.x'); et dans T'angle o < ¢ Y : |B(re®)| > ™.

1. Voir note 1, p. 123.
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Mais ) est aussi faible qu'on le désire. On a donc, pour o < ¢ < %, et sauf

pour les valeurs de r exceptionnelles d’'un ensemble de largeur logarithmique finie :

lH(re"?)} > el4=Blsing|—e)r

Compfe tenu de
[ Gere)| = [H(re™)]| /| G(re'®™)|
et de (1.u') on a bien

| G(reir)| > eta=Blsinzl—o)r

-dans les conditions indiquées; et quel que soit ¢, car le quadrant. (o, "}) ne joue

aucun role spécial (*).

1. Les théorémes V, VI, VII, restent vrais dans des conditions bien moins restrictives.

Ainsi la condition G(}) & E‘; peut 8tre remplacée par la triple condition :

. oo+
»lim.supl—(M<+w; lim.supgg-llg—@ﬂ<o; / .lf’.;g_l.(.;..(.a.c.)_'dx <4 o0,

r—> o0 Z—>eo x| 0 1+t
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§ 2. — Systémes de vecteurs {e {-

Dans ce paragraphe nous étudierons la totalité et la liberté d'un systéme de

—> i : e
vecteurs {e,| = {e” "] dans L’(—A, +A) ou C(—A, +A)(); A= {3 =¥
est un systéme de nombres réels, lim A, == = oo, que nous supposerons rangés par

v—p-zto0
ordre de grandeurs croissantes; nous supposerons de plus i, > o pour v > o,

%, < o pour v < 0; } = o fait éventuellement partie de la suite A.

Les propriétés intéressantes de la suite A, pour la totalité du sysiéme 3—; {, ne
sont pas relatives, comme dans ma thése, a4 la série X 1/|A,|, mais 4 la densité
de la suite { , {. '

Avec M. Polya(*) nous appellerons densité D d'une suite A = {},{.>, de nombres.

; ; . . . LY
réels > o rangés par ordre de grandeurs croissantes, 'expression lim — =D
V=P R v

si elle existe; une suite qui posséde une densité est dite suite mesurable.
Si la suite A n’est pas mesurable, on appelle densité supérieure I'expression

lim. sup v/h., densité inférieure 'expression lim. inf v/},.
¥ —» 00 Y —>- o

On appelle d’autre part densité maxima, la borne inférieure des densités des.
suites mesurables contenant la suite A, densité minima la borne supérieure des
densités des suites mesurables contenues dans la suite A; on démontre d’ailleurs
qu’il existe une suite mesurable contenant la suite A et une suite mesurable
contenue dans la suite A et dont les demsités sont respectivement la densité maxima
et la densité minima.

Les quatre densités rangées par ordre de grandeurs croissantes sont évidemment :
densité minima, densité inférieure, densité supérieure, densité maxima (*).

THEOREME FONDAMENTAL 1.

Y }, dans L?(— A, +A), une condition néces-

saire et suffisante est la non existence d’une fonction J()) zF.0, de la forme

Pour la totalité du systéme § e

HA .
(2.2) I)= [ eimYg(Y)dY, o(Y)ELY(—A, +A)
A

P gy

1. Voir note 1, p. 116.

2. PoLva (1], ch. 1.

3. La densité supérieure et la densité maxima peuvent ne pas étre égales. Si par
exemple la suite } A, { estla réunion d’une succession de groupes de termes consécutifs,
G,,G,, ..., G,, ..., les éléments de G, étant en nombre n! et tous compris entre n! et
n!+1; la densité supérieure est 1, la densilé maxima est o ; dans cet excmple la densité
inférieure et la densité minima sont nulles, mais elles peuvent aussi ne pas étre égales.
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et vérifiant, pour:toatrv
@b Iy =o.

- Pour la liberté du systéme 5 e } dans LP(— A, + A) une condition nécessaire
et suffisante est I eamstence d'un systéme de fonctions {7, LR *"_+°° de la forme

o h0ﬁ=jg«“m”mwmn w(V) 8 L (—A, +4)

et vérifiant, pour tous k et v.

. o =0 pour k==v;
(a.d) S Lo=5 pour

=1 pour k==v

_Ce théoréme est une conséquence immédiate des théorémes I et Il du § 2 de ma
thése _ ,

‘Mais la condition pour une fonction J()) d’étre de la forme (a.a) n’est pas en
général facile & vérifier. Pour p = 2, on peut remplacer cette condition par la
- condition équivalente : J(A) & E;. Mais il n’en est plus de méme pour p 3= 2;
pour p > 2, -on peut seulement affirmer qu'une fonction de la forme (2.a) appar-
tient, nécessairement & E’;, de sorte que la non existence d’une fonction J(2) 3 0>
8 E: et vérifiant (a.b) est seulement une condition suffisante de totalité; pour
p <2, on peut seulement affirmer qu'une fonction IO 8 Ep est nécessairement
de la forme (2.a) de sorte que la non existence d’une fonction JMN o, g Ep et
vérifiant (2.b) est seulement une condition nécessaire de totalité.

‘Méme remarque pour les conditions de liberté avec les J.().

THEOREME 1I.

Si la densité maxima de la suite | ), },>, de nombre réels > o, est strictement
supérieure i aA, le systéme des e ™" et celui des e™*™"
tous les LP(—A, +4). . .

Ce théoréme a été énoncé par M. Polya(’) avec la -densité inférieure, par

MM.. Paley et Wicner(*) avec la densilé supérieure et ces auteurs ont démontré
:tlln)‘ Y ;

sont chacun total dans

seulement la totalité du systtéme réunion { ¢
du théoréme complet sount de M. N. Levinson (*).

. L’énoncé et la démonstration

x. Porra {2], prob. 108, p. 131. Pour la démonstrauon, voir SSASZ [x] p. 20.
3. PaLEY-WiENER (1], p. 84. .
3. N. Levinson [1). Th. vu, p. 13.

Fac. des Sc., VI, 1943. : 17
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Démontrons le théoréme pour le systéme | P }. Soit J()) une fonction de
la forme (2.a), 3= 0, et vérifiant (2.b). On peut toujours supposer que J()) est
symétrique par rapport  'axe réel; car on peut toujours la remplacer par 'une des
deux fonctions (qui ne sont pas toutes deux = o)

J)+IN /-+A pimy 2D +32(—Y) 0y
2 T J-a 2 ’

(2.¢) 109 ; __) _

— )‘____..._— (‘A _— f+A g—3mY ___c? (Y________.) - (P(_Y) dY

21 A 2l

Comme J(}) & E:, cette fonction vérifie toutes les conditions d’application du
théoréme V du § 1; si § . | estle systéme de ses zéros, rangés par ordre de modules
croissants, situés dans le demi-plan s > o, on a lim v/|«\[=D, et =D est ls
type exponentiel de J(2). e

Comme J(2) est au plus du type exponentiel azA, ona D < aA.

Mais D est la densité de la suite mesurable |«’,|; comme cette suite contient la
suite { ..}, D est au moins égale 4 la densité maxima delasuite {2 }; donc D> 2A,
ce qui est bien contradictoire.

Ainsi une telle fonction J()) ne peut pas exister, et le systéme est bien total.

11 est probable que 'on peut énoncer le théoréme suivant, que nous n’indiquonﬁ
que comme une hypothése, car nous ne sommes point parvenus & le démontrer :

Hyrornise III.

Si la densité maxima de la suite { % |.>o de nombres réels > o, est strictement

inférieure & aA , le systéme des { ey % n'est total dans aucun des L?(— A, +A).

Si ce théoréme était exact, il serait trés intéressant; il montrerait qu’a chaque
gystéme { Y {, correspondant & une suite { 4 % | symétrique par rapport do,
on peut faire correspondre un rayon de totalité R; le systéme est total dans tous les
L?(—A, +4), si AL R, et dans aucun des L’(—A, +A), si A>R; R ne
serait autre que la demi-densité maxima de la suite { %, }. Quant & ce qui se passera
pour A = R, le cas doit étre réservé et demande une étude plus approfondie; ainsi
pour la suite A, = v/2R, le systéme des % P )g est total dans L?(—R, +R)
pour p fini, mais cesse de P'étre si on lui retire un quelconque de ses éléments;
il n'est pas total dans G(—R, + R)(*) mais le devient par adjonction d’'un vecteur

quelconque e—2mY.

iy

1. Car tous les e R sont égaux aux deux extrémités + R et —R de lintervalle. Il est
donc nécessaire, pour rendre le systtme total, de lui adjoindre une fonction e—inY qui ne
posséde pas cette propriété. :
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Aussi dans LP(— R, + R) ce sont des considérations asymptotiques beaucoup

plus fines qui doivent intervenir.
L’hypothése III a été partiellement démontrée sous la forme des deux théorémes

suivants :

TutortmMe p’Inenam 1V.

St }'=+'° est un systéme de nombres réels, tel que lim inf (.4, — A,) >1 /2A,
v—»to00

yE==—00
le systéme { e"’m‘yi n’est total dans aucun L7 (— A, +A).
“La démonstration s’appuie sur des principes trés différents de ceux qui sont
exposés ici (*). '
THEOREME V.

8i { A }°f+°° est un systéme de nombres réels tel que % 1/|\,| <+ oo, le systéme
YEZ——0 . L?go

} R’est total dans aucan LP(— A, 4+ A) quels que soient p > 1 et A > o.

Déterminons en effet n assez grand pour T 1/|),| < ¢, et considérons la fonction
‘ PI>n

. TA .
SIHT
JMH=1 .
() Sy
. )\’

On a manifestement J,(A,) = o pour |v|> n. Sur tout I'axe réel, |J,(3)] < 1.
Drautre part il existe une constante universelle K telle que pour tout u complexe

sin nu

K|=u}
L€ .
g/} N

. Kol 2 /I g
On a donc pour A quelconque |J, (V)| e I>n e .

Si donc ¢ est choisi de fagon que ¢K <C 2A, J,()) est une fonction entiére de
type exponentiel <C 2wA. Désignons par a,, a,, ..., o, un systdme de 2n+3
zéros de J,(A) n’appartenant pas A la suite A, et posons

1.0) = A— A —a) h\— e A—q .
() I[g( N/ —a) A —a) A —a,,.,)]

J,(2) est une fraction rationnelle, dont le numérateur est de degré an+1, le
dénominateur de degié an+ 3; on a donc pour |A]—>

.01 < A/

" 5. IneHaM [1]. Voir aussi les résultats du chapitre vir de PALEY-WHeNER f1].
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Il suffit alors de poser

JO)=JMI,0.

J(2) est une fonction enti¢re de type exponentiel <C2=A, sommable sur I'axe

A
réel, et s’annulant pour tous les A, & A. Elle est de la forme f+ e—2mY o (Y) dY,
. —A

ol ¢(Y) est continue, donc & L"(— A, +A), quel que soit p>> 1; cela montre
bien la non totalité du systéme § e~ > §

On peut d'ailleurs combiner les théorémes IV et V : le systéme 5( e—'fﬂvy } n’est
pas total, si la suite {3 | estla réunion de deux suites {3\ {, {}",}, la premiére

vérifiant lim. inf (V40 — 2,) > 1/2A la deuxiéme X 1/[),| < 4 oo. Il est &
M‘—P‘
remarquer que la premiére condition implique & la fois une suffisante rarcté et une

suffisanle régularité de la suite étudiée, tandis que la deuxiéme n’implique qu’une
assez grande rareté. k ’
Comme cas particulier, I'hypothése III indiquerait que si la densité de la suite

g iy }.,;o est nulle, cest-d-dire si lim — = o, le systéme symétrique { PN %

——

n’est total dans aucun LP(—A, 4+ A), quels que soient p > 1 et A > o; les
théorémes IV et V indiguent seulement qu’il en est ainsi lorsque la suite { ho § est la
réunion de deux suites | ', |, {3, |, la premiére vérifiant im (X', —%)=+ oo,
la deuxiéme = 1/[4,| <4 oo, Hoes

Dans un autre ordre d’idées, MM. Paley, Wiener, Levinson, ont étudié le cas de
suites g Ay % se raj prochant de la suite %, = v/2A, qui est la plus importante et la
mieux connue, puisqu'elle correspond aux fonctions périodiques fondamentales

iy v =400
3 e A §\,=_m. En partant d’hypothéses de la forme :

[ % —v/2A| < C[2A, pour tout v,

ces auleurs arrivent A la conclusion que si le systéme ge——:va % est total, il est
d’exces fini, c'est-a-dire cesse d’étre total qﬁand on lui supprime un nombre fini
d’éléments; que s'il n’est pas total, il est de défaut fini, c’est-a-dire devient total par
adjonction d’un nombre fini de vecteurs de la forme e—mY, L’excés ou le défaut
sont d’ailleurs indépendants des vecteurs que i’on supprime ou que 'on adjoint;
on peut les majorer. quel que soit le systéme, en fonction de la constante C. En
particulier si G esTinféiieure & une quantité G, convenablement choisie (en fonction
de p supposé fini), le systeme des { ¢ )5 n’a ni défaut ni exces, c’est une base;
M. Levinson a délerminé la valeur exacle de la constante limite C,(*).

1. Pour ces questions, voir PALEY-WIENER [1], P. 94; N. LEVINSON [1], p. 48.
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Il serait intéressant.de former d’autres systémes { gy } qui soient des bases
: . o _imy ve=oo
" et ne soient pas directement liés au systéme fondamental des 3 e A §v=—-eo(‘)-

Maintenant que nous avons suffisamment montré la difficulté de la question
et la quasi impossibilité de la résoudre complétement, nous nous poserons des
problémes généraux, du type suivant : quélles proprletes possédent le systéme de

—aird Y }

vecteurs § e lorsqu il'est total ou lorsqu’il n est pas total?

TakorkME VI.
Lorsque le systéme de vecteurs { e Y ; est non total dans L°(—A, 4+ A), il est
libre ; lorsque le systéme de vecleurs est tolal, ou bien il est libre, et c'est une base, ou
bien chaque vecteur-est dépendant des autres.

Ce théoréme montre que parmi les éventualités possibles pour un systéme de
vécteurs quelconques dans un espace topologique, il y en a deux catégories qui sont
-impossibles pour un systéme de vecteurs { ¢ Y ; dans L°(— A, 4 A) : la caté-
gorie des systémes tqtaux dont certains vecteurs sont dépendants, d’autres indépen-
dants; et la catégorie des systémes non totaux et non libres.
~ Démontrons d’abord la premiére partie du théoréme. Si le systéme est non total,
il existe une fonction J(2) = 0, qui est de la forme (2.a) et vérifie (2.b). Posons

)

-(ﬂ.f). . ) . Jk()\):'..-(-l—:)‘k—)j;?)—\k—)(’)

Le systdme de fonctions J, ) vérifie (2.d). Mais J(0) 8 L®(— o0, + o), et
comme 1/(h— ),), en dehors d’un intervalle assez grand, a toutes ses puissances
- > 1 sommables, J,(}) & Ef, quel que soit ¢ > 1; on peut donc écrire

-

% ‘FA ‘ .
Jk()‘) —_— / - e—am\Y :Pk(Y)de’
—A

9.(Y) 8 LY, ¢ fini quelconque; on peut donc prendre ¢'=p’, si p'F= o, de

~ 1. Rappelons que ce systeme n’est une base que pour p ﬁm pour p == oo, il est de
(défaut 1. .

3. 8i A, est une racine sxmple de J(3). Si lk est une racine multiple d'ordre «, ll
faudrait considérer une fonction de la forme A—(-)—J—(—;—)T, la démonstration serait encore
plus simple.
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sorte que le systéme g .0 } vérifie (a.c) et le théoréme est démdntré(‘). De plus
le systtme des ¢,(Y) g L” est un systéme biorthogonal normal associé au systéme
de vecteurs. Dans le cas pP=o0, p=1,10) gL (—o, +), et 1/{(h—1%,), en
dehors d’un intervalle assez grand est de carre sommable, de sorte que J,(}) g E
et les J,(}) sont encore de la forme (3.c), avec des ¢,(Y) continues(*), c. q. f. d.

La deuxiéme partie du théoréme est une conséquence immédiate de la premiére;

—
pour la prouwer, il suffit de montrer que si un des vecteurs, e,, est indépendant

-
des autres, tout autre vecteur ek du systéme est aussi indépendant. Mais si e, est

indépendant des ¢., v==h, le systéme des e,, v 5= h n’est pas total et engendre un
sous-espace vectoriel dont adhérence est un hyperplan fermé V,; un systéme

o ﬂiﬂ)\v Y }

—
non total de vecteurs { é étant toujours libre, le vecteur e, est dans V,

—-
indépendant du systéme des e,, v==k, v=h, il est donc aussi dans I'espace entier

indépendant du systéme des_z, v k.
* Dans le cas ou le systéme des { e Y f est libre parce que non total, nous en
avons donné plus haut un systéme biorthogonal normal associé.

Lorsque le systéme de vecteurs est une base, il posséde un seul systéme biortho-
gonal normal associé; nous allons le déterminer. Si I’on retire au systéme le vecteur
e—2=.Y ] reste un systéme non total; donc il existe J, (1) 55 o, dela forme (2.a) et
vérifiant J,(\) =o, pour A g A, i ==12,. On voit aisément que cette fonction
J,()) napasd autres zeros que les ),; car si elle s’annulait en outre pour A = a,

la fonction J()\) = )\ 4 J, (%) s’annulerait pour tous les A, et serait transformée

de Fourier d’une fonction ¢(Y) g L”(—A, +A). Eneffet JQ) =1

’1 )
est somme de deux fonctions dont.chacune est une telle transformée de Founer,
alors le systéme { ¢ } serait non total, ce qui est contraire & 'hypothése.
11 en résulte que la fonction J,(}) est entiérement déterminée par I'égalité
supplémentaire J, (1) =+ 1 et la condition d’étre réelle pour X réel.
Si alors on pose ‘ \
’ A —) 1

(2 . g) Jk()‘) = )L — }\; ()‘k— )\‘) JI‘ ()‘k) Ja O‘)

on voit que J,(}) est la fonction qui posséde par rapport & 1, les mémes propriétés
que J, () par rapport & A,
Lesystéme bxorthogonal normal cherchéest celuides ¢, (Y)= f ™Y J () dh.

1. Par une démonstration un peu plus délicate, on montrerait méme que ¢,(Y) est une
fonction continue, quel que soit p > 1 (Voir th. Il du § 6),
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.

On pourrait donner & ces fonctions une expression plus symétrique, en intro-
duisant la fonction J(A) = (A —1,) J,(}) et en posant

I
W =500

Ce théoréme admet une intéressante généralisation :

TutoriMe VII,

Si le systéme de vecteurs { e MY % est non tolal dans L?(— A, +A), et si en

lui adjoignant n > o vecteurs distincls convenablement choisis de la famille des

{ Y }, \ réel, et qui n’appartiennent pas déja & ce systéme, on obtient une base;

alors en lui adjoignant n vecteurs distincls quelconques de celte méme famille, et qui
ne lui appartlennent pas déja, on obtient une base ; le systéme étudié est dit de défaut n.
Si le systéme de vecteurs { ¢ Y } est total, et si en lui retirant n =o convena-
blement choisis de ses vecteurs, on obtient une base; alors en {ui relirant n quelconque

de ses vecteurs on obtient une base; le systéme étudié est dit d’excés n.

La’ démonstration repose sur un lemme de la théorie générale des espaces
vectoriels, que le lecteur démontrera aisément :

LemME.

Si une base d’'un espace vectoriel topologique est constituée par la réunion d’'un
3ystéme S de vecteurs et d'un systéme s, de n vecteurs :

a) Tout systéme de vecteul s, réunion de S et d'un systéme de m<n vecteurs, est
non total;

b) Tout systéme libre, réunion de S et dun systéme s', de n vecteurs est total.

Démontrons alors la partie du théoréme VII relative au défaut. Nous partons

— i Y } X g A, tel que complété par un systéme s,

de n vecteurs de la famille | ¢~ *™" |

2 réel, il devienne une base.
- Alors d’aprés la partie @) du lemme, si on ajoute au systtme S un systéme

quelconque de n— 1 vecteurs, on obtient un systéme non total. Mais si on lui

~ajoute un systéme s', de n vecteurs appartenant & la famille des { _’i’”Y}, on

obtient nécessairement un systéme total : car s'il ne I'était pas, il serait libre d’aprés
le théordme VI, donc total d’aprés la partie b) du lemme, ce qui est contradictoire.
Cela prouve bien qu’en adjoignant n vecteurs de la famille, on obtient une base.

Démontrons enfin la partie du théoréme VII relative 4 I'excés. Soit S un systéme
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de vecteurs de la famille des { &Y, % réel, tel quen lui retranchant un sys-
téme s, de n vecteurs, on obtienne une base. Soit ', un sous-systéme quelconque
de n vecleurs de S, sans éléments communs avec s,. Le systéme S —s, est une
base, donc le systtme (8 —s,) —s', est tel qu'en lui adjoignant le systéme s', on
obtienne une base, il est donc de défaut n; alors d’aprés la partie du théoréme VII
relative au défaut, le systéme (S —s,— ') +s, = S — ', est une base.

Le théoréme est ainsi démontré lorsque s, et s', sont sans éléments communs;
lorsqu’il n’en est pas ainsi, on passera par I'intermédiaire d'un systéme auxiliaire
8", sans éléments communs ni avec 'un ni avec l'autre.

Désormais nous dirons d’un systéme de néfaut n qu'il est d’excés —n.

TntorkEme VIII.
L'exces algébrique d’'un systéme de vecteurs { P ); dans L°(—A, +A) est
une fonction décroissanle de p; enlre sa valeur dans L'(— A, +A), et sa valeur
dans C(—A, +A), il y adifférence d'une unité au plus.

Pour moutrer que I'excés algébrique est une fonction décroissante de p, il suffit ‘
de montrer que si un systéme % e Y % est total dans L?(— A, +A), il l'est aussi
dans L7(—-A, +A), ¢ < p. Sile systtme est total dans L°(— A, +A), toute
fonction continue F(Y) est limite dans L*(— A, +A) de « polyndmes trigonomé-
triques » ().

(a.h) F(Y)=lim ¥ (a), e MY B A
J Bl

Mais il existe une constante K(A) dépendant exclusivement de A, telle que I'on
ait pour toute fonction G(Y) (inégalité de Holder)

(2'i) HG(Y)”L‘I(_A’_‘.\)Q K(A)”G(Y)HLP(__A7+A), q <p

"Donc la formule (2.h) est aussi valable dans L? pour g < p, et comme les
fonctions continues forment un sous-espace dense de L(— A, 4+ A) on voit que le
systéme est bien total dans L'(— A, +A).

Pour démontrer gque lorsque p varie de 1 & oo, 'excés peut décroit're d’une
unité au plus, il suffit de montrer que si un systéme S de vecteurs % P ; est
total dans L,, son défaut ne peut dépasser 1 dans C.

1. Un polynéme trigonométrique est une somme d’un nombre fini de termes de la

- —aimd Y
forme a, e .
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" Pour toute fonction sommable F(Y) on peut écrire dans L' la formule (2.h).

Intégrons :
) Y .
(a.j) A / F)di+K=1lim ¥ (b),¢ ™"+ (b,);
[ j o -
avec ‘ (b.); = (a.); (— 2imh)™

(b)), = )_“ (a); i)™ + K

a la condition expresse que le polyndme trigonométrique 2 (a.); e~ ™Y nait pas

de terme constant, autrement dit que A\, = 0 ne soit pas élément de la suite A.
La limite est, dans la formule iniégrée, une limite uniforme, une limite dans
C(— A, +A). _ '

Le deuxiéme membre de (2.j) est un polynéme trigonométrique formeé avec les

—aim\ Y %
v

mémes vecteurs { e , plus le vecteur représenté par la constante 1 (3, = 0).

. ) Y
Mais les fonctions de la forme / F(f)dt+ K, forment un sous-espace vectoriel
o

dense dans C(— A, +A); cela prouve que le systéme (S), augmenté d’'un vecteur
e—2mY () == 0) est total; il est donc lui-méme de défaut 1 au plus.

La démonstration ne semble valable que si A, = o ne fait pas partie de la suite
A; mais s’il en fait partie, on peut le supprimer et mettre & sa place un nombre
réel quelconque ) & A, il résulte du théoréme VII que cela ne change rien au
probléme.

TatorkMe 1X.

A chaque suite A on peul faire correspondre un rayon de totalité R dépendant
exclusivement de” A, tel que pour tout A <R, le systeme | e ™" L, LE A, soi
total et d'excds infini dans L?(— A, +A), p > 1 quelconque, et pour tout A >R,
le systéme soit non lotal et de défaut infini dans L*(— A, +A).

11 suffit pour démontrer ce théoréme de prouver que si le systéme est non total
dans L?(— A, 4+ A), il est de défaut infini dans L' (—B, +B), B> A. Maissi le
© systéme { e MY } est non total dans L?(— A, +A), il existe J(A\) =t o0, & E:’, et
vérifiant (2.b). Soient a«, B, y, ... N nombres réels quelconques; nous allons
montrer que le systéme des { e MY }, augmenté des vecteurs e—2ireY  e—aimg¥ |
‘est non total_dans L'(— B, + B); il suffit de former K(})zE o, E E;, vérifiant
(a.b) et K(o«) =K(8) ..: = o. Il suffit de prendre

ooy A=) B =B 0=y .
V=IO == o—n .

sin emA

avec 2A +¢ < aB; o, B, ¥/, ... sont des zéros de sin ewh, n’appartenant ni A la
suite A, ni au systéme «, B, vy, ... et en nombres N + 2.

Fac. des Sc., VI, 1942. 18
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Si Phypothése III est vraie, alors pour une suite A symétrique par rapport a o,
soit {i A %, % 2> o0, le rayon de totalité est la demi-densité maxima de la suite
vl .

En l'absence de cette hypothése on peut en tout cas affirmer que le rayon de
totalité de la suite A n’est pas modifié si on lui ajoute ou retranche une suite
{ a, %::i: vérifiant Pune ou Pautre des propriétés

im (2 —a)=+o0; ou Y q/ja] <+,

>0
1V¢0

Plus généralement :

Tuéontme X.

Si deus suites A,, A,, ont pour rayons de lotalité R, et R,, la suite réunion
A=A, + A, apour rayon de totalité R < R, +R,.

En effet le systéme § e MY §, » & A,, est non total dans

L*[—(R,+¢), +(R, +9)], e>o0;
il existe donc J, (») £ 0, & E; 4o et vérifiant
J,W=o pour W8 A,

De méme il existe J,(A) sz 0, & E; +.» el vérifiant

, J,W)=o pour h o8 A,
Alors J(A) =J,(A) J,(») est z0, & ER‘“‘:H!, et vérifie

JOW)=o0 pour hEA, cq. fd




$§3. — Etude de B/(A). Développement en série.

. s . N =00

Dans ce paragraphe et le suivant, nous supposerons la suile A = { Ay ;y=_‘w,

' . \ - — ainh Y N

choisie de telle maniére que le systéme de vecteurs gey % = { e v } soit libre

dans L?(— A, + A); nous appellerons alors Bf;(A) Padhérence de 1'espace vectoriel

qu’il engendre; si ce systéme est une base,’ Bf\(A) est 'espace entier (*).

Toute fonction F(Y) g Bi(A) admet un développement formel

(3.2) F(Y) ~ Sc e ™Y,

ot les ¢, sont les composantes de ¥ suivant le systéme libre !? HoN

L’étude de la convergence de la somme du deuxi¢éme membre sera I'objet de ce
paragraphe et du suivant.

Divers résultats ont été obtenus dans des cas particuliers par MM. Ingham,
Paley, Wiener, Levinson.

M. Ingham (*) a montré, dans le cas ou 'on a lim.inf (vt —A) > 1/2A, que
V=0

la série I |¢,|* converge pour p =2 et qu’il existe une constante K dépendant
exclusivement de A et de la suite A (%), telle que

(3.b) IFl < KEle; (el < K[F],.

Il en résulte que les propriétés du développement de F(Y) sont tout & fait analogues
a celles de son développement de Fourier ordinaire

im

——Y

szzmeA

M. Ingham démontre aussi qu'on peut d’une maniére unique prolonger F(Y)
pour Y réel quelconque, le développement (3.a) restant convergent dans L* sur un
intervalle (a, b) quelconque; de plus il existe une constante K(a, b) telle que

3.0 IE )l iy < K@ 0) IFOD Iy -

1. C'est-a-dire, rappelons-le, L?(— A, 4 A) pour p fini, C(—A, +A) pour p= co.
Voir note 1, p. 116.

2. Voir formule (3.d) de ma thése.

3. IncHAM [1].

4. Désormais, A et la suite A étant des données initiales, nous considérerons comme
" une constante absolue une quantité qui ne dépend que de A et A,
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D’autre part, MM. Paley, Wiener(*), Levinson(*), soit dans I’hypothése d’lnéham,
soit dans I'hypothése déja analysée au § 2 % —v/3A| < C/2A, ont montré que le
développement (3.a) se comporte. au point de vue convergence et sommabilité, 7
comme le développement de Fourier ordinaire

irv

FO)=Yde *
du moins dans toul intervalle fermé de ]— A, + A[. Plus précisément, la somme

. w=-+n

[ —air Y iy
\¢, e " —d, e A

v=—n

converge uniformément vers o pour n — oo dans tout compact de ]—A, +A]
quel que soit p > 1. _
Nous allons nous placer maintenant dans le cas le plus général.

Considérons la série formelle

}‘(Y; X) = Z (C-, e-—:i:).vY) g X
v >0

Y —axA Z
- L c, € v

v >0

(3.d)

avec Z=X+1iY; X >o0, Y réel quelconque.
. Nous allons montrer qu’on peut partager la suite g A, §v>o en une succession de
. groupes de termes consécutifs gi, g", ce (;,L, ... dépendant exclusivement de

‘

cette suite, et tels que

n==oo

o ‘ _
3.e) e X WG < FOX) > <CE VP, 44

CG(X, Y) restant bornée dans tout secteur angulaire (¢, K): X > ¢, | Y/(X—e) | < K(®).

N . -
Il est plus commode pour la démonstration de supposer le systéme g ev} non
total ; dans ce cas il existe une fonction J(}) = o, de la forme (2.a) et vérifiant (2.b).

1. PALEY-WIENER [1], p. 113; p. 123.
2. N. Levinson [1], p. 48. +
3. Suivant les notations adoptées au § 10 de ma these, gn< F(Y; X) > désigne la

—2rh,Z
somme Y ¢, e .

L &G,
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J(X) est une fonction entiére de type exponentiel azmA; il est égalément plus
commode pour la démonstration de supposer J()) sommable sur ’axe réel. Montrons
qu’on peut tOUJOlII‘SLdanS le cas général, se ramener 4 ce cas. particulier.

Neus supposerons pour cela les trois premiers groupes Gu» (},, (;a réduits chacun -
a un seul élément, ce que I'on peut toujours faire. (3.e) peut alors s’écrire

el e, emmoutX 4 g, o= re0umr
3.0 R + |
+enX NG < F(Y;X) > < CX, Y) |[F|».

n=§ -

B ) —
Comme c‘, ¢,, ¢, sont des formes linéaires continues de F & B‘i(A), (3.1) est
équivalent a

R=00

- + ) .
3.8) et N6, < F(V;X) > | <O NIIFlly 1o
: n=4

Supposons I’iﬁégalité générale (3.e) démontrée pour la suite A’ égale & la suite A
amputée de ses trois eléments ks Ay A,. Si on pose

G(Y)_..F(Y)— 3 oee ‘?"‘Y

v=<1,12,3

ona GgBb’ (A) et 'on aura d'apreés (3.e)

{.
R=00 ;

T . - - % —
(3h) ' e X 2 |g,,< F(Y; X)> l § C(X’ Y) IlGl'Lp(_A,+A)’

n=4

Mais, encore une fois parce que ¢,, c,, ¢, sont des formes linéaires continues

de F & B (A), il existe une constante K telle que G o n, 44y < KUF Ny 1ay
de sorte que (3.h) entraine une inégalité meilleure encore .que (3.g). Ainsi la
démonstration de (3.e) pour la suite A’ entraine cette méme inégalité pour la suite A.

. - X
Or la suite A—2A, engendre un systéme { e, {,g a—, non total, auquel correspond
. une fonction entiére J(}) 3 o, de type exponentiel < 2xA et bornée sur 'axe réel; .

I

A la suite A’ correspond R qui est sommable sur I'axe réel, c. q. f. d.

Nous supposerons donc désormais le systéme {7} non total, et la fonction J(A)
associée sommable sur I’axe réel. Nous supposerons de plus que la fonction J (A) est
symétrique par rapport & I'axe réel, J(A) = J(}), comme nous I'avons fait au théo-
réme II du § 2. Nous supposerons enfin que J (). est exactement du type expo-

nentiel axA; car si elle était du type 2=B, B << A, il suffirait de la multiplier par
{sin a (A — B)'w:l].'
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Nous calquerons ensuite la démonstration sur celle du paragraphe 10 de ma
these. Posons

' e
m ! c.,=./—‘:AF(t) e dt, o ()8 LM (—A, +A);

@ @] aw=f Temman

IO

1O = —
G| 1N =F=; T0n)

Cette derniére formule, (3.i) (3) ne doit &tre employée que si A, est zéro simple
de J(X). Mais nous pouvons toujours supposer que J(A) n’a que des racines simples;
car, les racines de J(2) étant rangées par modules croissants, on peut toujours, de
proche en proche, remplacer chaque racine multiple d’ordre k& de J()) par k racines
voisines distinctes, et cela sans modifier finalement les propriétés essentielles de J(}) :
&tre de type exponentiel 2nA, sommable sur I'axe réel; s’annuler pour les A, g A;
étre symétrique par rapport a I’axe réel. ‘

Posons ensuite formellement

+ —27A
M\ ot Y X) =Y () e,
>0

3.9
+ —azna Z
() | I Y X0= N L0y e ™,

*1>0

On a immeédiatement

+ + '
|G < F (Y3 X) > | < IFI, X G < (5 Y5 %) >,

-+
CRY) KM FI G <3G Y5 X) >l a1ay

<
KA IFI 116, <I0; Y X)> ||

L'(—c0, 4-00)

K(A) est une constante dépendant exclusivement de A (d’aprés I'inégalité de Holder).
L’inégalité (3.e) peut donc se déduire de

n=o00

+
(3.1 X 2 NG <I s Y3 X) >l 1oy S CXL Y.

n=1

Comme au § 10 de ma thése nous écrirons

—anl(Z
(3.m) G<losvin>=100 3= [ TEa—g

>
(Ju
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La courbe [‘g » comme au § 10 de ma thése, doit étre parcourue dans le sens
n B

direct, entourer les A, g Gy, et aucun autre zéro de J(4), et ne pas entourer X. La
condition pour F(:‘; de n’entourer aucun autre zéro de J(3) que les i, & (3,1 intro-
n

duirait de grandes difficultés dans la suile; nous la remplacerons par la condition
plus simple suivante en écrivant I"g au lieu de I‘(; : parmi les zéros (réels ou
n n

complexes) de J(A) entourés par I"’(; . ceux qui appartiennent a la suite A sont

’
n

ceux du groupe g’n Si nous désignons par o, les zéros de J()) entourés par I"g

la formule (3. m) doit étre remplacée par

e—3=%L

3.m’ <TI0 Y X > =10 - d:
(3.m’) G.<IY, X)) >= (/~>;';~/I:"m <

d
o

€n posant

J(0) e-amait

+ .
(//u<J(’~; Y; X)>:Zm-

. , o s . —amZ
Mais comme le développement de F ne fait intervenir que les ¢ ™", A, & A,
et non tous les e—=Z, les formules (3.k) restent exactes, avec (;’ au lieu de g;
nous pouvons donc sans inconvénient utiliser '@ au lieu de I'e , et pour sim-
n n

plifier les écritures, nous continuerons & écrire g et I', au lieu de G et I". Nous
démontrerons alors (3.1) en montrant

‘ . . e—aZ .
G emx E !J(")E/I:g Too—p %

< C(X,Y)
L'(+00,—c0)

et comme au § 10 de ma thése(*) nous pouvons supposer le groupe (;. réduit au seul
€lément ),, et démontrer la formule (3.n) en étendant la somme ¥ du premier
membre a tous les n > 3.

Une difficulté se présente du fait que dans la formule (3.n) la courbe T

doit
- n
4tre choisie variable avec i : elle ne doit pas entourer . g
Choisissons une courbe l‘g fixe, et voyons par quoi doit &tre remplacée la
formule (3.n) pour X intérieur a I‘g - On pourra prendre la méme intégrale, mais

le contour d’intégration P‘;; devra étre remplacé par I‘g +v, y étant un petit
n n

cercle entourant ) dans le sens rétrograde.

1. Formule (10.e).
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Mais a I'intérieur de y, la fonction de ¢ :- e=2=2/J({) est holomorphe, de sorte
que d’aprés la formule de Cauchy :

1 8—31:’;2

3.0) Wim ) Toe=o

d?; — e—a'.:‘AZ"

Ainsi on a le droit de choisir une courbe I‘Q indépendante de A, & condition
n

de remplacer (3. m) par

e—alZ

+ .
o<l o>s=100—— [ T
o G )>=I0T b Too—p %

G

pour X extérieur au contour I‘g ;
3.p) < : @ : .
1 e—aw
=J)— f —d e—aM
it Jre TOO=0 ot

pour % intérieur au contour I‘g .
n

On doit donc remplacer la formule (3.n) dans laquelle I‘g est variable avec A,

par la formule suivante, ou I‘g est cette fois indépendant de 2 :
n .

amX B 1 e~
2| I seen L
(3.q) ~ " ’
+exnX BV | e—amz <CKX,Y)
' > LYR,,, R',)

R,, R', étant les deux points ot la courbe I‘g rencontre ’axe réel. La deuxi¢me
n
e—37RX
anX
pour X > ¢ > o. Nous pouvons donc ne plus nous en occuper et il reste finalement

somme est bornée par eiX , et comme R, ), cette quantité est bornée

a montrer la formule (3.n) mais ou cette fois chaque courbe l‘g peut étre choisie
n
indépendamment de ).
La suite des courbes l"g sera alors choisie comme au § 10 de ma thése. D’abord
'n

les rayons R, = seront choisis de facon a vérifier le théoréme du minimum

!
n—14

de Hadamard (théoréme VII du § 1) soit r,—q < R, < r,+¢. Ce théoréme nous
; mais cette marge

n?'

donne une marge d’'indétermination 2¢g pour le choix du rayon R
est trés utile; aprés avoir vu, en effet, que les courbes 1‘(5 peuvent étre choisies.
n

indépendamment de A, nous les choisirons de nouveau légérement variables avec A,

mais pour une toute autre raison : pour que, a chaque valeur de X réel, on ait

toujours, lorsque { parcourt les F@ , |[E—X| 2> g, ce qui est possible grice a la
. an
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marge d’indétermination accordée & R, par le théoréme de Hadamard. On a alors

B DT I Ry
m)'m'—«/r:g J<c>(x-c>d‘|<' | T ‘I'

Ensuite il faut choisir J assez faible, de la méme maniére qu’au § 1o de ma thése

@3.r)

_mais tel de plus que pour Arg {=-=1{ on ait pour || assez grand, I > e—H,
quel que soit ¢ = 0; or pour presque toutes les valeurs de ¢, on a méme, d’'aprés
e théoréme VI du § 1 |J({)| > eGrAbing—9ld,

Nous choisirons également § de fagon qu'aucune courbe I‘gn ne passe par un
zéro de J(2). La démonstration se termine alors exactement comme celle du § 10 de
ma thése, avec la seule différence suivante : pour « >> o0, la série. T R, e—*Fn est
convergente non plus parce que lim R,/n=+ co mais parce que lim. inf R, /n > o.

) . R—» & n—»-c0

Ainsi I'inégalité (3.e) est démontrée.
On démontrerait une inégalité analogue avec la suite partielle des { A ;v<., mais
la fonction obtenue au premier membre serait holomorphe en Z =X +iY pour

Y
X+4c¢ <K

En admettant la possibilité de faire tendre X vers o dans un cas comme dans

X < o, et C(X, Y) serait Bornée dans tout secteur angulaire X < —e¢,

I'autre, on repiésente ainsi F(Y) comme somme d’une fonction holomorphe pour
X > o et d’une fonction holomorphbe pour X <C o. On préfére, en général, dans la
~ théorie des séries trigonométriques, considérer F(Y) comme la limite, pour X —>o,
d’une fonction F(Y; X) harmonique pour X > o.
On pose alors

3.5) Foin=Ne ™% Z=X4a;
v<o ’

F(Y;X)= 2 (cv eném"Y) M X >0, Y réel quelconque.
+<o

Si enfin on pose ﬁ‘:c. il vient
+ oo —
F(Y;X)=F+4+F+F

3.1 e )
F(Y; X)= 2 (a, e ™ ) e X,

V=00

~ L’extension de I'inégalité (3.e) donne alors :

Fac. des Sc., VI, 1942. . : 19
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THEOREME PONDAMENTAL.

Si A= {x g:_"‘_': est un systéme de nombres réels tel que le systdme dé vecteurs

S e, } = % e Y ; soit libre dans LP(— A, + A), & toute fonction F(Y) g B‘A’ (A) on
peut faire correspondre une fonction de deux variables F(Y;X) possédant les propriétés :
1* F(Y; X) est harmonique pour X > o, Y quelconque; k
2° F(Y; X) admet le développement formel
=+ oo
(3.t) F(Y; X) = Z (c., e—’iﬂ"Y) Pk

—
e,

!
i
Il existe un partage de la suite A en une succession de groupes de termes

. -
ot les c, sont les composantes de F suivant le systéme libre {

consécutifs (gn):zi: dépendant exclusivement de la suite A, el tel que la série
n=-1ee
Y G <FYix >

soit normalement convergente dans tout secteur angulaire
(e, K), X>¢, |Y/X—¢<KK.
3° On a linégalité
n=- o0

FOG XIS W G <FY:X) > <X, V)|F],

N=—=e==00

3.u)

C(X, Y) restant bornée dans tout secteur angulaire (c, K). Il en résulte que si des
polynémes trigonométriques P;(Y) ou plus généralement des fonctions quelconques
F,(Y) g Bi (A) convergent dans LP(— A, + A) vers.F(Y), les F,;(Y; X) convergent ‘
vers F(Y; X) uniformément dans lout secteur angulaire (s, K) el plus généralement
on a, uniformément dans un lel secteur angulaire
' n=-o0
]i;n Z 16, <F,(Y; X)—F(Y; X)>|=o.

Loréque la fonction F est un polyndéme trigonométrique P(Y), alors P(Y; X)
est une fonction harmonique dans tout le plan des (Y, X) et qui pour X = o,
—A LY+ A, prend les valeurs de P(Y); autrement dit, P(Y) = P(Y; o). Mais
pour une fonction quelconque F(Y) & Bi (A), rien ne dit qu’il y ait une liaison
quelconque de cette nature entre F(Y; X) et F(Y), puisque nous n’avons étudié la
fonction F(Y;X) que pour X >>o. Cette liaison fait 'objet du prochain paragraphe.



§ 4. — Rapports entre F(Y; X) et F(Y).
o )
Revenons A la fonction F(Y; X). On a les formules
: + +A +
(4-2) F(Y; X)=/_ F() o (t; Y; X)dt
—A
| * tod v simhe 3 (1

(4.b) ;p(l;Y;,,X):/ T Y; X) e da().

o+ +
Les fonctions ¢(¢; Y; X) et J(3; Y; X) sont définies formellement par les
formules (3.); mais comme au § 10 de ma thése, elles sont réellement définies par
les séries, respectivement convergentes dans C(— A, +A) et E; :
n=oo '

NG <3V 0> et B 6, <TI0 Y0 >,
n=1 n=s;

‘ +
La fonction J(; Y; X) peut d’ailleurs étre définie par une intégration dans le

" plan complexe
e—nnCZ

—dl.
r JOG—0 ¢

T05Y; X) = J0)—
Y, ‘)— Q) v
I" est une courbe choisie de fagon a assurer la convergence de l'intégrale; de plus
elle entoure dans le sens direct les § A, },50, n'entoure aucun des {3, }.<o, ni le
point A(*). On peut s’affranchir de la variabilité de I" avec A comme nous l'avons

vu au précédent paragraphe, en écrivant :
Tou Y x) =300 T g
T 2in Jr JO) (A —0)

pour A non entouré par [';

g

(4.c)
T("Y-X)—J(})_I__ _f:ﬁ__dc_{_ —amZ
. | A ESE L Toe—n T

pour X entouré par I'.

1. Nous nous supposons placés dans les mémes conditions qu’au paragraphe précédent : ‘

P
systéme % e, ; non total, et fonction J(A) sommable sur I'axe réel; le lecteur se convaincra

qu’ici comme avant, ces hypothéses n’altérent pas la généralité des résullats.
2. Le sens du mot entourer est trés clair lorsqu’il s’agit d’'une courbe fermée simple.
Lorsqu’il s’agit comme ici d’'une courbe & branches infinies du type |Arg {|={¢, nous la
~ considérons comme la limite d’une courbe fermée, définie par les deux segments de droite
(JArg t| =1¢, || <X R) et larc de cercle (J{| =R, |Arg {| < ¢), lorsque R > .

.
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De toute fagon, j()\; Y: \) dépend du cuntour 1', par les zéros, réels ou
complexes, de J(A), n’appartenant pas & la suite A, et qui sont entourés par I['.
Mais nous avons vu que c’est sans importance.

Nous pourrons prendre pour courbe I' I'ensemble des deux demi-droites
Arg{={, Arg{=—1¢, la premiére parcourue de |{|=o0 & |{|=0, la deuxiéme
de |[{|==10 & |{|= co. { est un angle choisi entre o et =/, de facon que pour
Arg {=+1, J({) vérifie I'égalité (1.y); & lout nombre < > o on peut alors faire

correspondre r,(c) de fagon que r > r (c) entraine

-
(4.4d) [T (rexit) | > earAlsingl—o)

On devra également choisir 4 de fagon que I' ne ‘passe par aucun zéro de J(});
cela suppose en particulier J(0)==o0, donc que x,= o n’appartient pas a la suite A.
Nous nous placerons désormais dans cette hypothése; le lectenr pourra voir que les
résultats que nous en déduirons seront néanmoins généraux(*).

Voyons dans quelles conditions I'intégrale de la formule (4.c) est convergente.
Pour r > r,(¢) :
P

(4-e) TO

< e—a=r[X cos—|Y[|sin 4|4 Alein j|—:] |

Nous avons déja montré (§ 3) comment, quels que soient X et Y, X >0, on
peut choisir | assez faible pour que cette intégrale s0it convergente. Nous nous
intéresserons désormais uniquement aux valeurs de Y vérifiant |Y| < A — 3,
3 réel > o; mais nous nous permettrons de prendre X > o. On a alors

e-—zr‘Z

J(©

< e—a=r[3lsing|—:]

quel que soit ¢ > o, pour r > r,(¢).

On voit donc que, une fom ch0151s 8§ > o0 et 4 quelconque entre o et =/2, de
facon & vérifier les conditions ci-dessus énumérées, on a uniformément dans la
bande X > o, |Y| < A—2

e—ﬂn,&

(4.1) G

. 8 . '
K e—=Bsind  pour r > r, (_M) .

2

On voit méme qu’il est avantageux de prendre ¢ aussi proche de =/2 que

possible. Les valeurs de 4 > Z ne sont d'ailleurs pas interdites ; mais alors ¢
2

. Si ,,= o8 A, on considérera au lieu de F(Y) et F(Y; X), les fonctions F(Y)-—c,,
F (Y X) —¢,, pour faire la démonstration.
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devra é&tre pris d'aulant plus proche de =/a que X est plus grand, de fagon que
|X cos ¢ | << 3 sin¢. De méme on pourra donner a X des valeurs <C o, et prendre

¢ soit indépendamment de X dans l'angle (l;~, 1:), soit en fonction de X dans

I’angle <o,>f—> de fagon que 'on ait toujours | X cos ¥ | < 3 sin 4. Mais ce qui

2 e—am(Z

, | P IO —0
ment convergente a I'co pour X réel, (X, Y) dans la bande X > o, |Y| <A —2.
Par-ailleurs, I'intégrale restreinte & une portion finie de I' est une fonction continue

nous intéresse avant tout, c’est ceci : I'intégrale d{ est uniformé-

de A, Y, X, dans les mémes conditions, sauf cependant au voisinage de x = o, ou
elle présente une discontinuité de premiére espéce; mais elle reste bornée indépen-
damment de X, Y, ). Tl existe donc une constante C(3), dépendant exclusivement
de 3 (une fois naturellement A et la suite A donnés) telle que

1 e-—zr:{Z

i Jr J(©) (x

dC < G,

‘lorsque X } o, |[Y|<XA—38, % réel.
Nous pouvons donc écrire pour X réel

+ o+ +
TG Y X) =005 Y; X)+3,05 Y; X);

4. - e—artZ
(4-g) , J(x i X) =T () — — / TO6=5 (A_C)
L J( Y: X) =o0 pour A<o e~z pour A >>o0.

La fonction J (2; Y; X) est, lorsque (X, Y) décrit la bande X > o0, |Y| < A—3,
une fonction commue de %, Y, X, sauf au voisinage de A = o0, ou elle reste bornée,
on a d’ailleurs |J MY X)) < )| X C(3) quels que soient h réel, X > o
1Y[<A—3.

+
Passons aux fonctions ¢. Nous pourrons écrire

e + . i + X +
) o (6 Y; X)==¢,(t; Y; X)+9,(t; Y: X);
‘ + . too ¥
(4.h) ot Y;k)=/ ™I (3 Y; X)da;
+ oo
;Y X :/ —eml puimat gy I )
l =L = nEmw

La fonction ?.(t Y; X) est uniformément continue(* ) en t, Y, X dans |t]|
X>o, |[Y|KA—5.

1. Ce résultat est naturellement particulier aux conditions dans lesquelles nous nous
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.t
Passons enfin aux fonctions F(Y; X).
+ + +
F(Y; X)=F,(Y; X)+F,(Y; X);
+ +A + ‘
(4.1) F(Y; X) =f F(t) 3,(t; Y: X)dl;
- —A

+ 1 +a F(t)dt
FY; )= [ IOd
o ) anm J_a Z—1t
.t o .
La fonction F (Y; X) est uniformément continue dans la ;bande X > o,
+ +
Y| < A—3. Le comportement de ¥(Y; X) est donc analogue & celui de F,(Y; X).
Or cette fonction a des propriétés classiques; elle a notamment été étudide par
MM. Fatou( ), Plessner(*), M. Riesz(*). On démontre ce qui suit :
° Lorsque le point (&, "q) tend vers le pomt (0, Y), sur une courbe ayant une

+ . .
tangente non verticale, F (v; %) a une limite, du moins pour presque toutes les
valeurs de Y; cetle limite est donnée par la formule suivante, ou I'intégrale est
presque partout convergente au seus de la valeur principale de Cauchy :

: +A F(t)d
@.j) ) =—v. p. IA Y(’) ‘+ F(Y);

2° Si F(Y) 8 L”(—A, +1), 1<p <<+, balors pour tout X > o,

+ .
F,(X5Y) & L°(—A, +A), etil existe une constante K(p) dépendant exclusivement
de p, telle que

(4.%) l|F (Y; X)HLP(-A +4 < K(p) [F(Y) [lLo—a, +4)-

+ +
Lorsque X — o, la fonction F;(Y; X) converge vers F,(Y) dans L?(— A, +A);

3° Pour p = oo et p =1, les résultats énoncés au 2° sont inexacts.

- a) 8i F(Y) 8 C(—A, +A), alors quels que soient p fini et X > o,

sommes placés, c’est-a-dire J(X) sommable sur I'axe réel. Lorsqu’on sait seulement que le

systéme g_eT% est libre, on peut dire que ;:(t; Y; X), en tant que vecteur de' L”' (— A, +A)
est fonclion continue de (Y, X) pour X > o, |Y|<CA—35, et c'est cela seul qui nous
impeorte.
1. Farou [1).
2. PLESSNER [1].
3. M. Riesz [1].
Voir aussi Zyemunp [1],.p. 144-146; TircaMarsH [1], ch. v.
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+
F,(Y; X) g L*(— A, +A) et il existe une constante K(p) dépendant exclusivement
de p, telle que

&) (@) IF, (Y5 0o, +4) < K(D) [F(Dlocn,+4)-

+ +
D’autre part, F,(Y; X) converge, lorsque X — o, vers F,(Y), dans tous les
L?(— A, +A), p fini.

b) 8i F(Yys L'(—A, +A), alors quels que soient p <1 et X > o

+
|F,(Y:X)|P8 L'(— A, +A) et il existe une constante K(p) dépendant exclusi-
~ment de p, telle que

4.1 (b |||F 5 X - a4+ < KD [[F(Y) [lu—a, +4) -

Lorsque X — 0, on a

lm |[|[F,(Y; X) — F,(Y) I |lui=a, +4),= 0;
X—>o .

b') Enfin si non seulement F(Y) g L'(— A, + A), mais encore

F(Y) log |[F(Y)|& L' (— A, +A),

+
alors pour tout X > o, F (Y; X) g L'(—A, +A) et il existe une constante K
telle que

+ ' +
@GN @) NFY; X fuea,+0 < K+ K[FQY) log [F(Y)| flu—a, +a)

+ + '
Dans ce cas, lorsque X - o, F,(Y; X) converge vers F,(Y) dans L'(—A, +A).
On en déduit le théoréme général :

TaEorEME 1.

Si le systéme de vecteurs | e, f={e™Y | est libre dans L*(— A, +A) alors la
+
Jonction F(Y; X) définie au § 3 posséde les propriétés suivantes :
1° Lorsque le point (&, v) tend vers le point (o, Y) sur une courbe ayant une

+
tangente non verticale, F(v; Z) a une limite, du moins pour presque toutes les valeurs
de Y de Uintervalle (— A, + A). Cette limite est donnée par

Gm  Fn=TFoae Wi+ ZB 08 ey

ol pour toute valeur de Y, <p (t; Y) est un vecteur de L¥'(— A, + A), continu en Y
“pour Y & ]— A, +A[, tandis que la deuxiéme intégrale est convergente en valeur :
principale de Cauchy pour presque toutes les valeurs de Y.
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2° 8i 1 < p <+ oo, alors quels que soient X > o et 3> o,
+
F(Y;X) 8 L°(—A+4+3, A—3),

el il existe une constante K (3, p) dépendant e.rcluswement de 3 et p (une fois A et
la suite A donnés)(*) telle que

(4.m) lll"(Y X)|lo—a+5,4—5 < K(3, p)||F (Dl -a,+4)-

Lorsqize X —>o, F(Y; X) converge vers F(Y) dans LP(—A+3, A —3).

3" a) Si p= oo, alors quels que soient X > 0, 5> o0, q fini,
F(Y; X)8 LY (—A+3, A—3)
et il existe une constante K (3, q) dépendant exclusivement de 3 et q, lelle que
(4-0) (a) IFCY: Xl atsamy < KG, g) IFY)llo—a,+4)-
Lorsque X — o, la fonction F(Y; X) converge vers F(Y) dans L'(—A+3,A—3).

b) Si p =1, alors quels que soient X >0, 30, g< 1,
;F(Y; X)|* e L/‘(-A+6, A —3)
et il ewiste une constante K (3, q) dépendant exclusivement de 5 et q, télle que
@.0) ) NFO X asas < K@, DIF Dl )

Lorsque X —> 0, on a

+ +
lim || [F(Y; X) — (V) |? |l (—a+5,4—» = 0;
X—>»o

+
b') Si p=1, et si en outre F(Y)log|F(Y)| & L'(—A, +A) alors quels

+ .
que solent X > o0 et 8 >o0, F(Y; X) 8 L'(—A+3, A—3) el il existe une constante
K (3), dépendant exclusivement de 3, lelle que

" (4.0) (b) (Y K)ok ons A » < K(8)+K(o)||F(Y)loa|F(Y)||IW_A +A)-
[ S

Dans ce cas, lorsque X tend vers o, F(Y; X) tend vers F(Y) dans L'(—A 43, A—3).

& .
Naturellement ce théoréme ne résume pas toules les propriétés de F(Y; X); il
est toujours utile le cas échéant de revenir aux formules (4.1).

1. Désormais nous ne répéterons plus cette phrase entre parenthéses; il est entendu
que A etla suite A sont donnés.
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Examinons maintenant F(Y; X). Nous aurons cette fois -

- 1 enw’(_;, | -
Y = J() — —  —d axnZ
16X =103 L ige—g ©T°
» pour i réel > o;
(4.p) _—
TouY: X) = J () — AT
(5 Y5 X) = J( )2i7r v I —10)

pour ) réel > o;

1" est une courbe formée des deux demi-droites
Argt=y, argt=—y(Z<y<x),

la premiére parcourue de |{|==0 & |{|= oo, la deuxiéme de |[{|=1oc0 & |{|==0.
+
Mais, comme nous l'avons vu pour J, il n’est pas interdit de prendre ¢ < =/2,
+ -
ni X < o; on voitalors facilement qu’on passe de J, & J, par changement de signe,
et substitution 2 Z de -—Z : on a donc .

- +
LY, X)=—J,0: Y; —X).

Comme nous nous bornons & X > o, cette formule-n’a d'intérét que pour
X = o, ou elle donne

(4.9) 500 ) +5,00 V) = o().

D’autre part J,(A; Y; X) = o pour A > o, e™Z pour A < o.
I

On a ensuite une formule analogue & (4.h) avec toutefois o,(¢; Y; X) = ———.
an(Z +it)

Les propriétés de I'intégrale

F (Y X) = +A F(f) dt
B e Z4u

sont tout a fait analogues & celles qui ont été énoncées pour F,(Y; X), mais on a

F.(Y) = ——v.p. /_:LA Fo) dt +2F(Y).

aun t—Y

On en déduit le théoréme général :

1. Cette formule est spéciale aux conditions dans lesquelles nous nous sommes placés
. . . oo =
pour la démonstration : A, = o €8 A. Sinon on aurait une formule J,+J, +7J, = o.

Fac. des Sc., VI, 1942. © 20
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Tutoreme II.

Dans les conditions énoncées au théoréme 1, les fonclions -[':(Y; X) et F(Y)

+ o+
possédent des propriétés tout & fait analogues d celles de F(Y; X) et F(Y); cependant
la formule (4. m) admet pour formule correspondante :

— +A - v. p. AF( |
G.1) F(Y):[A F(f) 3,(L; Y) di + giz [j l;(i);l(t-q-[F(Y).

2

Examinons maintenant enfin la fonction F(Y; X) elle-méme. Dans le cas ol
nous nous sommes placés pour la commodité de'la démonstration, \,=o & A, ona

+ —
F(Y; X) =F(Y; X)+ F(Y; X),
+ -
¢ X) =0 Vs X) 4+ 9(4; Y5 X),
+ -
JGY: X)) =105, X)+J0 Y X).
Mais nous avons vu que 'on a

+ -
L) +3,05Y)=o.

, + _
On a donc aussi o, (t; V) +9,(t; Y)=0
S+ —
et F,(Y)+F, (Y)=o.
Comme par ailleurs —— —— 2X nous pouvons écrire
P I—it Gag X+O—0 P
. +A . 1 +A X F(t)dt
.8) - (3 X) = P Y X) PO di+— oY —
(4.9) F(Y; X) ./_A AGE 7«)1‘(!)’!4—7:‘[A g g—

lp noyau 9,(¢; Y; X) est pour tous les points X, Y, de la bande X >o, |Y|<A—3,
un vecteur de L”(— A, 4+ A) continuen X, Y; salimite pour X—>o est ¢,({, Y)==o0.
. -

Ce résultat est d’ailleurs général; il est valable lorsque le systéme g e, } est libre
dans LP(— A, +A) (mémesi X\, =0 & A).

Les propriétés de I'intégrale de Poisson

v L A XF(Dat
F,(Y,X)-—-;{-»/_‘A X:+(Y_t)-

sont également classiques, et nous énumérerons les principales(‘) :

1. ZY6MUND [1], p. 85-86; NEVANLINNA (1], P. 174-196.
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1* Lorsque le point (5, ) tend vers le point (o, Y) sur une courbe ayant une
tangente non verticale, F,(%; &) tend vers F(Y), du moins pour presque toutes les
valeurs de Y. k

Lorsque le point (%, n) tend vers le point (o; Y) d’une fagon quelconque, F,(n; %)
tend vers F(Y) en tout point Y £ ]—A, +A[ ou la fonction F(Y) est continue;
si F(Y) est continue dans un intervalle (a, b), la convergence est uniforme dans

tout compact de ]a, b[.

2 8i F(Y)8 L*(—A, +A), 1+ <p < (", alors pour tout X > o,
F,(Y; X) g L*(— A, +A) et il existe une constante K telle que

“(4.Y) I1F,(Y; X)uo—a,+4) < KIF)lle—a,+4) -

Lorsque X - o, F,(Y; X) converge vers F(Y) dans L”(— A, +A); sauf pour
p = oo, ou la convergence n’a lieu que dans tout L*(—A +3,A—3), 8 >o0.
On en déduit le théoréme général :

TaEOREME FONDAMENTAL III.

- .
Lorsque le systtme de vecteurs § e, { = | e™*™Y | est libre dans L*(— A, +A),
la fonction F(Y; X) définie au théoréme fondamental du § 3 posséde les propriétés

suivantes :

1° Lorsque le point (&, v) tend vers (o, Y) sur une courbe ayant une tangenle non
verticale, F (n; &) tend vers F(Y), du moins pour presque loutes les valeurs de Y.

Lorsque le point (5, v) tend vers le point (o, Y) d'une fagon quelconque, F(v; &)
tend vers F(Y) en tout point Y £ ]— A, + A[ ot ¥(Y) est continue; si F(Y) est
continue dans un intervalle (a, b), la convergence est uniforme dans tout compact
de a, b[;

2° Pour tous X >o0, 3>o0, F(Y; X)8 L?(—A+3, A—3) el il exisle une
constante K(3) dépendant exclusivement de 3, telle que

(4.u) I EY; X) e —ats,a—) < K@) IF(V)llLe—a, +a).
Lorsque X — o, F(Y; X) converge vers F(Y) dans L*(—A +3, A —3).

Ce théoréme nous montre que le comportement de F(Y, X) pour X — o estle

2. Par p = «, nous entendons CG(— A, +A) et non Lee(— A, +A).
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méme pour tous les développements trigonométriques possibles suivant des systémes

) +A
libres(*); c’est celui de l'intégrale de Poisson L f —w—-
) X+ (Y—10)

L’inégalité (4.u), dans le cas p = <o, peut se combiner avec I'inégalité (3.u) et
donne :

TuatorEME 1V,

—
[

Si le systéme de vecleurs g } est libre dans C(—A, +A), on a pour toute

F(Y) & BT (A)
(4.v) [F(Y;X) | < CX, V) [[F(Y)[lo—a, +A)

ot CG(X,Y) reste bornée dans loute région, réunion d'un secteur angulaire X > ¢,
|Y/X —¢| <K, ¢>o et dune bande horizontale X > o, |Y|<A—3, 3>o.
En particulier si des Fj (Y) & B: (A) convergent vers F(Y) dans C(— A, +A),
les F,;(Y; X) convergent vers F(Y: X) uniformément dans une telle région.
Considérons dans le cas général, une fonction F(Y) g B’; (A) et écrivons son

développement F(Y) = 2 c. €Y. Formons le développement formel

o

O . —aim Y
Zizcve e
v

le signe -+ devant i signifie que I'on prend — i pour v>o, +i pour v <o,
o pour v=o. Cedéveloppement sera appelé développement conjugué du premier(*).
Ce n’est peut étre pas le développement formel d'une fonction G(Y) & L*(—A, +A).-
Mais sa sommation par la méthode exponentielle ’

G¥) = lim [—i F(¥s 0+ F(Y; X))

définit presque partout la fonction G(Y); son comportement dans tout intervalle
(—A+3,A—23), 3 > o0, est analogue a celui de l'intégrale

V. p. +A F()dt .
G,(Y)= ﬁp -[A v

—1aim), Y

1. 11 n’est question ici que du développement F(Y) = X ¢, e ou les ¢, sont les

— —
composantes de F suivant le systéme libre des % e, %, développement qu’on peut appeler
dévéloppement de Fourier. ’

2. ZYGMUND [1], p. I.
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Les propriétés de cette iﬁtégrale.sont analogues a celles de I'intégrale i‘t,(Y) ou
f,(Y).JNous ne les redonnerons pas. Remarquons que le développement conjugué
de celui de G(Y) est celui de — F(Y)+c,.

Rappelon§ enfin pour terminer cetie étude que si le systéme {__c:; est une base,
les propriétés trouvées pour F(Y) g B”A (A) sont valables pour toute fonction
F(Y) & L?(—A, +A). ' ~

Nous n’avons pas pu obtenir une caractérisation des fonctions F(Y) & B’;(A); les
<onditions que nous avons énoncées dans le précédent paragraphe et celui-ci comme

nécessaires, ne sont siirement pas suffisantes('); on peut seulement énoncer la réci-
proque suivante :

RECIPROQUE DU THEOREME FONDAMENTAL V.
Si une fonction F(Y) & L?(— A, +A) admet un développement formel
F(Y) — E c. e-—:itle

possédant les ﬁroprie’té's suivantes :

> .

n=-+oc0 ‘ .
1 Lasérie B\ G <F(Y;X)>, oi G<F(Y;X)>= Y (ee™") e,
= )\‘ye (;n
est normalement convergente dans tout secteur angulaire (¢, K), X >¢, |Y/X —¢| <K,
£ > 0, vers une fonction F(Y; X);
2* Lorsque X — o, F(Y; X) converge vers F(Y) dans L?(—A, +A);

& —> —>
«alors F(Y) & B'; (A), el les ¢, sont les composantes de F suivant le systéme libre e, ).

La démonstration est immédiate : la fonction de Y : F(Y; X), pour X > o, est
’ n=-N
limite de polyndmes trigonométriques Z (;" < F(Y; X) >, dans L?(— A, +A),

n=—N

1. Faisons, en effet, 'hypothése suivante : J(1) n’a pas d’autres racines que les A, § A.
Alors si a une fonction F(Y) & LP(— A, 4+ A) on fait correspondre, par extension, des

) +A
composantes ¢, définies par les formules conventionnelles ¢, = f N F(1) ¢.(t)dt, on peut
" former la série

F(Y; X) :Z e e Y e—27:|'A./|X;

v

elle posséde exactement toutes les propriétés que nous avons énoncées pour F(Y) g B‘;(A).

-car. ’hypothése F(Y) & Bi (A) n’intervient plus nulle part dans les démonstrations. Ainsi,

-
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donc F(Y; X) & Bi(A); mais comme pour X — o, F(Y; X) converge vers F(Y)
dans L?(—A, +A), on aaussi F(Y) g 'Bi(A).

Les théorémes fondamentaux des § 3 el 4 et leurs réciproques répondent ainsi
dans une certaine mesure aux conditions posées a la fin du § 3 de ma theése :

1° Nous avons obtenu des conditions pour que le systéme de nombres { c. } soit

—_
e |:

mais il existe un petit écart entre les conditions nécessaires et les conditions suffi-

le systéme des composantes d’'un vecteur de Bi (A) suivant le systéme libre {

santes teouvées.

2° Pour une fonction F(Y) g B';(A), tous les' ¢, ne peuvent étre nuls que si
F(Y)=o0. Chaque fonction F(Y) g Bi (A) est donc caractérisée par ses composantes.

Dans le cas ou le systéme fef} est une base, cela signifie que le systéme biortho-
gonal normal associé est une base (dans le cas d'un espace vectoriel involutif, c’est-
a-dire sauf pour p = co et p =1).

Nous ne referons pas dans ce chapitre, les remarques faites au chapitre I de ma
thése sur 'inévitabilité des groupements de termes gn. Remarquons seulement que

1 oo
si I'on définit I'indice de condensation de la suite .\ par A = lim. sup &ll/)'\%-)—l( )
. s—»toco v

les groupements (;n se réduisent chacun 4 un seul élément si A = o, et la conver-

b

gence normale dans les secteurs angulaires peut étre remplacée par la convergence
normale dans les demi-plans X > ¢ > o.

loin d’étre caractéristiques de Bi(A), les propriétés énoncées au théoréme fondamental du

§ 3 et aux théorémes 1, 11, 11l du § 4, sont vraies pour toute fonction & L?(— A, +A). On

doit plutot les considérer comme des propriétés générales de développements non harmo-

niques de Fourier. )
Cependant pour F(Y) & B';(A), la définition par extension des coefficients ¢, est pure-

ment arbitraire; il y aurait une infinité d’autres définitions possibles et qui n’aboutiraient
pas au méme résultat; tandis que pour F(Y) & Bi(l\), les ¢, ont.une définition unique.

1. Sous cette forme, I'indice de condensation dépend de la fonction J(A) choisie. Nous
dirons que I'indice de condensation est la borne inférieure de tous les indices correspondant
aux divérses fonctions J()) possibles.




s 5 -— Appllcations .a la théorie des fonctions analytiques
et des séries trlgonométrlques.

Les applications a la théorie des fonctions analytiques sont tout a fait analogues
a celles du chapitre I de ma thése (§ 13 et 14); aussi insisterons nous fort peu sur

les démonstrations. Dans cette théorie, A = 3 A % >o €8st une suite croissante de
nombres réels A\, > o .

TutorimE 1. : »

> Sipar un procédé de sommation linéaire régqulier, la série de Dirichlet X ¢, e~ s

est uniformément convergente vers F(Z) sur un segment vertical (X,+1iY,, X, +iY,)
de longueur aL assez grande pour que le systéme § e=**¥{ soit libre dans C(—L, +-L),

. n=oo

alors la série 2 (3 (Z) <ou (;,,(Z) Z C, e_"l"z> est normalement convergeénte
n=1 . A Eqn .

dans tout secteur angulaire X > X, +¢, |Y/(X—X,))| <K, ¢ et K réels > o, et

sa soinme, qui est ainsi holomorphe pour X > X , est continue sur le segment

X, +iY,, X, +iY,[ et identique, sur ce segment, & F(Z).

Tréorkme 11.

) ~ 8Si L est le rayon de totalite de la suite A; si A est le plus petit nombre réel tel
que la fonction F(Z) soit représentable par la série de Dirichlet X c, e *™+*, norma-
lement convergente par le procédé des groupements de termes g dans tout secteur
_@ngulaire X > A +e, Y/X — A| <K, ¢ et K reels > o, alors tout segment de
longueup/nL de la droite X = A conlient un point singulier de F(Z).

Si en particalier L = o, la droite X = A est une coupure.

Si en:effet il n’en est f)as ainsi, il existe un segment vertical de la droite X = A,
. . )
fue nous pouvons supposer étre le segment X = A, |Y| B, B> L, sur lequel

s rayon de convergtﬂée du développement de Taylor de F(Z) admet un minimum
R3> 0. La série

. Fe—rm=3EY B

A%

Cl! umformément Gohvergente sur ce segment; cela prouve, comme au théoréme II

&
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du § 13 de ma thése que la série X ¢, ¢~ converge normalement, par le procédé
des groupements de termes (3", sur tout secteur angulaire X > A—R/2 + ¢,
[Y/(X—A+R/2)| < K, ce qui est contraire & 'hypothése faite sur le nombre
réel A.

En particulier, on déduirait de I'hypothése Ill du § 2 que si la densité maxima
de la suite A est égale & aL, tout segment de longueur 2L de la droite X = A contient
un point singulier de F(Z).

Ce théoréme est vrai et déja connu(*); nous montrerons an § 6 (théoréme IX)
qu’il est effectivement indépendant de I'hypothése I11.’ »

Nous désignerons désormais par B(A) la famille de toules les fonctions analy-

—axh Z

tiques F(Z) représentées par des séries de Dirichlet ¥ ¢, e” ™ “; le domaine de

A
convergence par le procédé des groupements de termes L}" n’est pas spécifié.

Tutorkme 111,

Si le systéme { ¢~ {, ), & A, est libre dans C(— L, + L) toutes les fonctions
F(Z) g B(A), dont le développement de Dirichlet est convergent par le procédé des
groupements de termes gn, dans le demi-plan X > X, et qui sont bornées en module
par un méme nombr'g M sur le segment vertical (X,+iY,, X, +(Y,) de longueur
2> 2L, forment une famille normale dans le demi-plan X > X,.

Dans la suite nous ne considérerons que des fonctions F(Z) g B(A) entiéres; si
le rayon de totalité de A est fini, la convergence par le procédé des groupemedts
de termes gn a lieu dans tout le plan complexe. Nous adopterons les notations du ‘
§ 14 de ma thése et nous poserons

M(X; Y,, Y,) = Max |F(X+iq)]|.

|<’l<yi

TatorEME IV (MAJORATION DES COEFFIGIENTS).

Si le systéme § e~ | est libre dans C(— L, + L), il existe une constante G(k).
dépendant exclusivement de Uindice k, de L et de la suite A, telle que(*)

(5.a) le,] < Ck) ™ M(X; Y,, Y,)

pourvu que |1Y,— Y, | > aL.

1. V1. BERNSTEIN [1], p. 138 et 141.
2. Comparer 3 V'inégalité (10) de Mandelbrojt [1].
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* Couszquswjn Dans aucune bande horizontale de’pazsseur > aL, F(Z) ne peut
rester bornde sans étre une conslante; lorsque X - — oo, M(X; Y,, Y,) croit plus
" vite que e—AX, A > o quelconque, sans quoi F(Z) est un polynéme de Dirichlet.

-

THEOREME V (CROISSANCE DANS DES BANDES HORIZONTALES).

v Il existe une constante C(s, Y, Y,, Y, Y), ¢ réel > o telle que

-3

pourvu que le systéme § e=*Y { soit libre dans C(— L, +L) et que |Y,—Y,|> aL,
Y=Y > L |

On pourrait d’ailleurs dans les mémes conditions remplacer M(X; Y,, Y,) par

MX, 4+ Y,, Y) et aussi faire de méme pour les deux autres expressions

. analogues.

Ce théoréme montre que dans deux bandes horizontales quelconques, d’épaisseurs

2> 3L, les croissances de | F(Z)| pour X - — co sont du méme ordre de grandeur.

Ce théoréme a été en partie donné par Polya(') lorsque la densité maxima de la

suite A est < alL; nous verrons au § 6 comment on peul retrouver dans ce cas ce
théoréme indépendamment de 'hypothése III du § 2.

 TuforkMe VI.

Lorsque le systéme { e~ 2y ; est libre dans C(—L, + L) et que lindice de
condensatiort de la suite A est nul, il existe une constante C(c) dépendant exclusive-
ment de < réel > o, de L et de la suite A telle que

(5.0) ) M(X-}-e, +o0) KM(X; Y,, V) < M(X, +o0)

C(

‘.

- pourvu que |Y,—Y,| > aL. .

Ce.théoréme montre que dans une bande horizontale d’épaisseur > alL, la
<croissance |F(Z)| pour X - — co est du méme ordre de grandeur que la croissance
totale définie par M (X, + o).

. PoLya [1], p. 622 L’indice de condensation de la suite A est supposé nul (série de
Taylor) D’autre part notre théoréme V est plus précis que le théoréme IV de M. Polya.
.M. Mandelbrojt a aussi denné un théoréme analogue, moins précis que le nétre mais
-ou intervient la densité inférieure de la suite A (MANDELBROJT [1 [1], théoréme VII, p. 1g). Ce
théoréme sera expliqué aux § 6 et 7

Fac. des Sc., VI, 1g42. : 21

Bb) €', Y, Y, YL YOMX A+ Y, Y)<MX; Y, Y,)<CE Y, Y, Y, Y)M(X—¢; Y, Y
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~ On en déduit, si la fonction F(Z) est d’ordre infini, en appliquant le théoréme
de Bieberbach ('), que toute bande horizontale d'épaisseur > al. conlient au moins
une horizontale de Julia(*). Résultat qui reste vrai, indépendamment de I'hypothése [Tf
du § 2, si I'on suppose seulement que la densité maxima de la suite .\ est < 2L,

Tutorime VII.

Si le rayon de totalité de la suile .\ est L, loute bande horizontale Y, < 1 < Y,

d'épaissenr Y,—Y, > aL contient au moins une horizontale de Julia, & moins que

’ pour = > o assez pelit, |F(Z)| ne tende unij'ormgment vers oo pour X —» — oo dans
labande Y, — ¢ < Y, + <)

Nous donnerons deux applications a la théorie des séries trigonométriques; la
premiére est une conséquence de la deuxiéme, mais se démontre de fagon bien plus

. - N + ,
simple. Dans ces deux théorémes, A = g X ;___ : est un systéme de nombres réels.

de signe quelconque.

Tréortme VIII.

Si le systéme § e~V | est libre dans C(— L, + L), une série trigonomélrique

v=-400
—aiz) Y . , .
E coe v ne peut converger vers o uniformément dans un inlervalle de longueur
=00 ’
> 2L, par un procédé de sommation linéaire régulier quelconque, sans que tous les c..
’ bt

soient nuls.

En effet, les ¢, sont les composantes de la fonction o suivant le systéme libre
des : ey ;
Ce théoréme ne repose donc absolument pas sur les résultats des § 3 et 4, mais

sur le fait que le systéme. | ¢=*Y

est libre; la nature trigonométrique des fonc-
tions n’a ici aucune importance.

Ce théoréme nous donne une classe quasi-analylique de fonctions : les fonctions.
qui dans un intervalle (a, b) sont représentables par des développements trigono-
métriques X ¢, €Y, les suites A n’étant pas précisées, mais de rayon de totalité
nul : deux de ces fonctions ne peuvent coincider sur un intervalle (¢, d) < (a, b) sans

“coincider dans (a, b).

1. BIEBERBACH [1]. v
2. PoLya [1], p. 626. ManDELDROJT (1], théoréme 1X, p. 21.
3. Voir ManpeLBROST [1], théoréme IV, p. 16.
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Tatorime 1X.
Si le systéme § e=*™Y | est libre dans C(—L, + L), une série trigonométrique

v=-!—-oo;,-;«
' E c. e ne peut converger uniformément dans un intervalle de longueur > 2L,
v=—ca ,

par un procédé de sommation linéaire régulier quelconque, vers une fonction ana-
lytique F(Y), que st la série converge, par le procédé des groupements de termes (;",
am:/orrﬁément dans toul intervalle fini, vers une fonction F(Y) analytique pour
tout Y réel.

+
* En effet 1a fonction F(Z) est somme de trois fonctions analytiques : F(Y; X)

' o —
holomorphe en X +iY = Z pour X > o, F constante, F(Y; — X) holomorphe en
X +1iY = Z pour X < o(*). On peut écrire

+ [+] —
F(Y;:X)=FZ)—F—F(Y; —X);

8l (a, b) est un intervalle de longueur >> 2L intérieur & l'intervalle considéré,
chacune de ces trois fonclions est continue sur (a, b) et holomorphe pour X <Z o,

: + + ~
donc aussi F(Y; X); mais F(Y; X) est déja continue sur (a, b) et holomorphe

_pour X > o, donc IT’(\Y; X) est encore holomorphe sur tout intervalle fermé de
Ja, b[. 11 existe alors sur la droite X =0 un segment de fongueur > 2L sans point

+ +
singulier de F(Y; X); d’aprés le théoréme II, F(Y; X) est analytique sur toute la

+
droite X =o0 et la série Z (3” < F1Y:X) > est uniformément convergente sur tout
- n>o _
segment fini de cette droite. Comme F(Y; — X) posséde la méme propriété, on voit
“+ o0

bien que F(Y) est analytique pour tout Y réel et que la série E (jn < F(Y)>

- 00

<converge uniformément sur tout segment fini.

1. Voirs 3.




*

§ 6. — Fonctions ¢~/ sur un compact convexe. _

Soit K un ensemble compact convexe du plan des (X, Y). Nous appellerons.
H (K) I'espace vectoriel des fonctions holomorphes dans I'intérieur de K continues
sur sa frontiére, normé par

” FI\Z)“H‘K) = Max I F(“Z)l
Z8K

H(K) est un espace vectoriel complet.

On peut se proposer I'étude dans H(K) de la totalité et de la liberté dun
systéme de vecteurs § e ™7 |, %, & A; A étantun systéme de nombres réels rangés
par valeurs croissanles, 7, > o pour v >o0, 2,< o pour v< o, A, ==0 éventuelle-
ment. Le premier chapitre de ma thése‘, du moins au § 12, correspond au cas ot K
est un segment horizontal (dans le reste du chapitre, les %, sont > o, et K est une
demi-droite horizontale, donc un ensemble fermé non gompact); I'étude qui précéde
-ce paragraphe au cas ou K est un segment verlical. Dans ce paragraphe nous
ferons une étude &rés incompléle du cas général, et sans indiquer les démonstrations

TrforEME 1.

Une condition nécessaire et suffisante de totalité du systéme { e L g est la non
existence d'une fonction analytique ) ()) 3= o, de la forme

(6.a) J(‘A):/-e-mz dd7)

(ol [®(Z)] est une distribution de masses sur la frontiére du convexe K), el qui vérifie
(6.b) JO) =0  pour loul noE A

On aurail naturellement une condition analogue pour la liberté du systéme,
mais il faut remplacer la fonction J()) par un systéme de fonctions | J, (%) ;::i:,
et (6.b) par
(6.0 J. ) =3,.

Nous sommes donc amenés & étudier les fonctions de la forme (6.a).
J(3) est une fonction analylique entiére de type exponentiel, vérifiant quels que
soient r et

=r Max (Ysinc—Xcosg)

(6.d) [I(re®) | < Ce’ XY EK
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" Introduisons.la fonction d’appui k() du convexe K(*) :

h(y= Max (X cos ¢ + Y sin ¢).
XYVEK

- Donc o .
. . (6.e) 'J(;.ei;)l < C oM b

La fonction indicatrice de J()) est donc < anh(n —¢) et son diagrdmme indi-
cateur est contenu dans K,, homothélique dans le rapport an par rapport & o du
symétrique par rapport 4 I'axe des Y du convexe K. :

_ Une inégalité de la forme (6.e) n’entraine pas nécessairement que J()) soit de
la forme (6.a3; mais 1'inégalité plus restrictive

., .
N :

s h(n—g)

) V | |J(r,é"")l < ¢

1+

entrame (6.a) (‘) (et méme dans ce cas <I)(7 ) est absolument continue, (Z)=19(Z)dZ,
\
] (Z) est holomorphe a I'extérieur de K et nulle 4 I'co.)
" Nous pouvons donc énoncer :

THEOREME ’ 'II.
. .

Si le systéme {e—”“éz } est non total dans H (K), il existe une fonction J(})
" analylique entidre = o, vérifiant (6.e) et (6.b); réciproquement s'il existe une telle
Jonction J()) le systéme est peut élre total, mais d’excés 1 au plus. ’

TuakorkME 111,

Un systéme non total | e=>*?} dans H(K) est toujours libre;
Un systéme total est une base, ou bien chaque vecteur est dépendant des autres.

~ Si() = f e—"Z dP(Z) est la fonction associée au systéme non total, on peut

_‘prendre pour systémede fonctions {J,(2) {()

o o - .
(6 o = oras = @
) (5 h) . avec ;k(Z).—_-J%e’"‘kz [ L G0 (u).
i k Ly

. i t Voir § 1.

\__' o (6. a)ﬂéﬂhit I(X) comme la transformée de Borel-StleltJes de ®; si d est absolument
;contimie dd = qa(Z)dZ on a la transformation de Borel. Voir POLYA [1]y P 578 et suiv.
REE [1], ch. 1v; Doerscn [1], ch. v.

N En supponmt que J(3) nait que des racines snmples on peut tOllJOllI‘B se ramener
‘d'te.cas. - =

;
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Il résulte du théoréme I11 que la théorie de Pexceés et du défaut (théoréme VII
du § 2) est valable dans le cas général. Nous considérons comme probable la non
existence da systéme ayant un défaut ou un exces fini, en dehors du cas ou K est
un segment vertical; mais en I'absence de preuve, nous devons nous contenter du

théoréme III et de ses conséquences.”

Donnons maintenant quelques théorémes de totalité et non totalité.

Tutorkme 1V.

Si K est un segment de droile non vertical, la condition nécessaire et suffisante de

totalité est la divergence de E /.
7‘~;¢°

Tutorkme V [Carleman(')].

Si § A >0 est une suile de nombres réels = o telle que

Z 1/h
(6.1) y W <R L
ntel Tog R T

le systtme e—.% est lotal et d'excés infini dans H(K), ou K est n’importe quel

réctangle a cétés horizonlaux el verticaux, de dimension verticale < 2L.

11 est bon de remarquer qu’'une densité supérieure de la suite { ), | égale & 2L

ne suffit pas pour entrainer (6.1).

TuatoremMe VI,

“
), 2 % est non

Si la densité supérieure de la suite { h, |,>o est oL, le systéme { e
total et de défaut infini dans H(K), lorsque K. est un disque 1Z—Z,|< R de

rayon R > L.

En effet, de lim. sup v/x, = 2L on déduit que la fonction JO) =TI —=2/2\)
y—P-00
vérifie pour r —> oo |J(re'¥)|  e*l+or, quel que soit ¢ > o; donc pour tout r
* anRr

o c
elle vérifie |J(re)| < —l%—'— c. q. f. d.

1. CARLEMAN [1], p. 6.
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Ce théoréme constitue une sorte de réciproque du théoréme de Carleman. 11
montre que si la dénsité supérieure de la suite | &, |.>e est finie, sa densité maxima
infinie, le systéme | ™% | est total sur un segment de droite de dimension et
d’orientation quelconques, mais ne I'est que sur des rectangles ayant au moins une

dimension bornée.

TutorkmMe VII.
Si la densilé maxima de la suite | » L>o est aL, le systéme | &=™%} est non
total dans H(K) et de défaut infini, lorsque K est un rectangle a cotés horizontaux
et verticaux, de dimension verticale = aL de dimension horizontale 2> o .quelconque.

En effet la suite | A, |,>o est contenue dans une suite | «, {,>0 de densité exacte

. A
aL. La fonction J(}) =11 (1 —-——,), du fait de l'existence de lim v/a, = 3L, a
! a

v =00

pour diagramme indicateur le segment imaginaire (— 2z L, + 2i=L). On peut donc
écrire, C étant une constante,

|J(rei?)| < Ivf r em"ﬂ[‘*“”““ﬂ+’.|°°'9|]'
Cela prouve que le systtme | e=*"” { est non total dans H(K), lorsque K est un
rectangle 3 cotés horizontaux et verticaux, de dimension verticale 2L +2¢, de
Qiincnsion horizontale 2+, c. q. f. d.’

Ce théoréme peut aussi étre considéré comme réciproque du théoréme de Carle-
man; nous le considérerons surtout comme réciproque du théoréme de N. Levinson
(théoréme II du § 3), en I'absence de démoustration de I'hypothése III du § 2.

Supposons maintenant le systéme { e ™2 % libre dans H(K), et proposons-
nous d’étudier I'adhérence Bx(A) du sous-espace vectoriel engendré par ce systéme.

Pour F(Z) & Br(A), on peut poser(*) F(Z) ~ S¢, ¢*™%; posons également

+ .
F(Z) ~ S c e ™7,

>0
(6.3) F = ¢, (éventuellement);
'F‘,(Z) =S ¢ e—m)\vz

v<o

Nous énoncerons le théoréme suivant, que nous appellerons propriété (P) :

1. Voir formule (3.d) de ma thése.
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Proprigré P VIII.

+ . -
1° La fonction F(Z) est holomorphe dans le demi-plan X + h(n) > o.

2° Il existe un partage de la suite A en une succession de groupes de termes
conséculifs, gv (3,, RV g,,, ... dépendant exclusivement de la suite A, lelle que la

série E (;" <_F(Z) > converge normalement dans tout secteur angulaire

n>o
X4 h(xm) >« ‘m < K, ¢, K. réels >o..
3* On a l'inéyalité
| 5 . . T .
(6.k) |F(Z)| er=nX 2 ernX | (j" < FZ) > < CX,Y) || Fllax)

n>o

C (X, Y) étant une constante dépendant exclusivement de X, Y, du convexe K et de
la suite A; elle reste bornée dans fout secteur angulaire du type ci-dessus défini.

Nous .n’énongons pas cette propriété comme un théoréme, car elle n'est pas
exacte pour n’importe quel convexe K et n’importe quel systéme libre {e""’vz }
dans H(K). Elle est cependant exacte toutes les fois que K est un seyment de droite,
et lorsque K est un rectangle a cotés horizontaux et verlicaux dans les conditions
énoncées au théoréme de non totalité VII. _

Il nous reste enfin & passer aux applications & la théorie des séries de Dirichlet.
Les théor¢mes sont analogues & ceux des § 13 et 14 de ma thése (dans lesquels K est
un segment horizontal) et du § 5 de ce mémoire (dans lesquels K est un segment
vertical); nous les énoncerons rapidement sans démonstration ; nous nous bornerons
d’ailleurs au cas ot la densité maxima de la suite A = { ), {.>0 est aL, et ou K est
un rectangle & cOtés horizontaux et verticaux (théoréme de non totalité VII).

Appelons B(A) l'ensemble des fonctions F(Z) développables en série de
Dirichlet ¥ ¢, e ™%, %, & A, convergente par le procédé des groupements de

termes (}n .

TafortME DE VL. BErnsTEIN (') IX.

Si A est le plus pelit nombre réel lel que la série = (j," < F(Z) > converge nor-
malement dans toul secteur angulaire X > A +¢, | Y/(X—A)| < K, ¢ et K réels >o,
tout segment de longueur 2L de la droite X = A contient au moins un point singulier

de F(Z).

1. V1. BERNSTEIN [1], p. 138 et p. 141; Porya [1], p. 636. Voir th. Il du §5.
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TuatorimMe X.

- Toutes les fonctions F(Z) g B(A), dont le développement de Dirichlet est convergent
par le procédé des groupements de lermes (3’,,, dans le demi-plan X > X, el qui sont
bornées en module par un méme nombre M sur un rectangle X, < X < X/,,

Y, LYKY,, Y,—Y,>alL, forment une famille normale dans le demi-plan X >X,.

TakoriMe XI (MAJORATION DES COEFFICIENTS).

Il existe une conslante C(s, k) telle que

(6.1) : 'C’J C(e k) M(x’, X ;‘Y’,Y’)eliﬂkx,

avec X,—X, >e, Y,—Y, > 2L +e.

‘Trkorime XII (CROISSANGE 'DANS DES BANDES HORIZONTALES).
N existe une constante C = C(e, a,Y,, Y,, Y, Y’,) (e, a, > 0) telle que

(6.m)  M(X,X+a:Y,Y)<C MX—¢, X4a—¢;Y,, ¥,
MX,X4+a;Y,,Y) > C ' MX+¢, X+a+e Y, Y)

des que Y,— Y, >aL, Y,—Y', > L.
Ce théoréme montre que dans deux bandes horizontales d’épaisseur > aL, les
croissances de | F(Z)| pour X - — co sont du méme ordre de grandeur.
Tﬂﬁom‘su'l: XI11.

Sil mdtce de condensation de la suite A est nul, il existe une constante C = G (g4 a)
telle que

(6.n) CM(X+¢, +o0) SMX, X+a; Y, Y,) < M(X, + o)

pburvu que Y, —-Y, > nL+n

Ce théoréme montre qne dans toute bande honzontale d’épalsseur > nL -

. croissance de |F(Z)| pour X—> —oco est de 'ordre de grandeur de sa croissance

totale définie par M(X, 4 co)(*). En particulier, d’aprés le théordme de Bleberbach,

si F(Z) est d’ordre oo, toute bande horizontale d'épaisseur > aL, conlient une
~horizontale de Julia(*). Le théoréme 7 du § 5 est d'ailleurs également vrai.

o Voir Pox,u [1], p. 626:
a. Ibid.

Fac. dés Se., VI, 194a. = 22
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On pourrait étudier le cas ot K est un disque |Z—Z,| < R, et appliquer le
théoréme de non totalité VI. Dans ce cas la propriété VIII n’est pas vérifiée, mais on
peut de toute fagon déduire des applications de I'indépendance du systéme g e 2 s
de plus, moyennant une hypothese de régularité du type hm mf Qi — ) > o,

on a une propriété analogue & VIII, mais moins riche de contenu et dappllcatlons
Les théorémes obtenus sont tous ceux de M. Mandelbrq]t ou 1nterv1ent la densité
supérieure de la suite A(").
On voit ainsi comment chaque parllculansatlon du convexe K donne lieu a des
théordmes différents.

1. MANDELBROJT [1], chap. 11.




§ 7. — Note sur les applications
a la Théorie des fonctions analytiques.

L’origine de toutes les recherches-concernant la distribution des points singuliers
d’une séﬁe de Taylor ou de Dirichlet sur la fronti¢re de son domaine de convergence,
est la thése de M. Hadamard(*). Le premier théoréme général qui ait été donné est
du & Fabry(®) (18g6). Il exprime que si dans une série de Taylor X c, z%, la densité
de la suite d'exposants { ., | est nulle, le cercle de convergence est une coupure.

Le théoréme des lacunes de Fabry a été par la suite notablement perfectionné,

principalement par trois grands progrés :

1* En 1923, M. Polya(*) a étendu le théoréme aux séries de Dirichlet, £ c, e ™.
L’étude spprofondie de la densité de la suite { ), }, I'introduction des diverses den-
sitgs lor#que cette suite n’est pas mesurable, ont permis de traiter des cas trés

* généraux; toutefois I'indice de condensation de la suite { A | est toujours supposé

nul, grice a la condition restrictive lim. inf (\,.4; — 1) > o.
y—3=00

- Le théoréme de M. Polya est le suivant :

{ . ;
Si dans une série de Dirichlet = ¢, e*™% la densité maxima de la suite § A, } est

D, si en outre lim. inf (4. —X) > o, tout segment de longueur D de la droite de
v—p-o0

-convergence contient au moins un point smguher
2° Dans un mémoire de 1929, M. Polya(‘) (qui cette fois se borne aux séries de
‘ Taylor) relie le probléme A un prohléme bien plus général : celui de la répartition
~'des directions de croissance maxima des fonctions entidres. Pour une fonction
entidre /(z), on peut définir un ordre de Lindeléf (p, ¢,, p,» -+ - p,) PAT :

, log M(r) .
(7 a) vhm suprg., — =0 (*).

{ r*(log r)*(log, ry* ... (log,_, r)'—

o D'une fonction de I'ordre (p, p,, p,, ... p,;), onkdit qu’elle est du type A si

S ¥ ‘ log M(r) .
- '7'(7 b) T Hm. e I"(log rft .. (log, rfe
JONE Volr réédition : HADAIIAI\D [1], 1926.
“aUFamey il:
37 Pouva {8], W : i
‘4 -Porya [1]. * : ,

5 Dans cette fm-mule, log, =loglogr, log,r =logloglogr, ....
. ‘D’autre part M(r) = ll?ax | f@)].
B . . Zj=r
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Pour une fonction du type A, on peut enfin introduire une indicatrice k()
généralisant celle que nous avons définie pour les fonctions du type exponentiel :

| - log | /(re*)|
(7.¢) hig) = lim. sup S Tiog, 77

Une direction de croissance maxima est définie par un argument ¢ pour lequel
hi(s)=A. \ |

M. Polya démontre alors que :
pour la serie de Taylor % ¢, z"™, dont la suite d'exposants §{ y. | a une densité maxima
D, tout angle > a=D contient au moins une direction de croissance maxima.

C’est ce théoréme fondamental qui, particularisé de deux fagons différentes
(d'une part pour les fonctions entiéres du type exponentiel, avec utilisation de la
transformation de Borel, d’autre part pour les fonctions entiéres d’ordre infini,
avec utilisation d’un théoréme de Bieberbach) donne d'une part le théoréme relatif
a la distribution des points singuliers d’une fonction holomorphe sur son cercle de
convergence, énoncé plus haut, d’autre part un théoréme analegue sur la distribution
des directions de Julia : . '

pour la série de Taylor X c.z" représentant une fonction entiére d'ordre infini, et
dont la suite dexposants { v, | a une densité maxima D, tout angle > 2z D contient
au moins une direction de Julia.

Le théoréme XIII de notre § 6 améliore surtout les résultats de M. Polya en ce
que nous introduisons dans nos majorations des constantes universelles, indépen-
dantes des fonctions f(z) étudiées, dépendant exclusivement de la suite des expo-
sants | w, {.

L’amélioration est surtout sensible pour les fonctions entiéres d’ordre infini.

3° M. VL. Bernstein (') semble étre le premier & s’étre occupé du cas ou la suite
{ A, | n’a pas un indice de condensation nul{1930-1933). En particulier I'introduction
des groupements de termes (,, 'utilisation & cet effet du théoréme du minimum
de Hadamard, la définition de I'indice de condensation, sont dues & cet auteur.
Nous avons énoncé le théoréme de M. V1. Bernstein dans notre théoréme IX du § 6.

Signalons que M. Bernstein semble avoir abandonné le point de vue de M. Polya;
la question des singularités d’une série de Dirichlet sur la droite d’holomorphie
n’est pas reliée & des questions générales de croissance.

Dans tous les ouvrages précédents, aucune liaison n’existe entre la théorie des
séries de Dirichlet et 'analyse fonctionnelle; aucun des auteurs précédents n’a donné

1. V1. BERNSTEIN [1].
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’inégalités valables pour toutes les fonclions correspondant 4 une suite d’exposants

donnés. Aussi bien M. Polya que M. Bernstein, dans leurs démonstrations, utilisent
xl 4 B

-systématiquement la fonction J(A) = I1 (l —)\—>( ); de méme MM. Szasz, Szego,

v

Carleman, etc... dans leurs études sur les suites totales de vecteurs représentés par
-des exponentielles; mais la liaison entre les deux théories n’avait pas été faite.

C’est dans I'ouvrage de MM. Paley-Wiener(*) (1934), ouvrage d’analyse fonction-
nelle, qu’existe pour la premiére fois & notre connaissance cette liaison entre les
«deux théories..De divers théorémes généraux sur les séries de Fourier lacunaires,
M. Wiener déduit une partie du théoréme de Fabry : ‘

. .‘ N . 5 —anh 4 .
St lim (A4, — X)) =+ oo, la droite de convergence de X c,e """ est une coupure.
v—>-00

‘Ge résultat est encore éloigné du résultat définitif de M.. V1. Bernstein; M. Wiener
-signale (p. 127) qu’il faut sans doute de nouvelles méthodes, pour pousser plus loin
les résultats et retrouver dans leur intégralité ceux de M. Bernstein. M. Ingham (*)
en 1936 démontre par ses méthodes propres, que

St lim. inf A4 — X)) = 1/23A, tout segment de longueur A de la droile de

. —anh Z . . . .
convergence de la série £ c,e " contient un point singulier.

En 1936 également, M. Mandelbrojt déduit plusieurs théorémes ou intervient la
densité supérieure de la suite A, d’une inégalité fondamentale(*) analogue & nos
iinégalités (5.a), (6.k), introduisant une constante universelle, dépendant exclusi-
vement du systétme A. Nous avons vu comment les théorémes de M. Mandelbrojt
sont des cas particuliers de nos théorémes généraux.

Les méthodes nouvelles utilisées dans notre étude (§ 10 de ma Thése,.s 3et 4 de

-ce Mémoire) donnent des résullals s’appliquant a toutes les suites § ), |, sans aucune,
hypothése de régularité ; appliqués a la théorie des fonctions analytiques, ces résultats
redonnent cette fois tous les théorémes de Polya et V1. Bernstein, mais sous une
forme beaucoup plus générale, par des inégalités introduisant des constantes univer-
selles, indépendantes des fonctions étudiées. Ces inégalités sont différentes suivant
-qu’on envisage les § 13 et 14 de ma thése ou les § 5 et 6 de ce mémoire; en ce qui
-concerne leur application particuliére aux théorémes de Polya ou de Bernstein, les
différences n’ont aucune importance; mais envisagées pour elles-mémes ces inégalités
- ne peuvent pas étre remplacées les unes par les autres; ainsi si la densité de la
suite A est nulle, F(Z) n’est bornée dans aucune bande horizontale, d’épaisseur

4

. Ou des fonctions analogues.

. PALEY-WIENER [1].

. IneHAM [1].

.. MANDELBROJT [1], inégalité (10).

S~ e o~
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aussi pelite que I'on veut, mais ce n’est que si la série X 1/x, converge, que F(Z)
n’est bornée sur aucune droite horizontale, etc... Aussi pensous-nous que 1’analyse
fonctionnelle et 'élude de la totalité des systémes %e"’”»ﬂ dans les différents
espaces H(K) est un fondement indispensable si 'on veut avoir dans sa totalité, la

théorie des sérvies de Dirichlet lacunaires (').

1, Nous pensons par contre que les résultats de M. Bourion [1] sont relativement indé--
pendants de ces théories d’analyse fonctionnelle. g
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