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NOUVELLES RECHERCHES

SUR

LES SURFACES REGLEES

Pan E. ANGLADE

Professeur agrégé au Lycée de Béziers.

CHAPITRE |

Equations fondamentales. Conséquences.

Une surface réglée est engendrée par une droite mobile glissant sur une courbe
fixe qui sert de directrice. 11 est évident que 1'on peut prendre pour directrice une
courbe quelconque coupant toutes les génératrices; mais I'étude sera d’autant plus
simple que la courbe sera mieux choisie et il faut ajouter qu'un choix heureux,
quand on oriente les recherches dans une certaine voie, peut cesser de convenir

" dans d’autres circonstances.

11 existe sur chaque surface une courbe, la ligne de striction('), dont les propriétés
sont particuliérement importantes. A chacun de ses points on associe.un élément
qui détermine la répartition des plans tangents sur la génératrice correspondante. On
reconnait le paraméire de distribution(*).

Comme les deux éléments que nous venons de signaler jouent un rdle de tout
premier ordre, il est naturel de rapporter les surfaces a leur ligne de striction. On se
rendra compte par la suite que ce procédé entraine de grandes snmpllﬁcatlons et
permet de pousser trés loin I'étude des surfaces réglées.

(*) La ligne de striction est simultanément le lieu du point central d’une génératrice
variable et le lieu du pied de la perpendiculaire commune a deux génératrices infiniment
voisines (L. Biancur. Lezioni di Geomeltria differenziale, 3¢ édition, nouveau tirage en quatre
volumes, 1937, t. 1, p. 385. Nous désignerons désormais cet ouvrage par les lettres L. B.).

(*) Le parameétre de distribution K tire son importance du fait que les normales a une
sarface réglée, menées le long d’une génératrice, engendrent un paraboloide hyperbolique
équilatére dont le parameétre est précisément K (L. B, t. 1, page 3g1).

Fac. des Sc., 3¢ série, t. XXVI. ’ 9



66 €. ANGLADE.

1. — Notations.

Nous désiguerons par :

, 2, les coordonnées d’un point M de la ligne de siriction (C);
les coordonnées d’un point de la surface réglée (S);

=
- 2
N

’

%, B, ¥, les cosinus directeurs de la tangente & la courbe (C);

a, b, ¢, les cosinus directeurs de la génératrice (G);

A, 1, v, les cosinus directeurs de la génératrice du cone (E) supplémen-
taire du cdne directeur (D);

v, larc de la ligne de striction;

s, larc de la courbe (X) décrite par le point dont les coordonnées sont
a, b, c; ,

=, l'arc de la courbe (T) décrite par le point (n, wu, v).

Les sens positifs peuvent étre fixés arbitrairement sur (C), (G) et (). La tangente

\ 1 be () . direct a db dc
A la courbe (L) aura pour cosinus directeurs —, —, —.
‘ P ds’ ds’ ds
Nous dirigerons la généralrice du cone (E) de telle sorte ¢ue le vecteur (x, w,.v)

forme un triédre (rirectangle direct avec les deux autres vecteurs (a, b, c),

da db dc)
(FG— de’ ds)’

Dans ces conditions

a b c
da db dc .
do ds de |
A ) v
et,
a b c
(;\9 !"y V) = da db dC
ds ds ds
Par suite
a b c

(dx, dp., dv) = d(%%) d(%%) d(’g%>
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Celte relation prouve que

Earl}\ = 0.

Comme

Ndi =o.
P

on voit que les courbes (T) el (X) ont leurs tangentes paralléles. 11 est possible
de choisir sur (T) le méme sens .positif que sur (¥). C’est ce que nous ferons
désormais.

Cette convention nous permet d'écrire les relations fondamentales

da _ do db dy. de  dv
™) ds ~ d<’ ds d=z’ de = dz’

que nous ultiliserons fréquemment.

11 faut observer que ces considérations, uliles pour une surface quelconque, n’ont
plus leur raison d’étre pour une surface réglée A plan directeur. En effet, la
courbe (T) se réduit & un point(*).

2. — Gondition pour qu'une courbe (C) soit la ligne de striction
d’'une surface réglée (S).

Nous supposons que les coordonnées x, y, z, d’un point de (C) et les cosinus
correspondants a, b, ¢ sont exprimés en fonction d’'un méme paramétre. La sur-
face (S) a pour équations

X =2 + au, Y=y+bu, ~ Z=z+4cu.

u représente la mesure algébrique de la portion de génératrice comptée a partir

(*) On voit ce qui distingue les notations que nous adoptons de celles de Beltrami (Sulla
flessione delle superficie rigate, Annali di matematica, t. VII, 1865). Nous introduisons
systématiquement la ligne de striction, le cone supplémentaire du cone directeur. ainsi
que les arcs o et .

Les convenlions actuelles sont l1égerement différentes de celles que I'on trouvera exposées
dans I’article suivant :

E. ANGLADE. Ligne de striclion el paramélre de distribution, Annales de la Faculté des
Sciences de Toulouse, 1931.
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de (C). En un point de (S), les paramétres directeurs du plan tangent sont les
coefficients du tableau

a b ¢

dx 4+ uda dy + udb dz + ude |’

Par suite, les cosinus directeurs du plan asymptote sont définis par I'équation sym-
bolique

« b c

(hs o v) =1 da db de
do dns -d7

qui mel en évidence le role joué par le cone supplémentaire (E).
Le point central est défini par la relation

a b ¢
(hy ey v) X | da u da dy iy db dz de | =0,
“da ds ds Y “ds “ ds
(ui s’écrit encore
la dx
LT
2 ds ds o

(C) sera donc la ligne de striction si

(2) E dadx = o, ()

ce qui exprime que les tangenles aux poinls correspondants des courbes (C) et (Z)
. , . . da db dc . )
doivent étre rectangulaires. Mais comme ——, ——, ——, sont les cosinus directeurs
ds’ de  ds
du plan central, on voit que (2) traduit aussi une propriété qui résulte de la défini-
tion méme de la ligne de striction : le plan cenlral doit contenir la langente a la

courbe (C).

(*) Cette relation est identique & celle qui caractérise les congruences isotropes et de
laquelle on déduit, en particulier, le théoreme de Ribaucour (L. B., t. 2, p. 463) :

« En menant, par le cenlre d’une sphére, des paralléles aux génératrices d’une congruence
isolrope, on réalise une correspondance par éléments orthogonaux, enlire celte sphére et la
surface moyenne de la congruence. »
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3. — Le cone directeur et la ligne de striction suffisent a déterminer
une surface réglée.

On peut se demander jusqu’a quel point la ligne de striction (C) et le cone direc-
teur (D) déterminent une surface. La relation (2) va nous permettre de préciser
-cette importante question,

Les coordonnées x,y, z, d’un point de (C), peuvent étre exprimées en fonc-
Aion de 'arc v, tandis que a, b, ¢, peuvent s’écrire en fonction de I'arc s. Tout
le probléme revient a calculer v en fonction de s, c'est-i-dire & chercher la distri-
bution des génératrices le long de la courbe (C).

La relation (2) prend la forme

1da dx

— =0
- s dv !
-ou

F(v,s)=o0.

"Cette derniére équation peut admettre plusieurs racines v = f(s). Les surfaces
‘véglées qui admettent (C) pour ligne de striction et (D) pour coéne directeur sont
parfaitement déterminées.

4. — Autres formes de la condition (2).

1°) Si a, b, ¢, sonl définis, dans uun triédre fixe, par les formules
«==sinwcosy, =sinwsin, ¢ =Cos w,
la condition (2) prend la forme
(3)  o'[cos w (@' cosh + y'siny) —2'sin w] 4 L sin w(y cos Y —x'sin)) = o,

-l’apparence compliquée, mais qui conduira, malgré cela, a des résultats fort curieux.
Dans cette derniére expression, «'.y', 2’, o', ', désignent des dérivées prises par
rapport & un méme paramétre.

2°) Dans certains cas, il peut étre intéressant de fixer la direction de la généra-
trice par rapport au triédre de Serret-Frenet relatif au point M de la ligne de
striction. Désignons par o', B', y', les cosinus directeurs de la normale principale
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et par 2", 4", ¥, ceux de la binormale. En introduisant I'angle s que fait le plan

osculaleur avec le plan central et 'angle 6 (*) que fait la génératrice avec la tangente -

4 la courbe (C), nous trouvons,

= acosfh + sin6(x'cos 3 + 2" sinv), b= fcosh + sin0(§ cos s + &' sin 3),

c=+ycosfh + sinl(y' coso + +"sin o),
e‘l. en différentiant,
do=Aa+ Bz +Ca")dv, db=(A2+BY+C8)dv, de=(Ay+By' +Cy")dv..

Dans ces formules, \, B, C, désignenl les expressions

. /db  cosy d(sinficosy) =~ cost  sinbsing
g— O — L y B = A
A=+ ) »o TR T oo
' C_d(sin@sinfp) sin 6 cos o
T dv T

R et T représentent les rayons de courbure et de torsion de la ligne de striction.

La condition (2) qui peut s’écrire
y
P ada = o,

devient

. Ox'd0+cos?>_n
sSin &% M — 0.

Pour 6 — o, la surface est développable. Ce cas élanl éliminé, il reste

, db n cosy
(4) o no=0

S 77

S . ’ r e ro.
* est la courbure géodésique de (C), on met en évi-

co
En observant que —

dence le théoréme de Bonnet(*) :

—
(') Désignons par Mg l'axe qui compléte un triedre trirectangle direct avec la tan-
genle MT a la ligne de striction (C) et la normale au plan central. ¢ est I'angle dont il

faut faire tourner la normale principale de la courbe (C) pour I'ameuner a coincider avec:
= . . . ’ v

laxe Mg. Le sens positif des rotations est défini par le sens adopté sur la tangente MT.

0 est compté positivement dans le sens direct défini par la normale au plan central.

(%) G. Darsoux. Lecons sur la théorie générale des surfaces, t. 3, p. 3t1, 1894.
0. BonNeT. Mémoire sur la théorie générale des surfaces (Journal de I'Ecole Polytech-

nique, 32° cabier, p. 70; 1848).
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« Une ligne tracée sur une surface réglée peul étre, soil une géodésique, soil la
Adigne de striction, soit une trajectoire coupant les générairices sous un angle conslant.

Si deux quelconques de ces propriétés lui appartiennent, il en est de méme de la
troisiéme. » :

3°) Les relations évidentes

lu da
\ _l__ — \ e
2 de o .-/-" ’ ds

jointes & la condition (2),

montrent que les vecleurs (a, b, ¢), (x, n,v), («, B, ¥), sont complanaires. En fai-
sant inlervenir I'angle 9, on peut écrire

() a=uwacosh—isino, B="bcosh—usin,

vy=1ccosh—vsinh.

Yous définissons ainsi la position occupée par la tangente 4 la ligne de striction

. , da db dc
dans le triédre formé par les vecteurs (a, b, c), <-——, —_, ———-), Ny v, v).
' des’ ds do '
Les relations (5) auront de nombreuses applications en raison de leur grande
simplicité. '

5. — Calcul du paramétre de distribution.

La formule qui donne le paramétre de distribution (') devient, avec les notations
-que nous avons adoptées et en tenant compte des relations (2) et (5),

I Yadx I Yaa
dv*
K — Sadx Yde* | | Baa Yok | sin® 6 dv*
de dy dz T o« [2 v T sinbdvds
da db dc
d dl 7 _— - i
a ’ e ds ds ds dvds
« b c a b c
K‘pren(l la forme définitive
. dv
(6 K =sin§ —.
6) sin 70

(*) E. Vessior. Legons de géométrie supérieure, p: 103, 1g91g.
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Il est aisé de se rendre compte que le signe de K est indépendant des directions-
choisies sur la génératrice et la ligne de striction. Il caractérise le sens dans lequel
tourne le plan tangent quand le point de contact se'déplace sur MG.

L’expression (6), d’aspect simple, est particuliérement apte & s’introduire dans.
les calculs. Nous allons le montrer sur deux exemples.

En éliminant dv entre les relations (4) et (6) nous obtenons

K d(cos0)
@ ROV T T
équation de forme intéressante liant entre eux des éléments fondamentaux de (8S)..
Pour 3 = o, la ligne de striction est asymptotique et la formule précédente devient

. K d(cosb)
(7 bis) . R ds

D’autre part, le plan tangent en un point de coordonnées curvilignes (u, v) est
défini par

X—x—au Y—y—bu Z—z—cu |
a b c
. = o,
da ds 4+ u db das + de ds
et e wm TTYaw

ou, en vertu de (5),

de (1. o ) N da .
u—&;)-}_‘/\(X——x)+sm0}_Ja—;(}\—az)_o.

Mais, en remarquant que

ds _ sinf

v K
I’équation du plan tangent devient
8 u "7'\—-r)+1{\‘ﬁ‘i(x—m)—o ")
) . RIS ) i (g =0

La forme simple de cette équation nous permettra de faire apparaitre certaines-
propriétés des congruences W dont les nappes focales sont des surfaces gauches.

(*) x, y, z sont les coordonnées du point d’intersection de la génératrice et de la ligne-
de striction.
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Enfin, pour terminer, signalons une propriété des congruences isotropes de
Ribaucour.
On sait(*) que toules les surfaces appartenant a une congruence isotrope et
_contenant une méme génératrice ont, pour cette génératrice, le méme paramétre
de distribution. Dans ces conditions, la relation (6) qui peut s’écrire
sinf =K —(ii .
dv
prouve que :
Dans une congruence isolrope, wne génératrice coupe la ligne de striction de toule
surface qui la contient, sous un angle 0 donl le sinus est proportionnel au rapport

d L
71% des éléments linéaires orthogonaux des courbes (X) et (GC).

6. — Surfaces a cone directeur de révolution.

Prenons oz pour axe du cone et utilisons la forme (3) de la condition fonda-
mentale. L’angle o étant constant, cette équation se réduit &

y'cosy —x'sind = o,
‘ ‘
ou,

dy
—— =tgJ.
dx 89

On met ainsi en évidence une propriété importante de ces surfaces :

La génératrice MG et la tangente & la ligne de striction sont dans un méme plan
paralléle a I'axe du cone directeur.

Ce résultat peut aussi bien s’énoncer :

Le plan central d’'une surface & cone direclear de révolution enveloppe un cylilid;'e
(K) ayant la ligne de striction pour directrice et une paralléle & I'axe du céne direc-
teur pour génératrice. La génératrice de la surface réglée coupe sous un angle
constant la génératrice du cylindre(*).

(*) L. B, t. 2, p. 463.

On trouvera dans Pouvrage de M. G. DarBoux (Surfaces, 1. I, p- 479 et suivantes, 1914),
I'exposé de curicuses propriétés établies par Ribaucour (Eiude des élassoides, Mémoires
couronnés et Mémoires des savanls élrangers publiés par I’Académie royale de Belgique, in-4°,
t. XLIV, 1881).

() Réciproquement, I'équation (3) prouve que si une surface i cone directeur de révo-
lution d’axe (3) est tangente a un cylindre de génératrice paralléle a (®), laligne de striction
est la courbe de contact. -

Fac. des Sc., 3¢ série, t. XXVI. 10.
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Ce qui précéde fournit un moyen de construire ces surfaces. On les obtient en
menant, le long d'une courbe (C) d’un cylindre, des tangentes & ce cylindre égale-
ment inclinées sur la génératrice.

Il faut aussi remarquer que tout ce que nous avons dit peut étre étendu aux

surfaces & plan directeur. Il suffit de supposer » égal & =,
2

La droite MG reste paralléle a la
LX ) tangente NS & une hélice (H) tra-
cée sur le cylindre (K) dont on
désigne la section droite par (A).
S Nous représenterons par kA larc de
I'hélice et par s Parc de (A).
T On voif immédiatement que

7 ¢,

X ‘:7 dv sin (v + 0) = ds,
(C,) Iy et,

dh sin v = ds.

¥ Dong, en divisant par ds, I'on peut
X ’ écrire, )
' d dh
(}{] / B%sin(w—l—f)):E:;Sin w.

\

h
R Dans cette derniére relation, i——
B — de
est le rayon de courbure R de I'hé-
Fig. 1. lice. De plus, en vertu de (6), on
peut poser
dv K

de ~ sinf’

Nous obtenons ainsi,

K . .
Tn b sin (o 4 0) =R sino,

ou,

(9) . R = K(cotg 6 + cotgw).

Pour toute surface (S) a cone directeur de révolution (D), on peut tracer sur le
cylindre (K) une hélice (H) dont le cone directeur des tangentes est précisément (D).
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Le rayon de courbure de celte hélice s’obtient en multipliant le paramétre de distribu-
tion de la surface (S) par la somme des colangenles des angles 9 el « dont on
connait la signification géométrique.

On peut aussi énoncer cette propriété sous la forme suivante :

Pour une surface a cone directeur de révolution, l'expression

Rn
T —_ COtg U]

conserve une valeur constante lorsque la génératrice MG varie. Celle conslanie est la
cotangente de la moitié de I'angle au sommet du céne (D). '

Si la surface (S) admet un plan directeur, 'hélice (H) vient se confondre avec
la section droite (A) du cylindre (K). La relation (g9) s’écrit, dans ce cas,

(g bis) . R, = Kcotg?.

Le rayon de courbure de la section droite d’'un cylindre (K) s’oblient en multipliant
le paramétre de distribution d'une surface (S) & plan directeur, dont le plan central
enveloppe (K), par la cotangente de Uangle que fait la génératrice de (S) avec la ligne
de striction. S

L’expression K cotg 6 a la méme valeur pour les génératrices correspondantes
des surfaces & plan directeur déduites d’'un méme cylindre (K).

Un cas particulier intéressant se présente quand le cylindre (K) est de révolu-
tion. R~ est constant. On peut donc énoncer la proposition suivante :

8i une surface a plan direcleur posséde un cylindre (K) de révolution, le para-
mélre de distribution reste proportionnel & la tangente trigonométrique de l'angle 9.

Il peut aussi se produire que la courbe (C) soit une hélice d’'un cylindre (K)
quelconque('); cotg 6 et cotg » sont alors deux constantes. Par conséquent :

Si une surface & céne directeur de révolution ou & plan directeur touche le cylin-
dre (K) suivant une hélice, le paramétre de distribution est proportionnel au rayon de
courbure de la ligne de striction. )

(*) On suppose que la tangente a I'hélice fait un angle constant avec la génératrice du
cylindre.
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7. — Sur une propriété des hélices.

L’équation (3) s’est considérablement simplifiée en supposhnt « constant. Elle
nous a montré que par une courbe (C) donnée & I'avance on pouvait faire passer
une infinité de surfaces & cone directeur de révolution. 11 suffisait de choisir arbi-
trairement I'angle « et le cylindre (K) passant par (C).

Cette équation se réduit encore, en supposant que la projection de MG sur le
plan xoy est confondue avec la normale & la projection de (C). Cela sera réalisé
pour

x'cos b 4 y'sind =
L’équation (3) prend la nouvelle forme
S N N Yo < [
(10) ) T =Y (y' cosy —a'sint).

Le paramétre qui intervient dans les dérivations est quelconque. Nous avons donc
le droit de choisir 'arc s de la projeclion de la courbe (C) sur xoy. Dans
ces conditions (*)

y' = cos, x' = —sin,
el I'équation (10) devient

ds
{10 bis do == —dy.
(10 bis) o == —dy
La courbe (C) étant connue, les valeurs de x, y. z, ¥, sont parfaitement déter-
minées en fonction de s. L’équation (10 bis) permet de calculer « etde déterminer
ainsi les surfaces admettant (C) pour ligne de striction.

L . ds '
Le calcul est particuliérement simple lorsque = esl une constante A. La
courbe (C) est une hélice. On lrouve

=AY,

a une constante additive prés qu’il est inutile d’introduire puisque 'angle 1 est
compté a partiv d’'une droite ox arbitraire dans le plan xoy.
Une hélice (C) est donc la ligne de striction de toule surface engendrée par une

droite MG remplissant les conditions suivanies :

(*) Les deux équations

' = sin ¢, Y = —cosd,

conduisent aux mémes surfaces.
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1" MG glisse le‘long de (C) en restant dans le plan mené par la normale prin-
-cipale MN parallélement & Uaxe (3) du céne directeur des tangentes ;

2° MG fait avec laxe (3) un angle proportionnel & U angle que fait MN avec une
-droite fixe du plan xoy normal a (3);

3° Le coefficient de proportionnalité est la tangente du demi-angle au sommel du
-cone directear des tangentes a la courbe (C).

Il faut observer que l'angle o doit étre porté dans un sens parfaitementl
déterminé.

Quand I'hélice est circulaire, la génératrice MG rencontre 'axe de cette courbe.
‘La construction géométrique que nous venons d’indiquer ne conduit alors qu’a une
seule surface réglée; mais cetle surface est de nature intéressante. Sa ligne de
‘striction est une hélice circulaire. De plus, elle admet une directrice rectiligne.

Nous nous hornerons a I'exemple que nous v nons de traiter, sans avoir épuisé
tout ce que I'équation (10 bis) peut donner.

8. — Surfaces réglées réciproques.

On sail que la ligne de striction (C) d’une surface réglée (S) est le lieu du pied
~de la perpendiculaire commune & deux génératrices infiniment voisines.. Cette per-
pendiculaire MR est dirigée suivant la génératrice (A, 1, v) ducOnesupplémentaire
du cone directeur.

La relation (2), vérifiée le long de la ligne de striction de (S), peut s’écrire

V.2 _,

Mais, en vertu de (1), la relation précédente entraine :

N dn
L&U-;—:O.

Nous établissons ainsi la proposition suivante :

La perpendiculaire commune a deux génératrices infiniment voisines d'une surface
réglée (8) engendre une surface réglée (S') ayant la méme ligne de striction que (S).
. Nous dirons que (S) et (S') sont deux surfaces réglées réciproques. Les cbnes
-directeurs sont réciproques. De plus, les deux surfaces sont tangentes le long de leur
ligne de striction commune. Pour le prouver, il suffit d’observer que le plan central

‘ de la surface (8) a les mémes cosinus directeurs que le plan central de (S).
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L’existence des surfaces réciproques peut aussi s’établir simplement en partant
de I'équation (4), '

db cos o
- ———— — 0.

dv R

Cette équation, vérifiée pour une courbe (C) et une génératrice MG, lest encore.
pour la méme courbe et la méme valeur de v, si I'on augmente 6 d’une quantité
constante w. Soit (Sw) la surface obtenue.

Toutes les surfaces (Sw), déduites d'une méme surface (S), sont tangentes le
long de leur ligne de striction commune.

X s T r e
En donnant & w la valeur —, la surface (Sw) correspondanle est précisément
: 2
la surface (S') déja envisagée,
Enfin, remarquons que toute surface (Sw), relative a une surface & plan direc-
teur, admet un céne directeur de révolution. La surface (8') est alors un cylindre.

9. — Relations entre les paramétres de distribution.

Soient (8S) et (8) deux surfaces réciproques. Pour la surface (S), le paramétre
de distribution est défini par

dv
{ = sin§ —.
K sin e

Celui de la surface (S') est

dv
"= c0os ) —.
K cos R

Nous en déduisons les relations

K — teh d=
(l l) KF — '5 da ’
et,
(12) v = K*ds* + K*dx*.

Nous pouvons donner immédiatement une interprétation géométrique du dernier
résultat. :

Les éléments linéaires ds et dr des cones directeurs de deux surfaces réciproques,
multipliés par les paramétres de distribution correspondants, sont les cétés de l'angle-
droit d’un triangle rectangle dont I'hypoténuse est U'élément linéaire de la ligne de stric
tion commune.
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La formule (11) peut aussi s’interpréter aisément.

Il suffit de remarquer que

79

de

représente la courbure géodésique de la courbe (X) découpée sur la sphére de rayon

un par le cone directeur de la surface (S). C’est ce que nous allons d’abord établir.

Tout point de (¥) a pourcoordonnées a, b, ¢. Par conséquent, les cosinus direc-

teurs de la tangente a cetle courbe sont

i, m,n,
courbure.

Nous avons déja vu au n° 1 que I'on pouvait écrire,

a b
(e v) =1 da db
ds ds
On en déduit,
dr du dv>>_ 1 la b
<d'r’d7v’$' e |1 m
da db

On voit immédiatement que la direction —

ds’ ds

da db
ds’ ds’ de
les cosinus directeurs de la normale principale et par ¢, le rayon de

" ds

dc ‘ e
—. Nous désigrierons par

sous forme symbolique,

c

de
ds

¢l ds

dx

n

dc . .
, est simultanément per-

pendiculaire au plan central des deux surfaces réciproques et 4 la normale
principale de la courbe (¥). Ce plan el cette normale sont donc paralléles.

En introduisant 1’angle ¢

sphére (‘) qui contient (X), on peut écrire

(13) l=—(acose+rsinz),

En tenant compte de (1), nous voyons que’

)=-%

En multipliant par

da db dc
T4 s

a b

acosz+isine

<da db dc) . a b
ds’ ds’ ds % "
on trouve
(14) sin e . d~

pr 5

m=—(bcos s+ usin €),

bcos e+ psine

que fait la normale principale avec la normale & la

n=-—(ccoss+vsinz).

¢ ds

d~

€Ccos c+vsine

(*) On suppose cette normale dirigée vers le centre.
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d . v oag . ;
th est bien la courbure géodésique de la courbe (X) tracée sur la sphére de-
G

rayon un.

La formule (11) peut, & présent, se traduire par la proposition :

Le rapport des paramétres de distribution de deux surfaces réciproques (S) et (S')
est égal au produit de la courbure géodésique de (£) par la tangenle de I'angle que-
Sfait la généralrice de (S) avec la ligne de striction.

Il ne faut pas oublier que, sur la sphére qui la contient, la courbe () a pour
courbure normale

g
La formule (14), qui donne . peut donc se transformer en

T

i ds _,
(IJ) E;——- ge.

Puisque les géodésiques d’une sphére sonl les grands cercles, la torsion géodésique-

I de
s ds

de la courbe (¥) est nulle. Cela prouve que

I __ds
t,  ds’

d . .
est nul lorsque -(-i—T— est constant. Par suile, (X) est une courbe plane et le céne-
G .

T

directeur est de révolution.

Nous observons aussi, puisque nous avons introduit simultanément les courbes

. d ,
(X) et (T) dans cette étude, que (T) a pour courbure géodésique 71—%. C’est une

conséquence de la réciprocité signalée au n° 8. On met ainsi en évidence la
propriété :

Les courbes sphériques (X) et (T) onl des courbures géodésiques inverses.

Ces deux courbes ont les tangentes('), les plans osculateurs, les normales prin-
cipales et les binormales respectivement paralléles. '

Cette propriété ne caractérise pas les courbes (X) el (T). Deux courbes qui se:
correspondent par transformation de Combescure (*) la possédent aussi.

(*) Voir au § 1. .
(*) Pour la définition de la transformation de Combescure étenduc aux courbes, voir-
L. B., t. 1, p. bo.
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dr . . . ‘ . ‘
Supposons que e soit une certaine fonction de s que nous représenterons -
s

par f(s). On sait que - -
dx
e
ds g
L’angle ¢ est donc déterminé, & K= prés, en fonction de 5. Le rayon de courbure
de (X) peut étre déduit de la relation

COS ¢

Os

D autre part, toutes les courbes d’une sphere ayant une torsion géodeS|que nulle,
on peut écrire ’

I de
. ds’

Les rayons de courbure et de torsion de (¥) étant connus enfonction de o, cette
courbe est déterminée 4 un déplacement prés. M. G. Darboux (‘) a montré que
la solution de ce probléme dépend d’une équation de Riccati.

La courbe ainsi définie est bien sphérique, puisque la condition (*)

; d S

dp;

" ds

=0

est vérifiée. i
De plus, le rayon R, de la sphére osculatrice qui contient () est défini par

. do
2 __ 2 2 ve .
v (4)

On montre aisément qu'il est égal & un.

En prenant pour ¢ une autre détermination, on n ‘apporte aucune. modlﬁcatlon a
la courbe (X). En effet, le sens positif de la normale principale change en méme
temps que le signe de o,.

Le cone directeur (D) qui a son sommel au centre de la sphére osculatrice et qui
passe par (Z) est donc défini, & un déplacement prés, par Péquation intrinséque

dt
7o = /).

(‘) G. DarBoux. Theorle générale des surfaces, t. 1, p. 27 et suivantes, 1 914
(®*) L. B, t. 1, p. 41.

Fac. des Sc., 3¢ série, t. XXVI. 1t
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10. — Propriétés des surfaces (8.)

Passons a I'étude des surfaces (Sw) que nous avons fait apparaitre au n° 8.
La génératrice d’une telle surface a pour cosinus directeurs

a,=acosw + rsinw, b =bcosw+psinw, ¢ =ccosw +vsinw.

De méme

h=hCOSW —asinw, p =pcosw—bsinw, v, =vcosw —csinw.

On en déduit Co

N N ceey

1
da, = iﬁ(dccosuH—dr sinw), db, = %b—(dccos w4disinw), de =
5 s

da

db

dh, = —(dvcosw—dssinw), dy, = T(dr cosw—dssinw), dv,=...,
et, par suile,
(16) ds, = d~sinw + dscosw, dr, = drcosw—dssinw.

Le résultat fourni par les équations (16) peut étre facilemenl interprélé. Dans

ce but, considérons le vecteur dont les composantes, sur les génératrices MG, et MR,
de

d - o
des surfaces (Sw) et (S’w), sont —ZIT‘ et 7%‘— Ses projections sur les génératrices
dx

d
MG et MR, des surfaces réciproques (8) et (8'), sont EZ— et e Ce vecteur est
donc indépendant de 'angle w. Ainsi, nous voyons que :
: d d
Levecteur (V) dont les composantes sur MG el MR son! ]% et .r_l%

pour toutes les surfaces réglées qui admettent la méme ligne (e striction el qui sont

est le méme

tangentes le long de cette ligne. ‘
On sait que le vecteur (V) est construil dans le plan central de la surface (S) et
qu’il est, par conséquent, paralléle au plan normal a la courbe ().
La binormale & cette courbe a pour cosinus directeurs les coefficients du tableau

da db : dc
ds ds ds ,
—(acoszc + isine) — (bcose 4 psine) —(ccosz + vsin)

dans lequel = désigne I'angle que nous avons introduit au n°g.
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. Les- paramétres directeurs du vecteur (V) peuvent s’écrire

ads + ndx, bds + wds, cds + vdr.

“La condition pour gue le vecteur et la binormale soienl perpendiculaires est donc

ads +) d= bds 4 nd~ cds + vdr
da : db dc o
ds ds dg ‘ o
acose + Asinz bcose + usin: €coss + vsinz

En multipliani par

a b ¢

da db de
de ds deo

on obtient la relation définitive

dT—t
ds g

vérifice en vertu de (15).
Par suile, le vecteur (V) est paralléle aux normales principales des courbes (X)

el (T). :
La caractéristique du plan central est 'intersection des plans

2%(,\;_@_—_0, Y (ade +2dx) (X — @) = o.

Elle a pour paramétres directeurs
Az —ad~z, wds — bdr, vde —cdr.

Elle est perpendiculaire au vecteur (V) el, par suite, paralléle aux binormales de
() et (T).

Les diverses surfaces (Sw), déduites de (S), ont le méme plan central. Comme
les courbes (Zm) ont leurs tangentes perpendiculaires & ce plan central, on voit
qu’elles se correspondent par transformation de Combescure(*). Leurs normales
principales ont la méme direction paralléle au vecteur (V).

(') Réciproquement, si deux courbes (X,) et (3,), de la sphére de centre O et de rayon
un, se correspondent par transformation de Combescure, si deux surfaces (S,) et (S,), de
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Ce vecleur a la méme longueur pour toutes les surfaces -(Sq-u) déduites de (8).
On peut écrire \

_ ds, \*  /dz,\*  /da\? d=\*
o (& (@) =)

relation que les équations (16) permetlent de vérifier immédialement. En tenant
compte des valeurs trouvées pour K el K' au début du paragraphe ¢, nous oblenons

sin’(h +w)  cos’() +w) _ sin®h  cos'l
i KT TR TR

(17 bis) .
ce qui montre que :
L’expression
sin®0 cos™
TR

a la méme valewr pour toules les surfaces (S ) de méme ngne de striction et l(mgentev
le long de celle ligne.

Il est évident, dans ces conditions, que cette expression doil pouvoir s'exprimer
en fonction de ¢ sans que 6 intervienne. Un calcul trés simple va nous le ‘montrer.

Posons, comine au n° 4,

a = zcosbh + sinb(e'cosy + 2" sin 9},
b=18cosb + sinb( cosz 4 §"sing),

¢ =vcosh +sind(y' coss + +"sing).

En lenant compte de la relation

dh cosy
wTTR T

nous trouvons,

db de ,
) ’ll“ = AL+ B, o= A B, e =AY B
v

méme ligne de striction, ont des cones directeurs de sommet O passant par (¥,) et (X,),
et si les points correspondants de (£,) et (¥,) sont ceux que I'on construit en menant par
O les paralléles aux génératrices de (S,) et (8,) issues d'un méme point de la ligne de stric-
tion, ces surfaces ont le méme plan central. .

Pour le montrer, il suffit d’observer, comme nous I'avons déja fait, que les plans cen-
traux de (S,) et (S,) sont normaux aux tangentes des courbes (I,) et (Z,). Ces tangentes
étant paralléles, les plans sont confondus. '
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avec

. . 1 deg cos fsiny | { . <1_ d_,> s cosBsino

= _—— —_—, B=—cosg{sinf| ———"1)f ——-rx*—
A =sing{sin 6(,1‘ o + m S COS ¢ gsu T + R

On voit donc que

<ds>"= \ (da)”:';'si“e \L_i'f_-)_;_ coshsing )

) T = \dv R

2

En remplagant 6 par 0 + I cette relation devient
2

d=\* | 1 dgN  sinbsing )*
2 = leos( e — 22y TR
<dv> 10 <'r an ! R

: Par conséquent
de\*  /dx\* 1 de\*  sin'y
@ <d—> +<T> = (F—7) +5

ce qui peut aussi s’écrire

sin®0 cos* 0 < 1 dv >2 sin® g

{18 bis) PR T\ T @

~ C’est bien ce que nous voulions établir.

85:

11. — Introduction de la torsion géodésique et de la courbure normale

relatives a la ligne de striction.’

La formule (18 bis) peut étre facilement interprétée. 1l suffit d’observer que, sur

la surface (8), S0 % o L 12

R T dv

n

sion géodésique ,]L de la ligne de striction (*).
9
L’équation (18 bis) prend la forme

. I ‘
et — — —— représentenl la courbure normale — et la tor-

(19) sin®0 n cos™ () 1 + 1
) K KT ORI
5 D la formule - — d0 . . L ass .
(*) Dans la formule i i qui donne la torsion géodésique, il suffit de rem-

placer 0 par ¢ — —;l et ds par dv. (E. Vessior, Lecons de géométrie gupél'ieure; p: 3a.

Hermann, 1919.)
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sin6  cos’l

K’ + K’2
carrés de la courbure normale et de la torsion géodésique relatives o la ligne de-
striction.

Sur loule surface réglée, I'expression est égale a la somme des-

Lorsque la ligne de striction est une géodésique, la relation (19) devient
sin’0  cos’6 1 I
—_— t = ar
K* K” R* T

— ] = ——— est
dv

. . ., (dT\*  cos’0
Enfin, si la surface (S) admet un plan directeur, la quantité < T> -

nulle et (19) s’écrit

sin® 0 1 I

Kz "—"ﬁf“{"',i"f.

I I .. .
Pour calculer les éléments . et e qui s’introduisent naturellement dans.

» g
1'étude précédente, nous pouvons poser, comme nous I'avons déja fail & plusieurs.

reprises,

a = zcosH + sin 6(x' cos ¢ + «" sin ¢),
b= 8cosb+ sinb(8 cosy + 8" sin 7)),

¢ =+ycosh + sinf(y cos g + ¢"sing).

D’autre part, on voit aussi que,

A = —asinb 4 cos6(a' cos ¢ + o' sing),
p=—Bsind 4 cos 6(8 cos ¢ + p"siny),
y = — ysin6 + cos f(y' cos v + 4" sin v),

ce qui entraine

da : [ db I " de — ol ain "
(H)-d—c~:7.'Slll’.?——1 cos g, —d-;—z{i sing —B'cos ¢, T sing —vy"cosg ..

- da C
En dérivant T par rapport a v, il vient
G

de dx /o a’\ . o , v dy
44+ == = + == ) sin s 4+ —coso — (2’ cos v + sin 0) ——,
R M [ C0ss 2

équation qui peut s’écrire

Lz+ M2 +Na"=o0
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-avec
dr  sing

L ‘Odq sin f —— — ———
= oS G T G TR

dv T

: . . ds d= 1 dy
N :sma;(sm ()—U 4+ cos ) — — — + =~

dr T

‘ . ds d= I d:p.
M:cosa(smf)—— 4+ co8 6 — — — 4 ——->,
! dv

\
7 )

#Par ce procédé, on peut former le systéme d’équations
La 4+ Mo 4+ No" = o, L6+ Mp + N§"=o, Ly +My +Ny" =o,

-quivalent au systéme

L:O, M.:O, N:O,
et qui se réduit &
sin g ds de 1 do . ds dr
b= COS ) — — sin 0 — , —_——— =s5inH— + cosh —.
(%O) R cos? dv s dv T dv dv + dv

On peut encore écrire ces formules

sin g - 0( 1 I > 1 dy sin*6  cos*6
— SiIn f cos _—— ], —_——— = — _—
(21) R SIS K T W T~ R K
et, en éliminant K’,
I cotgh I
(a1 bi L_oer
(21 bis) N R, + T,

Nous obtenons ainsi les éléments que nous voulions calculer.

Les équations (21) peuvenl aussi bien se former par dérivation des expressions
donnant les cosinus a, b, ¢. Les calculs sont moins simples, mais on est conduit
-4 la troisiéme relation

do cosy
Wt TR T
qui définit la courbure géodésique de la ligne de striction. Nous I'avons déja trou-
vée au § 4.

Les équations (21) rappellent, par leur aspect, les équations d’Euler et de
O. Bonnet (*) relatives & la courbure normale et 4 la torsion géodésique d'une courbe

(") G. DawBoux. Théorie générale des surfaces, t. 2, p- 400, 1915 (Gauthier-Villars et Gi*).
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tracée sur une surface quelconque. Mais il est évident que Vanalogie ne peut pas étre
poussée plus loin puisque K et K' ne sont pas indépendants de 6.
. . | 1 sin®*0  cos*
Enfin, observons que les expressions sin 6 cos <—- — —,) b —— o —
- Kk K K K
conservent leur valeur quand on passe d’'une surface (S) & une surface (5,)
Les équations (20) permettent d’écrire

(32) ds sin cos 0 d= cos 0 sin
22 —_ == — —_—r e
v I R ’ v I R

a9 " 4 "

et, par suite,

d~ T, R,
de sinh  cosf
T, R,
ou,
. no__ { 0
. . dr . 'lg g
(23) | TR,

La courbure géodésique, en des points homologues des courbes sphériques (£,),
est une fonction homographique de la tangente de Pangle 6 correspondant (*).

12. — Quelques conséquences de I'équation (4).

L’équation considérée est

. do  cosy
. . %4———-“

Nous allons l'utiliser pour chercher les surfaces réglées dont les génératrices cou-
pent la ligne de striction sous un angle conslant.

Pour que cela se produise, il faut el il suffit que la ligne de striction soit une-

T
droite <% = 0) ou une géodésique non rectiligne (c., = ;) de la surface (*).

' . d=
() La relation (23) est, en réalité, une relation involutive liant P et tgo.

(*) C'est unc conséquence du théoreme de Bonnet que nous avons signalé au n° 4. Voir-
aussi : Prroxpint  Studii relativi specialmente alle superficie gobbe, Journal de Battaglini,
1885, p. 304.
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Toute surface a ligne de striction rectiligne (A) peut donc élre engendrée par une
droite coupant (A) sous un angle constant.

D’autre part, soit une droite prise dans le plan rectifiant d’une courbe (C). Si elle
coupe la courbe sous un angle constant, elle engendre une surface admettant (C) pour
ligne de striction. C’est ce qui se produit, en particulier, powr la binormale.

Pour cette derniére calégorie de surfaces, le paramélre de distribution prend une
forme treés simple susceptible de conduire & d'importantes applications géométriques.

Comme la ligne de striction est une géodésique de la surface réglée, I'équa-
tion (22) s’écril

ds sin 0 cos 0
W TT TR

et donne pour expression du paramélre K

., . cos 0 sin 6
]\_.—~..sm0:< )

R T
Nous conserverons cette derniére relation sous la forme

sin0  cos0 sinf (")
(24) K ~ R T

Si la surface est engendrée par la binormale de la ligne de striction, nous

voyons que
(24 bis) - K=T.

Le paramétre de distribution de la surface des binormales {'une courbe (C) est
égal au rayon de torsion de celte courbe.

D’autre part, la relation (24) prouve que :

Si 6 et K sont constants, la ligne de striction est une courbe de Bertrand, puisque

sa torsion et sa courbure vérifient une relalion linéaire. Si 9 est égal & —, la ligne de
2 .

striction est une courbe a torsion constante. ‘

Tout ceci donne le moyen de construire, & ’aide des courbes de Bertrand et des
courbes a torsion constante, des surfaces A paramétre de distribution constant.
L’angle 0 devra étre droit si la torsion est constante. Si la relation qui caractérise la

courbe de Bertrand est’

a +b__
R T &

(*) Une relation identique est donnée par Bianchi (L. B., t. 1, p. 406) et par M. G. Dar-
boux (Legons sur la théorie générale des surfaces, 3¢ partie, p- 313, 1894).

Fac. des Sc., 3¢ série, t. XXVI. It
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il suffira de choisir 6 de telle sorte que (*)

lgh =

b
a

La formule (23) devient

R
——lgh

d= o T
ds

Lorsque la ligne de striction est une géodésique d’une sur face réglée (S), la courbure

géodésique de (X) est une fonction homographique du rapport E;;

R . dz . .
T est constant en meéme ltemps que 1o Cela ne peut se produire que si la
[

courbe (C) est une hélice. Les surfaces correspondantes admettent un cone directeur
de révolution de méme axe que le cone directeur des tangentes a la courbe (C).

13. — Surfaces dont la ligne de striction est une asymptotique.

Pour que la ligne de striction (G) soil une asymptotique, il faul que ¢ =o (9.
La relation (4) s’écrit

d6+-t£i=0.()

Or, %}- ost I'élément linéaire de lindicatrice des tangentes de la courbe (C).
A une constante prés, la mesure de Uangle 6 est opposée a celle de U'arc de cetle indi-
catrice.

La formule (22) devient

ds sinh
(25) — =

(*) Cu. Biocue (Sur certaines surfaces réglées, Comptes rendus, t. GV, p. 829, 1888) a
montré que cette génératrice est paralléle a la binormale de la courbe de Bertrand associée.

(%) La relation ¢ = = sc raméne & ¢ = o en changeant le sens de la normale au plan
central. )

*) L. B, L. 1, p. 387.
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- Le paramétre de distribution est donc, en vertu de (6),
K="T.()

Si la ligne de striction (C) est une asymptotidue de la surface (S), le paramélre
de distribution est égdl au rayon de torsion de (C).
Ce paramétre est le méme pour loutes les surfaces (Sw) déduites de (8S).
Si la ligne de striction n’est pas une géodésique, la condition (4, § 4) permet
’écrire la relation (21 bis, § 11) sous la forme
I I db de

L colghigs— + 2
T h g R dv

qui montre que

sin  sin ¢ = constante

est la condition nécessaire et suffisante pour que le paramétre de distribution soit
égal au rayon de torsion de la ligne de striction. \ '

En observant que sinfsin ¢ est le cosinus de I'angle que fait la génératrice avec
la binormale, on peut énoncer : .

Pour que le paramétre de distribution soit égal au rayon de torsion de la ligne de
striction, il faut et il suffit que la génératrice décrive un céne de révolution autour de
la binormale.

‘La condition sin 6 sin ¢ = conslante est évidemment vérifiée lorsque la ligne de
striction est une asymptotique.

. dz , ...
L’expression de —, donnée au n° 11, devient ici

de
dx

ds

(26)

= colg 0.

La courbure géodésique de (Z) est égale & la cotangente de U'angle 6 que fait la
génératrice avec la ligne de striction.

Nous verrons plus loin, sur I’équation des lignes asymptotiques, que (26) carac-
lérise bien les surfaces que nous étudions dans ce paragraphe. '

Considérons maintenant le vecteur (V) que nous avons introduit au n° 10.- Nous
avons montré qu’il admet les paramétres directeurs

ads + idx, bds + wd=, cds + vdr.

() L. B, t. 1, p. 392. Cetle relation n’a un sens que si la ligne de striction n’est pas une
droite.
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Or, les cosinus directeurs de la tangente MT A la ligne de striction s’écrivent,
en vertu de (9),

o ==acosfh—xrsino, f=0bcosh-—usino, v==ccosf—vsinb.
Pour que-(V). et M'T soient normaux, il faut et il suffit que

Wa(ads + ndx) =

‘(_J&X(QAJ—F/\ L)—O,

ou que,

Nous retrouvons ta condition (26). .
Le vecteur (V) est normal & la ligne de striction el, puisqu'il est contenu dans le
plan central, il est dirigé suivant la normale principale.
Nous avous déja dit, au n° 10, que ce vecteur est paralléle a la normale princi—
pale de (Z). Les normales principales aur courbes (C) et (¥) sont donc paralléles.
Le plan central est normal & Ia tangente de la courbe (X¥). Par suite :
La tangentevr‘z la ligne de striction est paralléle.d la binormale de (%) (").

14. — Surfaces réglées a ligne de striction circulaire.

Les équations de la ligne de striction étant

v )
:c:l{cos—h—, y:l{smﬁ—, z=o0,

les.cosinus direcleurs de la langente s’écrivent

L v
1:—Slll-ﬁ, b = cos —, Yy=o0.

R

() On trouvera dans L. B, t. 1, p. 388, une construction qui fait intervenir les géodé-
siques de la développable ayant la ligne de striction pour aréte de rebroussement.



NOUVELLES RECHERCHES SUR LES SURFAGES REGLEES. q%

En tenant compte des valeurs de :», %, v, données par les formules (5), on peut
poser ‘

V- < . v . .
-—sin—l-i-zacosf)-——/\smﬁ, cns-}r:bcos!)—y.smfj, ccosh—vysinh—=o.

La derniére de ces équalions donne

¢ e

. v
Sin) —= ————, COS ) = ——ur, (e==1),
Ve + v Ve + v
-et, par suite,
i v he —av v by —uc
n——=: ——=——, COS — — & ——==—, ) L
R Ve + v R Ve 4o ‘ -

ce qui prouve qu’'une surface a ligne de striction circulaire esl définie en méme
temps que le cone directeur. Les équations d’une telle surface sont
by —ypc he—-ay i

(27) X =c¢R ——== v+,au';,"' Y=:R———+bu, Z=cu.
\/cz+vzn P . . . \/C¢,+VSE .

Il est facile de vérifier, sur ces équations, que la ligne de striction. est bien
-circulaire. '
Si I'on observe que

da i b . . da\* db\*
E—_—(bv_!"(%w ‘ ?i—g——-—()\c—av), c+v =<-d—6-> +(E> s
-on peut attribuer aux équations (27) la nouvelle forme
. Rd :
(27 bis) X=—e____a=+au, Y= _R_df'___-}—bu, 7=cu.
Vda* + db* Vda* + db*

Ainsi, on ne fait intervenir que les cosinus a, b, ¢, donnés en méme temps que le
cOne directeur.

Si 'on donne pour a, b, ¢, les valeurs
a=sinwsin{, b =sinwcost, ¢ = CcoS v,
la surface correspondaute est définie par

X =¢cRcost 4+ usinosinl, Y:—sRSinl%—uSianOSt, Z-—=ucosw.
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Ces équations, dans lesquelles ¢ est le paramétre, définissent I'hyperholoide de
révolution

N Y — 20 1gte = R,

Suivant le signe de :, on fail apparaitre I'un ou l'autre des deux systémes de
génératrices ().
Une méthode analogue, dans le détail de laquelle nous n’entrerons pas, montre-
que les surfaces
. p /dbN\? db
\::L<——> +au, Y:——pwﬁ»bu, 7 =cu,
[}

2 \ da,

ont pour ligne de striction la parabole

I

y =opx, z

15. — Détermination d'une surface connaissant K, cotgé, a, b, ¢,
en fonction d'une méme variable.

Nous avons déjd vu que les cosinus directeurs de la tangente & la ligne de stric--
tion s’écrivent -

%= acos i — rsinh, 8 =1bcosbh—usino, v=ccosf—vsing.

D’autre part, la formule (6) qui donne le paramétre de distribution permet de poser

k
T sin®

) o

(") Si 6 est constant, de la formule
ccosb—vsinh =o

on déduit
de

ds

lela prouve que le cone directeur est de révolution autour de oz.

L’hyperboloide de révolution est la seule surface donl la ligne de siriction est un cercle qui-
coupe les génératrices sous un angle constant (E. Amicues, Equations générales des surfaces
réglées dont la ligne de striction satisfait a certaines conditions. Nouvelles Annales de Mathé- -
matiques, p. 77, t. 8, 1889).
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Les équations de la ligne de striction

7‘7=f°‘dv' _\=f(idl’, sz\’d‘”

prennent la forme,
«(28) x:fK(acotge——X)dc, ;vsz(bcotgﬁ—yL)ds, z:/[\'(ccotge‘——v)dc.

On trouve donc, pour la surface,

(28 bis) X:—:au«*—fK(acoth——)\)dc, Y:bu—}-/K(bcotg_O—y.)dc, 7= ....

Réciproquement, il est possible de montrer que cette surface réglée (28 bis) cor-
respond bien aux éléments que nous avons choisis par avance et que les équations (28)
sont celles de la ligne de striction (*).

Les éléments K, cotg6, etlescosinus a,b,c, suffisent a déterminer unesurface
réglée.

. . . . . d=
Pour que la ligne de striction soit une asymptotique, il faut que T cotg .
G

En tenant compte de cette relation, établieau n° 13, les équations (28 bis) deviennent
{29) X = au—}—-fK(ddT—}\dc), Y=0bu -{—fK(bd'r—y.dc), 1= ....

Sous cette nouvelle forme, elles définissent toutes les surfaces dont la ligne de striction
est une asymplotique.

Nous avons vu, au n° 13, que pour de telles surfaces la ligne de striction (C)
a un rayon de torsion égal & K. Pour obtenir les équations des courbes & torsion

(") W est intéressant de comparer la méthode que nous avons suivie pour déterminer
fes surfaces (28 bis) avec celle qui est adoptée par Minding (Voir L. B., t. 1, p. 394).

Minding se donne 6, M, N, en fonction de l'arc v de la direclrice. Si I'on veut que la
directrice soit la ligne de striction, il revient au méme de fixer K et cotg en fonction
de v. Mais l'introduction de la variable v oblige & exprimer les cosinus directeurs de la
génératrice de la surface & I'aide de la méme variable, ce qui complique considérablement
le probléme.

Signalons enfin une méthode trés intéressante, exposée par M. E. Vessior dans ses
Legons de géométrie supérieure (p. 109, 1919). La directrice choisie est une trajectoire ortho-
gonale des génératrices.
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I . . S I . S
conslante T il suflit donc de remplacer, dans (28), K par la constante T el cotg 9

dt Lo
par ——- On trouve ainsi
= ;

(30) x:'r/(adf — %ds), y:'l‘/(b(l'r—gxdc), z:'rf(cdr—w,lg),

Ces équations, rapprochées de celles que I'on donne habituellement, nous per- -
mellront de mettre en évidence quelques résultats intéressants.

16. — Surfaces & parameétre de distribution constant. Courbes de Bertrand.
Courbes a torsion constante.

Les équations des surfaces a paramétre de distribulion constant s’écrivent

@B1) X=au+ K/(acolg@—k)dc, Y =bu+ K/(I)colge—p.)dc, Z=....
Si 6 est constant, la ligne de striction est une courbe de Bertrand (n° r2) définie
par la relation-

sin 0 cosb . sin 6
T R = K

Il suffira de faire varier le cone direcleur (a, b, ¢) pour obtenir toutes les cour-
bes de Bertrand de la méme famille.
Ces courbes ont pour équations

w:K(cothfadc——fkdc), y:K<cotg6fhdc——/}ulc>, 2= ...,

ou, en posant Kcotgh=m, K=n,

(32) m:m/adc—nfkdc, y:lrlfbdc—n/p.da, z::n/cdc—n/vdc.

(*) Ce sont, 4 un signe pres, les équations indiquées par M. G. Darboux (Legons sur la
théorie générale des surfaces, t. 1, p. 63, 1914). 11 les fait apparaitre en utilisant les formules
de Serret qu’il vetrouve a I'aide de considérations cinématiques.

On trouvera dans la Géométrie différentielle de M. Bianchi (1. 1,p. 62 & 68, 1927), 'exposé
des propriétés remarquables qui caractérisent les courbes de Bertrand.

)
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Nous avons montréau n° 12 quepour 6 = — le paramélre conslant h est égal
2

A T. Les équations (32) deviennent,

(33) .’,(?__-—"l‘/;dl'?, yr:—'l‘/y.l]a, =T /vllc.

Elles définissent alors les lignes « lorsion conslante 'I'.
En tenant compte des relations

de db . da a de . db b da
a5 ds T 'Y ds’

=15

_on tronve,

(33 bis) .n—'l‘/(crib——bdc), y:'l‘f(allc—cda), ::T/(bda—adb).

Ces formules fonl intervenir le cone directeur des binormales, comme celles qui
sont données par M. G. Darboux dans I'important ouvrage que nous avons déja
signalé a plusieurs reprises.

Comparons maintenant ces résultats & ceux qui onl été oblenus a la fin du para-
graphe précédent.

Si M et M' sont deux points correspondants des courbes

© o= T/a/.l—,, y = 'l‘/bd-., = 'I‘/cdv,
a .'l}:?'r‘/‘)\llc, y:—Tfy.(lc, ::—T/vdc,

les formules (30) font immédialemenl voir que le milien de MM’ décrit une

courbe (C") de torsion constante égale & %

C’est une propriété remarquable de toutes les courbes (C) et (G'), de méme tor-
sion constante, dont les cones directeurs des tangentes sont supplémentaires (*).

On peut observer que (C) et (C') ont leurs normales principales paralléles A la
tangente & l'indicatrice de courbure (%) relative & (C). Nous avons vu, par
ailleurs (*), que la normale principale de (C") est paralléle a celle de (¥). Par suite,

~la courbe (C") a sa normale principale perpendiculaire i celles des courbes (C) et (.

Avant de terminer ce paragraphe, observons qu’il existe une construction simple
des surfaces & paramétre de distribulion constant.

(*) On peut étendre cetle propriété aux courbes a torsion variable.
(*) Se reporter au n° 13.

Fac. des Sc., 3¢ série, t. XXVI. 13
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En effet, la caractéristique du plan asymptote est paralléle i la génératrice. Cestla
droite d’intersection des plans ‘

A v da oA 3.
‘_‘A(\ x)=—o, . -\-‘A(IG‘(;\_:E)_IL/\Z::O.

Réciproquement, si I'on meéne, daws le plan osculatenr (P) d'une courbe (A),
une paralléle & la tangente, cette paralléle décrit une surface (S) qui admet préciéé-
ment (P) pour plan asymplote (*). '

Puisque la surface (S) el la courbe (\) onl le méme cone directenr, la seconde
équation peut s’écrire

{ N
| e L I

— (lq

En désignant par n la distance qui sépare la génératrice de la tangente &
la courbe (A), nous obtenons

Par suite, une surface ¢ parameélre de distribution conslant esl engendrée par unc
droite du plan osculateur d'une courbe (A). Celte droite doil étre menée parallélement
r\

Ry*
Le point de la courbe (\) esl a U'intersection des plans (*)

& la tangenle, & une dislance proportionnelle

SN v da o N _ d ,
NN~z =o, _\_JE(\—J;)Tk g0 =o. \;Ja(\v—.::)m—rﬁ(h lgh) == 0.

Lorsque K' el 6 sonl constauls, les résullats du paragraphe 12, appliqués & la
surface réciproque (S8'), montrent que la ligne de striction (G) est une courbe de
Bertrand géodésique de (S). La normale au plan central est simultanément la nor-
male principale des deux courbes (C) el (A). Ainsi:

Toutes les fois que (C) est une géodésique de (S) el que W' est constant, (A) esl
une courbe de Bertrand.

(*) Pour que le plan asymptote soit osculateur & une hélice, il faut et il suffit que la_
surface posseéde un cone directeur de révolution.
(*) Ta ot R, représentent les rayons de courbure et de torsion de (A).

(*) L’expression ——ZL_Y _\: ha est égale da K'tgl (8 9).
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17. — Surfaces réglées a plan directeur.

Soit oy le plan direcleur. Nous pouvons poser

a=—coss, b =sins, c=o.

Les cosinus de la généraltrice du cone supplémentaire sont lous nuls, sauf v qui est

égal & un. Les formules (28 bis) deviennent
(34) \=ucoss +/Kcotg9cos sds, Y =usins —}—/ K cotglsinsds, 7 = —de:,

et définissent ainsi les surfaces i plan directeur.

Si Kcotgh est constant, la ligne de striction esl Lracée sur un cylindre de révo-
lation d’axe oz (*). C’est le cylindre (K) envisagé au n° 6.

En prenant pour Kcotg0 el K des expressions convenables, les quadratures

intervenant dans les formules (34) s’explicitent.
’ 7
Par exemple, pour 9 = — on trouve des conoides droits. Parmi eux, l’hélicoide
2

gauche a plan directeur s’obtient en donnant au paramétre de distribution une

valeur constante. D’'une fagon générale, 0 el K étant conslants, les surfaces sont
des hélicoides.

18. — Surfaces a directrice rectiligne.
Soient
X=x+ au, Y=y+ bu, L=z4+cu,

les équations d’une telle surface.
L’axe oz sera une directrice rectiligne s’il est possible de trouver une valeur
de u qui annule simultanément X et Y. Cela se prodnira si

- (1) Cela peut s’établir sur les équations (34) ou bien sur la formule (g bis) du n° 6.

On trouvera, exposées dans un article de M. A. Bunw (Journal de Mathématiques pures el
appliquées, o* série, t. VIII, p. 52, 1929), de curieuses propriétés des lignes asymptotiques
de ces surfaces.
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En désignant par m la valeur commune des deux rapports, on voit que 1'on peut
poser, pour la ligne de striction,

r=ma, y=mb.

[Lreste a déterminer la valeur de z. Elle sera donuée par la troisiéme équation (28)
si les deux autres onl la forme que nous venons d’indiquer.
Nous devons donc avoir

- N da dm
K(a cotgfh— ») = m— + a—
ds ds

K(bcotgh—un)=m i +b din
' ds ds’
Ces équations sont vérifiées pour
o= K dc T od \ K dc ¢
35 m=——, = — ——=l_=
(33) Y ds =TTy e T

el les équations (28 bis) s’écrivent

_( , Kdc _ ch> _ K de»
(36) X\ = a\u+ o) Y=2b ut——) /—c( +— ) —dc

v e G

Les conoides obliques s’obtiendront en remplacant «a, b, ¢, parles expressions
a=pcoss+ p'sins, b =g¢qcoss+ ¢ cosg, ¢ =rcoss + r'sinec

dans lesquelles (p, ¢, r), (p', ¢', 1), désignent les cosinus de deux d;‘oites rectan-
gulaires du plan directeur.

Les surfaces (36) & cone directeur de révolution peuvent aussi s’obtenir trés
simplement. Il suffil de poser

a=pcosw+ (p'cost + p"sin{)sin v,
b= qcosw + (¢ cost + ¢"sint)sin v,

c=rcosw + (rcost -+ r'sint)sin o,

 étant une constante el { une variable. (p, ¢, r), (p', ¢, 1), (p", ¢", r"), dési-
gnent les cosinus directeurs des arétes d’un triédre trirectangle. C’est la premiére
aréte qui est I'axe du cone de révolution.

Les équations (36) mettent bien en évidence la ligne de striction et ne contien=
nent qu'une seule quadrature qu’il sera aisé de faire disparaitre en choisissant
convenablement K.
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La premiére des relations (35) correspond, pour les surfaces a directrice rectili-
gne, & une propriété que I'on peut énoncer : :

Dans toute surface a directrice rectiligne (A), le paramétre de distribution est
£gal, au signe prés, au produit de la distance m qui sépare (A) de la ligne de stric-
tion par le rapport des cosinus des angles que font, avec la directrice, la normale au
plan asymplole et la normale au plan central.

La seconde relation (35) s’écrit, en tenanl compte de la premiére,

dlogm

37) = (vcolgl 4+ ¢) -3%

ds

Elle exprime une propriété géomélrique intéressante qui lie la distance m aux
-angles que fait la directrice (A) avec la génératrice, la normale au plan central et la
normale au plan asymptote.




CHAPITRE I

Formules de Frenet. Introduction des distances d'un point fixe
aux plans fondamentaux.

Dans l'étude des courbes gauches on se sert le plus souvent des formules de
Serret-Frenet dont il est inutile de souligner 'importance. Cependant, ce ne sont pas -
les seules relations que I'on pnisse utiliser. En particulier, le géométre italien Cesaro
a introduit systématiquement les distances d’un point fixe aux faces du triédre prin-
cipal 1lié & la courbe (*).

Les formules valables pour I'aréte de rebroussement d’une développable peuvent
étre étendues A la ligne de striction d'une surface gauche. Nous allons montrer qu'on
peut établir, pour une telle surface, des équations tout  fait semblables & celles de-
Serret-Frenet et Cesaro.

1g9. — Extension des formules de Frenet aux surfaces gauches.

Nous poserons, dans tout ce qui suit,

K LS

T = Y
sinf cos 0

(1)

o

K et K' étant les paramétres de distribution de la surface (S) el de sa réci-
proque (8").
En vertu des relations utilisées au débul du n° g, nous pouvons aussi bien écrire

_d D)
T ds’ ode

(v bis) o

da db dc de la
ds’ ds’ ds’ e

Nous désignerons par a', b', ', les cosinus directeurs

normale au plan central.

(1) Cesiro. Lezioni di geomelria inlrinseca, chap. 1x et X, Napoli, 1890. Voir aussi L. B.,.
t. 1, p. 6o.

P e . |
(?) Les surfaces & plan directenr sont définies par I'équation T=0
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On voit immédiatement que

da ds db b ds de C,E
Y v T de dv 7 dv’
ou,
da a b b de c
@A) w3 wm o W

D’autre parl, on sait que
oy Aooouy
(a',b,¢)=
a b &

Par conséquent

(da' db’ de' a b oy e + hom vilde
\W, dr’ dv o a b ¢ dv a b ¢ dv’
ou,
. da' a h db’ b de' ¢ v
W G==(+7) F=—G+H &=
Les relations
dn o dn dx dy. . dp. d= dv . dv d-
dv ~ dr dv’ dv ~ d= dv’ dv T d= v’

deviennent, en tenant comple des formules (1) du n° 1,

’

d i a dp. b’ dv c
A” —_— = —_—— — —_— e
(A% dv t’ dv t’ dv [

Les formules (A), (A"). (A"), cl celles de Frenet sont bien analogues.
D’ailleurs, si la surface est développable, son triddre principal se confond avec

celui de I'aréte de rebroussement (G). De plus, dans ce cas,

=R, t=T.

-o

Les velations (A), (A"), (A"), deviennent celles de Frenet relatives & la courhe (C)
Ces derniéres ne sont qu'un cas particulier de celles que nous avons élablies.
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20. — Equations intrinséques d'une surface gauche.

Les équations de Serret, c’est-d-dire les équations générales (A), (\), (A"), dans
lesquelles on fait 6 = o, monirent qu’il suffit de se donner R et T en fonction de
l'arc de l'aréte de rebroussement pour que la développable correspondante soit
définie (*). Cela laisse prévoir que les équations

() = f(m), t=g(v). 0= h(v),

dans lesquelles v représente I'arc de la ligne de striction, déterminent une surface
gauche & un déplacement prés.

Considérons deux surfaces réglées (S) el (8,) satisfaisanl aux équations précé-
dentes. Nous allons montrer qu’elles sont égales.

Déplacons la surface (8,) de fagon & superposer les génératrices MG el M,G,
qui correspondent & la méme valeur v, de la variable v et faisons coincider les
triedres principaux (*).

Pour v =»,, nous pouvons écrire

0?

Q
|

0

I

T ——
’
s
-

l
|
I

Le systéme différentiel linéaire du paragraphe 19,

w0 T T \T 7T W

dl m dm ( l n > dn m
admet les solutions

(a: (l’, 7)’ (an (t:, }‘1)’
b, b, w), (b, b, w),

(o v (e, €y,

égales deux & denx pour v = v,. D’aprés ce que 'on sail sur les systémes différen--

(") Equations intrinséques d’une courbe gauche. L. B., t. 1, p. 16.
(*) Le triedre principal d’une surface a son sommet au point central. Ses arétes sont :
la génératrice, la normale au plan central et la normale au plan asymplote.
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tiels du premier ordre, on peut affirmer que ces solutions sont idenliques. Par

conséquent, les égalités

(l‘—'—:ll, ])l—l), U|_—_Cv
r ! ' 2 Y
a —=a, l)._—:l)’ c,=¢c,
L= 4, W, =, v, TV,

subsistent pour loutes les valeurs de v.
Apres le déplacemenl envisagé les cones directeurs se superposent.
La relation
N =¢sin¥,

moatre que les deux surfaces onl le méme paramétre de distribution. Par suite, les
équations (28 bis) du paragraphe 15 définissent la méme surface. Les surfaces (S)
el (S,) se superposent par un déplacement convenablement choisi.

Il devient possible d’énoncer la proposition suivante :

Deux surfaces réglées qui vérifient simullanément les équations (2) sont égales (*).

Désormais nous désignerons les équations (2) sous le nom- d’équations intrin-
séques des surfaces gauches.

I1 reste & démontrer qu’a toul systéme d’équations intrinséques on peut effecti-
vement faire correspondre une surface.

Les équations (28 bis) du paragraphe 15 montrent que le probléme se raméne &
la recherche du cone directeur de la surface, lons les autres éléments élant fournis
par les équations (2).

[l faut donc déterminer trois solutions

(a, a', ), (b, b ), (¢, ', v),
du systéme ditférentiel linéaire

dl m dm /1 n\ dn m
®) wTT w o Y)W s T

En outre, ces solutions doivent remplir les conditions

s (t'z+a’:-i—‘/\z:/)z+ll”+y.2:(3ﬂ+('M—{>—vﬁ: 1,

8 ab 4+ d'b' +ru—=ac +a'c +xrv=bc + b'¢" + uy =0,

()

pour qu’elles puissent représenter les cosinus directeurs des arétes dun triddre
Lrirectangle. ’
On sait () que ces solutions sont délerminées par leurs valeurs initiales el que

(') La méthode suivie pour établir cette proposition est analogue a celle qu’'a utilisée
M. Bianchi (L. B, t. 1, p. 17) & propos des équations intrinséques des courbes gauches.
(*) L. B., L. 1, p. 18 et Théorie générale des surfaces, p. »7 et suivantes, t. 1, 1914.

Fac. des Sc., 3¢ série, t. XXVI. ) 1h
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les conditions (4) sonl vérifiées, quelle que soit la valeur attribuée 4 v, si les
valeurs initiales les satisfont. 11 suffiva donc de choisir, comme valeurs initiales, les
cosinus directeurs des arétes d’nn triedre (rirectangle direcl.

M. G. Darboux a établi que la recherche des solutions de (3) se ramenait alors A
I'intégration d’une équalion de Riccati. Nous n’entrerons pas dans le détail de
cel important probléme. On se reportera aux ouvrages de MM. Bianchi et Darboux
pour en trouver la solution compléte.

Une fois ce point précisé, formons les équations de la sucface. On déduil des
équations intrinséques

dv

VoK

as

K = f(v)sin¥, h="h().
Les formules (28 bis) du paragraphe 15 prennent la forme
N\ =au+ f (acosh—hsinb)dv,

(6) v Y:bu—&—f(l;cosO—yusin 0) dv,

Z-~cu+f(cc050—vsin())dv,

et représentent une surface (S) donl laligne de striclion a pour élément linéaire dv.
Il est aisé de prouver, en s’aidant des équations (3) vérifiées par le cone direc-
leur, que la surface (S) admel les équations intrinséques données en (2).
On peut conclure :

Les équalions intrinséques p

c=J0),  t=g(),  S=h(),

définissent une surface réglée, a un déplacemenl! preés.

Ces résultats sont obtenus par une méthode semblable & celle qui est utilisée
pour les courbes gauches. Mais il existe une voie beancoup plus rapide.

Le systéme

(2) c=J). t=g(v), 0= h(v),
peul étre remplacé par

(> bis) P (O}

o @ gy T

Les deux premiéres équations fournissent la valeur de en fonction de s.

G

Le cone directeur est donc défini & un déplacement prés (§ 9).
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En utilisant la variable v; les cosinus directeurs de la génératrice s’écrivent

sous la forme générale
a,=pa+pb+pc, b,=qa+qb+q"c, c,=ra+rb+rec.

a, b, ¢, correspondent a un cdne particulier et les coustantes (p, ¢, r), (p'. ¢', 1),
(®', q", r"), sont les cosinus directeurs des arétes d’un triédre Lrirectangle direct.

S'il exisle une surface d’équations intrinséques (2), elle sera définie par (*)
S) X,=pX+pY+p'Z, Y =q\+q¢Y+4"7Z, Z, =rX4+rY+r7,

avec

—_—

‘[:au+‘/ (acosh—sin0idv,

e ——

S Y =bu+ / (bcosh—usinh)dv,

{Z =cu+ /(ccosO—vsinO) dv.
Toule surface (8,) se déduil de (S) par déplacement. \insi, loul se raméne &
vérifier que la surface (S) remplit les conditions (2).
Le cdne directenr a été choisi de telle sorte (ue
dv d=  f(v)

llG:-——

OR ds — g()’

Par suite, puisque v est 'arc de la ligne de striction (C),

NS

G

=g(v).

T

?-——-—f(l)), [-—P

J

Enfin, on voit sur les équations de (S) que la généralrice fail avec (C) Fangle 0.
Celle nouvelle méthode montre bien que les équations (2) définissent une surface
réglée,  un déplacement prés.

a1. — Surfaces (H).

et o sonl des conslanles.

~ l‘u

Nous désignerons ainsi les surfaces pour lesquelles

. ¢ . . R :
Pour 6 = o, la relation T = c¢' se rameéne A = ¢ el définit une dévelop-

pable ayant une hélice pour aréte de rebroussement (*).

() W suffit de porter a,, b,, ¢,, 0 =h(v), K= f(v)sin0, dans lcs équalions (28 bis).

. R - -
(®*) L. B., t. 1, p. 22. La relation = c'* caractérise les hélices.
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La relation = montre que les surfaces (H) onl un céne directeur de

~ o

révolution.

Lorsque I'angle § esl constanl, la ligne de striction est une géodésique (s 12). La
relation (23) du paragraphe 11 s’écril

R e
— e
) d= T &
/ ds R ’

o
v

el prouve que T est conslant en méme temps que T et 6. La ligne de striction

d’une surface (H) est une hélice tracée sur le cylindre (K) introduit au paragraphe 6.
Réciproquement, si la ligne de striction (C) est en méme temps une hélice et une
géodésique, on est en présence d’'une surface (H).
En effet, I'angle 6 esl constant si la courbe (C) est une géodésique (*). De plus

i

esl aussi constant puisque (C) est une hélice. Par suite, en vertu de (7), g

T
esl invariable.

La courbe (X) est un cercle. Comme la normale au plan central est paralléle &
la tangente & ce cercle, on peul énoncer :

La normale au plan central d’une surface (H) est perpendiculaire a Uaxe du cone
directeur.

C’est une propriété que 'on peut rapprocher de celle de la normale principale
d’une hélice quelconque. .

Sans nuire a la généralité du probléme qui se pose & propos de la recherche des
surfaces (H), on peul supposer que le cone directeur a pour axe oz. Soit 2w
I'angle an sommet. On peut écrire, en introduisant la variable w,

a=sinosinw, b=sinocosw, c¢= cosw, d¢=sinowdw;

A=coswsinw, pm=coswcosw, v=—sinw, dr=cosodw.

Dans ces conditions,

(8) 7 = colgo.

Pour définir la surface, il suffit de se donner ¢, £ et 6 en fonction de w.

(*) Voir au paragraphe 12.
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L’angle constant « devra vérifier la relation (8). Les formules (a8 bis, § 1))

X =sinw |:u sinw + sin(w — 6) f csinw (1101 ,

{9) i Y = sinw th cos w + sin(w — 6) f; COS 10 dw,],

<deviennent

7 = ucosw + sinwcos(w —10) f cdw.

Ce sont les équalions des surfaces (H). Les quadratures qu’elles contiennent
s'explicitent pour un choix convenable de la fonction ¢.

Un cas intéressant se produil chaque fois que les trois éléments ¢. ¢, 6, sonl
constants. Les relations (22) et (22 bis) du paragraphe 11 s’écrivent

cos f sinf I

(10) sin 6 + cosh 1
‘ T R —_-9’ T R ¢

et prouvent que la courbure el la torsion de la ligne de striction restent invariables.
Par suite : "

Les surfaces pour lesquelles ¢, , 0, ont des valeurs constantes sont des hélicoides
‘gauches. '

La réciproque s’établit immédiatement, & I'aide des équations (10).

22. — Surfaces (B).

Nous appellerons surfaces (B) celles qui remplissent les conditions

m n
(1) * . _:__;r__?:,, 6 — constante,

analogues a celles qui caractérisent les courbes de Bertrand (*). On peut écrire la
premiére de ces conditions :

(11 bis) dv = mds + nd-~.

‘Comme

dv =

—ds,
sin

(*) Les courbes de Berlrand correspondent aux relations
m n
L3 F + T = T, 0 = o,

-qui ne sont qu’un cas particulier de (11).

-
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les équations (a8 bis), si souvent utilisées, deviennent

X:au—}-/(acos@—}\sin 6) (mds + ndx),
(12) Y =bu+ f(b €os ) — w.sin 0) (mdas + nd),

=cu+ f(ccos H— vsinh) (mds + ndx).

On n’aura aucune difficulté pour montrer gu’elles définissent les surfaces (B) véri-
fiant les relations (11).

Puisque le cone direcleur est arbitrairve, il existe une infinité de surfaces (B) qui
satisfont aux mémes relations.

Le théoréme de Bonnet (') prouve que la ligne de striclion est une géodésique.
Par suite, les formules (22) el (22 bis) du paragraphe 11 prennent la forme

cos 0 sin 0 I

sin 0 n cos 0
’ T R i’

T R

o |-

Elles permetlent de remplacer les relations (11) par les relations équivalentes

mcos 6 — nsin 6 msin 6 4+ ncos 6
(14) § = constante, 4+ : =

R T =

qui montrent que la ligne de striction est, en méme lemps, une géodésique et une
courbe de Bertrand.

Ceci indique qu'une surface (B) est engendrée par une droile qui glisse le long
d’une courbe de Bertrand (C), en la coupant sous un angle constant 9 et en restant
dans le plan reclifiant.

Comme l'angle 6 est arbilraire, la courbe (C) délermine oo' surfaces (B) tlan-
genles le long de leur ligne de striction.

On sait (*) que la normale principale d'une courbe de Bertrand (C) est normale
principale d’'une courbe (C,) de méme espéce. A une surface (B) de ligne de stric-
tion (C) on peut donc faire correspondre oo surfaces (B,) de ligne de striction (C,).
Les plans centraux de (B) el (B,) sonl paralléles el les lignes de striction ont la
méme normale principale.

(") Voir au paragraphe 4.
(%) G. Dawnoux, Théorie générale des surfuces, L. 1. p. 21, 1914, L. B., t. 1, p. 62,
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Les résultats établis dans ce (qui précéde permettent d’affirmer que les équations

{

\.’L’ = f(a cos 0 — i sin 6) (mds 4 nd-),
{19) LY = /(b cos ) —u.sinf) (mds + ndx),

(: :/(c cos — v sin ) (mds 4 ndx),

déduites de (12), sonl celles des courbes de Bertrand. Elles sont différentes de
celles que nous avons établies au paragraphe 16, C’est que le céne directeur n'est
plus le méme.

0 étant fixé arbitrairement, il suffit de donner & m el n les valeurs

m=Bsinh + Acosh, n=Bcost—Asin0,

pour que les courbes (13) vérifient la relation

A B
RTT="

Les équations des courbes de Bertrand peuvent donc s’écrire,

r :/ a(Nds + Bd~) x = »(Adr — Bds)
/ biNds + Bdx) ou, (0: —;—) y :/ w(Ad~—Bdo).
- /

—f c(Ads + Bdr) :/ v(Adr — Bdos)

En utilisant la transformation de Combescure, on aboutit aux formules obtenues

(6=0)

=
l

(8]
!
(]

pour 6 =o.
Le résultat du paragraphe 16 peut fort bien se retrouver en choisissant pour 6
une valeur comprise entre o et = et telle que “

B
tgh —=—.
8'=73

- est alors nul el I'élément dr n’intervient plus dans les quadratures,
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Pour lerminer ce paragraphe, observons que les équations (13) font inlervenir
les courbes de Bertrand (C,) et (C,) définies par,

Il

-{ x, = / a(mds + nd=) .' = — / r(mds + ndr)

) LY, '—:—f.p(lndc-{—nd'r).
/z, :/c(nzrla-{—nd-:) /z._, = /\;(/11d5+ndr)

-

e

(C) <y, = / b(mds 4+ ndz), (C

En des points homologues M, et M, les normales principales sont paralléles et les-
langentes perpendiculaires.

Les homothétiques des courbes (13) sonl des courbes de méme nature. Il en
résulle que les équations

xr=Mir 4+ Nzx,, y = My, + Ny,, z=Mz, + Nz,

représentent une courbe de Berirand, quelles que soient les constanles M et N.
Le point M, qui divise M, M, dans le rapport constant /& a pour coordonnées
v x, —kx, v — y,—ky, . z,—-/.'ze‘
1 —k ° T—Fk 11—k

Ce qui précéde mel en évidence la proposition :

Tout point qui partage le segment MM, dans un rapport constant, décril une
courbe de Berlrand.

De plus, la présence des deux constantes arbitraires M et N explique que 'on
puisse remplacer les courbes (C,) et (C,) par des homothétiques, sans que la pro-
priété énoncée cesse de subsister.

Pour n=o, (C,) et (C,) ont respectivement la courbure el la lorsion constan-
les. Les résultals précédents démontrent la nouvelle proposition (*) :

Si deux courbes ont leurs cones direcleurs supplémenlaires, si l'une esl « torsion
conslante el 'aulre & courbure constante, tout point partageant dans un rapport cons-
tant le segment M M, qui relie les points homologues, décril une courbe de Bertrand.

Les hélices, qui sonl des courbes de Bertrand particuliéres, possédent des
propriétés analogues. Mais la méthode suivie ne saurait leur convenir, en raison de
la forme de la seconde des relations (14). Une étude direcle est nécessaire.

Les considérations du paragraphe 21 prouvent que les hélices ont des équations

yor

générales de la forme

(16) .l,‘:Si"((:)—O)/ ssinwdw, y=sin(w—70) f;cos wdw, = C('S(w—-f))f;dw»

(*) Ce mode de généralion peut élre étendu & loule courbe de Bertrand donnée. La
méme remarque sera valable pour les hélices.
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En faisant_intervenir les hélices

M) x, = sin««)fgsillzurlzv, y, = sin lv)/gc051vfl1v, zl:cos«)/‘;dw,
(H) x,=—coso /;sin wdw, yz'—'—‘—COS(-)/;;COSN)(llU, z, = sin m/“s dw,

dont les cones directeurs sonl supplémenlaires el qui correspondent aux valeurs
0=o0 et 6= — del'angle 0. on peut poser :
2
x == x,c050 + x,sinl, y=y,c0s0 + v,sinf, z=2z080+ z,5in0.

Comme les homothétiques de ces courbes sont encore des hélices, on voil que les

équalions

£ = Mux, + Nu,, y = My, + Ny,, z=Mz, 4+ Nz,

représentent une hélice quelles que soient les conslantes M el \.
Par suite :
- 8i lon considére les hélices (H,) el (H,) [ou (es homothéliques], toul poinl qui
divise M,M, dans un rapport constant décrit une hélice. ’
M, et M, sont les points homologues de (H,) et (H,).

23. — Extension des formules de Cesaro aux surfaces gauches.

Cesédro a introduit dans I'étude des courbes, les distances d'un point fixe aux faces
du triédre de Serret. Cetle méthode conduit A de nombreux résultats. Nous allons
Pappliquer aux surfaces gauches.

Nous désignerons par m, n, p, les dislances d’un point fixe, que nous prendrons
pour origine des coordonnées, aux trois plans fondamentaux (‘) de la surface. Des
expressions des coordonnées d’un point de la ligne de striction

(17) = ma + na' + pi, y=mb+nb + pu, z:lnc+/1c’+pv,
on tire

. 3 O
(17 bis) m:}_‘aac, nzx‘a'."c

() Nous désignons ainsi le plan normal a la génératrice, le plan central et le plan
asymptote. Les distances sonl complées positivement, a partir de I'origine, dans les sens
choisis sur les normales A ces plans.

Fac. des Sc., 3¢ série, t. XXVI. 15
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En dérivanl par rapporl & v el en tenant compte des formules (A), (A); (A" dw
paragraphe 19, on obtient
dm n dn

/m I dp n .
8) Rl b, —=—(—xL) L .
08 dr 2 + cos, dv (; + t) dv ;s

Dans ce caleul, les cosinus z, 4. v, dela langente a la ligne de striction sont rem-
placés par les valeurs obtenues au paragraphe 4. )

Pour 0 =o0, les plans fondamentaux se réduisenl & ceux de l'avéte de rebrous-
sement. Les équations (18) sont alors identiques & celles de Cesaro (*):

La seconde équation joue un réle particuliérement important. Elle exprime que
la courbe (17) est laligne de striction. En effel, la condition (2) du paragraphe 2
peut s’écrire

i da da do dm dn  dp )
‘i da ta a@n wm an L
Z?m dv o dv +pdv a dv T dv T e
ou,
dn dc+)dr_0
O T T

Celte relation esl identique a celle que nous avons envisagée. Nous la conserverons
sous la forme

(19) dn + mds + pdr = o0(%).

Pat suite :

La surface
N =ma+na +pr+au, Y=mb+nb +pu+bu, 7=mc+nc+pv+cu,

admel la courbe (17) pour ligne de striction si la condition (19) est vérifiée.

Dans ces conditions, pour déterminer une surface, il suffit de se donner «, b, ¢,
n, p, en fonction d’'un méme paramétre et de calculer m dans (1g).

Toute surface a donc des équations de la forme

d l C s e dn dr , .
(20) \:(u_——&%—pé{—;>a+na +pr, X =&u—- du_~—pa->b+n/» +pu, L—=....

(*) L. B, t. 1, p. bo.
(*) Pour une surface a plan directeur, elle se réduitd dn + mds = o.
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a4. — Une surface est déterminée quand on connait m, n, p, 0,
en fonction d'une méme variable.
La démonstration est identique & celle que 'on donne A propos des courbes

gauches.

I I B . . .
En éliminant — et i enlre les équations (18), il vient

<
h

. 1 od(m® + n* + p*)
O — ) — - —
(gl) mcosl—psinh " e ,

formule qui se Lraduit par I'énoncé :

La distance d’un point fixe O a la normale au plan central menée par le point M
de la ligne de striction (C), se projette sur la langente & la courbe (C) suivant un
segment égal a la demi-dérivée, prise par rapport a larc v. du carré de la dis-
tance OM.

La méme propriélé subsiste pour les surfaces développables :

La distance d'un point fixe O a la normale principale, menée par le point M ’une
courbe (C), se projette sur la tangenle suivant un seqment égal & la demi-dérivée du
carré de OM prise par rapport a larc de (C).

Une fois ce résultal ¢établi, revenons au probléme qui nous occulf)e.

Des formules (18) et (21) on déduit :

, 4 / 2 2 2
LI .‘i'_'l__cosfi), L:[_ki’i-{-siy]e), dv = d(m—}—n%—.p) .
° n\ dv t n\ dv 2(mcos 0 —- p sin 6)

C’esl un systeme équivalent & (18), si mcosO—psinG el n sonl différents de o.
Comme 9 est connu en fonction de la méme variable, nous sommes ramenés aux
équations intrinséques du paragraphe 20, i condition cependant que m*+ n*+ p* ne
soit pas une constante.

La surface est donc délerminée & un déplacement preés.

Pour n=o0, le plan central passe par un point fixe el enveloppe un cone. Les
équations (18) deviennent

v = cos 0, a;—_———sino, —+

= 0.

dm dp m p
T

Les deux premiéres sont en général incompalibles, & moins que m et p ne soient

convenablement choisis. Dans ce dernier cas il y a indétermination, car c’est seule-

ment le rapport ;— que l'on peut calculer,
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La formule (21) prouve que si les condilions
mcosh —psinh=o, m’ 4+ n* + p* = conslanle,

ne sonl pas réalisées simullanémenl, il n’existe aucune surface gauche ayaul les
¢éléments donnés. Mais si ces deux relations sont vérifiées, la ligne de striction est
tracée sur une sphére. Les relations (18) se réduisent A deux el il Yy a encore une

indétermination que I’on peut lever en se donnant v en fonction de la variable (Ie|a
introduite.

En se donnant m, n, p, en fonction de I'arc v, on est conduil & un probléme
qui admet plusieurs solutions. C'est ce qu'indique "équation (21) qui fournit
pour 6 deux valeurs comprises entre — = et + =. Il existe donc deux surfaces
convenables dans le cas envisagé.

— Calcul de K, K, 0, pour une surface définie par les équations (20).

Kn tenant compte de la relation (19)
dn + mds + pdt = o,
on peul prendre pour équalions de la ligne de striction
T =ma+ na + pi, y=mb4nb' +-puy. =mec+nc + pv.

Les relations (5) du paragraphe 4 permettent de poser

N . . A i _ XYXdr
cosedv:Ladﬂ;, amOdv_,—}J)\dx, 4 lgﬁﬁ~m.
Nous trouvons ainsi
' nd< —dp
2) 6dv = dm — nds, sinb dv = nd~—dp, g0 = —mou |
(22) cosHdv 5 T D ». g p ey

et, par suite, les formules que nous voulions établirsont :

dx dp K':d_m._.nﬁ.

(23) K=nr—ao = M-

26. — Surfaces dont le plan asymptote reste tangent a une spheére.

L’origine des coordonnées étant au centre de la sphére de rayon R, on aura les
surfaces cherchées en posant p = R dans les équations (20).
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Le paramétre de distribution prend la nouvelle forme -

d=
K=n——r».
" da

Al est égal au produil de la courbure géodésique de (X) par la distance du cenlre de
Ada sphére au plan central.

- A . . . dr
Quand le cone directeur est de révolulion, T est constant. Dans ce cas, le
o G

_paramélre de distribution est proportionnel & la distance du centre de la sphere (0)
au plan central.

D’autre part, le plan asymplole est tangent a une développable dont V'aréte de
rebroussement (A) est une hélice (8 16). Cette développable esl circonscrite a la
-sphére (0) le long d’une courbe (3). (3) esl une développante sphérique de I'hélice (A).

Pour que I'une des surfaces éludiées soit formée par les binormales de la ligne

-de striction (C), il faut el il suffit que 6 = Z. les équations (22) donnent alors
2

__dm
T ds

En portant cette valeur de n dans la relation (19), on obtient ’équation diffé-
srentielle '

(24)

d*m d~
—— +m+Rs— = o,
da® d

G

qui fournit m et dont I'intégralion ne présente aucune difficulté si le cone directeur
-est-de révolution.

T

_—_— - d=
T'oujours pour 0:—2—, il faut observer que i est le rapport du rayon de
G

torsion au rayon de courbure de (C). On peul donc écrire

T
K=n—.
nR

De plus, le plan normal @ la ligne de striction est tangent & une sphére. En effet, il
-occupe la position du plan asymptole de la surface.
Pour R, = o, on trouve les surfaces

c

dn dn dn
X — ____> I. C— o ’ 7 — . '
a(u 3 +na Y b(u dc>+”b’ Z c(u -—dq>+nc,

~-dont le plan asymplote passe par un point fixe. Tous les résultats précédents subsis-
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tent, mais I'équalion (24) est d’intégration plus facile. Klle admet la solution
générale '

m=Acos(s + g,

dans laquelle A et 5 sont des constantes arbitraires.

27. — Surfaces dont le plan central reste tangent a une sphére.

Soil R le rayon de la sphére. Les ¢quations
N d R . d=
(20) X = a<u—p;[—1-> +Ra'+pr, Y= l)(u—pg—> + RO +pu, Z=..,

définissent les surfaces cherchées. On les obtient en posanl n = R dans les équa-
lions (20).
Pour R =o, le plan central passe par un point fixe.
La condition (19) se réduit &
m- d=
p - ds

Soil P le plan asymplole et Q le plan normal i la généralrice mené par le point
central. Nous pouvons énoncer la proposition :

Si le plan central reste langent ¢ une sphére de centre O, la courbure géodésique-
de (X) est opposée au rapport des distances du point O aux plans Q et P.

En particulier, ce rapport est constant quand le cone directenr est de révolution.
Dans ce cas, le plan central enveloppe un cylindre (K) dont nous avons montré
I'existence au paragraphe 6. Il est circonscrit & la sphére O. Par suite :

Si le plan cenltral d'une surface & cone directeur de révolution est langent & une
sphére, le cylindre (W) est de révolution.

A

28. — Développables.

¥

Pour quune sarface soit développable, il faut el il suffit que § = o, ou que. en

vertu de (22).

(26) . n= —dl—)

T ds

Cest 1a troisiéme formule de Cesaro.
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La relation (1g) devient
&pNO

(27) m=— <p + d- J

Par suite, les dével()ppables onl pour équalions

o ds/ dpy
«(as,>x=aLu—;l—(p+,[ )

Une développable esl déterminée quand on connait, en fonction d’une méme

+a——-+p/, \'Zb[u-—d—T<p+%£->]+b’ +pu, L=...

variable, la distance de Porigine au plan osculateur el les cosinus directeurs de la
tangente a I'aréle de rebroussement (C), définie par :

2

I . dp dz / d'p o , dp dr< d'p .
(29) ®=pi a- (PJF?Z-T—,'), )—P‘J--l-b?l*;—b—%— P+W>, z

ds

(a, b,¢c), (a', b, c), (h, n, v), veprésenlent les cosinus duectems de la tangente, de
la normale principale et de la binormale.
La premiére des relations (22) s’écril

(30) dv = dm — nds,

et permel le calcul de I'arc de la courbe (C). Elle donne aussi

.. dm o dm do
(30 bis) R—Tc_”’ l__dT ——nFr_'

Les équations (29) vonl nous permettre de résoudre des problémes, classiques
pour la plupart, mais qu’il est intéressant d’aborder en utilisant une méthode ana-
logue & celle qui esl suivie pour les surfaces réglées,

29. — Transformation de Combescure.

Combescure a monlré (*) qu'il était possible d’associer a tout systéme triple
orthogonal d’autres systémes de méme représentation sphérique. En des points

d* L . . £ o
) Ti-»i désignera, quelle que soit la variable, la dérivée seconde de p par rapport
alarc <.
(’) E. CoMBESCURE. Sur les déterminants fonctionnels et les coordonnées curvilignes, Annales

de I'Ecole Normale Supérieure, t. IV, 17 série, 1867.
G. DamBoux. Théorie générale des Surfaces, t. 4, p. 289, 1925.
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homologues, les tangentes aux courbes d’inlersection des surfaces de ces systémes
sont paralléles.

Avec L. Bianchi (") nous dirons qgue ces courbes, de méme indicatrice de cour-
bure, sont transformées de Combescure.

Cet auteur introduit des équations de la forme

x = f af(v)dv, y = f b/f(v)dv, = [ c¢f(v)dv,

qui définissenl les courbes (C') que l'on peul déduire de (C). Ces ¢quations con-
liennent des quadratures qu’il est difficile de faire disparaitre.

Cel inconvénient ne se présente pas avec les équations (29). Si la courbe (G) est
donnée, les cosinus a, b, ¢, sont parfaitement délerminés. Il suffira de faire varier
I'expression de la distance p de l'origine au plan osculateur pour oblenir loutes les.
courbes (C).

Les équations (29) donnent, sans quadrature, la solulion du probléme qui se pose
& propos de la transformation de Combescure.

De (30 bis) on tire

ce (qui prouve que le rapport des rayons de courbure el de lorsion est un invarianl de
lu transformation. En effel, le second membre ne dépend que du cone directeur des

langentes.

'30. — Courbes (C) dont les binormales sont paralléles
aux tangentes d'une courbe (C,).

Désignons par (x, 5, %), («, &, %), («, ", ¢"), les cosinus direclenrs de la
tangenle, de la normale principale et de la binormale de (C)).

Pour ohlenir les courhes cherchées, il suffit de poser dans les équalions (29)

a:-’-”, b == c=+"; a' = —4', b’:—;@,, C':_«,': —

2, =B, v=o,
En-désignant-par 5, el 7, les arcs des indicalrices de (C,). on tronve les équalions

2

l Is s “dp o, ds o dpN,,
'ﬂ:p1+_(il_p_lv_l '<1)+'—i:->ac”, _Y—:Pr“l""(,_@ __(___.Kl)_{___]_):g’ 7 — ...

d=, A5} ds, ! d, ds}

dans lesquelles la fonction p est arbitraire.

(") L. B., t. 1, p. do.
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La relation

d= ds, .
ds ~ dr,
permet d’écrire
B
| R,
ou encore,
(32) RR,=TT,.

Ce résultat peut s’énoncer :

Soil une courbe (C) dont les tangentes sont perpendiculaires aux plans osculaleurs
d’une courbe (C,). En des points homologues, le produil des rayons de courbure est
égal au produil des rayons de lorsion.

Ces deux courbes ont des cones directeurs supplémentaires. Par suite :

Si la tangente d’une courbe (C) est perpendiculaire au plan osculateur de (C,),
réciproquement la tangente de (C,) est normale au plan osculateur de (C).

31. — Courbes (C) dont les normales principales sont paralléles
aux tangentes d'une courbe (C,).

La tangente a la courbe (C) devra étre paralléle au plan normal de (C)).
En désignant par o langle qu’elle fait avec la normale principale, on peul écrire

a=2dcoso+d"sine, b==5"cosw+ 'sineo, c=<vcoso+v"sinm,
et, en différentliant,
da= —acoswds, +a'sinw(dr, —do)+ " coso(do —dz), db= .., de=....
La normale principale aura pour cosinus direcleurs «, 8, v, si
(33) ' dz, = do.

Ce résultat s’énonce :
L’angle que fait la langente de la courbe (C) avec la normale principale de (C)) «
méme mesure que Uarc dé U'indicatrice de lorsion de (C,) (*).

() L’égalité (33) entraine «» = =,, si I'origine est convenablement choisie sur I'indica-
trice de torsion.

Fac. des Sc., 3¢ série, t. XXVI. 16
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Nous pouvors donc poser
(34) a=do cost, + o"sin7,, a = a, ) ==o sint,—a'"cosr,,
et, par suite,
da = —zcost,ds,, dn = —asintds,,
ce qui entraine
ds = — cos ,ds,, dr = —sinr,ds,.
Ces derniéres relations montrent que

(35) 'll‘_{ — Lg O

La tangente & la courbe (C) fait, avec la normale principale de (G,), un angle
dont la tangente trigonomélrique est égale au rapport des rayons de courbure et de

torsion.

Considérons une surface (S) dont le cone directeur est confondu avec celui des

tangenles 3 la courbe (C) el supposons que la ligne de striction soit une asympto-

tique. La tangente & cette ligne a pour cosinus directeurs(")

acosh—isinb, bcosf — psin, ccosh—vsinb,

ou, en vertu de (34),

o' cos (04 w) + o sin(04 0), & cos(h+ w)+p"sin(t+ o), v cos(6+ w) + y"sin(6+ o).

Mais les relations (35) et (26, § 13) qui s’écrivent

d = colg b dx =g
—_ , =g,
de g ds 5e
prouvent que
colgh =1tguw,

ou que

cos(h +w)y=o0.

Les cosinus directeurs de la tangente & la ligne de striction sont donc, au signe

prés, ceux de la binormale de (C)).

elc.,

(") Voir au § 4, formules (5).
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Ce résultat met en évidence la proposition :

Si (S) est une surface & ligne de striction asymplotique el si son cone directeur est '
celui de la courbe (C), la langente & la ligne de striction est paralléle & la binormale
de (C,),

En remplagant ds,, dt,, », a, a', &, etc.. par les valeurs obtenues, les équa-
tions (29) deviennent

I " i ’Jp \ ! d ( ! 41[) > ) ’ P
2= pla sin e — _ L te- — — | —— —— ) " (2’ cos = sint),
©=p(sinz, —alcost,) B (p—i- sint, ds\sinz, ds, /) (= e )

g dp

sinz, do,

36) { y =p('~inz, —8"cos 7)) — g, ;p + ! d < : p > : (&' cosz, + #"sinz),

sint, ds \sint, ds,

. . R/ ‘ I d 1 , .
z = p(y sint, —+"cost,) — sir; . de — g, 3 p+ o < e df ) 5 (y'cost, + v sin <),

et déterminent toutes les courbes (C).
Le calcul de ~, fait intervenir une quadrature. 11 faut aussi observer que la fonc-
tion p et l'origine de I'arc ~, sont arbitraires.

32. — Courbes (C) a normales principales paralléles aux binormales de (C,).

Cette fois le plan rectifiant de (C) doit étre paralléle au plan osculateur de (C,).
En désignant par o I'angle des tangentes aux deux courbes, nous obtenons

@B7) a=uacosw + a'sinw, a =aq", A= asinw — 2’ cos w, etc.,

el, en différentiany

da = — x(dw +ds,) sin v + o' (do + ds,) cos v —a" sin o de,, db= ..., dc=..;:
di= 2(dw+ds,)cos w + o' (dw +ds)) sin o + 2" cos » dr,, due= .., dv=....
La normale principale de la courbe (C) sera paralléle & la binormale de (C,) si

do + ds, = o,
ou,

w=-—q,").

(*) L’origine est arbitraire sur I'indicatrice de courbure de ().
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La tangente & une courbe (C) fait, avec la tangenle de la courbe correspondante
(C,), un angle donl la mesure est opposée a celle de I'arc de Uindicalrice de courbure
de (C). '

Dans ces conditions, on voil aisément que

(38) 07 = otz
ou,

. l
(38 bis) —,;— = —cotgw.

Le rapport des rayons de courbure el de lorsion de lu courbe (C) est opposé a la
colangenle de l'angle que font les tangentes des courbes (C) et (C,).

Soit une surface (S) & ligne de striclion asymptotique et dont le céne directeur
est celui de la courbe (C). Les cosinus directeurs de la tangente a la ligne de stric-
tion sont : ‘
acos(ow +0)+ o' sin(w +0), Bcos(w+6)+ §'sin(w 4 0), yeos(w+0)+ v sin(w 4 0).

Or, les relations

d~ b dx |
— = COlY — = — COlZ »
ds Sl ds =

prouvenl que

sin(w 4+ 0) =o.

La tangenle & la ligne de striction est paralléle a celle de la courbe (G,).

La ligne de striction de la surface (S) et la courbe (C,) se correspondent par
{ransformation de Combescure. ‘

Les équations des courbes étudiées se forment en suivant la méme méthode
qu’au paragraphe précédent.

33. —- Courbes dont le plan osculateur reste tangent a une spheére ().

Soit O le centre de celle sphere et R, son rayon. Les courbes (C) cherchées
s’obtiennent en posant p = R, dans les équations (29) qui prennent la forme par-
liculieérement simple

l d
39) :’u:l{s<7\—(t%l>, y:—’l{‘\(p.—b(‘r), z:[{$<v—cJ—>.

G

() L. B.. t. 1, p. 2.
E. Goursart, Cours d'analyse malhémalique, t. 1, p. 587, exercice n® 12, 1927,



NOUVELLES RECHERCHES SUR LES SURFACES REGLEELS. 125

La formule (26)
dp
n— Tl—r y
“montre que le plan osculateur reste tangent a une sphére de centre O, a condition que
le plan rectifiant passe par le point O. Les courbes (C) sont les géodésiques du cone
enveloppé par le plan reclifiant,
D’autre part, la relation (27) devient

d=~
)/ —_— —_
(40) m=—R,
ou,
) . R m
(4o bis) ‘ TS TR

Le rapport des rayons de courbure et de torsion est proporlionnel & la dislance du
centre de la sphére au plan normal & la génératrice.

Les courbes (C) partagent celte propriété avec celles qui vérifient I'équation
différentielle (*)

d'p
@ tr=N
De (30) on déduit la relation
(4v) v = m + cte

qui caractérise les courbes (C). Elle peul ¥’écrire

(41 bis) —,—:——%—I—cte.

K

s , . R L
Pour toule géodésique d’'un céne, le rapport T est une fonction linéaire de larc.

Cette propriété caractérise les géodésiques du cone (*) et. par suite, les courbes
dont le plan osculateur reste tangent & une sphére.

La développable dont Taréle de rebroussemenl esl la courbe (G) touche la
sphére O suivant une courbe (). Deux plans tangents a la sphére O, menés en
«deux points infiniment voisins N et N' de (3), se coupenl suivant la tangente MT &

() Cette équation se déduit de la relation m — — 2= (p + d—211>
(*) Voir L. B., t. 1, p. 33.
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la courbe (C). Cette tangente est perpendiculaire au plan NON' et coupe (8) a angle
droit. Par conséquent :

La courbe (3), suivant laquelle le plan osculaleur touche la sphére (0), est une
développante de (C). La tangente ¢ (3) est donc paralléle @ la normale principale de
(C). La courbe (3) et lindicatrice de courbure sont transformées de Combescure.

Le plan rectifiant relatif au point M de (C) passe par O. Sa caractéristique est
donc MO. Ce que nous avons déja dit au § 10, & propos du plan central, nous per-
met d’énoncer la proposition :

St M est un point d'une géodésique (C) d’'un cone de sommet O, la droite OM es!
paralléle & la binormale de Uindicatrice de courbure de (C).

34. — Surfaces rectifiantes circonscrites a la sphére.

Pour que la surface rectifianle d’'une courbe (C) soit circonscrite & une sphére
de centre O, il faut et il suffit que n soit une constante R,.
L’équation (26) devient

p=-<R,+A, (\ = cle),

et permet d’énoncer :

Pour que le plan rectifiant reste tangent & une sphére de cenlre O, il faul et il
suffit que la distance du point O au plan osculateur soit une fonction linéaire de Uarc
de l'indicatrice de torsion.

La formule (27) se réduit &

dr R m
ds T P

m=—=—p

Pour que la surface rectifiante de la courbe (C) satisfasse a la condition imposée,
R . . .
il faut et il suffil que le rapport T soit opposé au rapport des dislances du point O

aux: plans normal el osculateur.
La formule (30) peut s’écrire

dv =dm — R ds,
ou
(42) v=m— R s+ cle.

Elle exprime aussi une propriété caractéristique des courbes éludiées. On peut
I’énoncer :
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Larc v, compté & partir d'une origine convenable, s’obtient en retranchant de la
distance du point O au plan normal, le produit du rayon de la sphére par la mesure
de Uarc de Uindicatrice de courbure. '

Soil N le point de contact du plan rectifiant et de la sphére (0). La droite carac-
éristique MN est paralléle & la binormale de Uindicalrice de courbure.

Cette propriété, comme celle que nous avons énoncée au paragraphe précédent,
est une conséquence immédiate des développements du paragraphe 1o.

Les courbes (C) sont définies par les équatioﬁs

« ———() LN R+ A) + @R
X = \ E)(» e ol )+a "

(43) y = (sk_b Z:>(TRX+A)+1)'RM

\

2= (v — c%)(m' +A)+ R,

dans lesquelles il suffit de poser R, = o pour oblenir les formules (39).
Désignons par (C,) et (C,) les courbes

d= ' T
(C,) .1:|:r<7\-—~a >+a’. ,vlz-r(m—b(—ll)—{—b’, z, == vfcd \+ ¢';
ds ! da ' da

< T
(C:) ‘:ch:)\—a(———, yz:“_bgj‘ Z,:V—*Cd

’

ds G ds

Les équalions (43) prennent la forme
x=Rx + Az, y =Ry, + Ay,, z= 1Rz, + Az,.

Soient M', et M', les points homologues des courbes (C')) et (C',) homothétiques de
(C,) et (C,). Tout point qui divise M',M', dans un rapport constant k, décrit une
courbe (C) dont la surface rectifiante est tangente & une sphére.

En faisant varier le nombre %, on oblient des courbes qui se correspondent par
transformation de Combescure.

35. — Courbes sphériques.

Ce sont les courbes dont le plan normal passe par un point fixe. Elles sonl défi-
nies par la condition

m =0,
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ou par la suivante :

qui donne
p =R, cos(z + 2).
o et R, sont des constantes arbitraires.
L’équalion (26) devient
n=—R sin(z + 2),
et permel d'écrire les équalions (29) sous la forme
= R,[Acos(z + ¢) — a'sin(z + 9)],
(44) y = R, [mcos(t + 9) — &' sin(z + v)],
c=R,[vcos(t + g)—c'sin(r + ¢)].
< se calcule par une quadrature.

Supposons R, positif. Le rayon OM, orienté vers I'extérieur de la sphére, a pour
cosinus directeurs

hcos(t+o)—a'sin(r+5), weos(z+3)—0b'sin(z+9), vecos(z+¢)—c'sin(z+3).

La binormale fait avec le rayon un angle ayant méme mesure que l'arc de lindica-
trice de torsion compté a partir d’une origine convenable (*).
Désignons par (C,) et (C,) les courbes

(C) x,=hcost—a'sint, y =ucost —b'sint, z =vcosz—c'sinz;

(C,) ®,=nasint+a'cost, y,=psinz+bcosr, z,=vsin<+ 'cosr.
Les équations (44) peuvent aussi bien s’écrire
(44 bis) x = Mz, + Nzx,, y = My, + Ny,, =Mz, + Nz,

M et N élanl des conslanles arbitraires.

Soient M', et W', les points homologues de deux courbes homothéliques de (C,) et
(C,). Tout point qui partage W', MW, dans un rapport constant décrit une courbe
sphérique.

Ce résullat rappelle ceux que nous avons déja obtenus dans d’aulves paragraphes..

‘11 s’explique aisément si I'on observe que le triangle rectangle M, OM, est invariable.

() E. VEssiot, Legons de géométrie supérieure, p. 119, 1919, On trouvera dans cet ouvrage-

i . . \ . .
une formule (0': ) qui peut conduire au méme énonce.

T
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36. — Heélices.

Au paragraphe 29 nous avons élabli la relatlion

R dr
T ds

129

qui montre que les hélices s’obtiennent, en parlant des équations (29), en supposant

le cone direcleur de révolution.

L’axe oz est arbitraire; on peut le diriger suivant I'axe du cone. Les cosinus

(a, b, ¢), (n, u,

a4 = sinmsinw, b = sinwcosw,
a = cos w, b= —sinw,
A= coswsinw, W == COS © COS W,

On trouve aussi

de = sin v dw,

v), (@', b, ¢'), s'écrivent, comme an paragraphe 21,

C = COS v,
¢ =o;
v=——sin ».

dt=coswdw.

En portant ces expressions dans les équations (29), on obtient, pour les hélices :

€ =

dw
45 —_
(4%) J CcOS » dw
I d’p
i== sin o <p +‘dw’, )

I d, . d’
<cosw—p — sin w—lz; ,
COS b

dw

dw

<sin wﬂ + cos w i&,),

La simplicité de ces équations, ainsi que I’absence de toute quadrature, semble

les désigner spécialement en vue des applications.
Pour une hélice quelconque, la relation (30)

dv = dm —ﬁlldr:
d=x

entraine

m

(46)

v:m—pﬁ—&cle.

L’arc d’une hélice est une fonction linéaire des distances d'un point fixe au plan

osculateur et au plan normal.

Fac. des Sc., 3¢ série, t. XX VI.



130 £. ANGLADE.
Réciproquement, si Uarc v est de la forme

v=m+ bp + cle,

on peut affirmer que la courbe (C) est une hélice.
En effet, la relation

dv = dm———dﬂda,

d=
comparée d la précédente, prouve que
dr R 1
ds — T b

Les hélices circulaires s'obtiennent en imposant au plan rectifiant la condition
de rester tangent & une sphére de centre 0. Pour que cela se produise, il faut et il
suffit que n soit constant. Désignons par R, cetle constante. La condition précé-

dente équivaut a

p=2R+cte, ou, p=Rwcosw+cle.

La distance m, fournie par (27), s'écrit

cos’ »
m=—Rw— + cle.
S1n @

el permet de donner la formule (30) sous la forme

R
dy = ———dw
SN o

qui nous montre que p et m sonl des fonclions linéaires de U'arc de Uhélice.

Réciproquement, supposons que

m=av+0b, p=oav+8.
La relation (30)

l

dv = dm ——dp(—c,
d=

entraine
R - dv @
T de a—1

Toule courbe pour laquelle m et p sont des fonclions linéaires de U'arc est une

hélice.
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Mais cette hélice n’est pas nécessairement circulaire. En effet, la relation

(21, § 24) s’écrit

__d(m* +n* 4 p’)

2= dv ’
ou,
d(n®) d(m* 4 p*)
dv = 2 — (ll) ’

ce qui prouve que n n’est constant cue si 'on a simultanément
*=a(1—a), b =b(1 —a).

Ces conditions entrainent

3
a b

m .
et montrent, en particulier, que le rapport — doil étre constant.
p

37. — Hélices sphériques.

Nous avons montré, au paragraphe 35, qu’il suffit de remplacer p par I'expres-
sion R cos(t 4 ¢), pour obtenir les courbes tracées sur la sphére de rayon |R|. En
particulier, cette substitution transforme les équations (45) en celles des hélices
sphériques.

Pour ¢ = o, on trouve

x = R,(coswsinwcost—coswsint), y=R(coswcoswcosrt -+ sinw sinz),

Z:—RssianOST.

Aux diverses valeurs de 3 correspondent des hélices qui se déduisent les unes
des autres par rotation autour de oz.
Les deux premiéres équations peuvent s’écrire
{ - RECI L LW,
\ x = R| cos* —sin(w — 1) — sin®*—sin(w + <) |,
2 2
(47) \
e (0] . g W
y =R, cos®—cos(w — 1) — sin* —cos(w + 1) |.
2 2

\ < 1
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En posant

' | — COS ® L !
48) R=R,cosv, r=R,——, t=wcosw, v==awsin*—, §=oawcosw,
2 2

ces équations deviennent celles de I’épicycloide (')

< r
7

(49) =R+ r)sing —rsin(h +3), y= (R + rcoss—rcos(h + z), <£=-]i)

Une hélice sphérique se projelte sur un plan normal & I'axe du cone directeur sui-
vant une épicycloide(*).

Réciproquement, on peul, & I'aide des relations (48), transformer des équalions
de la forme (49) en équations de la forme (47) qui caractérisent les hélices sphé-
riques.

Ainsi, nous retrouvons le théoréme connu : '

Toule épicycloide engendrée par un cercle de rayon r, roulant sur un cercle fixe de
rayon R, estla projection d' une hélice tracée sur la sphére de ravon (R 4 ar).

La relation (46), relalive & une hélice quelconque, s’écrit & présent

v = T + cle
= m .

L'arc d'une hélice sphérique est une fonclion linéaire de la distance du centre de la

sphére au plan osculateur.
Réciproquement, a l'aide des formules

d
dv = dm —nds, n—_*Ti—l—_)—,

on n’aura aucune diflicullé pour prouver que toule courbe sphérique dont l'arc esl

une fonction linéaire de p est une hélice.

(*) Hexri Poincari, Cinématique et mécanismes, p. 65, 1899 (Carré et Naud).

(%) CLAIRAUT et BerxouiLLt (Mémoires présentés a I’ Académie des Sciences en 1732) ont montré
qu’une hélice sphérique peut étre considérée comme une épicycloide engendrée par un point
d’un grand cercle qui roule sans glisser sur un petit cercle de la méme sphére. On peut
donner une démonstration cinématique tres simple de cette propriété.
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38. — Hélices tracées sur une quadrique de révolution (*).
Soit
(o) d=a(+y)+b

I’équalion d’une telle quadrique, autre que le paraboloide
(5o bis) x*+ v —ahz=o0

que nous éludierons a parl.

Les ¢quations d’une hélice placée sur la quadrique (50) seronl déterminées
quand on connaiira p en fonction de w.- En portant les expressions (45) de
x, y, z(*) dans la relation (50), on trouve I'équation différentielle

1 a

(31) p+p)y=

®"+p") + 0,

sin® o cos* w

dont les solutions vérifient aussi la nouvelle e'qnation formée par dérivalion :
(51 bis) P +p") (1 —atgw)p"+pl=o.
Les fonctions p définies par
p"+p =o,
sont de la forme

p=Acos(w+ 9)+ B

mais ne peuvent convenir, car elles donnent & «, y, z, des valeurs constantes.
11 reste donc a intégrer

(r—alg®w)p”"+p=o.

Plusieurs cas doivent étre envisagés suivant le signe de (1 —a tg®w).

(*) PironpINL, Journal de Crelle, t. 118, p. 61, 1897.
E. Gesiro, Rendiconli di Napoli, p. 73, 1903.
G. ScHEFFERS, Leipziger Berichte, p. 369, 1go2.
(*) On veut que oz soit en méme temps I’axe du cone direcleur et axe de révolution.
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Si (1—atg®v) > o0, on se trouve en présence d’'un ellipsoide ou d’un hyperbo--
loide dont la demi-owerture du céne asymplote est supérieure & . La solution:
est alors

p=Acos(rw+ ¢), <r=—1_>,

Vi— atg"‘ [0}

" et ne peut convenir que si elle vérifie 'équation (51). On trouve la condition
. b 2
\ :——ECOS'(-)(I —atg®m),

qui prouve que ¢ est la seule constante arbitraire. A ne peut étre calculé que si
a et b sont de signe contraire; il faut que la quadrique soit un ellipsoide ou un
hyperboloide & une seule nappe. L’hyperboloide & deux: nappes et le cone de révolution
ne contiennent aucune hélice si langle « n’est pas suffisamment grand.

Le cas (1—atg’w)< o ne peut étre envisagé que pour un hyperboloide (ou un
cone) dont la demi ouverture du cone asymplote est inférieure & .

On trouve

) : 1
p= Aerv Be_"“’, P = —_—,
\/a Lg w —1
et, en portant dans (51),
b . .
AB=—cos’w(atg®v—1).
ha

Une seule des deux constantes A et B est arbitraire. De plus, ce calcul montre
que les hélices peuvent étre déterminées quelle que soit la nature de I’hyperboloide si o
est suffisamment grand.

Si la quadrique se réduit & un cone, I'une des constantes est nulle. La solution
de I'équalion différentielle se réduit a

I
p=\e, P =t ——me |
\/a tg®w —1

I1 ne reste plus qu’'a rechercher les hélices tracées sur le paraboloide. Leur équa—
tion diftérentielle est

1 ah

(p/2+l)”2)+

(p+p')=o,

cos® » sin o

ou, en dérivant,

sin

h cos® w
(52 bis) ' +p" <p" + —Lc—b—> =o.
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Seule la solution

hcos® w
)= — ——w' +Aw+ B

2sinw

‘peul convenir. Il faut qu’elle vérifie la relation (52), ce qui a lieu pour

B— sin o g(hcos’m>2_A_:?

2hcos® w sin o ) )

- En résumé, langle « n’est soumis a des restriclions que sur l'hyperboloide a deux
nappes et le céne de révolution.
La variation de la conslante arbitraire se traduit par une rotation autour de oz.
«Chaque valeur de » détermine une hélice, a une rotation prés.
On peut montrer que, réciproquement, aux fonctions

= Acosrw, p=\ew 4+ Be, p=A\ev, p=Aw 4+ Bw+C,

les équations (45) font correspondre des hélices tracées sur des quadriques.
. Les résullats obtenus au paragraphe 37 par une autre méthode, se retrouvent en
posant a =—1, b= 'R: , dans les équations relatives a I'ellipsoide..
Les hélices tracées sur Vellipsoide et I'hyperboloide & une seule nappe (*) corres-
pondent & une expression de p tout A fait analogue A celle qui détermine les hélices

sphériques. 11 semble que cela doive entrainer une similitude dans les propriétés.
En portant

p=Acosrw

dans les équations (45), on trouve

/ Ar . .
r = (rsinw cos rw — cos w sin rw),
COS w
Ar . .
y = (rcoswcos rw + sin w sin rw),
COos »
T = —— 1 —1r*)cos rw
sin w ( ) ’

(*) L’hyperboloide & une nappe contient deux sortes d’hélices. On considére seulement
celles qui ont tous leurs points & distance finie.
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ou,
l ac:——M— VO ) sin(w —rw) — (v — ) sin(w 4 rw) |,
2 COS w i
y :L V(4 1) cos (w—rw)— (1 —r)cos (w + rw) |,
2COS w
2= — e (v —r*cosrw.

Supposons que I'hélice soit tracée sur un ellipsoide de révolution. Pour que cela
se produise, il faut et il suffit que r soit inférieur A un. En posant, dans ces condi-
lions,

Art Ar(t—r) '
= , f = —— f=2rw, s=w(1 —r),
COS » 2 COS o !

on raméne les deux premiéres équations i la forme

(
x=(R+p¢)sing —ssin(0 +9), y=(R+:)cosy—z:cos(h+ 2), <—)—=£>

¥ ¢

On prouve ainsi que :

Toule hélice tracée sur Uellipsoide de révolution, el dont le cone directeur a méme-
axe que celte quadrigue, se projette sur un plan normal @ cet axe suivant une
épicycloide.

Pour que I'hélice soit tracée sur un hyperboloide A une nappe, il fanut el il suffit
(que r>1. Par suite, on se rend immédialement compte que les équations précé-
dentes sont celles d'une hypocycloide.

Si une hélice tracée sur un hyperboloide de révolution autour de oz posséde un
cone directeur d’axe oz el si lous ses poinls sont a distance finie, elle se projelle sur
le plan xoy suivant une hypocycloide.

39. — Hélice cylindro-conique.

On désigne ainsi () toule hélice tracée sur un cone de révolulion de méme axe:
que le cone directenr. Nous avons montlré au paragraphe préccédent que ces hélices.
sont caractérisées par la relation

(53) p= e,

dans laquelle A et » sont deux constantes arbitraires.

() L. B, t. 1, p. 25,
Voir aussi les Mémoires indiqués a propos des hélices tracées sur une quadrique de
révolution.
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Les équations (45) prouvent aisémenl que la varialion de A peul indistinclement
s'interpréter comme une homothétie de centre O ou une rotation autour de oz.

Les diverses hélices cylindro-coniques (C) déduiles de U'une delles par rolation
autour de oz sont homothéliques par rapport au sommel du céne qui les contient.

Toutes sont donc égales & celle que I'on oblient en posant

p=cv,
Les équations (45) s’écrivent
/ r .
L= ——(cos 1w — rsinw) e,
COS
r . )
y=— (sinw + rcosw)er,
cos w
1 2 o
= — — (r—}—r)e“”,
SN o

et montrent que :

Toute hélice cylindro-conique est lracée sur un cylindre dont la section droile est
une spirale logarithmique.

Ces mémes équations permettent d'élablir que I'hélice coupe sous un angle
constant les génératrices du cone de révolution qui la contient. C’est une propriété
connue que nous n’établirons pas. L’hélice cylindro-conique s'élale suivant une spirale
logarithmique, quand on développe le céne (*).

Les formules (26), (27) et (30) du paragraphe 28 deviennent

2 )
r » r(r 4+ r
n— e, m= —colgw (l + —,-> erv . du= — ——,-(—)—e’"’ dw,
COS ® COS" ® SIN @ COS

et mettent en évidence la propriété :

Les dislances m, n, p, sont proportionnelles & l'arc v, complé a parlir du point
asymplotique de I’hélice.

Réciproquement, si

m=—Mpv, n = Nv, p = Pvo,

la courbe correspondante est une hélice cylindro-conique. En effet, le raisonnement

() En réalité on obtient, dans un méme angle =z, des arcs de spirale logarithmique
homothétiques entre eux. 1l faudrait, pour réaliser la spirale compléte, faire tourner les
arcs 1, 2, 3, ..., d'angles respectivement égaux a x, 2x, 3=, ..., autour du point
asymptotique.

Fac. des Sc., 3¢ série, t. XXVI. 18
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de la fin du paragraphe (36) monlre que la courbe est une hélice. De plus, la
relation .

o]
n— —ﬂ
d=
entraine
N
>
v=\e s (A = cle),
ou,
N
'F COS Y
r=>\,e . (A, = cle).

Il est donc possible d’attribuer & p V'expression de la forme (53) :

— Cco8 ™ .

p=A\Pe v

C’est la relation qui caractérise les hélices cylindro-coniques.
Il faut observer qu’il n’est pas permis d’attribuer & M, N, P, des valeurs arbi_

traires. La relalion (21, § 24), élendue aux courbes, donne
M+ N PP=M.
Si celte condilion est satisfaite, les équations

2 2 M -3 2] @
r’ 4+ cos o : 7 sin o SN 0 COS »
M=, N — ———, P=— —up.

@ 2 -’
P4 P+ I+

l

déterminent o, r, el, par suite. Uhélice elle-méme.




CHAPITRE TH :

Lignes asymptotiques des surfaces réglées.

On sait que celte question dépend, en général, d'une équation de Riccali. De
nombreux cas particuliers ont été traités. Signalons surlout le résultatl de M. Emile
Picard qui raméne a une seule quadrature la recherche des asymptotiques de toute
surface réglée dont les génératrices apparliennent & un complexe linéaire (Traité
d’Analyse, t. 1, seconde édition, 19or1, p. 440).

Diverses formules ont ét¢ données, dans le méme ordre d’idées, par L. Ralty
(Applicalions géométriques de I’ Analyse, 1897, p. 156).

M. A. Buhl en revenant, daus le Journal de Malhémaliques pures et appliquées
(9° série, t. VIII, 1929, p. 4), sur les Theses .de Doctorat de Paul Appell el de
M. Emile Picard, d I'occasion du Jubilé scientifique de ces deux illustres géométres,

. est aussi revenu, trés naturellement, an méme sujet.

ho. — Equation des lignes asymptotiques (').

Dans ce gni suit, nous poserons :

. da dx . dx'
o — = — H P— S =

ds’ ds ' ds’ ds’

Des équations de la surface

X =1+ au, Y=y+ bu, l=z+cu,
on dédnit

dX = (&' + d't)ds + adu, &X = (x" + a"u)yds* + 2a' duds + (&' + d'u)d*s, ...,

(*) E. AncLaDE, Ligne de striction et paramétre de distribulion (Annales de la Faculté des
Sciences de Toulouse, 1931). On retrouvera dans cet article les divers résultats exposés dans
le chapitre 111,
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Les lignes asymplotiques sont définies par

X Y hYA
u e u
DN Y . | =o,
d6 s do
aA*X d*\ d*7.
équation différentielle que 'on peul écrire
a a (| oa a | a
' du , ' ' ¢ '
(1) 2| x 3-—{— \l4+u<|ad |+ x +u | d | =o,
[}
a! 1:" r” a” (t"

\ ' /

en éliminant les solutions évidenles que sonl les génératrices.
"En remplaganl x, v, z, par les expressions (28 bis) trouvées au paragraphe 15,
on obtient

du < dz dk dr
—_ u = 0.

(2) 21\’—(;—;4—1\" COlg(’“_d—,,/)_” -—— 2_(_1—5

Celte équation de Riccati, de forme puremenl géométrique, rappelle celle que
donne M. Vessiol dans ses Lecons de Géomélrie supérieure (p. 116, 1919), en rappor-
tant la surface réglée & une lrajectoire orthogonale des génératrices.

On en déduit, en particulier, le théoréme de Paul Serret () :

Le rapport anharmonique des poinls ol quatre asymploliques coupenl une généra-.
trice variable est constant.

4. — Lignes asymptotiques des surfaces a plan directeur.

L’équation différentielle (2) se réduit &

dk
Zu + Kcolgh—u

5 e

2K

=0,

puisque dt = o. Elle admel la solution générale

3) 21L+\/E/\/Ecotg0dc=o.

(*) PauL SErRET, Théorie nouvelle géomélrique et mécanique des courbes a double courbure,
p. 165, 1860.
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La recherche des asymptotiques d’une surface & plan directeur ne dépend que
«l'une quadrature.

Ce résultat est bien en accord aves le théoréme énoncé par M. Emile Picard dans
sa thése (*).

La formule (3) monire que deux asvmptotiques non reclilignes (P) el (P,) déter-
minent sur une généralrice variable (G) un segmenl donl le carré est proportionnel
(0 —u,)

.au paramélre de distribulion. En effet, 'expression est une constante(*).

Pour un choix convenable des fonctions K el 0, la quadrature (3) peut s’expli-
ciler :

1°. — Posons, par exemple,

K=——, colgl = —mcoss,> (m=cle).
COS™ 7

‘Les équations (34, § 17) deviennenl
X =ucoss + ms, Y = usins — mlog(coss), /7 =1gs

el les lignes asymptotiques sonl détinies par

m
20 + (s+A)=o, (A =cle).
cos 5
2. — Si l'on prend
hN=—3s", colgf = — —,
G
on trouve la surface
i . H r.‘
X=ucossc+m(ssins +coss), Y=usins+m(sinc—scoss), Y =,
9
qui admel les lignes asymptotiques
2U 4+ me(s 4+ A) =o.
3°. — Enfin, les relations
% m
K = — cos’s, cotg ) — — ——— |
cos*s

(") E. Prcarp, Application de la Théorie des Complexes linéaires a U
des courbes gauches (Annales de I'Ecole Normale, 2° série,

(*) Paul SErgET,
Pp. 167, 1860.

étude des surfaces ol
nal t. 6, p. 329, 1877).
Théorie nouvelle géométrique el mécanique des courbes @ _double courbure,
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‘entrainent

g . . , ! sinagq
X =ucoss +msinas, Y =usins —mcosa, /= <c+———)->;
2

200+ mcosa.

lOg’tg‘(—l——l—l\%—- \ l::n.
o 5/

- £l b/

Pour cette surface, le produit K colg 6 est conslant. La ligne de striction est
tracée sur un cylindre de révolution (').

Les exemples pourraient étre multiplicés.

42. — Cas ou la surface a plan directeur admet un paramétre de distribution
constant. '

La solution (3) s’écril

) 20 4+ K / colghds =o.

Elle est de la forme
w=[(s)+ \.
Par suile (*) :
Les lignes asymplotiques des surfaces & plan direclewr dont le paramétre de distri-

bution est conslant découpent des segments égaux sur les généralrices.

Réciproquement, pour que cette propriété soit vérifice, il faut que
u=f(s) 4+ \

soit une solution de (2) quelle que soit la constante A. Cela ne peul se produire que
si les coefficients de u* et de u sont nuls. Ces deux conditions

d= dlog k
— =0 — -
ds ’ da ’

exptiment que les surfaces éludiées dans ce paragraphe sont les seu'es qui possédent
la propriélé envisagée.

() Voir au paragraphe 17.
(*) M. E. VEssior propose, dans ses Legons de Géomélrie supérieure. un exercice sur cette
question.
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Citons, par exemple, les hélicoides a plan directeur que on lrouve en posant

cotg 0 = cte,

et, en particulier, U'hélicoide minimum (0 = Z—) La quadrature qui figure dans (4)

s’explicile. On obtient

20+ Kscolgh +A =o.

Citons aussi la surface

d’équations

@
a
bl
N
I
1
-
:'\

X = ucos 5+ K(coss + ssing), Y =usine 4 K(sins—nsco
et dont les lignes asymplotiques sont définies par

hu+ ke + A =o.

Comme au paragraphe précédent, on pourrail donner de trés nombreux

exemples.

43. — Lignes asymptotiques des surfaces a directrice rectiligne.

Cex surfaces sonl définies (§18) par

X =a(u + m), Y =b(u+m), Z:c(u+m)—f—lidc,
v

A condition de désigner par m l'expression

En observant que

U= —1m

est une solulion de I'équation différentielle (2), nous sommes amenés & poser

= ——1m

P
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pour obtenir I'équation linéaire

<rllog [N am dx 1ods

ds ds

dp
i -
ds K ds) + K ds

=0,

que la relation

permet d’écrire

de+ d<100|\ Lode
2 oo ) o=

Elle admet la solulion générale
d
yWK

La recherche des lignes asymptotiques d’une surface & direclrice rectiligne ne
dépend que d’'une quadrature.

(5) apVK + v 0.

C’est encore une vérification du théoréme de M. Picard.

Toutes les fois que le paramétre de distribution sera conslant, (3) se teansfor-

mera en
i d=
2pK + v/—:o.
v

44. — Conséquences.

Aucune quadrature ne subsiste dans le cas ot la surface est un conoide droit ou-
obligue. C’est une conséquence de la relation

dr=o0.

L’intégrale générale (5) prend la forme géométrique extrémement simple
I =
— =\ \/l\ .
P

Désignons par N un point du conoide et par N' le point oti la genéralrice issue
. . o . . -
de N rencontre la direclrice. Lorsque N décril une asymplotique, la distance NN

reste proportionnelle a la racine carrée du paramélre de distribution.
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Plus généralemenl, considérons deux asymptotiques (P) et (P,) d’une surface
a directrice rectiligne et supposons que les valeurs correspondanies de la constante
arbitraire qui intervient dans (3) soient A et A . Nous vovons immédiatement que

2(p—p,) \/K +v(\—\,)=0o.

>

lLe )'apport ﬂ]_);_l_)."_)_v

Sace réglée.

Dans cette expression, v représente le cosinus de Pangle que fail la divectrice

esl donc invariable quand la génératrice décril la sur-

avec la normale au plan asymptote.

Les conoides ne sont pas les seules surlaces pour lesquelles la quadrature (5)
disparait (*). Pour le montrer, remplacons le paramétre de distribution par I'expres-
sion

_ B
K= —r (B = cle),

2 2,12
v e

dans laquelle z représente une fonction de v. Les lignes asymplotiques sont défi-
nies par la relation de forme plus simple ’

- apB + xvgu"/'xllv =o,

qui s’explicite si x est bien choisi (*).

Par exemple, pour « = — on trouve

T,;’
S K:B—VT,

e
2 apB = (L4 \>, (A = cle).
i \ v '

La quadrature (5) s’explicile pour toule surfuce & directrice rectiligne dont le

paramélre de distribution est proportionnel & —;.

On obtient ainsi une catégorie de surfaces extrémement étendne, puisque le cone
directeur reste arbitraire.

(*) Voir sur ce sujet 'article de M. A. Buhl (p. 50) déja signalé au paragraphe 18.
(lF(v)

(*) D’unc facon générale, il suffit de prendre » = P
)

Fac, des Sc., 3¢ série, t. XXVI. 19
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45. — Surfaces dont la ligne de striction est une asymptotique.

u=o0 doit &tre une solution de I'équalion (2). Pour que cela se produise. il
faut et il suffit que

d=

ds

=colgh.

Nous retrouvons la coudition (zﬁ)' du paragraphe 13.
Le lerme indépendant de « disparait dans I'équation de Riccati qui se trans-

forme en

du dlog K wod

ds T, K ds O

C’esl une équation de Bernouilli qui admel Uintégrale générale

(6) 'z\/EJru “—o.
: VK

. La recherche des lignes asymploliques ne dépend encore que d’une quadrature.
Si le rayon de torsion de la ligne de striction est constaul, la solution précédente

s'écrit (*)

aK+u(z+ \)=o.

Mais, le calcul de = exige toujours une quadrature.
Enfin, observons que si A et \  sonl les constanles arbitraires qui déterminent

les asymptotiques (P) et (P,), la relation (6) permel d’écrire

1 1 —
z<—u—~—?>\/lx+.\—_\u_o.

N 0

On en déduit la propriété :
I 1\’
L’'excpression K(—- — —-> est invariable quand la génératrice décrit une surface
u
o

dont la ligne de striction est une asymptotique.

3

- . . . ) H 1 1 ’ . .
En particulier, si K est constant, 'expression (-;— -— —l—> reste invariable.
t 1,

C’esl ce qui se produit pour les hélicoides réglés contenant leur axe.

(") K est conslant en méme lemps que T (§ 13).
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4#6. — Surface des binormales d’'une courbe a torsion constante.

Lotsque le paramétre de distribution est constant, U'équation (2) se réduit &

du d= d=
- o K —— 2 o) — et — = .
(7) 2K T + K <cot,) dc) u e o

"

Pour I'une des surfaces étudiées, K est égal au rayon de Llorsion T (§ 12) el

Pangle 0 esl droil. L'équation (7) peut donc s’écrir
du R
2T — = u* 4 I”,
el esl vérifiée par

u:'l,‘lgt_i_'\

Il ne subsiste qu’une quadralure qui sert au calcul de = .
L’équation de Riccati est devenue heaucoup plus simple en raison de la constance
dn paramétre K et de la valeur particuliére attribuée 4 6.

47. — Lignes asymptotiques des surfaces (R).

Nous appellerons surfaces (R) celles dont les paramétres K et K' sont simulla-
nément constants.

Iin tenanl compte de la relation

K d=
e R/ s
K’ ° 7 ds

¢tablie au paragraphe 9. on tronve que ces surfaces sonl caraclérisées par les équa-

vX:au+K,/adT—K./‘~/xdG,
\':I)u—!—l(’/bdr—]\'-/ wds,
\Z:Cll-l—K’/CdT—K/‘Vd’I.

tions
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Considérons les courbes a torsion constanle

(G, r, =\ /ad-., .v,:N/‘bf[:, Z‘IN/N[T, (N =cle).
(G x,=P /‘Adc, .\'Q:Pfy.dc, 5, =P / vds, (P =cle),

o

dont les points homologues sont représentés par M, el M,.

Les surfaces (R) s’obtiennent en partant des courbes a lorsion -constante (C,)
el (C,) dont les cones directeurs sonl supplémentaires. Il suffit de mener, par le
point M qui divise M\M, dans un rapport constant, une paralléle i la langente & l'une
de ces courbes. Le lieu géométrique de M est la ligne de striction de la surface ainsi
déterminée.

Les hélicoides réglés sont les surfaces (R) qui admetlent un cone directeur de
révolulion. Dans ce cas, les courbes (C,) et (C,) sont des hélices circulaires. La
généralion précédente esl encore applicable.

L'équalion diftérentielle (7) peul s’écrire

. du & sdr
ou,
du R - -
QK-F_- =u + Kk(K—K).

On sait en calculer Uintégrale. « s’exp}ime simplement en fonction de = (‘).
Par suite :

La délermination des asymplotiques d’une surface (R) se raméne & une seule
quadrature.

Cette quadrature, qui intervient dans le calcul de =, s'explicile si la surface esl
un hélicoide. C’est bien ce que nous avons déja trouve dans quelques cas parti-
culiers. ‘

(" TI faut envisager deux cas suivant le signe de K(k —K’).
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Déformation des surfaces réglées.

La déformation des surfaces gauches a é1¢ étudice d'une maniére Lrés compléle.
‘La pluparl des résullats obtenus sur ce sujet sonl exposés dans les ouvrages de
Bianchi et dans ceux de MM. Darboux et Gambier (). Nous en reprendrons I'étude,

" par la méthode que nous avons appliquée jusqu’ici, en nous hornant au cas de sur-
faces réglées applicables avec correspondance des génératrices.

Nous utiliserons, sans démonstration préalable, les résullats ¢lablis par E. Elia
Levi(®). Ce géomeétre a montré que deux surfaces isométriques & courbure lolale
négative sont toujours applicables; mais, ainsi que I'indique M. Gambier (Mémorial,
f. XXXI, p. 49), il faul supposer réalisée une continuité dans la distribution des
plans tangents.

48. — Elément linéaire.

Les équalions (28 bis, $ 15) donnenl immédiatement!

7o

(1) dS* = du’ 4+ 2K cotg O duds + < oo + u") ds*.
Cette forme quadralique péut encore s'écrire
(2) AS* = du* + 2c050(ludv+<l +”T\L0> dv*,
| | sin 0

a condition de remplacer s par I'expression équivalente dv.

() L. B., t. 1, p. 377.
G. DaRrBouUX. Théorie générale des sui’faces, t. 3, p. 293, 18¢4. _
B. GamBIER. Applicabilité des surfaces étudiée au point de vue fini, Mémorial des
Sciences mathématiques, f. XXXI, 1928.

B. GawmBier. Déformation des surfaces étudiées du point de vue infinitésimal, Mémorial,
fasc. 26, 1927,
(*) E. E. Lev. Reale Accademia delle Scienze di Torino, 19o7-1908.
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Si la surface

\,=x,+ au,, Y=y, +bu, 7=z +cu,,

n’est pas rapportée & sa ligne de striction, il suffira de poser (§ 2),

0 — 1 — \1‘ ‘di f.l(Cl .
! —ids ds
pour oblenir les équations
- O da dur, 1dad1:> g
\_<x,—-a> 2T >+au, ‘\ < }_‘dq +bu, Z=...,
qui conduisenl & la forme quadratique (2).
49. — Conditions pour que deux surfaces gauches soient applicables.

Soient (S) el (8,) deux surfaces applicables. L’élément lindaire de (S) est donné-

par la formule (2).
La surface (8,), rapportée & la directrice (C,) qui correspond A la ligne de stric--

tion de (8), a pour équations
N=uw +aqu, Y, =y, +bu, =1z +cu.

Son élément linéaire

) l da, \2
dS} = du’ + acos, dudv - LI + 2u 7 /Sﬂ e, dx, \ + u (’r—lu’—> _l([v'-’

\ - d': o ) \

doil é&tre identique & (2).
Par suite,

\1 dCl (lf

—-—-—————:O

—i ds dv

La courbe (C)) vérifie la condition (2, §2). Les lignes de slriction se correspondent

dans la déformation (*).
D’autre part, il faut que

() L.B., t. 1, p. 387.
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Lorsque les génératrices (G) et (G,) engendrent les surfaces (S) et (S,), les paralléles
qu'on leur méne par l'origine décrivent des arcs égaux sur les courbes () et (Z,).

Il est possible, par une déformation convenable, de placer le cone directeur de
(8,) sur celui de (S), de maniére a superposer les génératrices homologues.

La relation ds, = :ds peul étre interprétée différemment. -Elle exprime que
Langle de deww génératrices infinimenl voisines se conserve au cours d'une défor-
mation.

Enfin, la condition
cos 0, = cosh,
équivalente &
=<', (2 ==1),
traduit une propriété que I'on pouvail prévoir a priori. En eftel, en déformant nne
surface, I'angle de deux courbes ne change pas.
Tous ces résullats, rapprochés de la formule (6, $5), monirent que les paramélres

de distribution K et K, sont égaux ou opposés (K, = ='K) (*).
Réciproquement, considérons deux surfaces (S) et (S,) telles que les équations

K,(s,) =:K(q), 0,(s,) == <'6(s).

soient satisfailes pour

Les deux surfaces onl le méme dS* el sont applicables.
Les sens positifs sur () el sur (X,) sont arbitraires. Sans rien changer & la

généralité du probléme, nous les supposerons tels que 1'on ait
e = 4 1.

Dans ces conditions, on peut énoncer :

Pour que deux surfaces soient applicables, il faut et il suffit que les équations
®) 0,(s,) = <0(s), K,(s) = :K(s),

sotenl une conséquence de 'égalité = = s,, les arcs s et s, élant complés & partir de
deux: points homologues de (X) el (3,).

*) L. B, t. 1, p. 391.

(*) On prendra pour origines, sur () et (¥,), deux points déterminés en partant de
deux génératrices homologues de (S) et (8,).
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Sio 0, K. 0, K,, sont constants et s'ils vérifient les équations (3), les surfaces
(S) et (S,) sonl applicables; mais les origines des ares « el 5, sont arbitraires. Cela
_signifie qu’il est possible d’appliquer (S) sur (8,) d’ane infinité de facons différentes.

On peut donc ¢noncer Ia proposition :

St deux surfaces (S) el 1S,) sont applicables, O el K élanl constants, on peut les
superposer d'une infinilé de facons différenles en faisanl glisser Uune des lignes de
striction sur lautre.

En particulier, une swrface (S) de la calégorie précédente glisse sur elle-méme
d'un mouvement continu (") si cela se produil pour la courbe de Bertrand qui sert de
ligne de striction (s12).

70. — Recherche des surfaces gauches applicables sur une surface donnée.

Soit une surface gauche (S) dont on a exprimé le paraméire de distribution K
el I'angle 6 en fonction de . Soit un cdne arbitraire (D) donl nous représenterons
les cosinus directeurs de la génératrice par a(s), b(s), c(s).

Les résultals établis an paragraphe précédent prouvent que les surfaces gauches

applicables sur la surface (S), sont définies par les équations (%)
(N = au+ / K(acolglh —:i)ds,
) Y =bu+ / K(beolgh—zu)ds,

L =cu+ / K(ccolg 0 —zvidag,

que l'on obtient en remplagant, dans (28 bis, s 13), K par K et § par <0,

On obhtiendra loules les surfaces cherchées en déformant le cone directeur (D),
en déplacant Vorigine des ares s et aussi en changeant le sens positif sur la
courbe (X). Par suile :

Il existe une infinité de surfaces applicables sur (S) qui admeltenl le méme céne
directeur que (8).

Elles sont distincles, si le cone directeur est quelconque. Mais, si le cone direc-
teur est un céne de révolution (ou se rédnit & un plan), un changement d’origine
sur (¥) équivaut a un déi)lacemenl. Les diverses surfaces (e =4 1) el (e = —1)

sonl respectivement ¢gales (§ 20).

() On peut appliquer & cet exemple de déformation continue, la théorie générale que
Fon trouvera dans L. B., t. 1. p. 343.

(2) Comme dans la méthode suivie par MiNping (Ueber die Biegung gewisser Flichen,
Journal de Crelle, t. 18, 1838}, toute surface applicable sur (8) est définie en partant de son.
cone directeur.
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1l wexiste que deux surfaces & plan direcleur applicables sur une surfuce donnée.
Hlles sont symétrigues par rapport a ce plan directeur.
is :=—1, dans les équations (4), on Llrouve les

<
.

En posan =T,
surfaces

(/\zau+fl\(acolng)-—)x)’l%

(S, ;\ blz—l;/l((bcotgﬂ—;x)rlc,

7= cu—,—/ K(ccolg b —v)ds,

!

\:alz+/ K(acolgt 4+ »)ds,

S_) !N =bu —i—/K(l)colgO +u)ds,

N

1 = cu—{—/K(rcolgO +v)ds,

qui sont applicables et dont les génératrices homologues sont paralleles (). Ce sont
les génératrices paralléles qui coincident aprés la déformalion.

(S) m’étant pas applicable sur une quadrique, les équations (4) donnent toutes
les surfaces gauches applicables sur (S) ().

Supposons & présent que (S) soit applicable sur la surface du second degré (Q)
dont nous désignerons les systémes de droites par (D,) el (D,). Pour obtenir loutes
les surfaces gauches (8,) déduites de (S) par déformation, on appliquera les for-
mules (4) 4 la quadrique (Q) en parlant soit du systéme (D,), soit du systeme (D,).
Les génératrices de (S) et (S,) ne se correspondent que si ces deux surfaces sont
déduiles du méme systéme de droiles de (Q).

On peut tronver, par la méthode que nous venons de signaler, toules les surfaces

réglées applicables sur une quadrique.

51. — Déformation continue.

Dans une déformation continue, le paramétre K et I'angle 6 conservent leur
signe. C’est une conséquence des résullats établis au paragraphe 49.
Réciproquement, si K et 6 ont la méme expression en fonction de ¢ pour deux

(*) E. Bertrami. Sulla flessione delle superficie rigale, Annali di Matematica pura ed
applicata, pubblicati da B. Tortolini, p. 105, 1865.

(*) O. BoxnET. Mémoire sur les surfaces applicables, Journal de I'Eeole Polytechnique,
XLI® cahier, p. 44, 1867,

Fac. des Sc., 3¢ série, t. XX VI, 20
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surfaces (8,) et (8,), on peut passer de I'une & T'aulre par une déformation réglée
continue.

Soient (D,) et (D,) les cones directeurs des surfaces (S,)) et (8,). Nous désigne-
rons par (g°) et (¢°,) les génératrices de (D)) et (D,) qui correspondenl & 5 = s,.

On peat imaginer un cone (D) dont la forme cl la position dépendent d'un
parameétre m. Supposons que pour m =m_ el m=m, ce cbne occupe les posi-
tions (D,) el (D,) el que la génératrice 5 = s, soil celle qui se superpose & (¢°,) el
a (g",). Supposons, d'autre parl, que les dérivées

da b e da N N Ma o

/
v T ’ ~ ’
da s X am T omT amT ysom’ dsam dsom

exislenl el prennent des valeurs finies dans tout le domaine décril par le point
(5. m).

La relation symbolique

| «a 12 ¢
(}‘7 ", V) - da (\I) )¢
Qs 5 ds

enlraine

. —_— — — a b c
J0A du v am dm om n
> m) T e e My 30 Ve
s Vs s dsdm s dm dedm

M

el prouve que les dérivées —, ——, —. exislent el reslenl finies dans le méme
ym - dm’ om
domaine.

Soient (Su) el (Sm4sm) les surfaces détinies par (4) et dont les cdnes direcleurs
sont (Dm) et (Dnysm). En déplacant (S,) par Lranslalion, on peul faire coincider

les points homologues 5 = s, des lignes de striction (Cw) et (Cn435m). Dans ces
conditions, on obtienl

' L RN \ /A%
S Smo—— L == 61N K 3 —_

~ 7, )
"K NN + (ol / . ) /
‘md-s m — =am 5 colgh — | — + ¢, ia :
s m = Y 1\ am b ° ( dm By
50 )

ad \ e AD M
! -~ ;0\ Al ) Jdv . [
L e S — Zm == O IN K —_— colg ) — | — + s, ([5,
| “m—+ Sm m — 9 10 ( m 2 = (\”7 \

en désignant par :z,, s, ..., des quantilés infinimenl petiles en méme temps
que sm.
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Si K et cotg 0 conservent des valeurs ftinies dans toutl I'intervalle de variation de

s, ensemble des valeurs absolues des nombres

V[ da i 0 A N\
l\{ —\-—+:B>C0‘gj“‘ N + = ",

am am
AN/ [ du. )
K (—+ ¢ )colgh—{ ——+45¢,)!
\om T ° T \’

V([ e Ry
k- g, jcolg ) — | — + 2,
{<Dm + ">(O° \om © /) "

admel une borne supérieure M. Par suite :

[Tmysm— xm] <M |(s —a)3m|, |Ymtsm—yn| <<M|(c—0,)5m|,

Zmtsm— Im| <M (s —5,)3m|.

Considérons, sur les courbes (Cpn43m) el (Cu), les deux régions homologues
définies par

|6 —a,| < A.

Les points homologues de ces régions sont i une distance inférieure & \M|am]|. 11

suffira de choisir

. %

pour que cetle distance resle inférieure & un nombre « donné a priori.

Les points de la courbe (Cum+3m) tendent vers leurs homologues de (C,) lorsque
dm tend vers o.

Par conséquent :

La surface (Smsm) lend vers la surface (Sy) lorsque le cine direcleur (Dy 4 sm)
tend vers (D).

En faisant varier m de m, & m,, on oblienl une suile continue de surfaces (Sm)
applicables les unes sur les anlres avec correspondance des génératrices.

On peut done passer de (S,) a (S,) par une déformation réglée continue si
K,(s) = K(o), 0,(s) = 0(s).

Tout ceci prouve que les surfaces (S1,) déduites de (4) sonl applicables par
déformation réglée continue. La méme remarque est valable pour deux sur-
faces (S—,).

Par contre, il ne sera jamais possible de superposer une surface (S;,) A une
surface (S-.,) sans passer par U'intermédiaire de surfaces non réglées. En particulier,
deux surfaces gauches symélriques par rapport & un plan (ou par rapport & un

point) sont applicables par une déformalion conlinue non réglée.
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52. — Conséquences.

Considérons une surface (8) pour laquelle k el 6 sont des conslantes. En pre-

nant pour cone directeur (D) un cone de révolution, on trouve les hélicoides appli-
cables sur (8).

On peut écrire, comme au paragraphe 21,

a=sinosinw, b=sinwcosw, c¢= coso., ds=-sine.dw,

A=1COSwSiNW, w=CcoSmCosSW, v=—SsiNlo.
Les hélicoides ont pour équations :

\ = sino

. Ko . 7
UsIN W — ——sin(w —o)cosw |,
sin b

sin

(H) Y =sinw Lu cos w + > 5 sin(w — 0) sin wAI,

7 = ucoso + cos(m —B)sinw . w,

sin®

. . . K . B
\ = sinw [u Sinw — — V sin(w 4+ 0) cosw ‘,
s

~
j=o
1
R

{Y==sinw| ucosw + —
sin

[N N
v sin{w + 0)sin e |,

K .
7 =ucoso 4+ — . cos(w 4+ 0) sinw.w.
sin

—

L’angle o est arbitraire. Toule surface pour laquelle K ¢t 0 sonl constanls est
applicable sur une infinité d’hélicoides réglés.

La courbe de Bertrand qui joue le réle de ligne de striction sur (S) se déduit de
Uhélice par déformation continue d’un hélicoide (H,) ().

Cette déformation de (H,) donne toutes les courbes de Bertrand de la méme
famille.

(*) L’hélicoide (H,) défini par » = 0 admet une direclrice rectiligne. Ainsi, toute
courbe de Bertrand peut se déduire d'une droite (A) .par déformation continue d'un
hélicoide ayant (A) pour ligne de striction.
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Sion prend o égal & (— + 0) , on oblienl
2 ¥

& X =cost th sinw — cos w]
(HY) ; Y = cos 0 [lt cos 10 + sm wJ

\Z = —usino,

. . K cos 26

{X\=cosO] usinw — ——-———cosw |,

\ sinb
H ) Kcosabh . 7]
A(H.) Y = cosb[u cosw + G sin w |,

n
(Z —=—usind — aKcos*t.w

(H')) est un hyperboloide de révolution. \insi :

Toule surface pour laquelle 4 et K sont conslants est applicable sur un hyperbo-
loide de révolution & une nappe el sur un hélicoide qui a ses génératrices paralléles
celles de Uhyperboloide (*).

ko particulier, tout hélicoide réglé est applicable par déformation continue sur
I'hyperboloide de révolution. Ce résultat est une vérification du théoréme de Bour (*).

Ce qui précede montre (que (%) A '

Toute courbe de Berlrand se déduil du cercle de gorge de Uhyperboloide de révolu-

tion par déformation continue de cetle surface.
Les surfaces (1I')) et (H'_,) n’existent plus dans le cas d une surface. formée par

les binormales ’'une courbe a lorsion constante.

En prenant o = % les équations (H,) et (H_,) deviennent celles des hélicoides

A plan directeur applicables sur (S):

XN =usinw-—Kcotgcosw, . X =usinw — Kcotg9cosw,
(HY) / Y = ucosw + K cotg b sinw, (H”,)) <Y =ucosw 4 Kcotghsinw,
Z =Kuw, ’ 2 = —Kuw.

() G. Dausoux (Surfuces, t. 3. p. 298, 1894) donne cet exemple de correspondance par
génératrices paralléles.

(*) Bour. Mémoire sur la déformation des surfaces, Journal de I'Ecole Polytechnique,
3g9° cahier, p. 8a.

11 est question du théoreme suivant :

Une surface hélicoidale esl toujours applicable sur une surface de révolution.

(*) E. LAGUERRE. Sur une propriété de Uhyperboloide de révolution, Bulletin des Sciences
mathémaltiques et astronomiques, t. 2, p. 279, 1871.

Cette propriété peut aussi s’obtenir, ainsi que la construction indiquée par Bioche (§ 12),
en utilisant la transformation complémentaire (L. B., t. 2, p. 445).
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b

Pour 6 = Seon obtienl deux hélicoides minima symétriques par rapporl au
plan zoy.

Par suile :

Toule surface (S) formde pur les binormales d'une courbe  lorsion conslanle est
applicable sur Uhélicoide minimum et sur lalysséide.

L’hélicoide formé par les binormales d'une hélice circulaire (C) est applicable,
par déformation réglée conlinue, sur la surface des hinormales d’une courbe dont la
lorsion est égale a celle de (C). Donc :

Toute courbe & lorsion constanle se déduil de I'hélice circulaire par déformalion de
la surface formée par les birwormales de celle hélice.

53. — Propriétés des surfaces sur lesquelles la ligne de striction
est une géodésique.

La ligne de slriction esl une géodésique si 'angle 0 est conslant.

lin posant

=sin 0 sin w, b=sin0cosw, = cosf,

# == COx 0 sin e, u. == €0s 0 cos w. v = —xind,

la surface (S4.) que 'on déduit de (4) admel oz pour ligne de striclion.

La ligne de striction peut étre rendue rectiligne par une déformalion conlinue.

In particulier, toule surface formée par les binormales d'une courbe gauche se
transforme ainsi en un conoide droit.

La relation (21 bis. $ 11), écrite pour les poinls homologues des lignes de slric-

tion de deux surfaces (S,) cl (8,) obtenues par déformatlion continue de (3),

entraine
. . ( . -
L colg 0 o colg 0 + I .
N Hm) 'I‘(") Ii(” T
" 1 n 9

On en déduit la relation

an 1 g T
— . -— = — g0,
(R(«) R® )T\ e ) !
" n 9 9

qui s’éerit, lorsque la ligne de striction est géodésique,

~

I 1 I 1\
—_— L (PSR R — Yo N/
(Rm |><n T ) 8
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Elle met en évidence la propriélé suivante :
En déformant une surface (S) dont la ligne de siriction est une géodésique, on
oblienl une suite continue de surfaces applicables sur (S). L’expression
N/ \
S Y (L
\R., R, "\T, T,/

-a la méme valeur constante pour les divers couples de surfaces de cetle suite.

54. — Défermation qui transforme une courbe donnée en ligne asymptotique.

Nous avons montré (8 ¢) que le cone directeur élait défini, & un déplacement
prés, par I'équation intrinséque .
d-
2. =@
Cetle équalion détermine la conliguration d'une surface gauche applicable par
déformation continne sur une surface donnée (8).
Si 'on veut que la courbe uw = f(s) soil une asymptolique, il faul et il suffit que

I'équation

da ds s ds

{ d= 4N [~
DEN 4l1t 4 l\"’(colgo& )——u ’“\—u”‘L:o
\

admette la solution u = f(s).
On trouve la condition

o df dK

a2k — CGeole ) — f—

d= 2N ds + Keolgh—7f ds
ds INENE

Il existe une seule surface, applicable sur (S) par déformation continue, pour

luquelle la courbe n = f(s) est une asympiolique.
in changeant les signes de 0 et K, on obliendrait une seconde expression de

d= . . N . ,
—— (qui conviendrail & une surface applicable par déformation réglée continue sur

ds
une surface symétrique de (S).
La ligne de striction devient asymptotique pour

d=
ds

= colg 0.

Il n'existe qu'une seule surjace, déduite de (S) par déformation réglée continue,
~dont la ligne de striction est une asymplotique.
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Soient (8,) el (8,) deux surfaces pour lesquelles colgt a la méme expression en
Jonclion de . Sion les déforme de facon & rendre asymploliques les lignes de siric-
tion (C,) et (C,), leurs cones directeurs deviennent éyauz.

55. — Introduction du rayon de courbure et du rayon de torsion
de la ligne de striction. '

La premiére des équalions (20, S 11)

T K sin ¢
5 = colg ) — ——— 1,
®) o ® R sin® 0
jointe a la condilion (4, s 4)
do
(6) cos v = — R—,
' dv

monlre qu'a loule fonction R de la variable s on peul associer deux expressions.

dx
différentes de — .
de

Réciproquement, a ces deux expressions correspondent deux surfaces (S,) el (8,)
applicables sur la surface donnée (S) et pour lesquelles R est bien de la forme
choisie. C’est une conséquence immeédiate des équations (d) et (6).

Une surface (S) étant donnée, il exisle deux surfaces (S,) et (S,). applicables sur
(S) par déformation réglée continue, pour lesquelles le rayon de courbure de la ligne
de striction posséde, en chaque point, une valeur fixée a priori (*).

Les lignes de striction des surfaces (8,) et (8,) sonl distincles. lin effet, la for-
mule (21 bis, s 11) entraine -

i de ! colg 0 sin o

@ T @ TRk~ R

La relalion (6) définit deux fonctions w opposées. Dans ces condilions,
1 T . , .
T et R n'ont pas, en général, In méme expression.
1 2

Deux cas particuliers intéressants se présentlent naturellement.

an
dv
On retrouve la condition pour qu’une courbe d’unc surface devienne, apres déformalion..
égale & une courbe donnée (L. B., t. 1, p. 369).

(*) » ne pourra é&tre calculé dans (6), pour I'éliminer dans (5), que si |T;—‘ >
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L’expression
dy colg 0 sin g
v R

01

est nulle pour 6§ = — el pour 3 =0 (ou g = =).
2

Dans le premier cas, la surface (S) est formée par les binormales d'une courbe
(C). Les deux courbes (C)) et (C,) sont égales, ainsi que les surfaces (S,) el (8,).

Léquation R == [(3) délermine une seule surface (S,) applicable par déformation
.réglée conlinue sur une surface (S) formée par les binormales d’une courbe (C).

Pour g = o (ou v = =), la ligne de striclion esl une asymptotique. Ce cas se

produil si

dv
IR =75
1.’ équation
dv
R=+4+—
=% d

ne délermine qu une surface applicable sur une surface donnée. Sa ligne de striction

esl en méme temps asymptolique.
Les relations (5) el (20, § 11) peuventl s’écrire

e do I 1
= b T ote G — e e —
(7 bis) o + cotg 6 1g ¢ e T X’

dz K 1 do
( LA SN OSSN Py
®) . ds sin® 6 <T dv > 8o

el permeltent de calculer connaissant k, 9, T, en fonction de 5.

G

Le changement de variable

U=tg

© |-e

transforme (7 bis) en une équation de Riceati dont l’inAL«'egralc dépend d’une cons-
tante arbitraire. Par conséquent :
Une surface (S) étant donnée, il existe une infinité de surfaces (8,) applicables sur
(S) par déformation réglée continue et lelles que la ligne de striction ait, en chaque
point, une torsion fixée a priori.
‘11 est donc possible de transformer la ligne de slriclion en ligne & courbure ou

a lorsion conslanle.

Fac. des Sc., 3¢ série, t. XX VI, 21
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Ces résultats sont aussi la conséquence d’une formule Lrés générale que l'on
obtient par la méthode de Beltrami (*). On peul représenter celle formule par

. ‘ JL1od /a >_
Uy =y =, 5 | — = 0.
T R dv \R/_
Elle est vérifiée par une courbe quelconque au cours d'une déformation réglée.

Nous terminerons ce paragraphe en observant que les égalités (5) et (8) donnent
. - d- . R . .
immeédiatement T si I'on connait, soit la courbure normale, soil la torsion géodé-
G

sique, en fonction de s.
Chacune des équations

=
I
-
xS
g
ac
l

G(s),

ne détermine quune surface applicable par déformation continue sur une surface
donnée.

56. — Introduction de la courbure totale.

La courbure totale est fournie par la formule (*)

i (12, 12)

— A
qui fait intervenir le symbole de Riemann (12, 12) et le discriminant A de la forme
quadratique

2 2 f
AN = du* + 2 cos 0 dudv + (1 + —Lf—z—n——> dv*.
On lrouve
Kﬁ

= — ———— .
(* + K*?

Le long de la ligne de striction, la courbure totale est minimum et égale &

Cette relation lie le paramétre de distribution & la courbure totale /& . Cette der-
niére étant invariable au cours d’'une déformation, on voit que la méme propriété
devait nécessairement appartenir au parameétre de distribution.
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cette régle.

57. — Torsion géodésique des trajectoires orthogonales des génératrices.
La torsion géodésique d’une courbe varie, en général, quand on déforme la sur-

face qui la contienl. Les Lrajectoires orthogonales des génératrices font exceplion a

Soil une surface rapportée a un systéeme de coordonnées orthogonales formé des

courbes o — cte, 8 = cte. On sail (‘) que ces courbes ont pour lorsion géodésique

I I D'
—_———— = —,
L L VEG
el pour courbure normale
I D’ 1 D
o G w E°
La relation
/1 DD" — 'D/'Z
v =
: EG
peut s’écrire
1 I
+—=1".
gz lul
Si les courbes 8 =

te sont des asymplotiques, cetle équalion se réduil &

Si, de plus, ces courbes 8 = cle sont les géncratrices d'une surface gauche, la
relalion précédente reste vérifiée au cours d’une déformation réglée.

La lorsion géodésique d'une lrajectoire orthogonale des génératrices reste inva-
riable au cours d’une déformation réglée.

Toul ce chapilre ne conslitue qu'un apergu rapide des propriétés de la déforma-
* L. B, t. 1, p. 297.

tion des surfaces gauches. Il suffit de se reporter aux admirables ouvrages de
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Darbouxvet Bianchi pour se rendre comple de U'élendue des connaissances acquises
daus ce domaine, )

Gitons plus particuliérement L. Bianchi dont on connail les remarquables
travaux sur la déformation des cquadriques. Il utilise une transformation (Bg) par
congruences (W) (*), parfaitement analogue a la transformation de Bicklund. Cetle
analogie est surloul mise en évidence par I'intéressante notion de « facetles formant
un ensemble stralifiable » (*).

Une transformation (B.), appliquée a une surtace réglée (S) obtenue par défor-
mation d'une quadrique (Q). définit, par U'intermédiaire d’une équation de Riccati,
oo' surfaces réglées (8,) applicables sur (S) par déformation réglée continue.

(8) et (8,) sont les nappes focales d'une congruence (W). Mais. les points focaux
ne sont pas ceux qui se corresponden( dans la déformation. La loi d'applicabilité
dépend de Uaffinité d Ivory entre quadriques homofocales.

(") Lutet BiaxcHi. Lezioni di geomelria differenziale, volume 111, 190g.
(®*) L. B., t. 3, p. 266, 1g27.



CHAPITRE V

Congruences (W).

Comme nous venons de I'indiquer, les congruences (W) dont les nappes focales
sont des surfaces gauches ont acquis un intérét considérable depuis les travaux de
L. Bianchi sur la déformation des quadriques.

Dans ce nouveau chapilre, nous allons nous efforcer de faire apparaitre quelques
propriétés de ces congruences (*).

58. — Conditions pour que deux surfaces gauches (S) et (S,
soient les nappes focales d’'une congruence (W).

Soient F et F, deux points pris sur les génératrices MG el M, G des surfaces
(8) et (8,). Cherchons les conditions & vérifier pour que le segment FI, soit lan-
gent aux deux surfaces.

Il faul et il suftit que le plan li;llgelll en F passe par F, et que celui que 'on
irace en F, passe par F.
Ces plans tangents onl pour équalions (8, § 5)
a ¥ (N—) + K Na(X—x)=o,

0, ¥ (X —z)+k, Y a(X—z)=o.

‘Comme les coordonnées des points I el F, s’écrivent

(F) X =z + au. Y=y+bu, Z = z+cu, .
(Fc) xl:'];l—}—alul’ \vlzyl +blltl’ Zq = zl +L.|u¢‘

(*) On trouvera dans L. B. (t. 3, p. 43, 1927) une étude des congruences (W) les plus
générales.

Nous n’étudierons que les congruences (W) qui ont pour nappes focales des surfaces
gauches dont les génératrices se correspondent. '
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on trouve les conditions
u E e, —x+au)+ K 2 a'(x,—x+au)=o,
u, E}\i(m —x, +aun)+ K, E a,(x—x, + au)=o,
qui peuvenl se mettre sous la forme
/

\ uu, E ra, +u E (e, —x) 4 K.u1 }: aa, + K Ea’(m. — %) =o0,
(1)

( uu, 2}\,61 +u, 27\1(.1;»—-30‘)—[—1{# Ea;u + KlEa;(.l; x)=o.

Elles établissent sur MG et M, G, deux correspondances homographiques.

Soient F, et F', les points de M,G, qui correspondent & un méme point
F de MG. Les relations (1) expriment que F, et F', doivent dtre confondus. En
général, les surfaces (S) et (S,) étant quelconques, ainsi que les génératrices MG et
M,G,, on ne peut trouver que deux points F dont les homologues coincident.

Mais, si les deux relations homographiques définissent la méme correspondance,
on pourra tracer une infinité de segments FI, langents aux deux surfaces le long
de MG et de M,G,. Cela se produira si

Mg, Y@, —a) K Y aq, KN a(n, —a)
(2) o = ——— = ———
V- \' \! - -\
L h, K, >_‘ d a }_J an@—x) K, }J a (e —ux,)

Désignons par ¢ et ¢, les variables qui délerminent les posilions de MG et de
M, G,. Les conditions (2) ne fonl intervenir que ces deux variables. S'il est possible
de trouver une solution de la forme

Ly =z(),

qui les vérifie simultanément, on peul affirmer (') que la congrunence des droiles
I'IY, est une congruence (W). Ainsi: »
Pour que deux surfaces'(S) el (8,) soient les nappes focales & une congraence (W)
dans laquelle les asymptotiques rectilignes se correspondent, il faul et il suffil que les
équations (2) admellent une méme solution de la forme [, = = (l).
Avant de donner uue interprétation géomélrigque des conditions (2), nous allons.

moutrer que I'une des nappes focales peut élre choisie arbitrairement.

(") L. B, t. 3, p. 20, 1909.
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59. — Surfaces (S) dérivées d'une surface gauche (S).

Soil FF, un segment de droite langent & la surface (8) au poinl F. 8i X, Y, 7,
-sonl les coordonnées de F, les coordonnées \,, Y,, Z,, de F, peuvent s’écrire

, CAX AN oY Y S/
~((5) \|—X+lm- m—a—v—, l'_‘+lm+’”b—v’ Z’—L+lbu+m_b—u_'

IEn prenant pour ! et m des fonclions convenables des variables u et v, le poinl
F, décrit une surface quand I se déplace sur (S).
Nous appellerons surface (Sx) toute surface réglée qui dérive de (S) par celle
-conslruction et dont les généralrices correspondent & celles de (S). ‘
_ Pour que F, engendre une droite lorsque F décrit MG, il faut et il suffit que les

-cosinus direcleurs

O\

o

JX,Y' <0‘Y1 \? VAN
<_J—u—/ + Du/’ +<bu>

V) G+ ()
< N, u u

soient indépendants de u. Cetle condition se traduil par les équations

~

oX, Y, Z,
J du Q u Q u
(4) — =o, =0, =—|——/| =0,

N \/K 2 \/K du \/A

¢

-dans lesquelles
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klles penvent élre remplacées par 'équation symholique

»X, »Y, >z,

| 1
du’ Y’ e .- :
& du o u :/{<‘\\‘ Y, 2,
' N, Y, VA NIRRT
u u u

qui contient une fonction /- a déterminer,

De () on déduit

el, par conséquent,

Dans ces condilions, pour que F, décrive une droite en méme lemps que F, il
faut et il suffit que les coefficients du tableau (5) soient simultanément nuls. Nous

obtenons ainsi les conditions définitives

2% 2 7 2 4
©) N, — X, >y, .Y Y7, — 32,
2w’ o’ ont ] ant ' du
Les expressions
L =:z+cu,

\=x +au, Y=y-+hu,

donnent, pour les coordonnées de 17, .

sin 0 v .
1 >, Y, =y+hbu+ ..., L=...

X :;1:+(llz+la+m<acosﬁ—}\sinf)—i—ua' K~

Ay

Par suite
)X, n M n din o) ,sin 0 omo - sinb 2 2y, VA
—t =al1+— cos b+ —{Uu—+m) —rsinh — L= ... =
du u - du [N u da’ N7 BT
»X, ) n ¥m ﬁ\ L sing u ¥mo o omN " : »Z,
=a - — COS ~a — —_— 4+ 22— ) — 2SI —F e
dul w2 ) K \ Y R Yub’ dut
in posant
o Al ol d gin 0 ¥m dm am
N >m N am
cosO—Fh | 1 +— ——cosﬂ). M—=——|u——+2—— | 1— +
"< + u + du ) K an’ u ! N7}

—_— 1
L 2t ol
(Y‘m Dm)
= b
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les équations (6) prennent la forme
La + Ma' + Ni = o, Lo+ M) + Nu=o, Le4+ Mc'+ Nv=o0.
Elles forment un systéme équivalent au systéme |
L=o, M=o, ' \N=o,

que l'on peul remplacer par

) *m I om o P A\l . N }
7 =k, —, 2 —— == I{ N —_— = I I+ .
/ Ju’ Y i R 2w’ ! T,
On Lrouve immédialement
1 — N+ Cu+D
Au+ B \u+B

en désignant par A, B, C, D, des fonctions arhitraires de v.

Ainsi :

Pour que le point ¥, décrive une surface (Sx). il faul el il suffit que | et -m soient
des fonctions de la forme (8).

Go. — Recherche des congruences (V) dont les nappes focales
sont des surfaces gauches.

On obtient ces congruences en déterminant les surfaces (S«) tangenles au seg-

menl FF, . Cest un probléme qui dépend de I'équation

X,—\ Y, —Y A/
oX, Y, ),
(9) o N7} N =o0.
A Y, VA
v NE IR

Avec L. Bianchi (') nous écrirons

X X RAY oY QY VA
—_—t =1, M — DI )’ ! —_—t =L —+ ... —t = ...
Ju ! du +) A + (Dl Dim) o, A u + o ’
X X X oY Y VA

s p il ; " ' T R . v
o 1 o + Q T + (D'{4+D"m) ', % =1 o + S

(") L. B.. L. 3, p. 7, 1909.

Fac. des Sc., 3¢ série, t. XX VI, 22
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en désignant par L, M, P, Q, les expressions

Moo (1 2 1) {1 2)
L=—+" \ M= —+ :
o \l+? amrn M Du+( 2 §I+( 2 //n,
NS SN V2 2) m (12 {2 2]
P—= — v ‘ () = — y .
av+( : ,l+( : sm, ) bv+(z\l+225m+l'

Dautre part, o', %', v, sonl les cosinus directeurs de la normale  la surface (8).

L’équation (g) devient

X N Mo
{ m [ — _
du u !
X oY M.
L M (Dl 4+ D'm - = =o.
+ ) o N v
P Q (D'l + D"m) 2 &

On peul la mellre sous la forme ¢quivalente

m 0 i
(10) L M I l=o,
fUD'Y |
P () R R —
! b (m—}- D'>1

a condition d’observer que D = o dans la seconde forme quadralique fondamentale
Ddu* + 2D'dudv + l)”r‘,lvg.

1o (o , .
: : et i , calculés dans la forme quadratique

Les symboles de Christoffel (
1 2

Vi 2 qin?)
dS* = du* 4 2 cos O dudv + b +L¥——)—> dv?,

ont une valeur nulle.
Par suile, (10) se développe suivant I’équalion

) N [\ L D'NDY /U LD {1 2 52 2] |< l D”> (2 22 l)”'lzg_
() ﬁ(ﬁﬁ(ﬁ#ﬁﬁ(ﬁ%ﬁﬁg 2 { (a ;_I“:{ ) T T

/

Les autres symboles de Christoffel ont pour valeur

{1 2)  wcosh (ra)  u 522)_Eu“+l*‘u2+Gu+H \g),__M—{—_bu-i—_l_
| 1V T @WK e T WK w + K T '+ K*
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en posant

. sin® 0 . K'cos 6 0 . K*o'
I‘,:——Ks—-, ]} == K —_— y (|:-—-I, H:—-—-—,
) sin 6 sin 0
! K' 2l
R=¢ colgﬂ——l—{—, S=-cos 0, T = K*0'colg 0.

De plus, I'équation différentielle des lignes asymptotiques fournit

0 — sin 0 d=
K* ds’
D” ‘ KY
—l—)—,-:eug—l—flt—%g, '/':——K-’
.  ds
g = sin 6 (cotg- ) — .
K . ds
i BCE Al ' Ve dKk 0
Dans ce qui précéde, on désigne par K' et 0" les dérivées - %)_
‘ ' v v

En multipliant les deux membres de (11) par (u* 4+ K*) el en lenant compte de
(8), on forme 'équation équivalente

(12) a4+ but o =o

dans laquelle ¢, v. 2, ¥, 2, désignent les expressions

‘ d!
| c 9 LB G+ R —eB,
dv
y ,
= 7?——&'28—}—(14,—H)+.\(S+3K’)—,/'B+cl)+IC+ecosf),
- / dA ,
t 2 DOBECER—)+ K ACH2AB —eB— ) LA (T 4 fK?
: = DOB -G+ R—/) + K AC+2AB—cB dv)f\uﬂk)
—gB—C(S+eK*) 4+ F + fcosh,

1G \
= K’<’Zlv —aBC —C*—,_/'B/!—i—gK’A—C(/‘K’+'l‘)+l)(g—h‘)+(; +gcosh,

e = w%—K'Z[QBD+(:|.)+g(la+C)]—l)T+H.

l

o

La condition (12) sera vérifiée pour loules les valeurs possibles de « si
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Mais toutes ces ¢quations ne sont pas distincles. Elles se réduisent aux trois

suivuntes

il—A——A(gB—}—C—i—R)—l-eB::o,

dv

dC o , . e o . - '
(13) W~C(zl)+6+l{)+\(el\'-;—b)—jB+eD+E+ecosO:o,

dD T H

— —D{aB+C4+—)—g(@B — —o.

- <>B L0+ k) 9B+ C)+ 15 =0

C’est ce que laissaienl prévoir les résullats du paragraphe 58.

L’une des fonctions A, B, C, D, reste arbitraire. A chaque surface (S) on peul
donc associer une infinité de congruences (W). Chacune de ces congruences admet
pour nappes focales la surface (S) et une deuxiéme surface prise dans Uensemble des
surfaces (Sg).

61. — Propriétés de ces congruences.

Soient (8) et (8,) les nappes focales d’une de ces congruences. Sur la surface (8),
nous désignerons la génératrice, la normale au plan cenlral et la normale au plan
asymptote par MG, MN el MR. Enlin, nous représenterons par d la longueur du

—>
vecteur MM, délerminé par les poinls centraux de (S) el (8)).
Les équations (2) forment un systéme qui peul étre remplacé par

. _ cos \MM,, MR) . cos (M,
(l[') \ I\i = L — — — -\
cos(M,N,, MG) . cos (M,G,, MR)
—> —> —> —
K cos(MM,, M,N,) . cos (MR, M,G,)
[\_‘ = —> —> —=
oo cos (MM,, MIN) . cos(M,R,, MG)

Ainsi :
Le paramétre de distribution de (S,) s’obtient en multipliant la projection du

—
vecteur MM, sur la normale au plan central de (S) par le rapport

cos ( M_,T{, , I\E?})

cos(M_,T\T,, I\EE) . COs (MTG,, l\ﬁ)

qui ne fait intervenir que les cones directeurs (D) et (D,).
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. K
La comparaison des deux valeurs de © donndes par (14) nous conduit a la

1

nouvelle relation

cos(M—l\Tld, ﬁi) . COS(M?:, MTE,) cos(%{gd,. M:T{l) . (;05(Mj7}1 , i\iyl*‘n)
(ID) — — > - — —> — —

cos(MM., MN) . cos(MG, W.N,)  cos(MM,, M,N,) . cos (M, G,. MN)

qui ne fait intervenir que les cones directeurs (D), (D,) el la direction du vecleur MM, .

Si (S,) et (S',) sont des surfaces qui déterminent avec (8) deux congruences (W),
la premiére des relalions (14), appliquée aux couples de généralrices homologues
MG, M,G, et MG, M',G',, permel de poser

=, T, —> —>

(16) MM, . cos(M31, W,R) cos (M1 1,G,) =MM,. cos(MM;, M;R;) . cos(MK, M,G;)
—> —> e — L

cos(MN, M,G,) . cos (MG, M, ]) cos (MN, MG) . cos (MG, WR!)

Ces relations exprimenl des propriétés trés générales valables, en particulier,
dans une transformation (Bx).

62. — Application a la transformation (By).

<

Soit (S) une surface gauche applicable sur une quadrique. Au moyen d’une
_transformation (Bx) on peut lui associer une surface (8,) applicable sur (S) par
déformation réglée conlinue ('). (S) et (S,) sont les nappes focales d'une con-
gruence (W).

Soil M, G, la génératrice de (S,) homologue de MG. Quand on applique (S,) sur
(S), M, G, occupe la position M'G" dont 'homologue sur (S,) est M, G',. Les para-
métres de distribution K, el K’ sonl égaux.

En vertu de (14), on peut écrire. en désignanl par d el d' les distances des
points centraux correspondants,

C cos(MM,, MR) . cos (M R,, MG)

‘ cos(MN,, MG) . cos (MG, MR)

o, cos (MM, MIR!) . cos (MR, M G!)
cos(M'N' M/G!) . cos (MG M)

(") L. B., t. 3, p. 26, 1909.
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Par suile :
COs(B_lT\l,. 'VTT{) . COS(M_‘T{” \Kx)

(17) d +d

cos (MW MR . cos (M,

>
&) _.

e

cos(MN,, MG) . cos(M,G,, MR)  cos(W'N', M G!) . cos (WG, W R)

Telle est la formule que nous voulions élablir.

63. —— Nouvel aspect des conditions que doivent remplir les surfaces gauches

qui servent de nappes focales 4 une congruence (W).

Soient P el P, les poinls ot les géncralrices MG el M, G, coupent les plans.

asymplotes des surfaces (8,) et (S). Nous poserons

-‘\—11’:9, MP, =

hER]

el nous désignerons par :

Iy I, m, n, lescosinus directeurs de M, G, dans le Lriédre principal (*) de (8);.

, L. o, les coordonnées de P, dans le premier triedre:

)

%, %, o, les coordonnées de P dans le second triédre;

2°) 1, m,, n,, les cosinus directeurs de MG dans le triédre principal de (8,);

5°) wetu, les mesures algébriques des segments portés par les généralrices MG

el M, G,, les origines respectives étanl P el P, .
Les équations de (S) el (S,) prennent la forme :
(N=wx, +az +ad +ula +md +n2),

(S) ‘ \ — _\" + blz-l + ’)’1:1 + u(lcl’a + Inlhll -F ni!}'l)’
L=z, + i+ L Hule, +mc 40y,

\ \,=x+ai+al+u(la+ma 4 ni),
(8, Y, =y + 024w, (1b 4 mb' + nw),
( Z,=z+ci+cl+ule4me +nv).

Les plans langents sont définis par

K Ya(\N—x)+(u N N —s) =0,

R N (N ) (4 2) Y (N — @) =o.

(*) Voir au paragraphe 20.
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Comme au paragraphe 58, nous sommes amenés & considérer les relations

homographiques
K +mu)+uw+e)n =o,
]\4(:1 + rnlu) + ll(ul + 91) nl =0,

-qui doivent définir la méme correspondance sur les bases PG, P, G, .
1 1

Pour que cela se produise, il faut el it suffit que

(18) Km, +¢n, =o, Km+¢n=o, —:r

Ces conditions pourraient aussi se déduire de (14) par de simples considérations
géomélriques. kn particulier, elles montrent que le paramétre de distribution de (S)
s'oblient, au signe prés, en multiplianl lu longueur de la portion de génératrice de (S,),
comprise enlre le point cenlral M, et le plan asymplole de (S), par le rappor! des
cosinus des angles que fail M, G, avec la normale au plan asymplote et la normale au
plan central de (S).

En introduisant les plans cenlraux, par une méthode analogue a celle que nous
venons de suivre, on obtiendrait des formules beancoup plus compliquées sans

-apporter de résultal essentiellement nouveau.



CHAPITRE VI

Applications des formules fondamentales du chapitre I
a la théorie générale des surfaces.

Les formules (4, s 4) el (24 bis, § 12) ont élé élablies en supposanl connus les
principanx points de la théorie des courbes gauches et la notion de plan tangent 4
une surface. Elles permettent de délerminer aisément les éléments les plus impor --
tants qui interviennent dans 'étude d’une surface quelconque.

64. — Courbure normale et théoréme de-Meusnier.

Soit une surface quelconque (R), d’¢équations
x = [(u, v), y =g¢g(u, v), z = h(u, v).

On représentera par A, u, v, les cosinus directeurs de la normale. Supposons- -
qu'une droite MG glisse sur une conrbe (C) de (R) en restant dans un plan normal
A la surface (R) el tangent a la courbe (C). Cette droite décril ainsi une surface
gauche (8). Cherchons la condition que doil remplir MG pour que la ligne de
striction soil précisément (C).

Nous désignerons par s larc de (C) et nous supposerons que MG fail un.
angle 0 avec la langente M'T A cette courbe.

Les cosinus directeurs de MG s’écrivent

. dxe . oy . dz
a=—18n0+—cosh, b==usinl-+-—-——cos6, c=vsinh4—cosb.
ds ' s ds

La condition (2, § 2)

~
\ dadr =0
amned

devienl

" L Wy

0 os*
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ou,

o Ddu® + 2D'dudv + D"dv? .

) & T Rdw 2 Fdudo £ G

Dans cette derniére relation, nous avons posé

ds* = Edu* + 2Fdudv + Gdv*, .
— Y dide = D’ + D' dudv + D'dv*.

La relation (4, § 4), qui s’écrit

do cos ¢ o
ds R
entraine
() cos ¢ Ddu® + 2D'dudv + D"dv*
R =  Edu® + 2Fdudv + Gdv* ~

v désigne I'angle que fait le plan osculateur de '(C) avec le plan normal i la
surface (R).

La formule (2) est celle qui donne la courbure normale d’une courbe (C) tracée
sur une surface (R). On en déduit le théoréme de Meusnier.

65. — Courbure géodésique.

Supposons que la génératrice MG glisse le long d’une courbe (C) d’une surface
(R) en restant, cette fois, dans le plan tangent.

L’'angle (MG, MT), que nous représenterons toujours par 6, sera complé posi-
tivement dans le sens défini par la direction positive de la normale & la surface (R).

Cherchons encore la condition & remplir pour que la surface gauche (S), décrite
par MG, admette (C) pour ligne de striction.

La tangente MT a pour cosinus directeurs

dx dy dz
ds’ ds' ds’

Ceux de la normale & la courbe (C), contenue dans le plan tangent de (R), sont
les coefficients du tableau

de o dy dz
ds ds ds
» Iy o v

Fac. des Sc., 3¢ série, t. XXVI. 23



178 E. ANGLADE.
La direction de la génératrice est donc définie par
dax dy dz |
) Lsing| ds ds ds

A " v
!

dr dy dz
=3 )
(a,b,c) cos)(ds,d ST
Par suite
/d)’ \ // (12)

- d ——} d{ —— | —
(da,rdb,dc)=cos()[d<%:—>,d< > < J+~m‘h \d‘/ de/) "\

', v
do dy dz g de dy dz ‘ . )
+ sin 0 ds ds ds Llcosh| ds ds ds | _sin 6( ‘(l[: d: . g—;— ) <(lf}
ol J
di dp dy ? Aooow oy \

La condition

E dadr = o

prend la forme

dr dy oz ’
do.ds =1d <—‘£{~> d <ii‘—\ d i \
ds ds / ds |
A :L v
équivalente A :
dx dy dz |
do 1
3 e 2 ", |
(3) 0 5 dx d*y d |
7 u. v |

Telle est la condition cherchée.
Si on la rapproche de (4, § 4). on voit que

dx dv dz

COs o I . ,
= —— | dy d*z

R ds’

PA 1. v
!

Cette fois, ¢ représente I'angle que fait le plan osculateur de la courbe (C) avec
le plan tangent a la surface (R). L’angle « que fait la normale principale de la
courbe (C) avec la normale & la surface a pour valeur ®

0)—_—({4—-——.
2

(*) Le sens positif des rotations est le sens direct défini par MT.
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Par suite

dx dy dz
sin 1
' = — | dx d*y d*z
O R ds’
P u. v

Nous retronvons I'expression courante (*) de la courbure géodésique d'une courbe
tracée sur une surface. On sait (*) que le second membre ne dépend que des coeffi-
cients de la forme uadratique

ds* — Edu’® + 2Fdudv 4+ Gdv®.

, , , . do .
Par conséquent, au cours d’'une déformation, 5 conmserve la méme valeur. Si
ds

la surface (R) se déforme en entrainanl, dans chaque plan tangent, la génératrice
correspondante de (S), la nouvelle surface (S') oblenue posséde pour ligne de stric-
lion la déformée de (C).

On retrouve ainsi la proposition due & M. Darboux (*) qui en a tiré une explica-
tion géomeétrique de la méthode utilisée par Weingarten dans la recherche des sur-
faces admeltant un élément linéaire donné.

66. — Théoreme d’Enneper-Beltrami.

Les normales a la surface (R), menées le long de la courbe (C), engendrent une
surface (S). Pour que la courbe (C) soit la ligne de striction de (8), il faut et il
suffit qu’elle soit asymptotique sur (R). C’est une conséquence immeédiate de (1, § 64).

Le paramétre de distribution de (S) a une valeur définie par

ds’
K=
ds*
Or, nous pouvons écrire (*)
2 . 2 \
do® = — Ik ds* + h, ,\_4 dxdx,

en désignant par %, et h, la courbure lotale et la courbure moyenne relatives & la
surface (R).

(") E. Vessiot. Legons de géométrie supérieure, p. 30, 1919.
(®)) Méme ouvrage, p. 31.
(*) G. DarBoux. Théorie générale des surfaces, t. 4, p. 343, 1925.
B. GamBier. Déformation des surfaces étudides du point de vue infinitésimal, Mémorial
des Sciences mathématiques, fascicule 26, 1927, p. 47.
(*) L. B, t. 1, p. 225, 1927.
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Le long de (C)
W drde =o.
)

Dans ces conditions

,\n—_'———,—i.".

1

Comme la ligne de striction est une trajectoire orthogonale des génératrices,
I'on a aussi (!) ’

K=T.

T 1
T k-

Nous obtenons ainsi la formule de laquelle on déduit le théoréme d’Enneper-
Beltrami.

Remarquons aussi que la relation (g, § 56) donne

Par suite

k :——-——‘-—:/f

0 [(2 12,

en désignant par /&, la courbure totale de (S) le long de (C).

Les deux surfaces (R) et (S) ont la méme courbure totale le long de la ligne
asymplotique (C).

Les quelques pages de ce chapitre ont montré, dans un domaine élémentaire, le
role que 1'on peut attribuer 4 la géométrie réglée dans I’étude des surfaces quelcon-
ques. Signalons, & ce propos, les belles recherches de G. Kcenigs(*) et le remarquable
ouvrage que vient de publier M. Lucien Godeaux(").

(*) Formule (24 bis, § 12).
(%) La géométrie réglée et ses applications, Gauthier-Villars, 1895.
Sur les propriélés infinitésimales de Uespace réglé, Annales de I'Ecole Normale Supé-
rieure, 1883.
(*) La théorie des surfaces et Vespace réglé, Actualités scientifiques, n° 138, 1934, Hermann.
(Cet ouvrage comprend une riche bibliographie sur la géométrie projective diffé-
rentielle).
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M. Lucien Godeaux donne une synthése attrayante de ses récents travaux de géo-

métrie projective différentielle. Nous indiquerons seulement qu’il utilise la repré-
sentation de ’espace réglé sur une hyperquadrique (Q) d’un espace linéaire a cinq
dimensions, ainsi que les propriétés d’une suite de Laplace (L) autopolaire par rap-
port & (Q). Les propriétés de cette suite conduisent naturellement & celles de la
quadrique de Lie, des directrices de Wilczynski et du quadrilatére de Demoulin.

Toutes ces questions ont fait I'objet d’un grand nombre d’études ou I'on trouve,

-en particulier, les noms de MM. Demoulin, Finikoff, Rozet et Tzitzeica.

10.

1.

412.
13.
14.

. E.

E.

. L.

. 0.

E.

A.

E.

E.
A.

INDEX BIBLIOGRAPHIQUE

Amicues, Equations générales des surfaces réglées dont la ligne de striction satisfait a
cerlaines conditions, Nouvelles annales de mathématiques, t. 8, 1889; [§ 14].
ANGLADE, Ligne de striction el paramélre de disiribution, Annales de la Faculté des
Sciences de Toulouse, 1931; [§§ 1, 40].

. BELTRaMI, Sulla flessione delle superficie rigate, Annali di malematica, t. 7, 1865;

[s$ 1. Bol.

. BERNoOUILLI, Mémoires présentés a I'Académie des Sciences en 1732; [§ 37].
. BiancH1, Lezioni di geometria differenziale, 3¢ édition, nouveau tirage en 4 vol., 1927

(Nicola Zanichelli, Bologna).
Tome 1: [§§ 9, 12, 13, 15, 16, 20, 21, 22, 23, 29, 33, 39, 49, 55, 56, 57, 66; p. 65,
102, 14g];
Tome 2: [$§ 2, 5, b2];
Tome 3: [§ 57; p. 165].
Biancai, Lezioni di geometria differenziale : Teoria delle trasformazioni delle superficie
applicabili sulle quadrigue, vol. 3, 1909 (Enrico Spoerri, Pisa); [§§ 57, 58, 60, 63].

. CH. BiocHE, Sur cerlaines surfaces réglées, Comptes rendus, t. 106, 1888; [§ 12].
8. 0.

Bonnkr, Mémoire sur les surfaces applicables, Journal de I'Ecole Polytechnique,
hac cahier, 1867 [§ 5o}. )
BonNET, Mémoire sur la lhéorie générale des surfaces, Journal de 'Ecole Polytechnique,
3ac cahier, 1848; [§§ 4, 12, 22].

Bour, Mémoire sur la déformation des surfaces. Journal de I'Ecole Polytechnique,
39° cahier, 1863; [§ 52).

Bun, Lignes asymplotiques el lignes de courbure, Journal de Mathématiques pures et
appliquées, g° série, t. 8, 1929; [$§ 17, 445 p. 139].

Cesiro, Lezioni di geometria intrinseca, 1896, Napoli; [p. 102].

Cesiro, Rendiconli di Napoli, 1903 ; [§ 38].

-C. CLAIRAUT, Mémoires présenlés a I’Académie des Sciences en 1732; [§ 37].

15. E. CoMBESCURE, Sur les déterminanis fonctionnels et les coordonnées curvilignes, Annales

de I'Ecole Normale Supérieure, t. 4, 17 série, 1867; [§ 29].



189 E. ANGLADE.

16. G. DarBoux, Legons sur la théorie générale des surfaces, 4 volumes,
Tome 1, 1914: [§§ 5, g, 16, 20, 22];
Tome 2, 1915: [§ 11];
Tome 3, 1894: [§§ 4, 12, 52; p. 149];
Tome 4, 1925: [s§ 29, 65].
17. B. Gausier, Applicabilité des surfaces étudide au point de vue fini, Mémorial des Sciences-
mathématiques, fascicule NXXI, 1928; [p. 149].
18. B. GamBiEr, Déformalion des surfaces étudiées du poinl de vue infinitésimal, Mémorial des
Sciences mathématiques, fascicule XXV, 1g27; [$ 655 pa 149].
19. L. GopEaux, La théorie des surfuces el Uespace réglé, Actualités scientifiques, n° 138, 1934
(Hermann); [§ 66].

20. E. Goursar, Cours d’analyse mathémalique, t. 1, 1927 (Gauthier-Villars cl Gi¢); |y 33].
21. G. Koenies, La géoméirie réglée et ses applicalions, Gauthier-\ illars, 1895; [s 66].

— Sur les propriélés infinitésimales de U'espace réqlé, Annales de I'Ecole Normale-
Supérieure, 1882; [§ 66]. .

- LAGUERRE, Sur une propriété de Uhyperboloide de révolulion, Bulletin des Sciences
mathématiques et astronomiques. t. 2, 1871; [§ 52].

22.

=

=

23. E. E. Levi, Reale Accademia delle Scienze di Torino, 1907-1908 ; [p. 149].
24. F. MinpinG, Ueber die Biegung gewisser Flichen, Journal de Crelle, t. 18, 1838; [58 13, 50].

25. E. Picawp, Application de la théorie des complexes linéuires ¢ Uélude des surfaces et des
courbes gauches, Annales de I'Ecole Normale Supérieure, a° série, t. 6, 1857
[s 415 p. 139].

26. Prronpint, Studii relativi specialmente alle superficie gobbe, Journal de Battaglini, p. 304,
1885; [§ 12].

27. Pionpixt, Journal de Crelle, t. 118, p. 61, 1897; [5 38].

-

28. H. Porxcare, Cinématique et mécanismes, 1899 (Carré et Naud); [§ 37].
29. G. ScHEFFERS. Leipziger Berichle, p. 369, 1goa: [ 38].

30. Paur SErrET, Théorie nouvelle géoméirique et mécanique des courbes i double courbure,
1860; [§ 40; 41].

31. L. Rarry, Applications géoméiriques de I’ Analyse, 1897 ; [p. 139].

32. A. RiBaucour, Etude des élassoides, Mémoires couronnés et Mémoires des savants étran=-
gers publiés par ’Académie royale de Belgique, t. 44, 1881; [s5].
33. E. Vessiov, Legons de Géométrie supérienre, Hermann, 1g1g; (5§ 5, 11, 15, 35, 4o, 42, 65)..




TABLE DES MATIERES DE CE MEMOIRE

CHAPITRE |

Equations fondamentales. Conséquences.

Pages.
1. Notations. .. ... e 65
2. Condition pour qu’une courbe (C) soit la ligne de striction d’une surface réglée (). 67
3. Le cone directeur et la ligne de striction suffisent a déterminer une surface réglée. 69
4. Autres formes de la condition (2).................. S 69
5. Calcul du parametre de distribution......... ... ... ... ... .. ... ... ... 71
6. Surfaces a cone directeur de vévolution.. . ........ ... .. .. ... o oo o 73
7. Sur une propriété des hélices............ ... . ... . ... o i 76
8. Surfaces réglées réciproques ....... ... .. .. 77
9. Relations enire les parametres de distribution .. .......... ... .. .. ... ... ... 78
-40. Propriétés des surfaces (Sw)........... o oviii i 83

11. Introduction de la torsion géodésique et de la courbure normale relatives a la
ligne de striction. ... .. ... .. .. . . . e 85
12. Quelques conséquences de I'équation (4) ..................... e 88
13. Surfaces dont la ligne de striction est une asymptotique....................... 9o
14. Surfaces réglées a ligne de striction circulaire ................................ 92

15. Détermination d’une surface connaissant K, cotgf, a, b, ¢, en fonction d’une

méme variable .. ... e 94"

16. Surfaces a parametre de distribution constant. Courbes de Bertrand. Courbes a
torsion constanle............. e e e e ittt 96
17. Surfaces réglées a plan divecteur ............ .. ... ... o e, 99
48. Surfaces a directrice rectiligne............ . ... .. ..., 99

CHAPITRE 11
Formules de Frenet. Introduction des distances d’'un point fixe
aux plans fondamentaux.

19. lixtension des formules de Frenet aux surfaces gauches....................... 102
20. Kquations intrinséques d'une surface gauche.......................... .. ... .. 104
21, Surfaces (H) . ... e e 107
22. Surfaces (B) . ... ... .. e 109
23. Extension des formules de Cesiro aux surfaces gauches ........ ........... . .. 113



184
24.

25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.

32.
33.
34.
35.
36.
37.
38.
39.

40,
41,
42.
43.

45.
46.
47.

48.
49,
50.
51.
52.
53.
54.
55.
56.
57.

E. ANGLADE.

Une surface est déterminéc quand on connait m, n, p, 0, en fonction d’une

méme variable ... ... . .
Calcul de X, K/, 8, pour une surface définie par les équalions (90)
Surfaces dont le plan asymptote reste tangent a une sphére
Surfaces dont le plan central reste tangent a une sphére
Développables

Courbes (C) dont les binormales sont paralléles aux tangentes d’une courbe (G-
Courbes (C) dont les normales principales sont paralléles aux tangentes d’une

courbe (C,) ... ..o
Courbes (C) a normales principales paralléles aux binormales de (G)
Courbes dont le plan osculateur reste tangent a une sphére
Surfaces rectifiantes circonscriles a la sphere
Courbes sphériques
Hélices

CHAPITRE 1IT

Lignes asymptotiques des surfaces réglées.

Equation des lignes asymptotiques ..................... ... . .
Lignes asymptotiques des surfaces a plan directeur ....... ....................
Cas ou la surface & plan directeur admet un paramétre de distribution constant.
Lignes asymptotiques des surfaces a directrice rectiligne

L GONSEqUENCES. . ...

Surfaces dont la ligne de striction est une asymptotique............ ... ... .. ..
Surface des binormales d'une courbe a torsion constante....... . ..............
Lignes asymptotiques des surfaces (R) ............. ... ... . ..oi i oL

CHAPITRE 1V

Déformation des surfaces réglées.

Elément linéaire............ ... ... cviiiiviiiniii i, e
Conditions pour que deux surfaces gauches soient applicables.............. ...
Recherche des surfaces gauches applicables sur une surface donnée............
Déformation continue ......... ... ... .. .
CONSEQUENCES . . ..ottt ettt ettt ettt et e e
Propriétés des surfaces sur lesquelles la ligne de striction est une geodeanue

Déformation qui transforme une courbe donnée en ligne asymptotique . .......
Introduction du rayon de courbure et du rayon de torsion de la ligne de striction .
Introduction de la courbure totale............. ... .. ... .. ... .

121
123
124
126-
125
129.
131
133
136-

139
1ho
142
143
144
146
147
thy



NOUVELLES RECHERCHES SUR LES SURFACES REGLEES. 185

CHAPITRE V

Congruences (W).

58. Conditions poﬁr que deux surfaces gauches (8) et (8,) soient les nappés focales

d’une congruence (W), ... .. ...t 165
59. Surfaces (Si) dérivées d’une surface gauche (S)........................... ..., 167
60. Recherche des congruences (W) dont les nappes focales sont des surfaces gauches. 169
61. Propriétés de ces CONGIUeNCeS. .. .. ... oiinuti ettt aaa s 172
62. Application a la transformation (Bg)......... e e e e 173
63. Nouvel aspect des conditions que doivent remplir les surfaces gauches qui servent

de nappes focales & une congruence (W) ... 174

CHAPITRE VI

Applications des formules fondamentales du chapitre I
a la théorie générale des surfaces.

64. Courbure normale et théoréme de Meusnier........ ................ ... ... .. 176
65. Courbure GéodéSiqUE .. ... ... oviii i 177
66. Théoréme d’Enneper-Beltrami.......... ... .. ... .. . e, 179

INDEX BIBLIOGRAPHIQUE . . . ..\ttt ettt e te et e e et ae ettt a e a e 181
\




