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SUR LES

EQUATIONS GENERALES DES LIGNES ELASTIQUES

ET LA PROPAGATION DES ONDES

Par M. Louis ROY.

INTRODUCTION

* Les recherches de Duhem sur I'Hydrodynamique et I'Elasticité(*) ont montré la
facilité avec laquelle on parvient aux équations les plus générales du mouvement des
milieux continus, par 'emploi des méthodes analytiques réguliéres de la Thermo-
dynamique générale. Frappé des avantages, disons méme de la supériorité de cette
doctrine, nous I'avons aulrefois appliquée & notre tour au fil et & la membrane flexi-
bles(*). Nous nous proposons de I'appliquer maintenant & la ligne élastique.

Bien que la théorie de la ligne élastique remonte & Bernoulli et 4 Euler, on sait
que le point de vue de ces auteurs fut & peu prés abandonné, dés que la théorie de
I'Elasticité eut été définitivement constitude. Poisson et Cauchy cherchérent, en effet,
a déduire les équations des tiges minces de celles des milieux & trois dimensions par
la méthode des développements en séries. Cette méthode consiste 4 admeltre que les
composantes de la pression élastique en un point sont développables en séries enti¢res
trés convergentes des coordonnées transversales de ce point. Or, dés 1871, cette hypo-
thése paraissait déja devoir étre abandonnée, du moins en général, par sunite de son
désaccord avec cerlaines formules rigoureuses obtenues par de Saint-Venant et, ce
qui est plus grave, avec I’expérience(*).

-(*) P. DunewM, Recherches sur I'Hydrodynamique, Annales de la Faculté des Sciences de
Toulouse, 2¢ série, t. III, IV, V; 1901, 1902 et 1903 ; Recherches sur UElasticité, Annales scien-
tifiques de I'Ecole Normale supérieure, 3¢ série, t. XXI, XXII et XXMT; 1go4, 1905 et 1go6.

(*) L. Rov, Recherches sur la Dynamique du fil flexible, Annales scientifiques de I'Ecole
Normale supérieure, 3¢ série, t. XXIX, 1g12; Sur la propagation des ondes dans les membranes
flexibles, Journal de math. pures et appliquées, 6° série, t. VIII, 1g12.

(®) J. Boussinesq, Etude nouvelle sur Péquilibre et le mouvement des corps solides élastiques,
dont cerlaines dimensions sont lrés peliles par rapport & d’autres, Journal de math. pures et
appliquées, 2° série, t. XVI, 1871, p. 125.

Fac. des Sc., 3 série, t. XVIII. 16
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Les travaux de MM. E. et I. Cosserat sur les corps minces(*) ont expliqué la cause
profonde de ces contradictions et montré la véritable difficulté des méthodes basées
sur les développements en séries et I'emploi exclusif des équations de I'Elasticité.
Leurs recherches justifient donc le retour a I'étude directe des lignes et des surfaces
élastiques, telle qu'on l'avait tentée avant la création de la théorie de I'Elasticité, et
que ces auteurs ont reprise dans leur Théorie des corps déformables(*).

La théorie thermodynamique de la ligne élastique que nous allons exposer se
trouve ainsi directement inspirée des Lravaux relativement récents de Duhem et de
MM. Cosserat.

La premiére partie du présent Mémoire traite de la ligne a six paraméires: nous
appelons ainsi la ligne la plus générale considérée par MM. Cosserat, ot T'orientation
de chaque triédre mobile par rapport & I'axe longitudinal est laissée arbitraire. L'ex-
pression du potentiel thermodynamique interne, 4 laquelle nous aboutissons, corres-
pond & celle qu’ont obtenue MM. Cosserat pour 'action de déformation; les méthodes
réguliéres de I'Energétique permettent d'en déduire, avec aisance el une entiére
stirelé, les équations générales du mouvement, en tenant compte des variations de
température el des actions éventuelles de viscosité.

La seconde partie traite de la ligne & quatre paramétres, c’est-a-dire de la ligne
considérée jusqu'ici par la plupart des auteurs, ou I'un des axes du triédre mobile
est tangent 4 I'axe longitudinal; sa théorie se déduit donc de la précédente comme
cas particulier. Dans I'’étude des petits mouvements d’une telle ligne autour d’une
position d’équilibre, nous développons en détail le cas d’une’ ligne, prismatique
droite dans son état naturel, mais dont I'axe longitudinal peut affecter une forme
quelconque dans sa position d’équilibre autour de laquelle les petits mouvements
s'effectuent. Nous obtenons ainsi des équations assez simples, qui généralisent celles
qui ont été obtenues jusqu’ici dans le cas des tiges droites, de température uniforme
et dénuées de viscosité.

La théorie de la propagation des ondes nous conduit a certains résultats trés
généraux : aucune onde n'est susceplible de se propager sur une ligne élastique affectée
de viscosité; les lois de propagation établies pour les ondes de choc restent valables pour
les ondes d'accélération et les ondes d’ordre supérieur. Ces propositions s’appliquent
aux deux classes de lignes étudiées, ce qui était & prévoir, puisque le choix du triédre
mobile a évidemment quelque chose d’artificiel. Nous insistons spécialement sur le
cas de la ligne & quatre parameétres, dont chaque section droite est un plan de symé-
trie de contexture et nous étendons ainsi a des lignes de forme quelconque des for-
mules de vitesses de propagation qui n’avaient encore été obtenues, sauf dans des

(*) E. et'F. Cosserat, Sur la Mécanique générale, Comptes rendus, t. 145, 1907, p- 1139;
Sur la théorie des corps minces, Comptes rendus, t. 146, 1908, p. 169.
(*) Hermann éditeur; Paris, 1909.



SUR LES EQUATIONS GENERALES DES LIGNES ELASTIQUES. 119

cas particuliers, qu’a partir des équations des vibralions longitudinales, tournantes
et transversales des tiges droites et dans I’hypothése d’une température uni-
forme.

Dans toute cetle étude, le potentiel thermodynamique interne linéaire de la ligne
élastique apparait comme une fonction des déformations de la ligne au point consi-
déré. Les déformations élastiques étant supposées trés peliles au sein de chaque
trongon de ligne, on peut prendre comme expression de ce potentiel un polyndme
du second degré de ces déformafions, dont les coefficients dépendent de la nature de
la substance et de la forme de la section droite de la ligne. Ce sont les coeflicients
d’élaslicité de la ligne. Si 'on s’en tient 13, la théorie de la ligne élastique est entié-
rement satisfaisante et complélement autonome, en ce sens qu’elle n’emprunte rien
i la théorie de I'Elasticité des milieux & trois dimensions. Mais de sérieuses difficultés
surgissent si I’on veut rechercher comment ces coefficients dépendent des coefficients
d’élasticité de la substance et de la forme de la section. A cet effet, le procédé le plus
naturel cousiste & former le potentiel thermodynamique interne linéaire en partant
du potentiel d'un milieu & trois dimensions; mais il faut alors chercher, au préalable,
les valeurs des trois dilatations et des trois glissements en un point d’un trongon de
ligne en fonction des déformations de la ligne en ce point. Dans le cas de la ligne
a quatre paramétres, cette recherche est facilitée par certaines formules dues i Kirch-
hoff. Nous avons donc cherché et d’ailleurs réussi a généraliser les formules de Kirch-
hoff dans le cas de la ligne & six paramétres; malheureusement ces formules, pure-
ment cinématiques, ne suffisent pas & déterminer les dilatations et glissements, car
elles renferment trois fonctions arbitraires.

Dans le cas de la ligne & quatre paramétres, dont chaque section droite est un
plan de symétrie de contexture, on détermine ces trois fonctions arbilraires, ou du
moins on arrive aux expressions cherchées des dilatations et glisvéements, en appli-
quant i un troncon de ligne, c’est-a-dire au feuillet limité par deux sections droites
infiniment voisines, les équations de I'équilibre élastique écrites en faisant abstrac-
tion de toute force extérieure. On reconnait alors que ces équations, jointes aux for-
mules de Kirchhoff, entrainent les conditions de Saint-Venant, c’est-a-dire celles qui
expriment que la pression élastique sur tout élément paralléle 4 I'axe longitudinal
est elle-méme paralléle & cet axe. Mais, si 1'on peut admetlre, avec Kirchhoff, que
les forces extérieures et d’inertie agissant sur les éléments de volume d'une ligne
élastique sont négligeables par rapport  celles qui s’exercent sur sa surface latérale,
on ne voit plus du tout comment il est permis de faire encore abstraction des pre-
miéres, dés qu’on suppose que les secondes sont nulles. Faute de mieux, nous avons
toutefois appliqué cette méthode & la ligne & quatre paramétres. Pour celle 4 six para-
métres, nous nous sommes borné A faire le calcul des dilatations et glisserhents en
faisant abstraction des trois fonctions arbitraires. L’expression & laquelle nous som-
mes ainsi parvenu pour le potentiel thermodynamique est donc trés probablement
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incompléte et nous I'avons donnée a titre de simple indication en vue de recherches
ultérieures.

Le présent Mémoire a été résumé en trois Notes insérées aux Comptes rendus des
séances de I’Académie des Sciences de Paris :

1. La propagation des ondes sur la ligne élastique & six paramétres, séance du
1°" mars 1926;

2. La propagalion des ondes sur la ligne élastique & qualre paramétres, séance du
15 mars 1926;

3. La loi adiabatique dynamique relative aux lignes élastiques, séance du
29 mars 1926;

Et dans une communication au Congrés inlernational de Mécanique appliquée
tenu a Zurich en septembre 1926 :

Suar le potentiel thermodynamique interne des lignes élastiques.




PREMIERE PARTIE

LIGNE ELASTIQUE A SIX PARAMETRES

CHAPITRE PREMIER

EQUATIONS GENERALES

1. Préliminaires. — On appelle ligne élastique le corps élastique dont le volume
st engendré par une surface plane S, dont le centre de gravité M décrit une courbe
'M,M, appelée axe longitudinal de la ligne, de fagon que cette surface reste constam-
ment normale 4 la courbe. Celle-ci ne doit pas présenter de singularités et sa lon-
gueur, ainsi que ses rayons de courbure et de torsion en chaque point, sont supposés
trés grands par rapport aux dimensions transversales de S; de plus, si le contour
de S varie dans le déplacement, cette variation doit s’effectuer avec continuité.

La configuration géométrique de la ligne élastique, & I'instant ¢, est considérée
comme suffisamment déterminée par la connaissance d’une suite continue de triédres
Muvw, dont les arétes sont trois éléments linéaires liés 4 la matiére et dont le lieu
des sommets M, & l'instant ¢, estl’axe longitudinal M, M,. Par suite de la petitesse
des déformations élastiques au sein de chaque troncon de ligne, on convient de
négliger les pelites variations des angles de ces triédres, de sorte que nous pouvons
les supposer constamment trirectangles. L'orientation de chaque triédre Muvw, ou,
pour abréger, de chaque triédre (M), par rapport  la tangente en M i 'axe longi-
tudinal étant laissée arbilraire, la configuration géométrique de la ligne élastique
4 chaque instaunt, par rapport 4 un triédre fixe trirectangle Oxyz, se trouve complé-
tement définie analytiquement par les coordonnées x, ¥,z de M et trois paramétres
angulaires 6, 9,4, au moyen desquels s’expriment les neuf cosinus directeurs des
axes Mu, Mv, Mw par rapport aux axes fixes Oxyz. Ces six paramétres «, y, z; 6, 9, &
doivent étre regardés comme des fonctions continues du temps ¢ et d’une variable
géométrique. Si I'on prend pour celle-ci 'arc M/.ﬁ = s de l'axe longitudinal dans
son état actuel, nous dirons qu'on emploie les variables d’Euler s, t; si 'on prend
comme variable géométrique I'arc @ = w de l'axe longitudinal dans son état
primitif, m et M désignant le méme point matériel dans I'état primitif et dans I'état
actuel, nous dirons qu'on emploi€ les variables de Lagrange o, t. Comme état pri-
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mitif, nous conviendrons de prendre 1'état naturel, c’est-a-dire ’état d’équilibre que
prend la ligne quand elle n'est soumise & aucune force extérieure et quand tous ses
points sont portés & une méme température absolue T, .

Les variables de Lagrange présentent sur celles d’Euler cet avantage, que chaque
point matériel M(ix,y, z) de la ligne a tout instant est caractérisé par une valeur
déterminée de la variable géométrique ©; de sorte que les composantes de la vitesse
) Ya
YR s YRR
avec les variables d’Euler, 1'abscisse curviligne s du point matériel M n’est pas

constante par suite de 'extensibilité de la ligne, de sorte que la composanle de sa
dx
N2
long de la ligne, ce qui complique singuliérement le calcul des forces d'inertie. Pour
cette raison, nous emploierons exclusivement les variables de Lagrange «,! dans
tout ce qui va suivre.

et de l'accélération de ce point sont simplement Au contraire,

vitesse suivant Ox est

2
+ V—E—, V désignant la vitesse relative du point M le
[¢

Pour abréger, nous désignerons par la lettre d toute différentielle prise suivant
la ligne & l'instant ¢, c’est-d-dire en ne faisant varier que o, soit

(1) d= 2

d(v) 5

dw

d J , N
de sorte que le symbole T devra étre remplacé par ——-b‘ dans les résultats définitifs..
w w

Cela posé, d’aprés la correspondance établie entre les points M et m, c’est-a-dire-
Iy , 1 > N r I3

entre 'arc s = M,M compté sur I’état actuel et I'arc = m,m compté sur I'état

primitif, & I'élément MM' = ds, de composantes di, dy, dz, correspond I'élément

mm' = dw et 'on a d’aprés (1)

(2) ds = Adw,
en posant
o\ Sy N 75;—2
3) A_\/<—O—u:> +<Dw> +(‘E> _\/ \b(o) )
Nous représentons ainsi par le symbole | | une somme de trois termes analo-

gues A celui qui est écrit, les deux autres s'en déduisant par permutation sur les.
lettres; afin de simplifier au maximum I'écriture des formules qui vont suivre, nous
ferons un usage systématique de cette notation, toutes les fois qu’elle ne prétera pas
a confusion. '

L’abscisse curviligne s de M est, d’aprés (2), donnée en fonction de o, ! par la
formule

([‘) | s:fm.ldw.
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Soient p et p, les densités linéaires aux points homologues M et m; les éléments
ds et dw étant constitués par les mémes points matériels ont méme masse, d’ou

(%) cds =g, dw,
soit d’aprés (2)
(6) ' A=y,

C’est I'équation de continuilé qui détermine ¢ a chaque instant, puisque ¢, est

0

une fonction connue de .

2. Cinématique du triédre mobile. — Soient «, B, v; «,, B,,7,; %,, 8,, v, les cosinus
-directeurs des axes Mu, Mv, Mw du triédre (M) au point M(zx, Y, 2) d’abscisse curvi-
ligne M,—l\\’l =s et & l'instant ¢; a4+ dx, B+ dB, ..., v, + dy, ceux des axes du
triedre (M') au point infiniment voisin M'(x + dx, y + dy, z + dz) d’abscisse curvi-
ligne s 4 ds au méme instant. On sait qu’'on passe de (M) & (M') par une translation
-et une rotation infiniment petites, dont nous désignerons par (5, 7, ) do et (p, g, r)dow
les composantes suivant les axes mobiles Muvw, soit

Edo = adx + tdy + vdz,

pd(') - aﬂ(lll + i(jedi(jn + .K’Qin - ('X‘(ld‘z + neidneq + YldY!) ’

‘ou plus simplement, d’aprés nolre notation abrégée,

) . dx dx . dx
: 2= |a , = |u,—/, (= |a,—|;
7 . do f K dw : % dw
( , da, da,
= | - — |
\[ *dw % dw
da dx
(8 = |lo—2| — — |og ——
(8) q= |2 o)
, da do,
= |l ——| — — |4
‘do * dw

Cela posé, imprimons & la ligne un déplacement virtuel et soient 3u, 3, 3w les
composantes suivant Muvw du déplacement virtuel de M; 3w,,30,, 3w, les com-
posantes suivant les mémes axes de la rotation virtuelle du triédre (M). Ilen résulte

» .. . ol . ~ ~ ~
pour ¢, v, §; p, g, r des variations virtuelles 3%, 37, ..., 3r que nous allons calculer.
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On a, d’aprés (7),
(9) dwd(3,4,0 = |3(x, 2,, a,) dc 4 (2, 2, 2,) déx|, -

3(x,y, 2) désignant les composantes suivant les axes fixes Oxyz du déplacement
virtuel de M, soit

8(.70, y’ Z) == (1’ A‘er T Eu + (1;' i’f’;‘ "{’)BU + (11’ iljz’Yz)aw'
On en déduit

dix = addu + 2,d3v + 2, d3w + dadu + d2,3v + daw,

d’ou, d’aprés les relations entre les cosinus et les formules (8),
" (|zdix| =d%u + (gsw —riv)dow,
(10) e ddx) = d3v + (riu—piw)dw,
la,dox| =dsw + (p3v—qiu)dw.

On a d’autre part, d’aprés (7),

d(x,y,z . ) .
() ELD )2 4 G bt G b

d’ou, en tenant compte de ce que

gawu - lazoxﬂl - Ialoa‘z ’
(12) < otw, = |adz,] = — |,3a],

( Swy = [1,30{] = — laaaii,
les formules suivantes

|aadx| = (4 80up — Cau)v) dw,
(13) < B, da] = (LBw, — Z8ww) do,

( 13a,da| = (830, —130,)dw.



SUR LES EQUATIONS GENERALES DES LIGNES ELASTIQUES. 125

Les formules (9) deviennent ainsi, d’aprés (10) et (13),

- d3u R - R "a
0 — d +gow—rev + ovw — 6w,
(O]
dso
(14) {0 = ] +riu —piw + 8w, — Idww,
(O]
dew . N L
3 = 7o +piv —gqgsu + oo, —1sm,.

Considérons maintenant les premiéres formules (8) et (12); on en déduit
(15) dem—-damnz [az,da,—-dx,a—/.J.
Mais, des formules bien connues de la Cinématique du corps solide

I d(z,5,9)

\ Tde et = ¢, By 70)s

Nd(,,8,,v)

(16) ._d’_\{—::P(z,,{iuyz)_,.(x"g’\()’
(O]

) d(a” ‘B!’ Yz)

{ _d_——_:q(‘ly 3, 1) —p(x,. 85 1)
‘ ®

\

on déduit, d’aprés (12) et les relations entre les cosinus,

|3a,da,| = — 1 |ada| do = — rion,do,

Clde,te | = qlese]|do = — qlwudw,

de sorte que (15) devient la premiére des égalités

ddw

ep = L+ qiww — r'dw,,
dw
da(l)

(17) 8g = L+ réw, — piow,

dw

- d3wy 1 ps R

oy — ——— oM, —Jow, .
d(v) p v q “

.

Les formules (14) et (17) sont, aux différences de notations prés, celles que
MM. Cosserat ont données antérieurement(*).

(*) E. et F. CossErar, loc. cit., p. 8, formules (8) et (7).
Fac. des Sc., 3° série, t. XVIII. 17
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Etablissons un dernier groupe de relations et soient sw,, 8w,, 3w, les composantes
suivant les axes fixes Oxyz de la rotation virtuelle du triédre mobile (M); ona

N N N
S, = adw, + 21,30, + 1,500,

Ao, = addw, + 2 d3o, + a,déww + daiw, + do 3o, + da, 8wy .

Remplagons alors d3w,, d3w,, d3w, par leurs valeurs tirées de (17) et da, do,, da,
par leurs valeurs (16); il vient la premiére des égalités

[ déo, s .
7o —aop + %,6q + 2,60,
da(')
(18) ’ :{jap+$|aq+($eal"
do»
do, . . .
- "OI) + Yloq + SGI
(/(v)

3. Les six fonctions caractéristiques de la déformation. — Nous avons vu qu’on
passe, a linstant ¢, du triédre (M) au triédre infiniment voisin (M') par la tran-
slation (8, v, {) dw et par la rotation (p, q, r)de. Dans I'état primitif, ces triédres
sont (m) et (m') et I'on passe de méme du premier au second par une translation
&,,1,, &) dw et une rotation (p,, ¢,, ) dw, ces six composantes étant relatives aux
axes mu, mv, mw du triédre (m).

Si donc, par un déplacement d’ensemble sans déformation imprimé a I'état pri-
mitif, on améne (m) en coincidence avec (M) de fagon que les axes homologues
mu, Mu; ... coincident, il faut, aprés cela, imprimer & (m') la translation (£—§¢,,
w—1,, {—{¢)do etla rotation (p—p,, ¢q—gq,, r—r,)de pour 'amener & coin-
cider avec (M’). La déformation en M de la ligne élastique dans son état actuel par
rapport & son état primitif est alors caractérisée par les six fonctions

1 =%, n—t, =00 p=p, d—qy, F—7r
9 d To 1 "o o I p“ 10 0

de o, ¢ en vertu des deux théorémes suivants :

1. Si les six fonctions (19) sont identiquement nulles, la déformation est nulle, en
ce sens quon passe de Uélat primilif & Uétat actuel par un déplacement d’ensemble, et
réciproquement.

En effet, si les fonctions (19) sont nulles au point M, en amenant (m) sur (M)
par un déplacement d’ensemble imprimé & I'état primitif, (m') vient sur (M') et, si
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les fonctions (19) sont identiquement nulles, cette coincidence se produit tout le
long de la ligne. Réciproquement, si, en amenant (m) sur (M) par un déplacement
d’ensemble imprimé a 1'état primitif, (m') vient en coincidence avec (M'), c’est que
les six fonctions sont nulles au point M et, si la coincidence a lieu tout le long de la
ligne, c’est que ces six fonctions sont identiquement nulles.

1. Deux: déformations, pour lesquelles les six fonctions (19) sont identiques, sont
des déformations identiques, et réciproquement.

Soient E, E, deux états déformés par rapport a I'état primitif E, pour lesquels

(20) =%, n=1w, ..., r=r

tout le long de la ligne. On passe alors de (M) & (M) de la méme maniére que de
(M,) & (M',), en ce sens que sil'on améne (M) en coincidence avec (M,) par un dépla-
cement d’ensemble effectué sur E, (M') vient en (M'), par suite E sur E, . Récipro-
quement, si E peut étre amené A coincider avec E, par un déplacement d’ensemble,
c’est qu'on passe de (M) & (M) de la méme facon que de (M,) & (M',), ce qui exige
qu’on ait les relations (20) tout le long de la ligne, par suite que les six fonctions (1g)
soient identiques pour Eel E,.

4. Potentiel thermodynamique interne et viscosité. — Il résulte de ce qui pré-
céde que le potentiel thermodynamique interne de I'élément de ligne MM' = ds doit
&tre le produit de sa masse p,dw par une fonction des six déformations (1g) et de la
température absolue T de la ligne en M. Comme o, est une fonction donnée de o,
le potentiel thermodynamique interne de 1’élément ds est donc de la forme

f(::_‘::o"q—-?lo’ ""r——ro’ T’ (!J)(l(o,

J étant une fonction des huit variables mises en évidence, et celui de la ligne entiére

) F= [ SEt i St — e P T, ) d,

'intégration étant effectuée tout le long de I'axe longitudinal primitif. Cette expres-
sion correspond & celle qu’ont obtenue MM. Cosserat pour l'action de déformation,
en cherchant une fonction des positions de deux tri¢dres infiniment voisins (M)
et (M) ayant une variation nulle dans tout déplacement d’ensemble(*). Si 1'état pri-
mitif.est homogéne, « ne figure pas explicitement dans la fonction f, puisqu’alors
p, est constant.

(*) E. et F. Cosserar, loc. cit., p. 10.
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La variation virtuelle isothermique de g est ainsi

' N o O S
(22) 3eF = (i 3% 4 / or 4 ...+ —{81‘) dw.

D’autre part, la modification virtuelle isothermique de 1'élément de ligne ds
étant caractérisée par les six variations 3%, o7, ...,3r, la Thermodynamique nous
enseigne que le travail virtuel de viscosité de la llgne doit étre de la forme

(23) 30, = _/(Fag +.Goy 4 32+ P3p + Q3¢ + Rar) do,

F,G, ..., R étant les actions de viscosité, fonctions des huit paramétres dont dépend .
déja la fonction f et en outre des six dérivées

P a N0,
(24) S = =, = “7 RN r= - .
o ot M

Comme les actions de viscosité doivent s’annuler en méme temps que ces déri-
vées, I’hypothése la plus simple est de les considérer comme des fonctions linéaires
et homogénes de ces dérivées, dont les coefficients sont seulement fonctions de & —&,,
N —" .. '—7r,, T, o. Daprés I'hypothése générale de Lord Rayleigh, nous
admettrons l'existence d’une fonction dissipative 9, c'est-d-dire d’une forme quadra-
tique des dérivées (24), telle qu’on ait

(35) (F,G,...,R)=

de sorte que le travail élémentaire de viscosité dans une modification réelle ot I'on a
3% = Zdt, ..., a pour expression

(25’) ‘ di;,, = — (llf 2DNdew .

Ce dernier travail devant étre essentiellement negahf la fonction dlSSlpatlve D
doit étre une forme quadratique définie positive(*).

(*) Pour abréger, nous représenterons trés souvent par des points placés au-dessus de
. ‘ . N 3£
la lettre les dérivées par rapport a {, soit : E= —‘—i £ = _(\T:’
¢
(*) Sur l'origine des propositions précedentes, voir P. Dungwm, Théorie thermodynamique
de la viscosité, du frottement et des faux équilibres chimiques.
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Si maintenant nous posons

'(Ru _ - (fli + l“‘). Q{l - —(f". + G)’ 'c’Rw == - (f"c. + [[)7

(26)
C,=—,+P), C=—,+Q, Co=—(,+R),

I

il vient d'apfés (22) et (23)

3T, — 5T = f (R,35+ R0+ o+ Cud)do,
-soit plus simplement, d’aprés notre notation abrégée,
@7) 50— 3G = [ IR,53 + €3l do.

Cette égalité nous montre que les expressions (26) représentent les composantes
-suivant les axes mobiles Muvw d’une force R et d'un couple C.

5. Transformation de l'expression précédente. — Nous allons transformer le
second membre de (27) en substituant aux six variations 3%, 3+, .., 8 les variations
3u,3v,3w; dw,,dw,, 3wy relatives aux axes mobiles Muvw, puis les variations 3z,
3y, 82; 8w, b, 8w, relatives aux axes fixes Oxyz. Les deux expressions ainsi obte-
nues nous permettront par la suite d’écrire presque immédiatement les équations
-du mouvement de la ligne dans chacun des deux systémes d’axes.

Nous avons tout d’abord, en remplacant 3%, 8v, ..., 8r par leurs valeurs (14)

el (17),
- - - 7 dsu . . . .
06,. — ordf = / !QI" (_—_d( + Gqow —Frov + 70wy — ga@)v>
N )
d

R
[10)
d (O]

dw,

+ @," ( L+ qivw — I‘Bun,)

-ce qui donne, par intégrations par parties,

(28) D, — 8T =

¥ ~ D~ Mgy
tRuou + (‘,uom”' ¥,

Q ) )
+/' <— \gi" +l'gR1,—q£Rw> u

D LD "

(=3 6 = O+ TR, — R ) 0,

dw ,

L\ (0]

M, et M, désignant l'origine et I'extrémité de la ligne.
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Pour obtenir la seconde expression de (27) relative aux axes fixes Oxyz, dési-
gonons par R, R, R.: C,, C,, C, les composantes de la force R et du couple €
suivant ces axes, soit

(29) (tﬂx’ gR‘y’ (‘R’z) == (1’ ri’ Y) %Ru + (1: ’ n@’H Yx) 'L‘Rl' + (12' u‘{jz' Yi) ‘(R“’ )
(30) (ezy @yv ez) = (a, 189 '[') G’,, + (qu ,3, ’ '{,) e,, -+ (12, ;r's;_., 'Y,) ew .

On a, d’aprés (9) et (29),
CD)) [R, 33| dow =R, [3ade| + R, o, dz| + Ry |32,dz| + |R,d3).
Or

R, |8adx| 4 R, 30, dx| + Rew |8, dx|
=R, 3« + R,3x, + Ruwda,) dx
+ (R,38 + R,38, + Rwdp,) dy
+ (R.3y + R,3y, + Rudy,) dz

et comme on a

R, = 2R, ], R, = %R, R = [0, R, |;

Sw, = B3y + 8,3y, + 8,8y, = — (v38 + v,38, + ,38,),
8my - ‘Ya(l + "{‘aa‘ + *{’80.’ = (uaY + ala.{l + 12872)7
8‘\'1); = QS‘B + 143181 + asalaz = _—(»Baa:+ Blaai + ‘81812),

il vient

ﬂ{uaa + glvaa‘ + fﬁwaa, = Q{z Bwy —_ S{y 30,
g{uap + ?RUS,B. + Q{waﬁ, - gixawz- - g{: 5(”:’
R.o7 + Ry, 4+ Ruldy, = R, 30, — R,30,.

L’égalité (31) s’écrit ainsi
32) |R, 35| do = |R, déx + (R,dz — R,dy) 3w, ] .

Multiplions enfin les égalités (18) respectivement par C..C,,C, et ajoutons
membre 4 membre; en tenant compte de (30), il vient

(33) leuapl dw - Iemdawxl *
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L’égélilé (27) s’écrit donc encore, d’aprés (32) et (33),
3G, — 3 J = f IR A3 + (R, dz — R, dy) 3o, + C,dEw,],
ce qui donne finalement, par intégrations par parties,

(3[') 8\61 - ’3,:‘; - lgR.raT + G.rawxl Zf

+f|_¢lgﬁ_l,6x +(—dC, + R, dz— R.dy) o, .

6. Equations du mouvement rapportées aux axes fixes. — D’aprés les principes
de I’Energétique, nous obtiendrous les équations du mouvement de la ligne en écri-
vant qu’on. a, dans toute modification virtuelle isothermique, '

(35) 30, + 3J + 30, —5:F =o, :

3G, désignant le travail virtuel des forces extérieures et 3J celui des forces d’inertie.
Le calcul de ces travaux se trouve trés simplifié par la remarque suivante.

Considérons, dans I'état primitif, un point matériel de la ligne appartenant au
trongon rapporté au triédre (m) et soient u,v,w ses coordonnées relatives a ce
triédre. Dans I'état actuel, ce point est venu en P voisin de M et ses coordonnées
relatives au triedre (M) sont u +U, v+ V,w +W; U, V, W désignant les com-
posantes suivant les axes mobiles Mu, Mv, Mw du déplacement élastique du point.
Les coordonnées absolues x,, y,,z, de P sont ainsi

s

@, =+ 2(+ U) + 2,0 + V) + o,(w + W),

-d’ol, en observant que les coordonnées relatives de P ne varient que par l'inter-
médiaire de U, V, W,

sz, =osx+ @+ U)dz+ (04 V)dx, + (w+ W)8a, + 38U 4+ ¢35V + 2, 3W, ... .

Or, dans ces formules, on peut sans erreur sensible réduire les parenthéses &
u, v, w et négliger les trois derniers termes vis-a-vis de 3z, ..., puisque le déplace-
ment élastique est trés petit vis-a-vis de la distance (u, v, w), qui estelle-méme trés
petite vis-a-vis de la distance OM(x, y, z). On a ainsi trés sensiblement

o/

T, =3x + udx + vix, + wia,. ...,
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ce qui revient & dire que le déplacement virtuel d’un point quelconque du trongon:
peut étre calculé comme si ce trongon était un corps solide. Pour calculer le travail
virtuel 3G, + 3J, nous pouvouns donc effectuer au préalable la réduction, par rapport
a chaque point M de I'axe longitudinal, des forces extérieures et d’inertie appliquées

au troncon comprenant ce point et, pour effectuer cette réduction. il nous suffit de-
partir des formules

(36) fr,=x +oau+ 2,0+ 2,W,

c’est-a-dire de procéder comme pour un corps solide.

Comme trongon relatif au point M, nous prendrons le feuillet découpé dans la
ligne par deux plans de coordonnées homologues des triédres infiniment voisins (M)-
et (M'), de sorte que la réduction par rapport & M des forces extérieures qui lui sont.
appliquées donne une force et un couple de I'ordre de MM’ = ds, soit encore de I'ordre
de do. Leurs quotients par ds ou dw représentent donc la force et le couple exté--
rieurs au point M par unité de longueur comptée sur I’étal actuel ou sur I'état pri-
mitif. De méme pour les forces d’inertie.

Cela posé, soient X,,Y,,Z; L,,M,, N, les composantes suivant les axes fixes.
Oxyz de la force et du couple appliqués a l'origine M, de la ligne, c'est-a-dire les
éléments de la réduction par rapport & M, des forces appliquées a la base correspon-
dante; X,,Y,,Z,; L, M,, N, les éléments analogues relatifs & son extrémité M,;.
X,,Y,,Z,; L, M,, N, les composantes suivant les mémes axes de la force extérieure
et du couple extérieur au point M par unité de longueur comptée sur I'état. actuel.
Dans le cas le plus général, la force extérieure appliquée & un point P de la ligne
étant fonction du temps, de la position et de la vitesse de ce point, les éléments pré-
cédents seront, d’aprés (36), des fonctions données de {, des six paramétres x, 7y, 2;
6,9,% et de leurs dérivées par rapport & t. Soient enfin X;, Y;, Z;; Li, M;, N; les.
éléments analogues 4 X, Y,, ..., N,, mais relatifs aux forces d'inertie; on a

/

(37) 8(60 + BJ - IXlawl + Lia(’).l‘ll + IX’S"L" + Lna(”me
+f|(Xe+Xi)6a;+(Le+ L) 3w,| ds.

L'équalion fondamentale (35) s’écrit ainsi, d’aprés (34),

38) (X, — R, 3, + (1L, — €, 30,
IO R0, (L + B B
b f I+ X ds — dR )0
(L, + L) ds — dC, + R, dz — R, dy] 3o,| = o.
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Cette égalité devant étre satisfaite quels que soient 3z, 8y, ..., 30, toul le long
de la ligne, on en conclut qu’on doit avoir :
I. A Yorigine M, de la ligne,

=
I
°

XI - {R.“ =0, Yi - ﬁR’yQ =0, Z: B
(39)

Ll— (a'u =0, Mn— Gyl =0, Nl— @;x -

l
2

II. A son extrémité M,,

X, + R, =0, Y, + &, =o, 7,4+ R, =o0;
o

Lz +‘o.n207 \I,+ C,,,:o, N’—}— (D:_zzo;

[II. En chaque point de la ligne,

dR X
N r—=X -+ X,
ds ¢ ¢
oy v,
ds
£&=&+%
‘ ds
(41) " '
dEé oy oz
_r R — —R — =1L, .
s + R, ds R"’ ds et
rl@y dz dx
- H —_—— i, —— = \ i
& TR R =,
dE. dr dy .
= R ——R,—— =" N..
o TRy TRy = NN

On a en outre, d’aprés (26), (29). et (30),

9 x:——a(f'g—}—F)———a‘(f",, +G)—a!('/f";+][),

(42) 5

...........................................

Telles sont les équations du mouvement rapportées auy axes fixes; nous donne-
rons plus loin les expressions des forces d’inertie.

7. Signification physique de la force & et du couple €. — La signification phy-
sique de la force R et du couple C en chaque point M de I'axe longitudinal résulte
immédiatement des équations précédentes. Supposons qu’on supprime la portion M, M
de la ligne: les équations du mouvement de la partie restante MM, ne sont pas

Fac, des Sc., 3¢ série, t. XVII. 18
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modifiées si, sans changer les forces extérieures appliquées & MM,, on applique en M
Ia force R etle couple C. D’aprés le postulat sur les liaisons, R et C représentent
donc les éléments de la réduction par rapport & M des forces de liaisons exercées
par M, M sur MM, . Inversement, ces vecteurs pris en sens contraires, soit —®R, —C,
représentent les éléments de la réduction par rapport & M des forces de liaisons
exercées par MM, sur M, M. Il résulte alors des six équalions universelles du mou-
vement des systémes matériels quel’ensemble des forces extérieures et d’inertie
appliquées a la portion M, M, de la force —®R et du couple — € doit constituer un
systeme de vecteurs nul. Autrement dit, R et C représentent aussi les éléments de
la réduction par rapport a M des forces extérieures et d’inertie appliquées a la poi-
tion M,M. Ces éléments sont donc précisément ceux qui servent a définir, en Résis-
tance des matériaux, l'effort longitudinal d’extension ou de compression, l’effort
tranchant, le moment de torsion et le moment fléchissant au point M, par leurs
projections sur la tangente a 'axe longitudinal et sur le plan normal a cet axe.

8. Démonstration directe. — Les équations (39), (40), (41) sont d’ailleurs indé-
pendantes de la considération des triédres (M) et peuvent s'obtenir par de simples
considérations de Mécanique rationnelle. L’Energétique n’intervient qu’ensuite pour
parvenir aux relations (42).

En effet, la réduction par rapport & M des forces extérieures et d’inertie appli-
quées & la portion R/l:ﬁ = s donne une force R et un couple € ayant pour com-
posantes

R, =\, + /""(\ﬁ X)) ds,

43 C, =L+, —N2%—0E—2)Y,

/0

b L)+ 0 @ ) — =D (Y, V),

3

ou les accents se rapportent a un point M’ variable de I'arc M,M. En dérivant les

trois premiéres par rapport & s, on retrouve immédiatement les trois premiéres
équations (41). En procédant de méme pour les trois autres (43), il vient

0 -
—t-l—(/-—'t;::——({—xz +ili\l+Le+Li
ds ds ds

dy s , dz /‘*’ . g
Y Ly A r ! — \ d ,
U @y 5 O Yy ds
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ce qui, d’aprés les trois premiéres (43) redonne immédiatement les trois derniéres (41).
Pour retrouver les conditions aux limites (3g), (40), remarquons que les premiéres
s’obtiennentimmédiatement en faisant s —=o dans (43). Eny faisantensuite s=M,M,,
elles deviennent )

R.=X, + /(\‘E + X, ds,

e.rz: La + (}’,-—)’,)Zl —(za—':a) Yl
Tt L 0y b 2) — (2 — 2 (Y, 4 V)]s,

les intégrations s’étendant maintenant i la ligne entiére. Pour simplifier ces condi-
tions, appliquons a la ligne entiére les six équations universelles exprimant que les
forces extérieures et d’inertie forment un systéme nul, soit

_\’{+/(Xe+xl)d3 4\, =o,

Ll +on1_Z4Y|+/[Le+Li+y(ze+zi)

—z(Y,+ Y)])ds + L, + y,Z — z,Y, = o,

En ajoutant membre & membre chacune de celles-ci & I'équation correspondante

du groupe précédent, on retrouve aprés simplications évidentes les conditions (40).

ull ne nous reste plus qu’a retrouver les formules (42). A cet effet, calculons

d’abord 3G, + 3J en tenant compte des équations déja obtenues (39), (40), {41); ce

travail virtuel est donné par (37). Remplagons-y les forces extérieures et d’inertie par
leurs valeurs (41); il vient ‘

aGe + a‘l = lxaawa + Laa(".mi + lxz':f"'z + l“gamn!

+ f [dR, 32 + (dC, — R, dz + R,dy) 3w, |.

En transformant les termesen d®,, d®,, ..., dC, par intégrations par parties, les
termes tout intégrés se détruisent avec ceux de la premitre ligne d’aprés (39), (40)
et il reste ’ '

3G, + 3 = — f IR, d3a + (R, dz — R, dy) 3o, + C,dBo,| .
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Or, soient R R, - .., Cw lescomposantes de la force R et du couple C suivant
les axes mobiles Muvw; il en résulte les formules (29), (30), puis (32), (33), d’aprés
lesquelles 1'égalité précédente devient

50, + 3 :—f[gﬂua'f_ +¢,3p| do.

Mais, d’apreés I’équation fondamentale (35), la dernidre intégrale doit &tre égale
4 3%, —5:F et la comparaison avec (27) montre que R,,R,, ..., Cu doivent btre
donnés par (26), ce qui entraine les égalités (42).

9. Equations intrinséques. — Nous appelons équations intrinséques les équations
du mouvement rapportées aux axes mobiles Muvw; nous allons les obtenir trés sim-
plement par application de I'égalité (a8).

Soient %,,y,’,f{;,; 4,5 db,, 16, les composantes suivant les axes M, uvw de la
force et du couple extérieurs appliqués a l'origine M, de la ligne; %,,y,,%i;
4,, olb,, Yo, les éléments analogues relatifs 4 son extrémité M,; &, ‘ye, Z,;
€., b, 96, les composanles suivant les axes Muvw de la force et du couple exté-
rieurs au point M, par unité de longueur comptée sur I'état primitif; %,, (y,;, Zi
9, Jdb;, To; les éléments analogues relatifs aux forces d’inertie. On a
44 30, + 30 = |X,30, + 4,30, + |B,5u, + 4,30

1lll

+ f|(a;c+§u,)au (4 + 930, do.

L’égalité (35) s’écrit ainsi, d’aprés (28),

l(%z - SRm) aui + (‘(’fl - (D'IM) 8wlll‘
+ (3B, + R,.) 8u, + (L, + C,) 30,

. QR
(=2 g, g5
(A0

N

d ) .
-+ <§Ec + i, - i& + "(D,. — (](01': + tfﬂ, — ‘ﬁ%w) ow,
D)

dc

dow =o0:

Cette égalité devant étre satisfaite quels que soient 3u, 3v, ..., 3wy tout le long
de la ligne, on en conclut qu’on doit avoir :
I. A l'origine M, de la ligue, c’est-d-dire pour v = o,

(X, — R, =o, Y, — R, =o, B, — Run = 0;

(4~ Cu=0, Mo—C, =0, M—Cu=o0;

(43)
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’

II. A son extrémité M,, cest-d-dire pour » =1, [ étant la longueur de l'axe
longitudinal dans son état primitif,

(b, + R, =0, l] +R,.=o, Z, + Ruwe=o0;

(46
(46) ! g, + C,,=o, Jdb, + €, =0, N, + Cuwe=

05

III. En chaque point de la ligne, c’esl-d-dire pour oL w <!,

2R : ,
—L 4+ gRhw —rR, =8, + 1,
dw
2R, +rR, —phe =1, +1
dw <l P = Lle Jz’
QiR w , - -
A : +p:ﬂl —qtﬁu ::“:e + ‘L"Y'N
dw
(47) \e
”:‘\—"_ + q(ow - "(O',, ‘+‘ '/’,g)lur“—‘ C:R,, — SE +‘ ii’
g
DC:‘ . o> ¢ = . l
Yo + r¢, —pCuw + LR” '“‘:_(Rw — e"’e + b ), s
A\Cw " . ,
— + pC, — qC, + ZR, — R, = "6, +1,.
Jdw

Telles sontles équalions intrinséques, auxquelles on doitadjoindre les égalilés (26);
nous aurions également pu les déduire des équations relatives aux axes fixes Oxyz
par un changement de coordonnées.

10. Expressions des forces d’'inertie. — Nous avons vu (n* 6) que la réduction
des forces extérieures et d’inertie peut s’effectuer comme si chaque troncon de ligne
-était un corps solide; on a donc, d’aprés (36),

X, ds = — X m, =— odsx — &'E mu — a, }_: my — a, Z mw('),

.m étant la masse du point P et les sommations étant étendues & tous les points
matériels du trongon de masse Z m = pds = p,dw. Or, le trongon étant un feuillet
-découpé dans la ligne par deux sections généralement obliques et infiniment voisines,
etle point M étant le centre de gravité de la section normale, les sommes 2 m(u, v, w)

sont nulles ou infiniment petites du second ordre, de sorte qu’on a simplement

X0 Yy, Z) = _r‘(x’y’z)

(*) Voir la note (1), p. 128.
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et par suite

2i, M= —slnxl, 3 =—g |l

(48) =

.
by}

"Lindice zéro tenant a ce que la force par unité de longueur (%;, ‘yl %) est rapportée
4 I’état primitif, tandis que la premiére (X;, Y;, Z;) est rapportée & 1'état actuel.
Pour simplifier au maximum les expressions du couple d'inertie, prenons pour
axes mobiles Muvw les axes principaux d’inertie relatifs au point M de la face du
feuillet passant par ce point; ces axes deviennent ainsi les axes principaux d’inertie
du trongon relatifs au point M, de sorte que nous avons, d’aprés des formules bien
connues de la Dynamique du corps solide,

€= —g, [AT2 + (C-— B) QR],
(49) Al = — 5, [B'2 + (A*— C) RT,
LT = — 5, [C"R + (B'— \") 9],

A, B, C étant les rayons de giration par rapport aux axes Mu, Mv, Mw de la face du
feuillet passant par M et

\ £ = Ias&nl = |0!’12|,
(50) /g:mg;.—:_[a,ﬂ,
R=|g,a| = —]az,]

les composantes suivant les axes Muvw de la rotation instantanée du trongon, c’est--
a-dire du triedre mobile (M). Par exemple, si le trongon est le feuillet découpé dans

la ligne par les plans infiniment voisins vMw et v'M'w', ona A*=DB*+ C*. On
déduit enfin de (49)

Le calcul qui précéde suppose évidemment les deux faces du feuillet & peu prés.
paralléles, c’est-a-dire se coupant 4 une distance de M trés grande par rapport aux
dimensions transversales de la ligne.

41. Relation supplémentaire. — D’aprés le second principe de la Thermodyna-:
mique, la quantité de chaleur 8Q, dégagée par une portion quelconque u,u, de la
ligne dans une modification virtuelle, a pour expression

ESQ:/"Bf’Tdm—BG,,,
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E désignant I'équivalent mécanique de la chaleur et 30, le travail virtuel de visco-
sitd relatif & la portion de ligne considérée i laquelle s’étend I'intégration.

La quantité de chaleur dQ dégagée dans une modification réelle est alors,
d’aprés (25"), ' '

EdQ_dt/.l(f";-{—fT,' S S )dm—;—dlf:zaﬂdm
soit encore
al T . Of
oy w=uf|g u{t+/m ) =t g |,

la quantité
T,
c=—g/fo

’ .
rdésignant la capacité calorifique linéaire comptée sur 1’état primitif.
Mais on a aussi, d’aprés la théorie de la conductibilité calonﬁque et en supposant
la ligne athermane et dénuée de sources de chaleur,

(52) dQ.—-_—dt[— <K—-—-> +//(’1 T)ds]
= dt/ [— = <—A--;—g> + Im('l‘—Te)] do,

K désignant le produit de la section droite de la ligne par son coefficient de conduc-
tibilité intérieure suivant son axe, k le produit du périmétre de cette section droite
par lecoefficient de conductibilité extérieure et T, la température absolue extérieure.
D’oti, en égalant les deux expressions (51) et (52) et puisque le champ d’intégration
est arbitraire,

(53)

T o <I\ T
A do

e~y = Yo — —> —kA(T—T,)
(1: +fnd‘ fZ/%;‘
Lo L )
Telle est la relation supplémenta;ire, c’est-a-dire I'équation indéfinie de‘la tempé-
xature; les conditions aux limites correspondantes, c'est-a-dire relatives aux deux
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bases de la ligne, sont celles que fournit la théorie de la conductibilité calorifique,
soit :

- 1. A Vorigine M,, c’est A-dire pour » =o,

s
)

(54) Ll

(0