PROBLEME GENERAL

DE

LA STABILITE DU MOUVEMENT,

Par M. A. LIAPOUNOFF.

Traduit du russe par M. Edouard DAVAUX,

Ingénieur de la Marine & Toulon (!).

PREFACE.

Dans cet Ouvrage sont exposées quelques méthodes paiur la résolution des
questions concernant les propriétés du mouvement et, en particulier, de 'équi-
libre, qui sont connues sous les dénominations de stabilité et d’instabilité.

Les questions ordinaires de ce genre, auxquelles est consacré cet Ouvrage, con-
duisent a ’étude d’équations différentielles de la forme

da,
e

dr, dx,
:X1, :Xq, ceey -—dt-_—:x,,,

dont les seconds membres, dépendant du temps ¢ et des fonctions inconnues z,,
Zay - .., 2, de ¢, se développent, tant que les .ry sont assez pelits en valeurs abso-
lues, en séries suivant les puissances entiéres et positives des x5, et s’annulent
quand toutes ces variables sont égales a zéro.

Le probléme revient a savoir s’il est possible de choisir les valeurs initiales des

(1) M. Liapounoff a trés gracicusement autorisé la publication en langue francaise de son
Mémoire : OS1AS 3A71A4A 0G'h YCTOMYNBOCTH JABIZKEHIS imprimé en 1892 par la Société
mathématique de Kharkow. La traduction a été revue et corrigée par auteur, qui y a
ajouté une Note rédigée d’aprés un Article paru en 1893 dans les Communications de la
Société mathématique de Kharkow.

Fac. de T., 2° S., IX.
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fonctions z; suffisamment petites pour que, pendant tout le temps qui suit I'in-
stant initial, ces fonctions demeurent, en valeurs absolues, inférieures a des
limites données a I'avance, aussi petites qu’on veut.

Quand nous savons inlégrer nos équations différentielles, ce probléme ne pré-
sente pas assurément de difficultés. Mais il serait important d’avoir des mé-
thodes qui permettraient de le résoudre, indépendamment de la possibilité de
cette intégration.

On sait qu'il existe des cas o le probléme considéré se raméne a un probléme
de maixima et de minimy ('). Mus le domaine des questions qui peuvent élre
résolues par ce procédé est trés resserré, et dans la plupart des cas il est néces-
saire de recourir & d’autres méthodes.

Le procédé donl on se sert d’ordinaire consiste a négliger, dans les équations
différentielles étudiées, tous les termes d’ordre supérieur au premier par rapport
aux quantités x; et a considérer, au lieu des équations données, les équations
linéaires ainsi ohtenues.

C’est ainsi que la question est traitée dans I'Ouvrage de Thomson et Tait, 7rea-
tise on natural Philosophy (Vol. I, Part I, 1879), dans les Ouvrages de Routh,
A Treatise on the stability of a given state of motion (1877) et A Treatise
on the dynamics of a system of rigil bodies (Part 1I, 4° édition, 1884) et,
enfin, dans 'Ouvrage de M. Joukovsky, De la stabilité du mouvement (Mé-
moires scientifiques de ’Université de Moscou,; Section physico-mathématique,
4¢ Cahier, 1882).

Assurément le procédé qu’on vient d’indiquer entraine une simplification
importante, surtout dans les cas ot les coefficients des équations différentielles
sont des constantes. Mais la légitimité d’une telle simplification ne se justifie par
rien @ priori, car au probléme considéré on en substitue ainsi un autre avec lequel
il peut ne se trouver dans aucune dépendance. Du moins il est évident que, si la
résolution du probleme simplifi¢ peut donner réponse a I'ancien, c’est seulement
sous certaines conditions, et ces dernic¢res ne sont pas indiquées d’ordinaire.

On doit toutefois remarquer que quelques auteurs (ainsi, par exemple, Routh),
reconnaissant que ce procédé n’est pas rigoureux, ne re bornent pas & une pre-
miére approximation, a laquelle conduit I'intégration des équations linéaires pré-
citées, mais en considérent également une seconde et quelques suivantes, obte-

(1) Nous sous-entendons les cas ot estapplicable le théoréme connu de Lagrange sur les
maxima de la fonction de forces, se rapportant a la stabilité de I'équilibre, ainsi que les cas
oit est applicable un théoréme plus général de Routh sur Jes maxima et les minima des inté-
grales des équatiqus différenticlles du mouvement, permettant de résoudre certaines ques-
tions relatives a la stabilité du mouvement (Voir The advanced part of a Treatise on the
dynamics of a system of rigid bodies, §* édition, 1884, p. 52, 53).
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nues par les méthodes habituelles. Mais en opérant ainsi on avance peu, car, en
général, par cette voie on obtient seulement une représentation plus exacte des
fonctions z, dans les limites d’un certain intervalle de temps; ce qui, assurément,
ne donne pas de nouveaux éléments pour obtenir des conclusions quelconques sur
la stabilité.

L’essai unique, autant que je sache, de solution rigourcuse de la question ap-
partient & M. Poincaré, qui, dans le Mémoire remarquable sous bien des rapports
Sur les courbes définies par les équations différentielles (Journal de Mathé-
matiques, 3¢ séric, t. VII et VIII; 4° série, t. I et II), et, en particulier, dans ses
deux dernic¢res Darties, considére des questions de stabilité relatives au cas des
systemes d’équations différentielles du second ordre et s’arréte aussi a quelques
questions voisines, se rapportant a des systémes du troisieme ordre.

Bien que M. Poincaré se borne & des cas trés particuliers, les méthodes dont il
se sert permettent des applications beaucoup plus générales et peuvent encore
conduire & beaucoup de nouveaux résultats. Cest ce qu’on verra par ce qui va
suivre, car, dans une grande partie de mes recherches, je me suis guidé par les
idées développées dans le Mémoire cité.

Le probleme que je me suis posé, en entreprenant la présente étude, peut étre
formulé ainsi : indiquer les cas ot la premiére approximation résout réellement la
question de la stabilité, et donner des procédés qui permettraient de la résoudre,
au moins dans certains cas, quand la premiére approximation ne suffit plus.

Pour arriver & quelques résultats, il était tout d’abord nécessaire de faire cer-
taines hypothéses, relativement aux équations diflérentielles considérées.

La plus simple, et en méme temps celle qui conviendrait aux applications les
plus importantes et les plus intéressantes, consisterait en ce que les coefficients
dans les développements des seconds membres de ces équations sont des quantités
conslantes. L’hypothése plus générale que ces coefficients sont des fonctions

.

périodiques du temps correspondrait aussi‘a des questions intéressantes trés
nombreuses.

Cest dans ces deux hypothéses que je traite principalement la question.

Du reste, je touche en partie le cas plus général o lesdits coefficients sont
des fonctions quelconques du temps qui ne dépassent jamais, en valeurs absolues,
certaines limites.

Cest dans cette hypothese générale que la question est traitée dans le premier
Chapitre de mon Ouvrage, ot je démontre une proposition concernant I'intégra-

tion des équations différentielles considérées a I'aide de certaines séries (') et ou

(1) Les séries dont il est question ici ont été considérées, dans des hypothéses plus par-
ticuliéres, dans mon Mémoire Sur les mouvements hélicoidaux permanents d’un corps
sclide dans un liqguide (Communications de la Société mathématique de Kharkow,
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Jindique quelques conclusions relatives a la stabilité qui en découlent. Dans la
méme hypothése sont ici démontrées encore quelques autres propositions formant
la base des conclusions ultérieures.

[Le premier Chapitre forme sealement une sorte d’introduction ol je démontre
quelques propositions fondamentales, tandis que le deuxiéme et le troisieme con-
stituent la partie principale; et c’est 1a que Uon considére les cas des coefficients
constants et périodiques.

Je débute, dans chacun de ces deux Chapitres, par quelques remarques concer-
nant les équations différentielles linéaires qui correspondent a la premiére
approximation, et dans le troisiéme Chapitre, ol est traité le cas des coefficients
périodiques, j'entre dans quelques détails au sujet de ce qu’on appelle équation
caracléristique.

Passant ensuite a la question principale, je fais voir a quelles conditions elle se
résout avec la premiére approximation et je viens ensuite aux cas singuliers o
il est nécessaire pour cela de tenir compte des termes d’ordre supérieur au
premier.

Or les cas de ce genre sont trés variés, et dans chacun d’eux le probléme a son
caractére spécial, de sorte qu’il ne peut étre question de méthodes générales qui
pourraient embrasser tous les cas.

Donc les différents cas possibles sont & considérer séparément, et je me borne
ici aux plus simples qui présentent les difficultés les moins sérieuses. Clest leur
étude et I'exposé des méthodes qui leur correspondent, pour résoudre les ques-
tions de stabilité, qui constituent la plus grande partie des deux derniers Cha-
pitres.

Sans entrer dans de plus longs détails sur le contenu de cet Ouvrage, je
ferai encore remarquer que je traite dans le deuxieme Chapitre la question des
solutions périodiques des équations différentielles non linéaires. Cette question
se trouve en étroite liaison avec les méthodes que j'ai proposées pour un des cas
singuliers. D’ailleurs, son examen conduit & quelques conclusions sur la stabilité
conditionnelle pour les cas les plus intéressants ou les équations différentielles
ont la forme canonique. Et ces conclusions constituent presque tout ce qu’on
peut dire de général sur ces cas importants.

Le lecteur ne trouvera pas dans le présent Ouvrage la solution de tels ou tels
problemes de Mécanique. Selon le plan primitif, les applications de ce genre de-
vaient former le quatrieme Chapitre. Mais ensuite je renoncai au dessein de

I'ajouter, ayant en vue les considérations suivantes.

2° série, t. I, 1888). J’ai appris dans la suite que M. Poincaré avait considéré ces séries, dans
les mémes hypothéses, dans sa Theése Sur les propriétés des fonctions définies par les
équations aux différences partielles (1879).



PROBLEME GENERAL DE LA STABILITE DU MOUVEMENT. 207

Toutes les questions de Mécanique les plus intéressantes et importantes (comme,
par exemple, celles qui conduisent aux équations canoniques) sont telles que,
dans les cas singuliers ot la premiere approximation ne suffit pas, le probleme
devient des plus difficiles, et & présent on ne peut indiquer aucune méthode de le
résoudre. C'est pourquoi, dans 'examen de ces questions, j’aurais eu a me horner
seulement & des exemples de deux espeéces : & ceux ot la question se raménerait
a un probléme de maxima et de minima (en vertu du théoréme de Routh), ou
bien a ceux ou elle se résoudrait avec la premiére approximation. Mais ces
exemples, bien qu’ils présenteraient un certain intérét, ne se rapporteraient pas
a Pobjet principal de mes recherches qui, comme on I’a déja dit, consiste dans
Iexamen des méthodes relatives a des cas singuliers de certaines catégories. Et
pour ce qui concerne les exemples se rapportant & ces méthodes, on serait obligé
de les choisir dans le domaine de ces questions de Mécanique ot I'on considére
des résistances du milieu. On pourrait sans doute citer autant d’exemples de cette
sorte qu'on voudrait; mais ils ne présenteraient pas par eux-mémes un grand
intérét et ne pourraient avoir d'importance que par la mise en lumiére desdites
méthodes. Or, si 'on a en vue exclusivement ce dernier but, les exemples de
nature analytique que j’ai donnés a des endroits convenables des deux derniers
Chapitres sont largement suffisants.

Je ferai remarquer, en terminant, que mon Ouvrage n’est pas un Traité de sta-
bilité ot la considération de problemes de Mécanique de toute sorte serait obliga-
toire. Un pareil Traité devrait renfermer heaucoup de questions qui ne sont pas
méme abordées ici.

J’ai eu seulement en vue d’exposer dans cet Ouvrage ce que je suls parvenu
faire en ce moment et ce qui, peut-étre, pourra servir de point de départ pour

d’autres recherches de méme genre.

Pendant 'impression de cet Ouvrage, laquelle s’étendit a plus de deux années,
ont paru deux Ouvrages trés intéressants de M. Poincaré, qui traitent de ques-
tions se rapprochant beaucoup de celles que j’ai considérées. Je parle de son Mé-
moire Sur le probleme des trois corps et les équations de la Dynamique,
para dans les Acta mathematica, t. XIlI, peu de temps aprés que j'eus com-
mencé a faire imprimer mon Travail, ainsi que du premier Volume, qui vient
de paraitre, de son Traité intitulé : Les méthodes nouvelles de la Mécanique
céleste, Paris, 1892.

Dans le premier se trouvent certains résultats analogues a ceux que j’ai obtenus,
ce que J'indique aux endroits convenables de mon Ouvrage. Quant au second, je
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n’ai pas encore eu le temps de I'étudier en détail; mais, pour ce qui concerne les
questions que j’ai considérées, il ne renferme pas, 4 ce qu’il parait, de complé-

a
ments essentiels au Mémoire des Acta mathematica.

Je dois faire mention d’une expression dont je me sers souvent, a l'instar des
géometres francais et allemands, pour abréger le discours, a savoir, de celle-ci :
séries satisfaisant formellement a telles ou telles équations.

Cette expression a un sens trés vague; mais j'ai jugé superflu d’entrer a son
sujet dans des éclaircissements, car il ne peut s’élever aucun doute relativement a

sa signification dans les cas onil m’est arrivé de m’en servir.

Kharkow, 5 avril 1892.
A. Liavounorr.
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CHAPITRE 1.

ANALYSE PRELIMINAIRE.

GENERALITES SUR LA QUESTION ETUDIEE.

1. Considérons un systeme matériel a & degrés de liberté.

Solent
qu qza o ey qk

k variables indépendantes par lesquelles nous convenons de définir sa position.
Nous supposerons qu’on a pris pour ces variables des quantités qui restent
réelles pour chaque position du systeme.
En considérant lesdites variables comme des fonctions du temps ¢, nous dési-
gnerons leurs dérivées premiéres, par rapport a ¢, par

! ! ’
Tis a5 o vvs  Gpe

Dans chaque probléeme de dynamique, dans lequel les forces sont données
d’une fagon déterminée, ces fonctions satisferont & k équations différentielles du
second ordre.

Supposons trouvée pour ces équations une solution particuliére

g1 =Jf1(¢), g = f2(¢), ceey qr= fi(t),

dans laquelle les quantités ¢; s’expriment par des fonctions réelles de ¢, ne don-
nant pour les ¢, quel que soit ¢, que des valeurs possibles ().

A cette solution particuliére correspondra un mouvement déterminé de notre
systtme. En le comparant, sous un certain rapport, avec d’autres mouvements
possibles pour ce systeme sous I'action des mémes forces, nous Pappellerons le
mouvement non troublé, et tous les autres, avec lesquels il est comparé, seront
dits des mouvements troublés.

En entendant par ¢, un moment donné du temps, désignons les valeurs corres-
pondantes des quantités g, ¢, dans un mouvement quelconque, par g, q;o.

(1) I peut arriver que pour les quantités g, d’aprés le choix méme de celles-ci, ne sont
possibles que des valeurs comprises entre certaines limites,
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Solent

G0 =f1(ty) + ¢y, Gao = [2(ty) + &, cey Jro = [ (ty) + &g,

(//|0:f;(t0)+511; (],20:./”;(30)""5[2, ey (]’ko:fl/c(’o)‘i“s’/.-’

ol ¢j, ¢} sont des constantes réelles.

Ces constantes, que nous appellerons perturbations, définiront un mouvement
troublé. Nous supposerons qu'on peut leur attribuer toutes les valeurs suffisam-
ment pelites.

n parlant des mouvements troublés voisins d’un mouvement non troublé, nous
entendrons par la des mouvements pour lesquels les perturbations sont assez
petites en valeur absolue.

Cela posé, soient Qy, Q,, ..., Q. des fonctions données, réelles et continues,

des quantités
(]19 Qz, L] (/lc) (/’19 (7;, ey 7%-

Pour le mouvement non troublé elles deviendront des fonctions connues de ¢,
que nous désignerons respectivement par F,, F,, ..., F,. Pour un mouvement

troublé elles seront des fonctions des quantités

! ! /
L T - T €y &by eeey Epe

Quand tous les ¢, ¢ sont égaux i zéro, les quantités
QI—FH QZ'—'FD sy Qn'—Frz

seront nulles pour chaque valeur de ¢. Mais si, sans rendre les constantes ¢, ¢
nulles, on les suppose toutes infiniment petites, la question se pose de savoir s’il
est possible d’assigner aux quantités Q, — F, des limites infiniment petites, telles
que ces quantités ne les surpassent jamais en valeur absolue.

La solution de cette question, qui fera I'objet de nos recherches, dépend du
caractére du mouvement non troublé considéré, ainsi que du choix des fonctions
Qi, Quy ..., Qu et du moment du temps ¢,. Done, ce choix ¢tant fixé, la réponse
a cetle question caractérisera, sous un certain rapporl, le mouvement non troublé¢,
et c’est elle qui en exprimera la propriété, que nous appellerons stabilité, ou la
propriété contraire, qui sera appelée instabilité.

Nous nous occuperons exclusivement des cas o la solution de la question con-
sidérée ne dépend pas du choix de I'instant ¢, dans lequel se produisent les per-
turbations. C’est pourquoi nous adopterons ici la définition suivante :

Soient L, L, ..., L, des nombres positifs donnés. Si pour toutes les valeurs
de ces nombres, quelque petites qu’elles soient, on peut choisir des nombres
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positifs ]
E,, Ey ..., Ey, E, E,, ..., Ej

tels que, les inégalités
le; | <Ej  |gI<E; (') (=12 ..054)
étant remplies, on ait
[Q—Fi <L,  [Q—F <Ly ..., [Qu—F,|<Ly,

pour toutes les valeurs de t qui dépassent t,, le mouvemen! non troublé sera
dit stable par rapPPORT AUX QuUANTITES Q4, Q. ..., Q,; dans le cas contraire,

Ul sera dit, par rapport aur mémes quantités, instable.

Citons des exemples :

Si un point matériel, attiré par un centre fixe en raison inverse du carré de
la distance, décrit une trajectoire circulaire, son mouvement, par rapport au rayon

. vecleur, tracé & partir du centre d’attraction, et également par rapport a sa vitesse,
est stable. LLe méme mouvement, par rapport aux coordonnées rectangulaires du
point, est instable.

Si le méme point décrit une trajectoire elliptique, son mouvement est instable,
non seulement par rapport aux coordonnées rectangulaires, mais encore par rap-
port au rayon vecteur et a la vitesse. Mais il est stable, par exemple, par rapport
a la quantité

P

rN— —
14 € cosQ

ou p et e sont le parametre et excentricité de Pellipse décrite par le point dans le
mouvement non troublé, et s et o le rayon vecteur du point dans le mouvement
troublé et I'angle fait par ce rayon vecteur avec le plus petit rayon vecteur dans le
mouvement non troublé.

Quand un corps solide a un point fixe et n’est soumis & aucune force, et qu'il
tourne autour du plus grand ou du plus petit des axes de Pellipsoide d’inertie re-
latif & ce point, son mouvement est stable par rapport & la vitesse angulaire et aux
angles que fait I'axe instantané avec des axes fixes ou avec ceux invariablement
liés au corps. Au contraire, quand il tourne autour de axe moyen de Dellipsoide
d’inertie, son mouvement par rapport a ces mémes quantités est instable.

1l peut arriver qu’il soit impossible de trouver des limites E;, E; satisfaisant &
la définition précédente, quand les perturbations sont quelconques, mais qu’il soit

(') En général, nous convenons d’entendre par |z | la valeur absolue de la quantité z ou
son module, quand elle est inaginaire.
Fac. de T., 2 S., IX. 28
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possible de le faire, dés que les perturbations sont assujetties & des conditions de

la forme
f=o ou JZo,

ou fest.une fonction des quantités

’ !
€1y Eay wney Efy €1y Egy s Efy

devenant nulle quand toutes ces quantités sont supposées étre égales a zéro.

Dans de pareils cas nous dirons que le mouvement non troublé est stable pour
des pecturbations assujetties a de telles ou telles conditions.

C’est ainsi que, dans 'exemple précédent, le mouvement elliptique du point
est stable par rapport a ses coordonnées rectangulaires ou a d’autres coordonnées
quelconques, pour des perturbations satisfaisant a la condition de I'invariabilité de
I'énergie totale ou, selon la terminologie de Thomson et Tait, pour des pertur-
bations conservatives.

De cette fagon, pour des mouvements instables, on pourra parler de stabilité
conditionnelle.

2. La résolution de notre question dépend de I'étude des équations différen-
tielles du mouvement troublé ou, sil’on veut, de I'étude d’équations différentielles
auxquelles satisfont les fonctions

Q—F ==, Q:—Fy=ua,, ) Q.—F.=w=,.
L’ordre du systeme de ces derniéres équations sera, en général, le méme, c’est-
a-dire 2 k; mais, dans certains cas, il peut étre inférieur.
Nous supposerons le nombre n et les fonctions Q; tels que I'ordre de ce sys-
teme soit n et que celui-ci se raméne & la forme normale

dx,

r, dx,
) dt T v dt

:Xg, ey —d—[-—:x”,

et partout dans la suite nous raisonnerons sur ces derniéres équalions, en les
appelant les équations différentielles du mouvement troublé.
Tous les X; dans les équations (1) sont des fonctions connues des quantités

xl’ ‘1’.27 ceen ”I'",) t’

devenant nulles pour
LW = X9g=... =X, = 0.

Nous ferons maintenant, a leur égard, quelques hypothéses, et partout dans la
suite nous traiterons les équations (1) exclusivement dans ces hypotheses.
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Nous admettrons que les fonctions X, sont données non seulement pour des va-
leurs réelles, mais encore pour des valeurs complexes des quantités z,, 2y, ..., Zn,
dont les modules sont assez petits, et que, au moins pour chaque valeur de ¢
réelle et supérieure ou égale a ¢,, ces fonctions se développent suivant les puissances
entieres et positives des quantités z, Zs, ..., Tn, €N des séries absolument con-

vergentes pour toutes les valeurs des z; satisfaisant aux conditions
'xlIZAU Ix2l§A2’ ey |.Z',,|§A,,,

ot Ay, A,, ..., A, sont, ou des constantes non nulles, ou des fonctions de ¢ ne
s’annulant jamais. .
De cetle maniére tous les X, seront des fonctions holomorphes (') des quan-
tités z,, Ts, ..., ZTpn, au moins tant que ¢ est réel et plus grand que ¢,.
Soit
Xs= Ps1 &y + Psalat...+ PsuZn —|—Z PUmemsecoma) ity gpts | alim,

ol la sommation s’étend a toutes les valeurs non négatives des entiers m,, my, ..., Ny,
satisfaisant & la condition
My+ my—+. ..+ m, > 1.

Dans ces développements tous les coefficients g, Plmsmsmi) gont des fone-
tions de ¢, qui, conformément a notre hypothese, doivent rester finies et, d’aprés
la nature méme du probléme, réelles pour toute valeur réelle de ¢, supérieure ou
égale a ¢,. Nous supposerons, en outre, que pour toutes ces valeurs de ¢ ce sont
des fonctions continues.

En attribuanta ¢ une quelconque desdites valeurs, et en considérant, dans le dé-
veloppement de X, ’ensemble des termes de dimensions supérieures a la premiere,
pour toutes les valeurs complexes des quantités x,, z,, .... Zn dont les modules
sont respectivement égaux a Ay, A,, ..., A,, désignons par M; une limite supé-
rieure pour.le module de cet ensemble. Alors nous aurons, d’aprés un théoréme
connu,

M,
AT AT, AT

(2) I P.(\.m,,m,,...,m,,i l <

(') En faisant usage de cette expression pour I'abréviation du discours dans toul ce qui
suit, nous croyons nécessaire de dire d’'une maniére précise ce que nous eatendons par la.
En considérant une fonction des variables #,, #3, ..., #,, nous l'appellerons holomorphe
par rapport & ces variables, chaque fois qu’elle peut étre présentée sous forme de série mul-
tiple d'ordre n, ordonnée suivant les puissances entiéres et positives des quantités xg, au
moins pour les valeurs de ces derniéres dont les modules ne dépassent pas certaines limites
non nulles.
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En général, dans la suite nous ne considérerons que des valeurs réelles de ¢, non
inférieures a 1y, et, si dans tel ou tel cas le besoin se présente de considérer
d’autres valeurs de ¢, nous le dirons toujours expressément.

Remarquons que si, au lieu du temps, nous prenons pour variable indépendante
une fonction réelle continue quelconque du temps, qui croisse indéfiniment avec
celui-ci, cette fonction pourra jouer le méme role que le temps dans les questions
de la stabilité. C’est pourquoi la variable indépendante ¢ dans les équations (1)
pourra ne pas désigner le temps; mais, en lout cas, ce sera une fonction du lemps,
satisfaisant a la condition que nous venons d’énoncer.

Faisons encore la remarque suivante :

Soient a,, @, ..., a, les valeurs des fonctions 'y, z,, ..., x, pour ¢ = ¢,.
Alors, & chaque systeme de valeurs réelles et suffisamment petites (') des quantités

(3) Ely B3y vy &4y ey €y ey &y
il correspondra un systéme de valeurs réelles des quantités
([l) a, a,, ceey Qg

D’ailleurs, quelque petit que soit un nombre positif donné A, on pourra toujours
rendre les quantités (4) plus petites que A, en assujettissant les quantités (3) a la
condition d’étre, en valeur absolue, au-dessous d’une limite E suffisamment
petite.

Nous supposerons maintenant que, quelque petit que soit le nombre positif
donné E, il soit toujours possible de trouver un nombre positif A, tel qu’a chaque
systéme de valeurs réelles des quantités (4) qui sont plus petites que A 1l corres-
ponde un ou plusieurs syst¢mes de valeurs réelles des quantités (3), plus petites
que E.

A cette condition, les quantités (4) peuvent jouer le méme réle dans la ques-
tion de stabilité que les quantités (3), pourva que les fonctions z; satisfaisant aux
équations (1) soient entierement déterminées en donnant les quantités (4). Cette
derniére condition, en vertu des hypotheses que nous faisons plus loin relative-
ment aux équations (1) (n® 4), sera toujours remplie. C’est pourquoi nous consi-
dérverons dans la suite au lieu des quantités (3) les quantités (4).

3. Pour l'intégration des équations (1) dans la question qui nous intéresse, se
présente naturellement la méthode des approximations successives, fondée sur la

(1) En disant qu'une quantité est petite, nous supposerons toujours qu'il s'agit de sa va-

leur absolue
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supposition que les valeurs initiales (¢’est-a-dire correspondanta ¢ = ¢, ) des fonc-
tions cherchées soient assez petites.

Cette méthode, sous sa forme la plus simple, conduit a des séries qui peuvent
étre obtenues de la maniére suivante :

En posant
(5) ri=a) + 2P+ 2P+ (s=1,2, ..., n),

et en considérant les quantités (™, zJ", ..., 2", ainsi que leurs dérivées par
rapport & ¢, comme possédant le m*™® ordre, portons ces expressions des fonc-
tions z; dans les équations (1) et dans chacune de ces derniéres égalons entre eux
les ensembles des termes de méme ordre de I'un et de I'autre membre de I'égalité.
De cette maniére nous obtiendrons les systémes suivants d’équations différen-

tielles :
d.rit) .
(6) d; = pa " 4+ paxtt + .o+ paaxl ($ =1, 2, eue, 1),
dx(lll)
(7) (m>1) a;t =pa &+ PP 4o+ poaxl + R (s=1,2,...,n).

Les R{™ sont ici des fonctions entiéres et rationnelles des quantités x}" avec
des coefficients représentant des sommes de produits des fonctions P{"»™s " par
des nombres entiers positifs. D’ailleurs, les R{", correspondant & une valeur don-

née de m, ne dépendent que des x}" pour lesquels p << m.

m)

sy que nous avons introduites, pourront étre

Par conséquent, les fonctions z
calculées en donnant & m successivement les valeurs 1, 2, 3,

Le premier probléeme dont nous aurons & nous occuper alors consistera a inté-
grer le systéme (6) d’équations linéaires homogénes.

En tenant compte de la continuité admise des coefficients pyg, il n’est pas diffi-
cile de démontrer qu’il existera toujours un groupe de n? fonctions déterminées
et continues pour toutes les valeurs de ¢ considérées ('), ce groupe représentant
un systéme de n solutions indépendantes pour le systéme d’équations (6).

Cette proposition pourra se démontrer en formant effectivement certaines
expressions pour les fonctions z{", satisfaisant aux équations considérées pour
chaque valeur de ¢ plus grande que ¢, et prenant des valeurs données pour ¢ =t,.
Et de pareilles expressions peuvent éire obtenues sous forme de séries, en considé-
rant, par exemple, les équations qu'on déduit des équations (6) en multipliantles
seconds membres par un paramétre ¢, et en cherchant i satisfaire 4 ces nouvelles

(1) En parlant des valeurs de ¢, nous aurons toujours en vue des nombres déterminés.
Aussi nous ne considérerons jamais I'infini comme valeur de ¢.
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équations par des séries, ordonnées suivant les puissances entiéres el positives
de e. Si ces séries sont formées dans I’hypothése que les valeurs des fonctions
cherchées pour ¢ =1¢, ne dépendent pas de ¢, elles seront absolument conver-
gentes pour toutes les valeurs considérées de ¢, quel que soit ¢. En y faisant
e =1, nous obtiendrons les expressions des fonctions z!" dont on a parlé.

Supposons donc qu’on ait réussi  trouver par un moyen quelconque un sys-
teme de 7 solutions parliculiéres indépendantes pour les équations (6).

Soient
Lsyy Xsay ooy Tsp

les fonctions de ¢, représentant la fonction z{'’ dans ces solutions.
Alors I'intégrale générale du systéme (6) s’exprimera par les équations

-

(8) xéi):alx51+a2xs2+---+anxsn (s=1,2, ..., n),

ou a;, a,, ..., a, sont des constantes arbitraires.

Aprés qu'on aura trouvé les fonctions z{", on pourra déterminer les autres
™ par intégration successive des systémes d’équations linéaires non homo-
genes (7), correspondant a m =2, 3, . ...

Chacune de ces intégrations s’effectuera a 'aide de quadratures. D’ailleurs, cha-
cune d’elles introduira n constantes arbitraires et, pour déterminer ces derniéres,
on pourra s’arréter 4 une hypothése quelconque, pouvu que les séries obtenues
solent convergentes, au moins dans certaines limites.

Ces constantes seront entiérement déterminées si nous introduisons la condition

(m)

ue tous les x our lesquels m > 1, s’annulent pour ¢ = ¢,.
q s + P q ) p

Cherchons, dans cette hypothése, des formules pour déterminer les fonc-
(m) «

: () 3 L&
tions x{™, quand tous les 2%, pour lesquels p. << m, sont déja trouvés.
Posons
Ty Zap ee. Ty
Zra Tag ... Tpo — A,
Lin  Lan e Znn

Ce déterminant sera une fonction de ¢, ne s’annulant pour aucune des valeurs

considérées de ¢, car, d’aprés un théoréme connu,

j.gpudt
A—=Ce ! ’

ou C est une constante différente de o.
Désignons le mineur de ce déterminant, correspondant a I’élément z;;, par A;j.
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Alors les formules cherchées s’écriront ainsi :

n n
t
N A;;
(9) M = 2 ;l‘sj/; -E'L[ﬁ"”dt (s=1,2, ..., n).

i=1j=1

Les fonctions x{™, définies par ces formules, restent déterminées et continues
pour toutes les valeurs considérées de ¢.

Relativement aux constantes a,, @, ..., @, ce sont des fonctions entiéres et
homogeénes du m*™ degré.

D’ailleurs, si le systeme choisi de solutions particuliéres des équations (6) est
tel que pour ¢ = ¢, tous les z;; prennent des valeurs réelles, les coefficients dans

ces fonctions restent réels pour toutes les valeurs de ¢ considérées.

(m)

(" venons a la question

Aprés avoir obtenu, de cette maniére, les fonctions x
de la convergence des séries (3 ), qui se présenteront comme ordonnées suivant les

puissances entiéres et positives des constantes a;.

4. Nous avons déja fait quelques hypotheses relativement aux coefficients dans
les développements des seconds membres des équations (1). Maintenant ajoutons-
en encore une.

Nous supposerons qu'on peut prendre pour les quantités Ay, A, ..., A,,
M,, M., ..., M, des fonctions de ¢ telles que pour chaque valeur de T, supérieure
a ¢y, ¢ variant dans les limites ¢, et T, il existe pour chacune des fonctions A; une
limite inférieure non nulle et, pour chacune des fonctions My, une limite supé-
rieure.

Dans cette hypothése nous allons démontrer que pour toutes les valeurs de ¢,
comprises entre ¢, et T, quelque grand que soitle nombre donné T, les séries pré-
cédentes (considérées comme ordonnées suivant les puissances des quantités ay)
seront absolumentconvergentes, tant que les modules des a; ne dépassent pas une
certaine limite dépendant de T.

Nous le démontrerons, comme d’autres théorémes semblables que nous ren-
contrerons plus loin, a I'aide de la méthode communément employée dans de pa-
reils cas, qui est due & Cauchy.

Remarquons tout d’abord que, ¢ étant compris dans les limites ¢, et T, on
peut assigner des limites supérieures constantes aux modules de tous les z;;

A;; .
et f ou, si 'on veut, aux modules de tous les

(IO) Ziyp— 1, xij (lg‘/),

A A;j ve s
(r1) b K/ (ZsJ).
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Soient K une pareille limite supérieure pour les quantités (10) et K’ pour les
quantités (11).

Si le systéme considéré de solutions particuliéres des équations (6) est défini
par la condition que, pour ¢ = ¢,,

Zi=1, Zij=0 (Zs/)
on peut prendre pour K et K’ des fonctions continues de T qui s’annulent pour
t=1t,.
Désignons, d’une fagon générale, par [«] le résultat du remplacement, dans une
fonction entiére quelconque u des quantités a,, a, ..., a,, de tous les termes
par leurs modules. .

Alors, en désignant par « la plus grande des quantités | a;|, nous tirerons de (8)
et (9) les inégalités suivantes :

[2°] < (1 + nK)a,

T " T
[x™] <f [RV]dt +~ (K +K' +n KK’)E/ [R{™] de.
ty t

i=1 o

Ces inégalités auront lieu pour toute valeur de ¢ qui se trouve entre ¢, et T.

Nous remarquerons en outre que, parla nature de expression primitive de R
en fonction des quantités ', P{"v-»"= en y remplacant ces derniéres par des
limites supérieures des quantités

[‘r(v[L)]’ I P(lgn,, MMy, ..., My) l y
S

nous aurons une limite supérieure pour la quantité [Ry].
Si donc nous désignons par z® une limite supérieure commune des quantités

(=¥ 2] - [20]
dans les limites considérées de ¢, et par R(™) ce que devient chacune des fonctions

(m (m) (m)
Rl, )7 R;n ’ LR ] R/z ’

rieures P --»m) indépendantes de £, pour leurs valeurs absolues dans les mémes
limites de ¢, nous obtiendrons

[ <(1+nK)( 4+ nK')(T —¢)Rim,
On voit par la qu’on peut prendre

2M) = (14 nK)a,
2= (14 nK)(1+ nK')(T — ) ! (m=2,3,...).
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D’autre part, conformément aux inégalités (2), on peut prendre pour les
Pmys-..sm) Jes expressions suivantes :

P(m,,m,,...,m,,) J— M

= ———
Amymytm,

ol M est une limite supérieure commune pour toutes les fonctions M, dans
les limites considérées de ¢, et A une limite inférieure commune pour toutes les
fonctions A; dans les mémes limites de ¢.

Or, si nous remplacons par ces expressions les coefficients P+, les ensembles
de termes de degré supérieur au premier dans les fonctions X, deviendront iden-
tiques au développement de la fonction

1 Ly Tyt ..+,
M —1— =2 - by B
(,_ﬁ P DU 7 A
A A A
Par conséquent, pour le choix fait des quantités P> ---m), la quantité R

représentera I'ensemble des termes de la mime dimension relativement aux in-
dices des quantités z(¢) dans le développement de I'expression

N\ —n L4
n
— I — — x|,
AE

M <1_i '“J.«m)
s=1 s=1

Il résulte de la que, si nous considérons I'équation

(12) x=(1+nK)a +.&h[<1—%>_ ——-1——11%],
ou
h=(0+nK)(1+nrK’") M%:—Eo—),
la série
x4 2® 4 2 4

représentera le développement suivant les puissances entiéres et positives de a
de la racine z de cetle équation s’annulant pour a@ = o. Par suite cette série sera
cerlainement convergente, si @ est moindre que la quantité

. _A 5 P 1 T '
O_m!l—(1l+l)l <;2—/l+]> —1 s,

représentant le plus petit des modules de toutes les valeurs de @ pour lesquelles

I'équation (12) a des racines multiples. Cette série sera d’ailleurs convergente
Fac. de T., 2¢ S., 1X. 29
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méme pour a = g, car elle posséde des coefficients positifs, et, d’autre part, pour
la racine dont il s’agit, quand @ tend vers g, il existe une limite.

Or, d’apreés la définition méme des quantités z(™, la convergence de la série
considérée entraine la convergence absolue des séries (5) pour toutes les valeurs
de ¢ comprises entre ¢, et T.

Nous pouvons donc conclure que, pour ces valeurs de ¢, les séries (5) seront
absolument convergentes, si les modules des constantes @, ne dépassent pas la
quantité g.

Nous obtenons en méme temps une limite supérieure pour les modules des

sommes de ces séries, dans les conditions
(13) t,St=T, las|Sg (s=1,2,...,n).

Cette limite est représentée par la valeur, correspondant & @ = g, de la racine en
question de I'équation (12) et, comme il est aisé de s’en convaincre, ne surpasse
pas A.

Il résulte de cette derniére circonstance que, sil’on introduit les séries (5) dans
les fonctions X, on pourra représenter ces fonctions par des séries, ordonnées
suivant les puissances entiéres et positives des quantités a;.

On pourra donc écrire, dans ces conditions, les égalités

Xs= P @, + Psayt. .o+ Pop @+ RP+ R 4. .. (s=1,2,...,n),
qui, en vertu des équations (6) et (7), peuvent étre présentées sous la forme

_dz® . dz» 4 dz®

X;= ar pT pr +... (s=r1,2,...,0).

Or les séries qui se trouvent aux seconds membres sont, dans les conditions
considérées, convergentes uniformément pour toutes les valeurs de ¢ comprises
entre ¢, et T, et, par conséquent, elles représentent les dérivées des fonctions
définies par les séries (5).

Donc enfin, dans les conditions (13), les séries (5) représentent des fonctions
satisfaisant réellement aux équations (1).

Au sujet du nombre g, il est a observer que, pour T = ¢,, il prend la valeur de

la quantité
A

[+ nK’

pour la méme valeur de T. Ei cette valeur, conformément & ce que nous avons
remarqué plus haut, peut étre supposée égale a la valeur correspondante de la
quantité A, si le systtme que nous avons choisi de solutions particuliéres des
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équations (6) est tel que, pour ¢ = ¢,,
Zi=1, Z;ij=—0 (is))-

Dans cette derniére hypothése les constantes a; sont les valeurs des fonctions x
pour ¢t = ¢,.

Nous pouvons par conséquent affirmer que, A, étant la plus petite des valeurs
prises par les fonctions As pour ¢ = ¢,, et les a, représentant des nombres donnés
quelconques dont les valeurs absolues sont au-dessous de Ay, on pourra trouver
une limite T supérieure a ¢,, telle que les fonctions x;, satisfaisant aux équa-
tions (1) et prenant les valeurs a; pour ¢ = ¢,, soient susceptibles d’étre représen-
tées par des séries absolument convergenles, ordonnées suivant les puissances

croissantes des «,, pour toute valeur de ¢ comprise entre ¢, et T.

Remarque. — On peut certainement obtenir, pour représenter les fonctions x;
dans les mémes limiles de variation de ¢, une infinité d’autres séries absolument
convergenles, ordonnées suivant les puissances entiéres et positives de constantes
arbitraires.

Toutes les séries de cette espéce peuvent étre déduites des précédentes a 'aide
des substitutions de la forme

(l[l) as:fs(aly Olay «vvy Oy) (S:‘],Q,..,,Il),

les f; étant des fonctions holomorphes des quantités 2, qu’on veut prendre pour
de nouvelles constantes arbitraires. .

En considérant de pareilles séries, admettons que toutes les fonctions f; s'an-
nulent pour o, =oay,=...= 2, =0, mais que le déterminant fonctionnel de ces
fonctions par rapport aux quantités 2, ne devienne pas nul dans cette hypothese.

Alors, s1 nous prenons dans les séries dont il s’agit les ensembles des termes de
degré non supérieur au m*™ relativement aux constantes a4, ces ensembles repré-
senteront ce que nous appellerons les expressions des fonctions z, a la mi*™ ap-
proximation.

On sait que, dans les hypothéses faites relativement aux fonctions f;, on peut
toujours satisfaire aux équations (14), en prenant pour les o, certaines fonctions
holomorphes des quantités a,, s’annulant pour @, = @y =...= a, = o, et que, les
quantités | a5 |, || étant assujetties a la condition de ne pas dépasser des limites
suffisamment petites, cette solution sera la seule possible.

Par suite, les différentes m'*"e approximations, fournies par les diverses séries
de Pespéce considérée, étant exprimées par les constantes «,, seront développables
en des séries, ordonnées suivant les puissances entiéres et positives des a;, et ces
séries ne différeront entre elles que par les termes de degré supérieur au mit™e,
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5. Au point de vue général, auquel nous avons considéré jusqu’ici la question,
nous avions seulement en vue d’établir qu’il existe toujours, au moins tant que ¢
ne sort pas de certaines limites, des fonctions satisfaisant aux équations (1) et
prenant & un instant donné des valeurs données suffisamment petites, et que la
méthode des approximations successives fournit des séries qui, dans certaines
conditions, peuvent servir pour déterminer ces fonctions. Mais, dés que nous en
viendrons & des procédés de résolution des questions de stabilité, nous serons
obligé d’abandonner ce point de vue, en nous bornant, dans notre étude, a des
hypothéses plus précises relativement aux équations différentielles du mouvement
troublé.

Nous considérerons principalement les deux cas suivants : 1° quand tous les
coefficients p;q,! Py"v™»-+" sont des quantités constantes, et 2" quand ce sont
des fonctions périodiques de ¢ a une seule et méme période réelle.

Le premier cas pourrait étre considéré comme un cas particulier du second.
Nous préférons toutefois 'examiner séparément pour de nombreuses raisons.

Dans le premier cas, a 'exemple de M. Routh, nous appellerons le mouvement
non troublé (pour les quantités par rapport auxquelles la stabilité est étudiée)
permanent (steady); dans le second cas, nous 'appellerons périodique.

En considérant ces deux cas, nous verrons que, pour notre question, I’étude de
la premiére approximation aura une grande importance.

Nous montrerons dans quelles conditions cette étude suffit pour résoudre com-
pletement la question de la stabilité, et dans quelles conditions elle devient, en
général, insuffisante. En méme temps, nous donnerons des méthodes pour ré-
soudre la question dans certains cas de cette derniére catégorie.

Mais, avant de passer & 'examen détaillé de la question, nous nous arréterons
a quelques propositions générales qui serviront de points de départ a nos
recherches.

Tous les procédés que nous pouvons indiquer pour résoudre la question qui
nous occupe peuvent se ranger en deux catégories.

Dans l'une, nous réunirons tous ceux qui se réduisent a I'étude immédiate du
mouvement troublé, et qui, par suite, dépendent de la recherche des solutions
générales ou particuliéres des équations différentielles considérées.

On aura, en général, & rechercher ces solutions sous forme de séries infinies,
dont le type le plus simple est fourni par les séries considérées au numéro précé-
dent. Ce sont des séries ordonnées suivant les puissances entiéres positives des
constantes arbitraires. Mais nous rencontrerons aussi dans la suite certaines s¢ries
d’une autre nature.

[ensemble de tous les procédés d’étude de la stabilité, se rapportant a cette
catégorie, sera appelé la premiére méthode.

Dans 'autre, nous réunirons toute sorte de procédés qui sont indépendants
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de la recherche des solutions des équations différentielles du mouvement
troublé.

Tel est, par exemple, le procédé connu d’examen de la stabilité de I'équilibre
dans le cas ou il existe une fonction de forces.

Ces procédés pourront se ramener a la recherche et a I'étude des intégrales des
équations (1), et en général tous ceux d’entre eux que nous rencontrerons dans la
suite seront basés sur la recherche des fonctions des variables x,, 2, ..., 2, ¢,
dont les dérivées totales par rapport a ¢, formées dans ’hypothése que z,, z,, ...,
z, sont des fonctions de ¢ satisfaisant aux équations (1), doivent satisfaire a telles
ou telles conditions données.

L’ensemble de tous les procédés de cette catégorie sera appelé la seconde mé-
thode.

Les principes de cette derniére, exprimés dans quelques théorémes généraux,
seront exposés a la fin de ce Chapitre. Quant a présent, nous nous arréterons a
I'application de la premiére méthode a un cas assez général d’équations différen-
tielles du mouvement troublé, qui embrassera le cas des mouvements permanents
aussi bien que celui des mouvements périodiques.

Ce cas est celui ou I'on peut supposer que pour 2 ¢, il existe, pour les fonc-
tions A;, une limite inférieure non nulle A et, pour les fonctions My, une limite
supérieure M, et ou 'on peut assigner, pour les mémes valeurs de ¢, une limite
supérieure aux valeurs absolues de tous les coefficients pg,.

Nous commencerons par I’étude d’équations différentielles linéaires correspon-
dant a la premiére approximation.

SUR CERTAINS SYSTEMES D’P’ZQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES.

6. Convenons tout d’abord de quelques expressions et démontrons quelques
propositions auxiliaires.

Nous allons considérer des fonctions d’une variable réelle ¢, prenant des valeurs
parfaitement déterminées pour toute valeur de ¢ quiest supérieure ou égale a une
certaine limite ¢,. D’ailleurs, nous ne considérerons que des fonctions dont les
modules admettent des limites supérieures, dés que ¢ est assujetti a rester dans
I'intervalle (¢y, T), T étant un nombre quelconque plus grand que ¢,.

Si le module d’une pareille fonction admet une limite supérieure sous la seule
condition ¢ > ¢,, nous dirons que c’est une fonction limitée. Si, au contraire, par
un choix convenable de valeurs de ¢ supérieures a ¢,, le module de la fonction
considérée peut étre rendu supérieur a tout nombre donné, quelque grand qu’il
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soit, cette fonction sera appelée illimitée. Enfin, toute fonction limitée qui tend
vers zéro, quand ¢ croit indéfiniment, sera dite une fonction éeanouissante.

Quand nous aurons a considérer, en méme temps que la fonction 2, la fonc-
. 1 I [ N
tion —, nous supposerons que, T étant un nombre quelconque supérieur a ¢, la

limite inférieure précise du module de la fonction z dans 'intervalle (¢,, T) soit
différente de zéro.
Cela posé, nous aurons les propositions suivantes :

Lewume [. — 80z est une fonction limitée de t, xze™ sera une fonction éva-
nouissante, quelle que soit la constante positive ).

Ce lemme découle immédiatement des définitions précédentes.

Lewme 1. — Si 2 nest pas une fonction évanouissante de t, xeN sera une
SJonction illimitée, quelle que soit la constante positive \.

En effet, si 2 n’est pas une fonction évanouissante, on pourra toujours trouver
une constante positive @, telle que, par un choix convenable de valeurs de ¢ supé-
rieures a une limite T donnée arbitrairement, quelque grande soit-elle, le module
de la fonction x puisse étre rendu supérieur a a. Alors, en ne considérant que des
valeurs de ¢ choisies de cette maniére, nous aurons

l.z’e“ l > ae‘“'.

Le lemme est par la démontré, car le second membre de l'inégalité peut étre

rendu aussi grand qu’on le veut en choisissant T suffisamment grand.

Lewme HI. — Enr entendant par x une fonction de t et par 'k, et 1 des con-
stantes réelles, admettons que la fonction 3 = xeM pour h=2»x, est évanouis-
sante, et pour k=N, illimitée. Alors on pourra trouver un nombre réel L,
tel que la fonction s, pour h=ho-+ ¢, soit illimitée ou évanouissante, selon
que ¢ est une constante positive ou négative, et cela, quelgue petit que
soit |e].

En effet, il résulte des lemmes précédents que, s’il existe une valeur conslante
de A pour laquelle la fonction 35 soit himitée non évanouissante, cette valeur sera
la valeur cherchée.

Dans le cas contraire, en intercalant entre les nombres %, et % une série de
nombres intermédiaires et en passant successivement dans cette série des plus
petits nombres aux plus grands, en partant de A, (car A, est nécessairement infé-
rieur a '), nous ne rencontrerons d’abord que des nombres pour lesquels la fonc-

tion z est évanouissante, puis, que des nombres pour lesquels elle est illimitée. .
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Par conséquent, dans le dernier cas, nous pourrons toujours obtenir, par des
. . . . ;. . ..
intercalations successives de nombres intermédiaires selon une loi choisie d’une
maniére convenable, deux séries infinies de nombres : non décroissante

7\1, )‘b )‘3) N

et non croissante
W,oM, N, L,

telles que tout nombre de la premiére série soit inférieur a tout nombre de la

seconde, que la différence
A — 2,

puisse étre rendue aussi petite qu’on le veut par le choix de n suffisamment grand,
et que, pour toute valeur de n, la fonction
x ehat
soit évanouissante et la fonction
T eNmt
illimitée.

Ces deux séries définissent un nombre ), non inférieur & aucun des nombres
de la premiére série et non supérieur i aucun des nombres de la seconde, qui sera
le nombre cherché.

Nous appellerons le nombre Xy nombre caractéristique de la fonction z.

Remarque. — La fonction z, pour laquelle le produit ze* est une fonction
évanouissante pour toute valeur de X ou illimitée pour toute valeur de %, n’a pas
de nombre caractéristique. Mais nous pouvons convenir de dire que dans le pre-
mier cas le nombre caractéristique est + oo, dans le second, — . Avec cette con-

vention, toute fonction aura un nombre caractéristique fini ou infini.

Citons des exemples :
Pour toute constante différente de zéro le nombre caractéristique est zéro, et

pour zéro il est + oo.

Pour la fonction ¢ (m constant) le nombre caractéristique est égal & o,
tcos1
» e ‘ » —1,
——[COS1
» t » “+1,
» et{sint » —1,
» ete™ » —e,
sin I
» e—te™™ » + =,
e
» t » — 0,

» tt » -+ o0.
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Remarque. — En général, si f(t) est une fonction réelle et A une constante
réelle, telles qu'on puisse rendre aussi petite que I'on veut la quantité '
12— s,

par un choix convenable de valeurs de ¢, supérieures & une limite arbitraire don-
née, et si, en outre; pour toute constante positive ¢, quelque petite qu’elle soit,
on peut trouver une limite T, telle qu’on ait

A—f(0) <e,

¢ étant supérieur a T, A sera le nombre caractéristique de la fonction

e,

Nous nous bornerons, dans la démonstration des propositions qui suivent, au
cas ot les nombres caractéristiques des fonctions considérées sont finis. Mais les
lemmes IV, V et VIII seront aussi vrais dans tous les cas de nombres caractéris-

tiques infinis, ol ils conservent un sens déterminé.

Lenve IV. — Le nombre caractéristique de la somme de deux fonctions est
égal au plus petit des nombres caractéristiques des fonctions, quand ces

nombres sont différents, et est non inférieur a ces nombres, quand ils sont
égaur.

En effet, soient X, et A, les nombres caractéristiques des fonctions z; et z», et
soit A, S h,.
Les fonctions
r, e()\,+s)t, 2, ekt

seront alors évanouissantes pour toute valeur négative de ¢. Il en sera donc de
méme de leur somme. D’autre part, si I'on a k, <y, et si € est assujelti aux iné-
galités

0<<e<<hy— Ay,

la premiére de ces fonctions sera illimitée, la seconde évanouissante; lear somme
sera donc illimitée. Or cette derniére sera alors illimitée pour toute valeur posi-
tive de «.

Par conséquent, le nombre caractéristique de la fonction 2, 4 x,, sans jamais
étre inférieur a A, devient égal a X, si A, << As.

Remarque. — Quand les fonctions composantes, ayant des nombres caracté-
ristiques égaux, sont telles que leur rapport est une quantité imaginaire pure

ou, en général, une quantité complexe & un argument constant, différent d’un
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multiple impair de =, le nombre caractéristique de la somme est toujours égal au

nombre caractéristique des fonctions composantes.

Levme V. — Le nombre caractéristique du produit de deux fonctions n’est
pas inférieur a la somme de leurs nombres caractéristiques.

En effet, si A, et A, sont les nombres caractéristiques des fonctions z, et z,, la

fonction

€ €
Xy 6()‘|+)‘z+a)t =z, e()\‘—’- E)lxz e()\"‘- E)t

est évanouissante pour toute valeur négative de e.
Que le nombre caractéristique du produit peut étre supérieur a la somme des
nombres caractéristiques des facteurs, cela ressort assez clairement des exemples

cités plus haut.

L. . I
CoroLLaRe. — La somme des nombres caractéristiques des fonctions x et p

n’est pas supérieure & séro.

Leume VI. — S¢

Y — e—t(f+iqo)’

ol =\/—1, fete étant des fonctions réelles de t, pour que la somme des
nombres caracleristiques des foncttons x et; sott egale a zéro, il est néces-
saire et suffisant que la fonction f ait une limite, quand t croit indéfiniment.

En effet, si, ¢ croissant indéfiniment, la fonction f tend vers un nombre 2,
celui-ci représentera évidemment le nombre caractéristique de la fonction z,

et — A sera le nombre caracléristique de la fonction = La condition indiquée est

donc suffisante.
Quant a la nécessité de la méme condition, elle résulte de ce que, si X et — X

Lo e . I .
sont les nombres caractéristiques des fonctions z et — , les deux fonclions
x
e—t(E=)+f) et e—tE+H—s)

seront évanouissantes pour toute valeur positive donnée de ¢, quelque petite
qu’elle soit; et cette derni¢re condition n’est possible que si 'on a

A—fl<s,
pour toutes les valeurs de supérieures 4 une limite suffisamment grande.

Lemue VII. — Si la somme des nombres caractéristiques des fonctions z
Fac. de T., 2 S., 1X. 30
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,

! ; N [ . .
et —est égale & zéro, le nombre caractéristique du produit s de la fonction x
et d’une fonction quelconque y est égal a la somme des nombres caracté-
ristiques de ces derniéres.
En eflet, soient 2., , S les nombres caractéristiques des fonctions x, y, 3, et
supposons que le nombre caractéristique de la fonction — soit égal & — A
x

Alors, en appliquant le lemme V a chacune des deux égalités

3 =uxy, y==s

nous aurons
S2A +p, p28 —1,
d’ou
S=2x 4K

Soit z une fonction intégrable de ¢.

En désignant par ¢, un nombre donné non inférieur a t,, considérons 'inté-

t
u:f z dt,
“oo-

1

grale

si le nombre caractéristique de la fonction z est négatif ou égal & zéro, et I'inté-

u_—_f z dt,
t

si ce nombre caractéristique est positif.

grale

On démontrera alors la proposition suivante :

Levwe VIII. — Le nombre caractéristique d’une intégrale n’est pas infé-
rieur au nombre caractéristique de la fonction & intégrer.

Soit ) le nombre caractéristique de la fonction 2. La fonction

x e()~—“0)l

sera alors évanouissante et, par conséquent, limitée, toutes les fois que 7, est une
constante positive. Désignons par M une limite supérieure de son module pour
t2to.

~Si A > o. nous aurons, en supposant 1, <X,

e—().——*rp t,

‘ul<Mft et dt = xM
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d’ou il résulte que .
u etr—3M

est une fonction évanouissante pour toute valeur de ¢ supérieure a 0. Or, on peut

supposer n aussi pelit qu’on veual. Par conséquent, la fonction précédente est

évanouissante pour toute valeur positive de e.

S1 A< 0, nous aurons

M
IP—

t
ju| < Mf et dt = e~ A= 4 const.,
t

=

d’ou 1l résulte que
weh—2

est une fonction évanouissante pour toute valeur de ¢ supérieure a 7, et, par
suite, pour toute valeur positive de ¢. '

Dans la suite, nous aurons a considérer des groupes, composés de plusieurs
fonctions, et nous nous servirons alors de 'expression nombre caractéristique
d’un groupe, en appelant ainsi le plus petit des nombres caractéristiques des

fonctions composant le groupe.

7. Considérons le systeme d’équations différentielles linéaires

dx
(15) —0,7‘:p,,x,—i—pﬂxz—}—...—»-ps,,x,, (s=1,2,...,0),

en supposant que tous les coefficients p;; sont donnés d’une maniére déterminée
au moins pour toutes les valeurs de ¢ non inférieures a une certaine limite ¢, et
qu’ils représentent des fonctions de ¢ continues, réelles et limitées.

En parlant d’une solution de ce systeme d’équations, nous sous-entendrons

qu'il s’agit d’un groupe de n fonctions

Ly Xgy ooy Tpy

satisfaisant simultanément a ces équations (et, par conséquent, déterminées et
conlinues) pour chaque valeur de ¢ non inférieure a ¢,. De pareils groupes de
fonctions, comme on I'a déja fait remarquer plus haut, peuvent toujours étre
trouvés. Et I'on pourra d’ailleurs obtenir n groupes tels qu’on puisse en déduire
un systéme de n solutions indépendantes.

Tutorime I. — Toute solution du systeme d’équations différentielles (15),
aultre que la solution évidente

a un nombre caractéristique fini.
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Ne parlant que des solutions ot les fonctions z; ne sont pas toutes identique-
ment nulles, considérons d’abord des solutions réelles, ¢’est-a-dire telles que tous
les z; soient des fonctions réelles de ¢.

En entendant par ) une constante réelle, posons

(16) So= xrgett (s=1,2,...,n).

Alors les équations (13) se transformeront dans les suivantes :

ds
m’:pslz,+p,zz‘_,+...»r—(p“—q—)\);s—k.‘.—i—pm:n (s=1,2,...,n),

d’ott 'on déduit
! R . .
2 dt 25522([):5*‘ 1) Ss +2([)m+})as) 553a

s=1 s=1

en supposant que la seconde somme dans le second membre s’étende a toutes les
combinaisons possibles des nombres différents s et s, pris dans la suite 1, 2, ..., n.
Le second membre de cette égalité est une forme quadratique des quan-
tités 2y, 3, ..., 2, dans laquelle les coeflicients dépendent de \ et de ¢.
Or, les fonctions p,, étant limitées, il est clair qu’on pourra toujours trouver
des valeurs de A telles que cette forme soit définie positive pour toutes les valeurs
considérées de ¢, en demeurant d’ailleurs plus grande que la forme

1
(17) ;N(s?—l—z%—i—...—&—zi),

N étant un nombre positif choisi arbitrairement. De méme, il est évident qu’on
pourra aussi trouver des valeurs de A telles que, pour les mémes valeurs de ¢,
cetle forme soit négative, en restant toujours, en valeur absolue, supérieure a la
forme (17).

Pour chaque valeur de A de la premiére sorte, nous aurons I'inégalité

d
SRt
de laquelle, en désignant par C une constante positive, nous tirerons

Zz? > CeN,

pour toute valeur de ¢ supérieure & une certaine limite.
Pour les valeurs de A de la deuxieme sorte, nous aurons

43 <—NYa,
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d’ou (s1 G, comme précédemment, désigne une constante positive )

aussi pour toute valeur de ¢ supérieure a une certaine limite.

. A N R . , . :
Donc, dans le premier cas, la quantltez z? croitra indéfiniment avec ¢; dansle

second, elle tendra pour ¢ = o vers zéro.
De cette maniére on voit qu'il y aura toujours des valeurs de X telles que, dans

le groupe de fonctions (16), il s’en trouve qui soient illimitées, et que, d’autre
part, il y aura des valeurs de A telles que toutes ces fonctions soient évanouis-

santes.
De la nous concluons que, dans toute solution réelle

(18) Ty, oy ceey Tpy

autre que la solution évidente z,=x,=...=2,=o0, on trouvera toujours
des fonctions a des nombres caractéristiques finis, mais qu'on n’en trouvera
aucune avec le nombre caractéristique — oo. Par suite, le nombre caractéristique
du groupe des fonctions (18) est toujours fini.

Maintenant, pour étendre le théoréni® au cas des solutions complexes, il

suffit de remarquer qu’'une pareille solution
('9) ‘Z‘l:ul‘*'v_["lv Ly= Uz —1 ¢y, R ] xlzzu/z+\/_l"lt
du systéme d’équations (15) sera formée de deux solutions réelles

| Uy Uy oy Up,

(20) ~
’ F1y Vs RS ] Cn

du méme systeme, et que, d’aprés le lemme IV et la remarque faite & son sujet, le
nombre caractéristique du groupe de fonctions (19) sera égal au nombre caracté-

ristique du groupe de fonctions (20).

Remarque. — Nous avons supposé que tous les coefticients py; dans les équa-
tions (15) étaient réels. Mais, ayant démontré le théoréme dans cette hypothése, il
est évidemment facile de I'étendre au cas de coefficients complexes, pourvu que
ce soient des fonctions de ¢ continues et limitées. C’est pourquoi les propositions
que nous démontrons plus loin, relativement aux équations (15), seront vraies

aussi dans le cas des coefficients complexes.
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Soient, pour les équations (15), trouvées & solutions

‘xn, Loty +.vy  Lpyy

(21) . / T2y T2y ooy Tngy

' . y ’ ’
\ Liky Lok cevy Zpke
“En posant

Zs=Cy x5y + Coso+...+ Crag (s=1,2, ..., n),

ou Cy, Gy, ..., Cxsont des constantes, dont aucune n’est nulle, nous dirons que la

solution
Xy, Loy ee.y Tn

est une combinaison linéaire des solutions (21).

Du lemme IV il résulte que le nombre caractéristique d’une solution, repré-
sentant une combinaison linéaire de plusieurs solutions, n’est pas moindre que le
nombre caractéristique du systéme de solutions combinées (c’est-a-dire, que le
nombre caractéristique du groupe de fonctions, composant le systéme de solutions),
et qu'il est égal & ce nombre, quand les nombres caractéristiques de toutes les
solutions combinées sont différents.

On en conclut que, si 'on a plusieugs solutions dont les nombres caractéris-
tiques sont distincts, ces solutions seront indépendantes. '

On a donc la proposition suivante :

Tutorkme [[. — Le systéme d’équations (15) ne peut avoir plus de n solutions,
autres que la solution évidente

L\ =Xy=—...=Xp=0,
dont les nombres caractéristiques soient tous distincts.

Dans ce qui suit, sans dire expressément que la solution ot tous les z; sont nuls
doit étre exclue, nous le sous-entendrons toujours.

8. Supposons que, pour le systtme d’équations (1), on ait trouvé un systeme
de n solutions indépendantes. En formant avec ces solutions toutes les combi-
naisons linéaires possibles, nous pouvons en déduire tout autre systeme complet
de solutions indépendantes.

Admettons que tout systéme trouvé de n solutions indépendantes est transformé
dans un autre selon la régle suivante : chaque fois qu'avec des solutions de ce
systéme il peut étre formé une combinaison linéaire, dont le nombre caractéristique

soit supérieur au nombre caractéristique du groupe de solutions combinées, une
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de ces derniéres, et précisément une de celles dont les nombres caractéristiques
sont égaux au nombre caractéristique du groupe, est remplacée, dans le systeme
considéré, par cetle combinaison linéaire.

Comme le nombre de nombres caractéristiques différents, que peuvent posséder
les solutions du systeme d’équations (15), est limité, on arrivera, en opérant de
cette maniére, a un systéme de n solutions, tel que toute combinaison linéaire
des solutions dont il est composé aura un nombre caractéristique égal au
nombre caractéristique du groupe de solutions combinées.

Nous appellerons un pareil systéme de n solutions (qui évidemment seront in-
dépendantes) un systeme normal.

Les coefficients ps; dans les équations (15) étant supposés réels, on peut trouver
pour ces équations un systéme de n solutions indépendantes réelles. En partant
d’un tel systéme et ne se servant, dans la formation des combinaisons linéaires, que
des coefficients réels, on pourrait obtenir un systtme de n solutions satisfaisant
a la condition précédente pour toutes les combinaisons linéaires a des coefficients
réels. Mais alors ce systeme satisfera a cette condition également pour des combi-
naisons linéaires & des coefficients complexes (lemme IV, remarque). Ce systéme
sera par conséquent un systéme normal.

En vertu de cette remarque, nous pouvons supposer, si 'on ena besoin, que
toutes les fonctions, entrant dans la composition d’un systéme normal, soient
réelles.

De la définition d’un systéme normal il résulte que, si I'on peut trouver un
systtme de n solutions, dont les nombres caractéristiques soient tous différents,
ce systeme est un systémg normal.

De la méme définition découle la proposition suivante :

Tutoreme I. — Soit trouvé un systeme de n solutions indépendantes
Ty Lty cevy Tpyy
T2y Zaas cees Tna
Cr e ey ey
‘Tlll, xzﬂ! A | ‘z"l"'

Considérons un nouveau systéme

311y a1y MRS ] Snts
S92 S92y cety Sn2y

(22)
“ey ey ceey ey

Siny  San . 3
y ey nny

en posant

Ssk == Xsp~t gy Ls iy + Xpa &g o= ...+ Xk n—kLsny
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et en entendant par g, oy, .. ., %k,n—k des constantes, telles que le nombre

caractéristique de la solution

Xy, Ty ceey Xy,
Xs— Zsj + BI s fr + Bzxs,l.'+2 +...+ Bzx—lcx:m

Biy B2y ..., Bk étant des constantes quelconques, ne soit pas supérieur au

nombre caractéristique de la solution
Stky  Baky  eeey Sk

Alors le systeme de solutions (22) est normal.

Pour le démontrer, nous remarquons que, si le systeme (22) n’était pas un sys-
téme normal, on pourrait trouver, parmi ses solutions, un groupe de solutions
possédant un nombre caractéristique commun 7, et telles qu’on pourrait en déduire
des combinaisons linéaires & un nombre caractéristique plus grand que A. Or,
par la définition méme des quantités s, il n’existe pas évidemment de pareilles

solutions dans le systeme (22).
Soit k le nombre de tous les nombres caractéristiques distincts qui peuvent

convenir aux solutions des équations (15), et soient

)‘17 )\2’ RS ] )\k

ces nombres.
Désignons par n, le nombre de solutions avec le nombre caractéristique A; dans

un systtme quelconque de n solutions indépendan{es. Quelques-uns des
nombres n; peuvent étre nuls. Mais ils seront dans tous les cas tels que

Ny Ng-+...+np=n.

En supposant que
W< <. <

désignons encore par N; la limite supérieure précise du nombre des solutions
indépendantes avec le nombre caractéristique A;. Nous aurons évidemment

N, >N,>...>N,,
Ny=n, Ng+ Ng g+ ..+ 1SN s=1,2, ..., k).
Cela posé, on aura les propositions suivantes :
Tutorime Il. — Pour tout systéme normal de solutions

ny=n —N,, ny=N,—N;,, ce ng_y=Nz_,— Ny, np— Ny.
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En effet, chaque solution est une combinaison lindaire de certaines solutions du
systtme normal. Et d’apres la propriété de ce systéme, pour en déduire une solu-
tion possédant un nombre caractéristique ), on doit considérer des combinaisons
linéaires des solutions dont les nombres caractéristiques ne sont pas moindres
que ). Par suite, le nombre des solutions indépendantes avec le nombre caracté-

ristique A ne peut étre plus grand que la quantité
Ng—+ Ny ...+ Nyy
correspondant & un systéme normal. Donc, pour ce dernier,
ng—+ ngy+...+n.=Ns,
d’ou découle le théoréeme.
Tatorime III. — La somme
S = 1?17\1—4- Noho ...+ nphs

des nombres caractéristiques de toutes les solutions, constituant un systéme
de n solutions indépendantes, atteint sa limite supéricure pour un systéme
normal.

En effet, en posant
N+ Ny ~+. ..+ Np= N;?

nous aurons

S=nh4+N,(Ag—Ay) 4+ NL(a—Ay) 4« . Ni (e — Moy )

Or, nous venons de voir que, pour un systéme normal, chacun des nombres N
atteint sa limite supérieure N;. Donc, en remarquant que, dans I'expression de S,
les coefficients des nombres N, Nj, ..., N, sont tous positifs, nous concluons
que S atteint son maximum pour un systéme normal.

Tutorime IV. — Chaque systéme de n solutions indépendantes, pour lequel
la somme des nombres caractéristiques de toutes les solutions qui le com-
posent atteint sa limite supérieure, est un systéeme normal.

Ce théoréeme résulte de la définition méme d’un systéme normal, car, s'il était
possible de former avec des solutions du systéme considéré une combinaison
linéaire dont le nombre caractéristique soit supérieur au nombre caractéristique
du groupe de solutions combinées, on pourrait trouver un systéme de n solutions
indépendantes pour lequel la somme de Lous les nombres caractéristiques serait
supérieure a celle du systéme considéré.

Tutoreme V. — La somme des nombres caractéristiques des solutions indé-
Fac.de T., 2 S., IX. 31
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pendantes du systeme d’équations (15) ne dépasse dans aucun cas le nombre
caractéristique de la fonction

Y psedt
ev =1 .
En effet, si A est le déterminant formé avec n solutions indépendantes quel-
conques, on a

efEP"‘“: CA,

ott G esl une constante, et, en vertu des lemmes IV et V, le nombre caractéris-
tique de A n’est pas moindre que

nhy = gy - g dg.

CororLatre. — Chaque systéme de n solutions indépendantes, pour lequel
la somme des nombres caractéristiques de toutes les solutions est égale au

nombre caractéristique de la fonction

epr”dt,

est un systéme normale.

Il faut toutefois observer qu’il n’est pas toujours possible d’obtenir un systéme
de n solutions indépendantes telles que ladite égalité ait lieu.
Ainsi, sinous avons le systtme d’équations

dzx,

. dx, .
o =% coslogt + x,sinlogt, — = sinlogt + x,coslogt,

dt

nous aurons, en déterminant convenablement la constante arbitraire,
*\Y
e‘/ le"[“: gl (sinlogt+coslogt)

ce qui représente une fonction dont le nombre caractéristique est — V2. Or, nos

équations admettent le systéme suivant de solutions
ZX,, = etsinlogt’ b — etsin logt,

e etcoslogt, Lgy == — etcoslogt,

et il est facile de s'assurer que ce systéme est normal. Cependant la somme des
nombres caractéristiques qui y correspond (et qui est égale & — 2) est inférieure

au nombre précédent.

9. Nous savons (lemme V, corollaire) que la somme des nombres caractéris-
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tiques des fonctions

epr“rlt et e—fzp“dt

n’est jamais supérieure a zéro.

Par suite, si p est le nombre caractéristique de la seconde de ces fonctions, la
somme S des nombres caractéristiques des solutions du systéme normal ne peut
surpasser le nombre — . D’ailleurs, 'égalité S =— 1 n’est possible que si la
somme des nombres caractéristiques des deux fonctions considérées est nulle.

Cette égalité
S+p=o,

pour les équations a coefficients constants ou périodiques, a réellement lieu. Mais
elle peut aussi avoir lieu dans beaucoup d’autres cas.

En général, s1 'on a S 4 u =0, le systtme d’équations différentielles linéaires
sera dit régulier. Dans le cas contraire, 1l sera appelé irrégulier.

Ainsi, par exemple, le systeme d’équations

dx . dx .
1 2
—— == x, cosat + x,sin b¢, —— = xysinbt + z,cosat
de dt
est régulier, quelles que soient les constantes réelles a et b.
A la fin du numéro précédent a été cilé un exemple de systeme d’équations
irrégulier.

Pour donner un exemple de caractere plus général, considérons le systeme

sulvant :
dx,
dr =P11 %y,
dz,
(23) ar = P21 Ty Paadly,
.................. R
dz,
dt =Pyt PpaZyt. .o+ Ppp Xy,

dans lequel 'équation, contenant la dérivée —d—t—s, ne contient pas les fonctions zy,
pour lesquelles s'> s.

Au sujet des systemes d’équations de cette forme on pourra établir la proposi-
lion suivante :

Tutorkme. — Pour que le systéme d’équations (23) soit régulier, il Jaut
et tl suffit que la somme des nombres caractéristiques des fonctions

soit égale a zéro pour toute valeur de s.
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Démontrons d’abord que cette condition est nécessaire.
On a, pour les équations (23), le systéme suivant de 7 solutions indépendantes :

s—1 .
R fp“d! fp,.df ] _,]’.v.r(”
I x,=e , &y=—e Zps,-x,»e . dt (s=2,3,..,n),

i=1
s—1

Pasdt Pesc't — [ pssdt ,
20 zy=o, xzze‘/ , xs:ef Zps,-a',-e‘/‘ dt (s=3,4,...,n),

i=2

ne Xy = XTy3==... = Tp_1=0, Trp,—e¢e

Pour fixer les idées, nous supposerons que toutes les intégrales

fpii dta

qui figurent en exposants, deviennent nulles pour ¢ =¢,. Quant & d’autres inté-
grales, nous les supposerons telles que, dans la £'*"® solution, les fonctions

Tty Lhyzy 09 Lp
se réduisent, pour ¢ = ¢,, & des constantes données
Xpry  Xiay ceey Gpp_je
Alors, si

Liky Loky ovey Lk

est la k¥me solution du systéme considéré dans U’hypothése que tous les o sont

e

égaux a zéro, dans la méme solution, les « étant arbitraires, il viendra
Ls—= X5+ A1 Lsk+1+ ApaLsprgt oo Apn—i Tsp (s=1,2,...,n).

De la, d’apres le théoréme I du numéro précédent, nous concluons que pour un
choix convenable des constantes « le systtme considéré de solutions sera normal.

En supposant ces constantes choisies de cette maniére, désignons les nombres
caractéristiques des solutions considérées respectivement par

P‘n [J'ﬁy MRS ] (U'n-

ef peect par 2
e_f peectt » oA
ef Bpoct » S,
‘ eﬁfzp"dl v 8

En outre, désignons

le nombre caractéristique de la fonction

S ——



PROBLEME GENERAL DE LA STABILITE DU MOUVEMENT. - 239
Nous aurons évidemment

s ks (s=1,2, ..., n).

Donc, si nous supposons que le systtme (23) est régulier, ce qui améne a

Z Ms— S,

et si nous remarquons qu’en vertu du lemme V la somme 2)\3 ne peul étre supé-

zx,:s.

Or, dans la méme supposition, on doit avoir

Pégalité

rieure & S, nous devons avoir

S+ 8'=o.

Par suite, en nous reportant au lemme VII, nous en concluons que le nombre

caractéristique de la fonction

efzp“dte—fp“dl
est égal a S + ;. Nous aurons donc (lemme V)
S+ %2 ¥ L=,

et de la, en vertu de I'égalité ci-dessus, il résulte
A+ 2y 2o0.
Or, la somme Ax+ }; ne peut étre positive. On devra donc avoir
hi+ A= o,

ce qui démontre la nécessité de la condition du théoréme.
Pour démontrer que cette condition est suffisante, nous nous arréterons a une
autre détermination des intégrales, en supposant que toute intégrale de la forme

§s—1

— [ psedt
Epsixie fp dt,

i=1

ot le nombre caractéristique de la fonction a intégrer est positif, tende vers zéro
quand ¢ croit indéfiniment. Alors, dans le systéme considéré de solutions, chaque
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intégrale de cette forme possédera un nombre caractéristique non moindre que le
nombre caractéristique de la fonction a intégrer (lemme VIII).
Par suite, si nous admettons que

hs+A,—o (s=1,2,...,n),

et si, en considérant la k™ solution (dans laquelle z,, x,, ..., 24_, sont égaux
a zéro), nous remarquons que la fonction z4 y a pour nombre caractéristique
le nombre )z, nous parviendrons facilement & la conclusion que les nombres
caractéristiques de toutes les autres fonctions qui conslituent cette solution
seront non moindres que A.

Il en résulte que Az est le nombre caractéristique de la k¢ solution.

Or nous avons, d’une fagon générale,

D MESI—S -,

et, par suite de ce que nous avons admis,

sz+2u= 0.

Nous obtenons donc I'égalité

2)\5+ S'=o,

d’ou on conclut : 1° que le systtme d’équations (23) est régulier, et 2° que le
systeme de solutions trouvé est normal.

Remarque. — En vertu du lemme VI, la condition exprimée dans le théoréme
est équivalente a la suivante : chacune des fonctions

¢

1

?f Pssdt (s=1,2, ..., 1)
¢

0

(et si les coefficients pg étaient des quantités complexes, la partie réelle de cha-
cune de ces fonctions) doit tendre vers une limite déterminée quand t croit

indéfiniment.

10. Soient A, A, ..., A tous les nombres caractéristiques distincts des solu-
tions des équations (15), et soit n; le nombre des solutions possédant le nombre
caractéristique Ay dans un systéme normal. Nous conviendrons de dire que
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le systéme de ces équations posséde

n, nombres caractéristiques égaux & A,

De cette maniére, a chaque systeme de n équations différentielles linéaires de
la nature considérée correspondra un groupe de n nombres caractéristiques parmi
lesquels quelques-uns peuvent étre égaux.

Supposons que le systéme d’équations (15) soit transformé a laide d’une substi-

tution linéaire,

Sy s Xy GeaXat oo+ GnZn (s=1,2, ..., n),

possédant les propriétés suivantes : 1° tous les coefficients ¢,; sont des fonctions
de ¢ continues et limitées; 2° leurs premiéres dérivées sont des fonctions du méme
caractére; 3° la quantité inverse au déterminant formé a I'aide de ces coefficients
est une fonction limitée de ¢. '

Apres une telle transformation, les coefficients dans les équations transformées
jouiront des mémes propriétés fondamentales que dans les équations primitives.

Il est facile de prouver que le groupe de nombres caractéristiques du systéme
d’équations transformé sera toujours identique avec le groupe de nombres
caractéristiques du systéme primitif.

En effet, par la nature de la substitution considérée non seulement ses coeffi-
cients, mais encore les coefficients de la substitution inverse sont des fonctions
limitées de ¢. Par suite, si, en partant d’une solution quelconque d’un systéme
d’équations, on en déduit une solution de l'autre, ces deux solutions auront un
méme nombre caractéristique. Et de la (en vertu de la notion méme du systéme
normal de solutions) il résulte que tout nombre, qui se rencontre un certain nombre
de fois dans le groupe de nombres caractéristiques d’un systeme d’équations, se
rencontrera nécessairement le méme nombre de fois dans le groupe de nombres
caractéristiques de l'autre.

De cette facon, les nombres caractéristiques d’un systéme d’équations différen-
tielles linéaires possedent, relativement aux transformations considérées, les pro-
priétés des invariants. Et les mémes propriétés appartiennent aux nombres carac-
téristiques des fonctions

ele’ﬂd’ et e—‘/‘zpnrﬂ'

Il en résulte que le systéme transformé d’équations sera toujours du méme
genre (c’est-a-dire régulier ou irrégulier) que le systéeme primitif.
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Le systeme d’équations considéré peut étre tel que, par un choix convenable de
transformations du caractére considéré, on puisse le transformer dans un systeme
d’équations a coefficients constants.

Dans ce cas nous 'appellerons le systeme d’équations réductible.

De ce que nous venons de remarquer il résulte que, seuls, les systémes d’équa-
tions réguliers peuvent étre réductibles.

Nous verrons plus loin (Chap. III) que tout systéeme d’équations dans lequel
les coefficients sont des fonctions périodiques de ¢ & une méme période réelle est
un systéme réductible.

Considérons un systéme quelconque d’équations.

Soient Ay, Ay, ..., h, tous ses nombres caractéristiques (parmi lesquels
quelques-uns peuvent étre égaux) et soit

11y Loty ceey Lppy
Zyoy  Lazy .-y Lpoy
ey ey ceay ceey
ZL1ny Lany ceey Zun

un systeme normal de solutions, dans lequel la ji™¢ solution a pour nombre carac-
téristique A;.

En désignant par A le déterminant formé avec les fonctions z;;, supposons que
toutes les fonctions

— 2 At
e s=1 . .
—x x;, eMt (4L, j=1,2,...,n)
soient limitées.
On peut démontrer que sous cette condition le systéme considéré d’équations
est réductible.
En effet, en désignant le mineur du déterminant A, correspondant a 1'élé-

ment z;; par A;;, nous concluons de la condition précédente que les fonctions

Ay ..
-—A'—’e‘\‘;" (G, j=1,2, ..., n)

sont limitées. Et il en sera alors de méme de leurs dérivées premiéres par rapport

a ¢, car on sait que les fonctions

Ay Ay Ay
A

pour chaque valeur de 7, satisfont 4 un systéme d’équations différentielles linéaires
adjoint au systéme considéré.
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Par suite, la substitution

N A, A
e~ha + -A_-S€-)"'tx2 4.0+ ”A,'l_se_)\‘t‘rn (s=1,2,..., 1)

A
A
posséde toutes les propriétés des substitutions considérées et, en Pappliquant, on

transformera le systéme considéré dans le systéme d’équations
—= +Aszs=0 (s=1,2, ..., 1)

a coefficients constants.

SUR UN CAS GENERAL D'EQUATIONS DiFFERENTIELLES DU MOUVEMENT TROUBLE.

11. Revenons maintenant aux équations (1).

En ne considérant comme précédemment que des valeurs réelles de ¢ non infé-
rieures 4 une certaine limite ¢,, nous supposerons tous les coefficients pq,
pomem...mi des fonctions réelles, continues et limitées de ¢. Nous supposerons, en
oulre, qu'on peut trouver des constantes positives M et A telles que les
inégalités

M

Ay,

| P;I)l,,lll:.,,,..,l",,) i <

soient remplies pour toutes les valeurs considérées de ¢.
Supposons que le systéme d’équations différentielles linéaires correspondant a
la premiére approximation soit régulier et désignons par

My Ay ooy M

les nombres caractéristiques de ce systeme.
Nous allons montrer qu’en choisissant, de ces nombres, & quelconques

(24) )‘l’ )‘27 ceey )‘ky

on peut formellement satisfaire aux équations (1) par des séries renfermant & con-

stantes arbitraires
Ay Ay oweey Oy

et ayant la forme suivante :
k
— 2“ miNit

(25) Xy = E Lymaoma..mid gitigins | gifike =1 (s=1,2, ..., 1),

ou L{"e™»"% sont des fonctions continues de ¢ indépendantes des constantes a;,
Fac. de 7., 2* S.. IX. 32
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dont les nombres caractéristiques sont positifs ou nuls, et ot la sommation s’étend
a toutes les valeurs enti¢res non négatives des nombres m,, m., ..., ms, qui sont
assujetties a la condition

m,+my~...-=m;>o.

Nous considérerons ensuite exclusivement le cas ot les nombres caractéristiques
choisis (24) sont tous positifs et, dans cette hypothése, nous allons démontrer
que, si les modules de oy, ,, ..., o ne surpassent pas une certaine limite, les
séries (25) seront absolument convergentes et représenteront des fonctions satis-
faisant réellement aux équations (1), pour toutes les valeurs de ¢ plus grandes
que ¢,.

Reportons-nous aux formules du n° 3.

Admettons que le systeme de solutions particuliéres des équations (6), dont
nous nous y sommes servi, est normal et que la solution

Lrsy Lasy cuey Xyg

posséde le nombre caractéristique ks (s =1, 2, ..., n).
Posons

T = o Xy Ay Xy T (s=1,2,...,n),

et intégrons ensuite les systémes d’équations (7), correspondant a m =2, 3, ....
Au n" 3 nous avions supposé que toutes les fonctions 2™, pour lesquelles
m > 1, devaient devenir nulles pour t = ¢,.
Ici nous ne maintiendrons plus cette hypothése, en la remplacant par une autre
YP ) C
que nous allons tout de suite indiquer.
Supposons que toutes les fonctions 2™ pour lesquelles m sont trouvées et
p s e
représentent relativement aux constantes o; des fonctions entiéres et homogénes
du pi¢me degré. Alors les fonctions R{™, en vertu de leurs expressions par les quan-
tités 2", se présenteront relativement a ces mémes constantes sous forme de fonc-
tions entiéres et homogenes du mi*"e degré.
Soit
Af!' omy Mng,m L) W1y Iy iy
TR,- = Y Tipemeomigmgms, o,

les T étant des fonctions de ¢ indépendantes des constantes o.

n n
‘ A
2 =3 Va, f IR a,

i=1j=1

A
J (m) p— P 3 (my,mg,.. . ,my
fT Ri™ dt _anua';z. s [ Ymma, ) g,

Alors, en faisant
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nous supposerons que celles des intégrales

/‘T(il;l‘,"lg,.“"nk\ dt
.

ol la fonction & intégrer posséde un nombre caractéristique positif soient prises

dans les limites de + o a ¢. Quant aux intégrales ou la fonction a intégrer a un
nombre caractéristique négatif ou nul, nous supposerons seulement qu’on a

2
"Nmyng,. .. mjg J— Pongm,,. .. myg) (my,mg,. .. mg)
f[‘l.jl 2 Ud[ ___‘/ I‘ij' 2 k dt_',_cl_jl 2 ,
’0

les G étant des conslantes indépendantes des .

Les intégrales dont il s’agit auront alors des nombres caractéristiques non infé-
rieurs a ceux des (onctions & intégrer (lemme VIII).

En procédant ainsi a partir de m = 2, nous aurons, pour tous les x!™, des
expressions entiéres et homogénes par rapport aux constantes a;, da, ..., 0.

Soient
=+ 2P 4. .. (s=1,2,.. ,n)

les séries obtenues dans cette supposition.
Pour leur donner la forme (25), on doit poser

X n n
z m;)\,-l
Lyni,mg,.‘.,mk): ei=1 E E xsj/"-[‘(i"j"’m””"mm d[,

i=1 j=1

et de la il est facile de conclure que les nombres caractéristiques des fonctions
L") ne seront pas inférieurs a zéro.

En effet, le systeme d’équations (6) étant supposé étre régulier, le nombre
]

caractéristique de la fonction i

sera égal a
— (Mt A

et, par conséquent, le nombre caractéristique de la fonction % ne sera pas infé-
rieur & — A;.

Par suite, si nous admettons que ce qui a été dit relativement aux fonctions L,
est vrai lorsqu’on a

my—+my—+...+m<<m,

nous pourrons conclure (lemmes IV, V) que le nombre caractéristique de la fonc-
tion Tyrome-m0, pour laquelle

Ny+=my~+...+~mp=m,
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et par suite aussi celui de l'intégrale

/.T(i’;'hmi“ L) dt

sont non inférieurs a A
My 4 mgdg—+. . — k.

Or il en résulte que le nombre caractéristique de chaque fonction L, pour laquelle
la somme des indices m; est égal & m, est non inférieur a zéro.

Donc, la propriété en question des fonctions L, qui est vraie dans le cas de
%l . ) ;.
>_‘m;: 1, est vraie d’une facon générale.

Remarque. — Pour arriver & un tel résultat, il n’est pas nécessaire d’intégrer

dans les limites de 4 o a ¢ chacune des fonctions T{"+"=~¥ 4 un nombre carac-
téristique positif. 1l suffit de le faire seulement quand on a

myh 4+ mydy .. myph— 3> o,

12. En passant maintenant a la question de la convergence des séries (25),
nous allons supposer que les nombres caractéristiques (24), qui ont été pris
pour former ces séries, soient tous positifs.

Dans cette hypothése, en admettant, pour plus de simplicité, /o= 0, nous allons

démontrer la proposition suivante :
Tutorime. — Si, en entendant par ¢ une constante positive et en posant
age~ A8t =g, (s=1,2, ..., k),

nous remplagons les o, dans les séries (25) par leurs expressions aw moyen

des qs, les nouvelles séries
(26) .I‘S:EQg"”hm‘zv-~»mk)q’l"4q’2"2'.~q’1;1k (S:I, 2, Ly ”)’

qui seront ordonnées suivant les puissances crotssantes des qs, jouiront de la
propriélé que, pour toute valeur de <, quelque petite soit-elle, on pourra
trouver des constantes positives QUmoms--mi), telles que, t élant positif, on ait

constamment
I Q{gm,,m,,...,mk) i < Q(m“mz,...,mk),

et que la série

(27) N QUi g g
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soil convergente, tant que les modules des quantités q; ne surpassent pas
une certaine limite q différente de zéro.

Ne considérons, pour ¢, que des valeurs inférieures a chacun des nombres
My Ay eeey Mg
Alors on pourra trouver un entier positif /, tel que toutes les expressions
my(M—e) +my(hy—e) +.. +myu(dpy—e) —2+c¢ (J=1,2,...,n),
ou my, my, ..., my satisfont a la condition
my+ my+. ..+ mp 2,

soient supérieures a un nombre positif H donné arbitrairement.
Soit 7, une constante positive inférieure a .

Les fonctions
(28) ng,,m,, ...,mk)e'qt — Li‘m,,m,,...,mk)e—[(ml+m,+...+mk)e—'q]l
seront évanouissantes. On pourra donc assigner au module de chacune de ces
fonctions une limite supérieure constante, acceptable pour toutes les valeurs
positives de ¢.

Supposons que I'on ait trouvé de pareilles limites pour toutes celles de ces fonc-

tions pour lesquelles
my4my—...+mp<l|,

et, en supposant que ces limites soient indépendantes de s, désignons-les par

Q(m,, Mgy ey My)

Parmi ces fonctions, il y aura, entve autres, celles-ci :

‘Tl‘j 6(7‘;‘_5"'*’”‘.

Or, si nous supposons encore n > 5 de pareilles limites supérieures s’obtien-

dront aussi pour les modules des fonctions

Aij

e—(h+2n—e)e,
Soient K et K' des constantes, telles qu’on ait

lxij|e()\i—-s+‘q)t< K’ l% e—()\]+2n—s)z< K’
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pour toutes les valeurs de / et de j, prises dans la suite 1, 2, ..., n, et pour toute
valeur positive de ¢.

Pour obtenir des limites supérieures des modules de celles des quantités (28)
pour lesquelles la somme des indices m,, m,, ..., m; n'est pas inférieure a /,
reportons-nous aux formules

n n ¢
(29) x;"’\':}:‘ Eél‘sjf %R‘i"” dt (s=1,2,...,n),

i=1 j=1

dans lesquelles, conformément & ce que nous avons admis, toutes les intégrales
sont prises dans les limites de + o0 & ¢, puisque pour m2{ les nombres caractéris-
tiques de toutes les fonctions a intégrer seront positifs.
Soit
R}””:ZRgml'm’v~'-vm*)q;"tq;"=. gk (my+my+. ..+ mp=m),
ou les R} md sont des quantités indépendantes des constanles a,.
Alors, en posant, pour abréger,
nmydh 4+ myhg+. ..+ mph— me =N,
on déduira de (29)
n n
A .
(30) Q(sm,,m,,...,mk):_ eNtE Z xsjf‘ A’J C—MR{[’""’"""""”‘)dl.
. . t
=1 j=1

Supposons qu’en se servant de ces formules on ait trouvé des limites supé-
rieures, valables pour toutes les valeurs positives de ¢, pour les modules des
quantités

(3]) Q‘SP:YP‘;H-',PH,
ol la somme des indices i, ts, ..., ux est inférieure a m, et que ces limites
supérieures, dans les cas ol
My A pr2d,
sont obtenues encore sous la forme
e—le(p‘n Pegs woey p'k),

les Q- 1) étant des constantes.

Formons & l’aide de ces limites des limites supérieures pour les modules de tous

les Rimum2 -0 qui figurent dans les formules (30).
Pour cela nous remarquons que par la nature des expressions R{™ la quantité
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R ) peprésente une fonction entiére du m**™ degré de celles des quan-
tités (31) pour lesquelles la somme des indices p est inférieure & m, et que les
coefficients de cette fonction entiere sont des formes linéaires a coefficients

positifs de celles des quantités
(32) P‘il"’lvp‘ivnnl-"n)

pour lesquelles la somme des indices i, Bay - ooy Pu n’est pas supérieure a m.
D’ailleurs, par rapport aux quantités (31), les degrés des termes de cette fonction
ne sont pas au-dessous du deuxiéme.

Cela posé, si Rmums-.mi) est la constante que devient chacune des fonctions

Ry, ..., Mg my,...m
R(lml,m,,...,mk)’ R(2’"|v1"2' vl"l.), l{'ﬂ"ﬁ ny mg)

ty

quand on y remplace les quantités (31) par les Qo bt et les quantités (32)
par certaines limites supérieures (indépendantes de ¢ et de ¢) de leurs valeurs
absolues, on aura, pour toutes les valeurs positives de ¢, ces inégalités

l R[ilﬂhlnil cena ) l < e—2NE R(Mmyy My, -oes ”’k),

et les seconds membres représenteront les limites supérieures cherchées.
Maintenant, en nous servant des limites supérieures obtenues, nous tirons de la

formule (30) cette inégalité

n

@
| Q{Sm,,m,, k) | <n KK/ R(m my ey my) gN¢ 2 e—()\i—€+n)!f e—(N—)\i+E)t dt,

j=t t

qui sera remplie pour toute valeur positive de ¢. D’ailleurs, en remarquant que
N—dj+e=m(d—e)+my(dy—e)+...+mp(d—e)—2;+e>H

et que, par suite,

® I ;
f e—-(N—x,-+a)z dt < ﬁ e—(l\—)\i—(—s)l’
t

nous pouvons la remplacer par celle-ci :

n2KK’
—_ R("‘n Mgy vauy M) e,
H

| Q(c’"lvmzv-uymk) ; <
Nous en concluons que ’on peut poser

Q\/’”n My aiey M) — R(my, myy ey my)

pour toutes les valeurs de m,, my, ..., mi dont la somme n’est pas inférieure a /.
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Or, cn choisissant pour K et K’ des quantités assez grandes, ou pour H une
quantité assez petite, nous pouvons faire en sorte que les valeurs fournies par
cette formule pour les Q, dans le cas ot

Tmy+my+...+mp<<l,

ne soient pas inférieures a celles qui ont é1é obtenues dans ce cas directement.
Par suite, en désignant par G une constante positive assez grande, nous pou-
vons prendre

(33) Q(m,, My ey M) — (FRMys My eeny my)

toutes les fois que la somme m, 4 my—+... 4+ my est supérieure a 1; et quand
cette somme est égale & 1, nous pouvons poser

Q(/n‘, myeenmy) — K.,

En le faisant, désignons par z(™ la somme

Q(m” Mgy eeny M) qunlql_znz. . -‘]7-”':
: : G

étendue a toutes les valeurs non négatives des entiers m,, my, ..., my qui satis-

font a la condition
my—+m,—+.. mp=m.

Alors, pour m > 1, I'égalité (33) donnera

x(m) — GR(m),

ou R est ce que devient R quand on y remplace les ¥ par les z(® et les
quantités (32) par les limites supérieures adoptées plus haut.
Cela posé, la série

(34) x4 2@ )

ordonnée suivant les puissances croissantes des quantités g, possédera des termes,
dont les modules seront supérieurs & ceux des termes correspondants des
séries (26), pour toutes les valeurs positives de ¢ (ils seront méme supérieurs a
ces modules multipliés par e¢).

Or, la série (34) peut étre considérée comme ordonnée suivant les puissances

croissantes de la quantité
dr1t+ G+ ..+ Gp

et si, conformément & ce qui a été observé au numéro précédent. nous prenons,



&
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pour limite supérieure des valeurs absolues des quantités (32), la suivante,

M

Ab T,

notre série ne différera pas essentiellement de celle 4 laquelle nous sommes arrivé
au n° 4.

Donc, si nous nous arrétons a cette hypothese, on pourra certainement trouver
un nombre positif ¢, tel que, ¢y, g2, ..., ¢ satisfaisant aux conditions

lgslsq (s=1,2,...,n),

la série (34) soit absolument convergente.
Le théoréme est par conséquent démontré.

CoroLraire. — Il existe une constante positive a, telle que, ay, %y, ..., o

satisfaisant auzx conditions
las|Sa (s=1,2,...,n),

les séries (25) soient absolument convergentes pour toutes les valeurs positives
de t, en représentant des fonctions continues de t vérifiant les équations (1).
Ces fonctions, t croissant indéfiniment, tendront vers zéro.

Remarque. — Si le systéeme d’équations diftérentielles de la premiére approxi-
mation n’est pas régulier, alors, en désignant par S la somme de tous ses nombres

caractéristiques et par u le nombre caractéristique de la fonction > nous aurons

A
S+p=—uo,

ou ¢ est un nombre positif.
Dans ce cas le nombre caractéristique de la fonction

A

n’est pas inférieur 8 — A; — o. Et en s’appuyant sur cela, on démontrera aisément

que, si dans le cas considéré on forme, d’apres la régle exposée au numéro précé-

dent, des séries semblables & celles (25), le nombre caractéristique de la fonction
) ) L;m,.m,, e my)

ne sera pas inférieur a

—(my+my~+...+~mp—1)a.

Supposons que s soit inférieur a chacun des nombres A, Xy, ..., M.
Fac. de T., 2 S., IX. 33
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Alors, par un choix convenable des nombres ¢ et n, on pourra satisfaire & toutes
les inégalités
e+o

2

A>e>n>

(s=1,2,...,k).

Et, ces derniéres étant remplies, toutes les conditions de la démonstration pré-
cédente le seront également, ce dont il est facile de se convaincre, en tenant
compte de ce que nous venons de dire au sujet des fonctions L.

Par suite, le théoréme ne cessera pas d’étre vrai quand le systéme d’équations
différentielles de la premiére approximation n’est pas régulier, pourva que chacun
des nombres caractéristiques choisis pour la formation des séries (25) soit supé-
rieur & o, et que la condition ¢ >0y soit remplacée par celle ¢ > .

13. On peut tirer de ce qui vient d’étre démontré les théorémes suivants :

Tutorime 1. — Si le systéme d’équations différentielles de la premiére
approximation est régulier, et si tous ses nombres caractéristiques sont posi-
tifs, le mouvement non troublé est stable.

Sous la condition indiquée on peut prendre & = n.
Alors, en désignant les valeurs des fonctions z; pour ¢ = o par les as et en fai-
sant dans les équations (25) ¢ = o, nous aurons

as:fs(‘xl’azw-'-yau) (321,2,...,1l),
ou les f; sont des fonctions holomorphes des quantités o, devenant nulles pour

o= Oy =...= 0, = O,

et d’ailleurs telles que leur déterminant fonctionnel par rapport aux quantités «;
ne s’annule pas quand tous les a; s’annulent (car il prend alors la valeur du déter-
minant A pour {=0).

Par suite, les équations précédentes sont résolubles par rapport aux quantités aj,
et quand les quantités a; sont assez pelites en valeurs absolues, nous pouvons en

tirer

(33) o= 05(ay, Ay o vvy Qy) (s=1,2,...,1n),

ou les o, sont des fonctions holomorphes des quantités a;, devenant nulles pour
ay=ay=...=a,=o0.

Soit # une quantité positive et arbitrairement petite.
Nous pouvons trouver une quantité positive 7, telle que, pour toutes les valeurs
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des variables ¢, g1, ..., ¢, satisfaisant aux conditions
‘q.vli" (s=1,2,...,n),

la série (277) (se rapportant a I’hypothése que ¢ soit inférieur a chacun des nombres
caractéristiques) soit absolument convergente, et que le module de sa somme soit
inférieur a z.

Puis, nous pouvons trouver une quantité positive a, telle que, pour toutes les
valeurs des quantités a,, a,, ..., a, satisfaisant aux conditions

(36) |as|Za (s=1,2,...,n),

les modules des quantités o, définies par les équations (35), ne soient pas plus

grands que la quantité r.
Alors nous pouvons étre certains que, si les circonstances initiales du mouve-

ment troublé sont choisies conformément aux conditions (36), les inégalités
Jzs| < (s=1,2,...,n)

seront remplies pendant toute la durée du mouvement qui s’ensuit.
Et cela démontre le théoréme.

Remarque. — Dans les conditions du théoréme précédent, en tout mouvement
troublé, assez proche du mouvement non troublé, les fonctions z;, ¢ croissant
indéfiniment, tendent toutes vers zéro. Nous exprimerons cette circonstance en
disant que le mouvement troublé (en tant qu'il est défini par les expressions des
quantités z; en fonction de ¢t) s’approche asymptotiquement du mouvement non
troublé.

Dans le méme sens, nous parlerons aussi de mouvements s’approchant asymp-
totiquement d’'un mouvement donné quelconque.

Tuatorkme ll. — 87 le systéme d’équations différentielles de la premiére
approximation est régulier, et si, parmi ses nombres caractéristiques, il en
existe de positifs, le mouvement non troublé jouira toujours d’une certaine
stabilité conditionnelle. Alors, si le nombre des nombres caractéristiques posi-
tifs est k, il suffira, pour qu'il y ait stabilité, que les valeurs initiales a,,
Qs, ..., a, des fonctions inconnues satisfassent & certaines n — k équations de

la forme
Fj(al’azan-)an)—_—-o (,/.21,2,...,11——/(),

o les Fj sont des fonctions holomorphes des quantités a,, sannulant pour
ay=a,=...=a,=o. Ces équations sont d’ailleurs telles que l’on peut en
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tirer tous les agcomme des fonctions holomorphes réelles de certaines k quan-
tités indépendantes réelles.

Supposons que, pour former les séries (25 ), on ait pris, pour les équations (6),
un systéme normal de solutions réelles.

Alors les calculs pourront étre dirigés de telle maniére que tous les coef-
ficients L, dans ces séries, soient des fonctions réelles, et que, par suite, les «;
étant réels, les équations (25) définissent une solution réelle du systéme d’équa-
tions (1).

Cela posé, et en faisant, dans les équations (25), ¢ = o, nous aurons
as= fo(ay, ety .+ ., A) (s=1,2,...,n),

les f; étant des fonctions holomorphes réelles des quantités «j, s’annulant quand
tous les o; s’annulent. Ces fonctions seront d’ailleurs telles que, parmi les déter-
minants fonctionnels que l'on peut en déduire en combinant ces fonctions par
groupes de £, il s’en trouvera au moins un qui ne s’annulera pas quand on pose

car ces déterminants se réduisent alors aux valeurs, correspondant a ¢=o, des
mineurs du déterminant A, formés avec les éléments des k& premiéres lignes.
- Par suite les | a,| étant assez petits, on peut tirer des équations précédentes

celles-ci :
o=@ (ay, Ay ...,y ay) (J=1,2, ..., k),
(37) Fi(a, as, ..., a5)=0 (s=1,2,..., n—k),
ol v, F; sont des fonctions holomorphes des quantités @, @, ..., Qn, devenant

nulles quand toutes ces quantités s’annulent.

Pour pousser plus loin la démonstration, la marche serait la méme que pour le
théoréme précédent, avec cette seule différence que nous devons avoir en vue
ici n — k équations (37) liant les quantités ay.

On peut observer que, les perturbations étant assez petites, les mouvements
troublés correspondant aux conditions (\37) s’approcheront asymptotiquement du

mouvement non troublé.

Remarque. — Si le systtme d’équations différentielles de la premiére approxi-
mation n’est pas régulier, mais qu’il posséde k£ nombres caractéristiques supérieurs
a la quantité ¢ (n° 12, remarque), il se trouvera n— £ conditions semblables

aux précédentes, sous lesquelles le mouvement non troublé sera stable.
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QUELQUES PROPOSITIONS GENERALES.

14. En passant maintenant a I'exposition des principes de la seconde méthode,
appelons avant tout I’attention sur quelques conclusions générales qui peuvent
étre tirées de ce qui a éLé montré aux n* 3 et 4.

Comme dans la Section précédente, nous allons considérer les équations (1)
exclusivement dans I’hypothése que pour les fonctions A;, dont on a parlé aux
n° 2 et 4, ¢ étant supérieur a sa valeur initiale ¢, il peut étre assigné une limite
inférieure non nulle A.

Dans cette hypothése, en désignant par a,, a,, ..., a, des constantes choisies

conformément aux inégalités
las| <A,

considérons les fonctions z, satisfaisant aux équations (1) et prenant les valeurs a;
pour t =ty (').

En nous basant sur ce qui précede, nous pouvons affirmer que de telles fonctions,
au moins pour des valeurs de ¢ assez proches de ¢,, existent toujours et sont
réelles, toutes les fois que les a, sont réels (ce que nous supposerons ici), et que
d’ailleurs on peut assigner une limite ¢,, supérieure a ¢,, telle que, dans l'intervalle
de ¢, a ¢, inclusivement, ces fonctions soient représentées par des séries, ordonnées
suivant les puissances entiéres et positives des constantes a.

Si les fonctions définies paf ces séries satisfont pour ¢ = ¢, aux inégalités

(38) |zs | < A (s=1,2,...,0n),

elles admettront des prolongements analytiques au dela de la limite ¢, et se repré-
senteront alors par des séries semblables aux précédentes, qui seront ordonnées
suivant les puissances des valeurs de ces fonctions pour ¢ = ¢,.

Ces nouvelles expressions des fonctions z; ne seront valables en général que pour
des valeurs de ¢ ne dépassant pas une certaine limite ¢,. Mais, si pour ¢ =1¢, les
inégalités (38) restent remplies, on pourra obtenir un nouveau prolongement ana-

lytique, sous forme de séries de méme caractere.

(1) En donnant les constantes a, les fonctions z; sont définies entiérement, au moins pour
des valeurs de ¢ assez voisines de ¢y. Ceci résulte d’une proposition facile a démontrer, a
savoir que, sauf la solution évidente

Ly=Tg=...=Tp=0,

le systéme (1) ne peut en avoir d’autre, ou les valeurs initiales de toutes les fonctions incon-

nues seraient nulles.
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De cette maniére, en partant des valeurs initiales données «;, on pourra suivre
la variation continue de nos fonctions avec ¢, au moins tant que les inégalités (38)
ne cessent d’étre remplies.

Il peut arriver que, pour un certain choix des constantes ay, ces inégalités seront
remplies, si loin qu'on avance dans I’étude des fonctlions x;,. Alors ces fonctions
seront définies pour toutes les valeurs de ¢ supérieures a ¢,.

Dans d’autres cas, il existera pour ¢ une limite supérieure ¢, telle que,
pour ¢ = ¢/, au moins une des inégalités (38 ) se changera en égalité.

Le prolongement analytique de nos fonctions au dela d’une telle limite ¢’ exige-
rait certainement une recherche spéciale. Mais nous n’avons pas besoin de nous en
occuper, attendu que pour notre but il suffira de considérer chaque mouvement
troublé seulement tant que les quantités | zs| restent au-dessous des limites
données aussi petites qu’on veut.

Dans tous les cas, on pourra choisir les constantes a, suffisamment petites en
valeurs absolues pour que nos expressions analytiques des fonctions x, soient
valables pour toutes les valeurs de ¢ comprises entre ¢, et T, quelque grand que
soit le nombre donné T, et pour que les valears £, &, ..., £, de ces fonctions
pour £ = T soient toutes aussi petites qu’on veut. D’ailleurs, si 'on voulait définir
les fonctions z; par leurs valeurs & pour ¢ =T, on pourrait, quelque grand que
soit T, choisir les & assez petits en valeurs absolues pour qu’il y corresponde un
seul systéme déterminé de valeurs initiales a;, et pour que ces derniéres soient
toutes aussi petites qu’on le veut.

De cette derniére remarque il résulte que, pour la résolution des questions de
stabilité, il suffira de ne considérer que les valeurs de ¢ supérieures a une limite T,
aussi grande qu’on veut, en remplacant les valeurs initiales des fonctions z; par
leurs valeurs correspondant a ¢ ="T. '

Nous ne considérerons dans la suite les fonctions z; que tant que les inéga-
lités (38) ne cessent d'étre remplies, et, en parlant des limites pour les quan-
tités | z; |, nous supposerons toujours ces limites inférieures a A.

15. Nous allons considérer ici des fonctions réelles des variables réelles
(39) Xy Xgy ey Lpy b
assujetties a des conditions de la forme
(40) t2T, Jzs |SH (s=1,2y ..., 1),

ou T et H sont des constantes, qui pourront étre supposées, la premiére, ausst
grande qu’on veut, la seconde, aussi petite qu'on veut (mais non nulle).
D’ailleurs, nous parlerons seulement des fonctions qui, sous les conditions (40),
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restent continues et uniformes, et qui s’ annulent pour

Ces propriétés seront communes a toutes les fonctions que nous allons consi-
dérer (lors méme qu'il n’en sera pas dit expressément). Mais nos fonctions
pourront encore posséder certaines propriétés plus spéciales, et, quand il faudra
le mettre en évidence, nous nous servirons de certaines expressions abrégées, dont
nous allons tout d’abord définir le sens.

Supposons que la fonction considérée V soit telle que, sous les conditions (40),
T étant assez grand et H suffisamment petit, elle ne puisse recevoir que des valeurs
d’un seul signe.

Nous dirons alors que c'est une fonction de signe fize; et quand il faudra
indiquer son signe, nous dirons que c’est une fonction positive ou une JSonction
négative.

Si, de plus, la fonction V ne dépend pas de ¢, et si la constante H peut éire
choisie assez petite pour que, sous les conditions (40), I'égalité V=0 ne puisse

avoir lieu que sil’on a
Xy =X3==...== X, == 0,

nous appellerons la fonction V, comme s'il s’agissait d’une forme quadratique,
fonction définie, ou bien, en voulant appeler I'attention sur son signe, fonction
définie positive ou définie négative.

Pour ce qui concerne les fonctions dépendant de ¢, nous nous servirons encore
de ces termes. Mais alors nous appellerons la fonction V définie seulement a la
condition qu’on puisse trouver une fonction W indépendante de ¢, qui soit
définie positive et d’ailleurs telle que 'une des deux expressions

V-W ou —V-—-W

soit une fonction positive.
De cette facon, chacune des deux fonctions

x4+ a3 — 221 2,C08¢, t(x} + x})— 222,008t

sera de signe fixe. Mais la premiére n’est que de signe fixe, tandis que la seconde,
si n = 2, est en méme temps définie.

Nous appellerons /imitée toute fonction V pour laquelle la constante H peut
étre choisie suffisamment petite pour que, sous les conditions (40), il existe une
limite supérieure pour | V|.

En vertu des propriétés que possédent toutes les fonctions que nous considérons
ici, il en sera évidemment ainsi de toute fonction indépendante de ¢.

Une fonction limitée peut étre telle que, ¢ étant un nombre positif choisi arbi- -
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trairement, on puisse assigner un autre nombre positif 4, assez petit pour que, les
variables satisfaisant aux conditions

t2'T, EARY (s=1,2, ..., n),
on ait
V<.

Telle sera, par exemple, toule fonction indépendante de ¢. Mais les fonctions
dépendant de ¢, quoique limitées, peuvent ne pas satisfaire a la condition énoncée.
Clest ce qui se présente, par exemple, pour la fonction

sin[(x;+ ay+...4+ax,)t].

Quand pour une fonction V la condition précédente sera remplie, nous dirons
qu’elle admet une limite supérieure infiniment petite.
Telle est, par exemple, la fonction

() + ws+ ...+ z,)sint.

Soit V une fonction admettant une limite supérieure infiniment petite. Alors, si
nous savons que les variables satisfont aux conditions

2T, |Vl

ou / est un nombre positif, nous pourrons en conclure qu'il existe un autre nombre
positif A, auquel ne peut étre inférieure la plus grande des quantités

lz |, |z, ..oy 2]

En méme temps que la fonction V nous aurons a considérer souvent I'expres-
sion
ﬂX.—i—%Xg—i—...—;—g%Xn—;— dd_‘tf’
représentant sa dérivée totale par rapport a ¢, prise dans I'hypothése que xy,
Zay «.., Zy sont des fonctions de ¢ satisfaisant aux équations différentielles du
mouvewment troublé.

Dans de pareils cas, nous supposerons toujours la fonction V telle que V/,
comme fonction des variables (3g), soit continue et uniforme sous les condi-
tions (40).

En parlant dans la suite de dérivée d’une fonction V, nous sous-entendrons
qu’il s’agit de la dérivée totale en question.

; 16. Tout le monde connait le théoreme de Lagrange sur la stabilité de I'équi-
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libre dans le cas ou il existe une fonction de forces, ainsi que la démonstration
élégante qui en a été proposée par Lejeune-Dirichlet. Cette derniére repose sur
des considérations qui peuvent servir pour la démonstration de beaucoup d’autres
théoremes analogues.

En nous guidant par ces considérations, nous allons établir ici les propositions

sulvantes :

Tukorime [. — S7 les équations différentielles du mouvement troublé sont
telles qu’il est possible de trouver une fonction définie V, dont la dérivée V'
soit une fonction de signe fixze et contraire & celui de V,ou se réduise identi-
quement & zéro, le mouvement non troublé est stable.

Admettons, pour fixer les idées, que la fonction trouvée V soit définie positive
et que sadérivée V' représente une fonction négative ou soit identiquement nulle.

Alors on pourra trouver des constantes T et H telles que, pour toutes les valeurs
des variables z,, z,, ..., x4, ¢ qui satisfont aux conditions ¢2T et

(41) |zs|2H (s=r1,2, ..., n),
on ait les inégalités suivantes :
(42) Vico, VZW,

ou W est une certaine fonction positive des variables z;, indépendante de ¢ et ne
s’annulant dans les conditions (41) que pour 2y = zy=...=x,= 0.

En considérant les quantités z, comme des fonctions de ¢ satisfaisant aux équa-
tions différentielles du meuvement troublé, supposons que les valeurs & de ces
fonctions pour ¢ = T satisfassent aux conditions (41) avec des signes d’inégalité.
Alors, en vertu de la continuité de ces fonctions, les conditions (41) seront
remplies pour toutes les valeurs de ¢ assez voisines de T

Cela posé, ne considérons que des valeurs de ¢ non inférieures a T.

Alors, en désignant la valeur de la fonction V pour ¢ =T par V, et tenant
compte de 'égalité

(43) V~V0::f Vid,
T

nous pourrons conclure que, si dans lintervalle de T a ¢ les conditions (41)
sont constamment remplies, les fonctions x;, dans le méme intervalle, satisferont
certainement i la condition

(44) WYy,

dont on peut rendre le second membre aussi petit qu’on le veut, en faisant tous
es £, assez petits en valeurs absolues.
Fac. de T., 2° S., IX. 34
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Désignons par z la plus grande des quantités |z, |, |2, |, ..., |x,] et par ¢ un
nombre positif aussi petit qu'on veut (et, d’ailleurs, plus petit que H), et con-
sidérons tous les systémes possibles de valeurs des quantités z, satisfaisant a la
condition

(45) r=¢.

Soit {la limite inférieure précise de la fonction W (comme fonction des variables
indépendantes z,, 2, ..., 2,) sous cette condition.

Le nombre / sera nécessairement différent de zéro et positif, car, par la nature
méme de la fonction W, cette fonction ne peut devenir, sous la condition (4%),
ni négative, ni nulle, et que I, en vertu de la continuité de cette fonction, est
nécessairement une des valeurs qu’elle peut prendre sous ladite condition.

Par suite, on pourra toujours rendre V, moindre que !/, et d’ailleurs on pourra
trouver un nombre positif A, tel que I'inégalité V, << { soit remplie toutes les fois
que les & satisfont aux conditions

(46) [Es|S2 (s==1,2,...,n).

Cela posé, admettons que les quantités § soient effectivement choisies d’apres
les conditions (46).
Comme le nombre A est nécessairement inférieur a ¢, les fonctions z; satisferont

alors aux inégalités
(47) |zs| <e (s=1,2,...,n)

pour toutes les valeurs de ¢ assez voisines de T.

Or, ces fonctions, qui varient contindment avec ¢, ne peuvent cesser de satis-
faire aux inégalités (47) qu’aprés avoir atteint des valeurs satisfaisant a la con-
dition (45). Et cela, vu que V,<C [, est incompatible avec la condition (44).

Nous devons donc conclure que, quelles que soient les , satisfaisant aux con-
ditions (46), les fonctions x; satisferont aux inégalités (47) pour toutes les valeurs
de t supérieures a T.

De cette maniére, nous pouvons regarder notre théoréme comme démontré.

On voit que le théoréme de Lagrange n’en est qu’un cas particulier.

Remarque 1. — Si, pour les équations différentielles du mouvement troublé,
on connaissait un certain nombre d’'intégrales U,, U,, ..., U, (s’annulant, comme
toutes les fonctions considérées ici, pour z,=x,=...=x,=o0), el si la fonc-
tion trouvée V ne satisfaisait aux conditions (42) (avec 'acception précédente
de la lettre W) que pour des valeurs des variables soumises aux conditions

Ul:0; U2:0’ ey Uln:0’
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on pourrait conclure que le mouvement non troublé est stable au moins pour des
perturbations qui satisfont a ces derniéres conditions.

Le cas ol la fonction V elle-méme est une des intégrales, et ou les fonctions V,
U,, Uy, ..., U, ne dépendent pas explicitement de ¢, constitue une proposition
indiquée par Routh (*).

Remarque II. — Si la fonction V, tout en satisfaisant aux conditions du théo-
réme, admet une limite supérieure infiniment petite, et si sa dérivée représente
une fonction définie, on peut démontrer que tout mouvement troublé, assez voisin
du mouvement non troublé, s’en approchera asymptotiquement.

Dans ce but, considérons un mouvement troublé quelconque, ou les quantités &
sont assez pelites en valeurs absolues pour que les conditions (41) soient remplies
constamment a partir du moment ¢ ="T.

On se convainc facilement, en tenant compte des propriétés admises de la
fonction V (que nous supposons, comme précédemment, définie positive), que,
sila constante H est assez petite, il est impossible de trouver un nombre positif {
qui soit inférieur & toutes les valeurs que la fonction V prend dans ce mouvement
pour ¢t >T.

En effet, si un pareil nombre existait, on pourrait trouver, vu que la fonction V
admet une limite supérieure infiniment petite, un autre nombre positif &, tel
qu'on eiit £ > ) (x représentant comme précédemment la plus grande des quan-
tités | ;s |) pour toutes les valeurs de ¢ supérieures a T. Et alors, pour la fonc-
tion — V’/, 1l existerait, dans les mémes conditions, une limite inférieure non
nulle /'.

En effet, la fonction — V', conformément a ce qu’on a admis, est définie posi-
tive. On peut donc toujours supposer les constantes T et H telles que, pour ¢>T
et z=H, onait —V’'Z W', ot W/ est une certaine fonction positive des variables z;,
indépendante de ¢ et ne s’annulant sous la condition z<H que dans le cas ou
2 =o0. Or, ce dernier cas sera exclu si 1'on assujettit les z; & vérifier la con-
dition

1ix SH.

Donc, sous cette condition, la fonction W’ admettra une certaine limite infé-
vieure non nulle /.

Or, si pour ¢ > T on a constamment — V' > I', 'égalité (43) donnera

V< Vo l'(¢—T)

(1) The adeanced part of a Treatise on the Dynamics of a system of rigid bodies,
4¢ édition, 1883, p. 52-33.
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pour toutes les valeurs de ¢ qui surpassent T. Et ceci est impossible, car le pre-
mier membre de I'inégalité est une fonction positive de ¢ et le second devient
négatif dés que ¢ est suffisamment grand.

Ainsi, quelque petit que soit le nombre /, il arrivera toujours un moment ou la
fonction V deviendra inférieure a /. Et comme c’est une fonction décroissante de ¢,
elle demeurera ensuite constamment inférieure & /.

Par suite, quelque petit que soit le nombre positif ¢, il arrivera toujours un
moment ol la fonction V deviendra et restera ensuite inférieure a la limite infé-

rieure exacte de la fonction W sous la condition
elx<H.

Et, au moins & partir de ce moment, les fonctions z, resteront toujours en valeurs
absolues inférieures a .
Nous en concluons que, les & étant suffisamment petits en valeurs absolues, les

fonctions z, tendront pour ¢ = o vers zéro.

Tuatonkme 1. — Soit V une fonction des variables x;, t, possédant les pro-

priétés suivantes :

1° Elle admet une limite supérieure infiniment petite;

2° Sa dérivée V' est une fonction définie;

3° Pour toute valeur de t supérieure a une certaine limite, la fonction V
est susceptible de prendre le signe de V', quelque petits que soient les x;s en
valeurs absolues.

Siune pareille fonction V peut étre formée a U'aide des équations différen-
tielles du mouvement troublé, le mouvement non troublé est instable.

Admettons que l'on ait trouvé une fonction V satisfaisant a ces conditions, et
que sa dérivée V' soit définie positive.
On pourra alors assigner des constantes T et H telles que, pour toutes les

valeurs des variables satisfaisant aux conditions ¢2T et

(48) |z |SH  (s=1,2,...,n),
on ait
(49) VZW, |V <L,

ot L est une constante positive et W une fonction des variables z, indépendante
de ¢, positive et ne s'annulant que si tous les z; sont nuls.
Cela posé, admettons que les valeurs & des fonctions z; pour ¢="T satisfont
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aux conditions (48) avec des signes d’inégalité. Alors, en désignant la valeur de

la fonction V pour laméme valeur de ¢ par V, et en nous reportant a I'égalité

t
(50) V—VO:—.f Vide,
T

nous en déduirons
(51) V2V,

pour toutes les valeurs de ¢ surpassant T et telles que, dans I'intervalle de T a ¢,
les conditions (48) ne cessent d’étre remplies.

Nous remarquons maintenant que, d’aprés la troisitme propriété de la fonc-
tion V, on peut supposer la constante T suffisamment grande pour que, par un
choix convenable des quantités £ assujetties aux inégalités

&) <e (s=1,2,...,n),

ol ¢ est un nombre positif aussi petit que l'on veut, on puisse rendre la con-
stante V, positive.

Or, si V, est une quantité positive, on pourra trouver, d’aprés la premiére pro-
priété de la fonction V, un nombre positif A qui soit inférieur & toutes les valeurs
que la plus grande x des quantités | z;| peutrecevoir sous la condition (51), ¢ étant
plus grand que T. Et alors, si I'on désigne par / un nombre positif quelconque
qui soit inférieur & toutes les valeurs possibles pour la fonction W sous la con-

dition
Alx s,
on aura, d’apres (50) et (49),
(52) V>V,+1I(t—T),

et cette inégalité aura lieu pour ¢ >T, pourvu que, dans I'intervalle de T a ¢, les
conditions (48) soient constamment remplies.

Or, sous les mémes conditions, la fonction V reste en valeur absolue au-dessous
d’un nombre L, et cela ne peut avoir lieu simultanément avec l'inégalité (52) que
pour des valeurs de ¢ inférieures au nombre

L—V,,

=T + 7

On doit donc admettre que, dans l'intervalle de T a =, il existe une valeur de ¢a
partir de laquelle au moins une des conditions (48) cesse d’étre constamment
remplie.

De cette maniére nous arrivons a la conclusion que, si petit que soit le
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nombre ¢, que ne doivent pas surpasser les valeurs absolues des quantités E;, ces
quantités peuvent toujours étre choisies de telle fagon que, pendant le mouvement
qui s’ensuit, au moins une des quantités |z; | atteigne une limite fize H. Et c’est
ainsi que se manifeste I'instabilité du mouvement non troublé.

Ezemple I. — Supposons que le systtme donné d’équations différentielles du
mouvement troublé ait la forme suivante :

dep oV o dzy OV da, _ OV
dt — oz, dt ~— oz, Y dt T oz,
ou V est une fonction holomorphe des variables z,, x,, ..., £, ne dépendant pas

explicitement de ¢ et ne contenant pas dans son développement de termes au-
dessous du second degré.
En vertu de ces équations nous avons

AV _ (VT (VY oV \?
dt_<d_x,> () =+ (m) -

Nous pouvons donc conclure que, si V est une fonction définie négalive, le

mouvement non troublé sera stable. Au contraire, ce mouvement sera instable
chaque fois que V n’est pas une telle fonction, & moins que I'on ne se trouve dans
le cas ot 'on peut satisfaire au systeme d’équations

ov v oV

i — =0 .. =
ox, ’ ox, ’ ’ dx,

par des valeurs réelles (non égales a zéro simultanément, mais aussi petites que
I'on veut) des variables x;.

Ce dernier cas sera incertain et demandera une recherche particuliere. Du
reste, il ne se présentera que si le hessien de la fonction V devient nul quand on

pose
Xy = Xy=...= T, = 0.
Ezemple Il. — Considérons le systéme suivant d’équations différentielles
d’ordre 2k :
d oF OF dz,

0, (s=1,2, ..., k),

rrR r a =

K Kk k
I 1 ~ B
F::;E:v’i’—i— 52 2‘ v+ U,

i=1 i=1j=1

v;j= vji et U étant des fonctions holomorphes des variables 2y, z, ..., Z&, indé-
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pendantes de ¢ et s'annulant quand toutes ces variables deviennent nulles. D’ail-
leurs, la fonction U est supposée telle que son développement ne contient pas de
termes au-dessous du second degré.
Ce systéme se raméne évidemment au type de systemes d’équations différen-
tielles du mouvement troublé que nous considérons ici.
Soit
U= Um -+ U:n+1+-"’

ou U; désigne, d’une facon générale, une fonction entiére et homogéne des quan-

lités y, Za, - .., 2 de degré i.

Alors, en faisant
V= ———dF +x-——dF+ + X —r
=% ax, *ox, k d.z"k’

nous aurons, en vertu de nos équations,
k k

dV__Zx oF +2x, oF

dt S oz, forx

K
s=1 s =

& ko k k

- ~ I dV,‘j I

:foiz _|_Z 2 0ij+ = 2 o gal | @iaj +m Up+(m+1)U,py +....
i=1 (=1 j=1 s=1

Supposons que U,, soit une fonction définie positive des variables x,, x., ..., 24

(ce qui exige que m soit un nombre pair).

Alors cette expression —; sera une fonction définie positive des variables z,,

Ly ouny Thy L)y Tyy « -+, Ty, et toutes les conditions du théoreme 1l seront rem-
plies. Nous conclurons donc que le mouvement non troublé est instable.

Le cas considéré ici peut se présenter, par exemple, dans la question de la sta-
bilité de I’équilibre (dans le sens ordinaire ), quand il existe une fonction de forces
(fonction U).

Chaque fois que pour une position d’équilibre la fonction de forces devient
minimum, et que ce minimum se reconnait par les termes de degré le moins élevé
(qu'on puisse trouver dans le développement de 'accroissement de cette fonc-
tion suivant les puissances des accroissements des coordonnées, nous conclurons
que I’équilibre est instable.

Tatorime Ill. — Soit V une fonction des variables z,, t, possédant les
propriétés suivantes :

1* C’est une fonction limitée;
2° Sa dérivée V' est de la forme

(53) V=AV+W,
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A étant une constante positive et W une fonction de signe fize (laquelle fonc-
tion peut du reste se réduire identiquement & zéro);

3° Pour toute valeur de t supérieure a une certaine limite, la fonction V
est susceptible de prendre le signe de W (en supposant que W n’est pas identi-
quement nul), quelque petits que sotent les x; en valeurs absolues.

Si les équations différentielles du mouvement troublé permettent de former
une pareille fonction V, le mouvement non troublé est instable.

Supposons que la fonction trouvée V, satisfaisant & ces conditions, soit telle
que W soit une fonction positive.

Alors on pourra choisir les nombres T et H de telle maniére que, pour les
valeurs des variables satisfaisant aux conditions ¢2'T,

(54) |zs| SH (s=1,2, ...,n),

on ait
|VI<L, W2o,

ou L est une constante positive. On pourra d’ailleurs supposer le nombre T assez
grand pour que, par un choix convenable des valeurs g, que doivent prendre les
fonctions @z, pour ¢t =T, et en laissant tous les ]Esl aussi petits qu’on veut, on
puisse rendre positive la valeur correspondante V, de la fonction V.

Ne considérant que des valeurs de ¢ non inférieures a T, et en nous reportant a
I’égalité (53), nous en conclurons que, sil’on considére V, en vertu des équations
différentielles du mouvement, comme fonction de ¢, cette fonction vérifiera I'iné-
galité

—C‘%f- —AVZ2o,
pour toutes les valeurs de ¢ pour lesquelles les conditions (54) restent remplies.
Donc, si de T & ¢ ces conditions ne cessent d’étre remplies, nous aurons

V 2V, M=

et, par suite,
L >V, M=,

Or, V, étant positif, cette derniére inégalité ne peut avoir lieu que pour des
valeurs de ¢ inférieures a la quantité
1 L
t=T + = log -+
A
Donc, dans U'intervalle de T & © les conditions (54) ne peuvent étre constam-

ment remplies.



PROBLEME GENERAL DE LA STABILITE DU MOUVEMENT. 267

De 13, comme dans la démonstration du théoréme précédent, nous concluons
que le mouvement non troublé est instable.

En faisant varier les conditions auxquelles doivent satisfaire les fonctions cher-
chées, on pourrait certainement proposer beaucoup d’autres théorémes semblables
aux précédents. Mais, pour les applications que nous avons en vue, les théoréemes
que nous avons donnés sont pleinement suffisants. C’est pourquoi nous pouvons

nous y borner.

Remarque. — Jusqu’a présent, nous avons supposé que, pour les variables z,
toutes les valeurs réelles suffisamment petites soient possibles. Mais il peut se
rencontrer des cas ou, d’apres la signification méme de ces variables, a quelques-
unes d’entre elles il ne pourra convenir que des valeurs d’un signe déterminé
(nous ne considérerons pas des conditions plus complexes).

Pour qu’il en soit ainsi, les équations différentielles (1) doivent étre telles que

ces conditions, qui seront de la forme
(53) @20, w50,

soient remplies pendant toute la durée du mouvement, dés qu’on les suppose rem-
plies au moment initial.

Dans de pareils cas, en appliquant les théorémes II et III, il faudra prendre
garde pour que la fonction V ne perde pas la troisiéme propriété, quand on tient
compte des conditions (35). Du reste, on pourra sous-entendre ces conditions
dans toutes les définitions et dans toutes les propositions précédentes, ainsi que
nous 'avons fait pour ce qui concerne les conditions (40).

CHAPITRE II.

ETUDE DES MOUVEMENTS PERMANENTS.

DES ﬁQUAT[ONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES A COEFFICIENTS CONSTANTS.

17. Considérons le systeme d’équations différentielles linéaires

dx
(1) g TP T Pa®s e Py (s=1,2,...,n)

a coefficients constants p,q.
Fac. de 7., 2* S., 1X. 35
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L’intégration de ce systeme dépend de la résolution de I’équation algébrique

‘ Pi—x P2 Pin
P Pra—*r ... Pan

see . e s e e

:O’
P Pz oo Pan— %

du nime degré relativement a 'inconnue x.

Nous appellerons cette équation déterminante, et le déterminant constituant
son premier membre sera dit fondamental. En considérant ce dernier comme
une fonction de %, nous le désignerons par D(x).

A chaque racine de l'équation déterminante correspond une solution du sys-
teme (1) de la forme

(2) z, =K, e*, x, =K, ¥, ey z, =K, e,

ou les K sont des constantes, parmi lesquelles au moins quelques-unes sont
différentes de zéro; et, quand I'équation déterminante n’a pas de racines mul-
tiples, on aura, en considérant toutes ses racines, n solutions de la forme (2),
qui seront indépendantes.

Dans le cas des racines multiples, le systeme d’équations (1) admettra, en gé-
néral, des solutions du type suivant :

xy=fi(t)e*, Ty =[5 (L) e*, ) xz, = fa(t) e,

ou f;(t) sont des fonctions entiéres de ¢, dont les degrés ne dépassent pas le
nombre qu’on obtient en diminuant d’'une unité le degré de multiplicité de la
racine x.

Si 'on considére les solutions du type (2) comme étant renfermées dans ce
dernier type, a chaque racine x de degré de multiplicité w correspondront i solu-
tions indépendantes d’une telle forme.

D’ailleurs, si parmi ces solutions il s’en trouve une telle que les degrés au
moins de quelques-unes des fonctions f;(¢) atteignent leur limite supérieure
w — 1, on pourra, en partant de cette solution, obtenir toutes les u solutions in-
dépendantes qui correspondent a la racine x. Il n’y aura, a cet effet, qu'a rem-
placer les fonctions fi(¢) par leurs dérivées f;”(¢) par rapport a ¢ de divers
ordres. De cette maniére on parviendra aux p solutions indépendantes suivantes :

Si(e)yex,  fa(l) e, coo Sall) e,
Sileyer,  fy(e) e, s Su(t) ey

FEO B L, SR e,
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Nous dirons que, dans ce cas, il correspond a la racine x un seul groupe de
solutions.

Ce cas se présentera chaque fois que la racine considérée x ne rend pas nul au
moins «n des mineurs premiers du déterminant fondamental.

Il peut arriver que la racine 7, de degré de multiplicité u, rende nuls tous les
mineurs de ce déterminant, jusqu’a 'ordre £ — 1 inclusivement, sans annuler au
moins un des mineurs d’ordre k.

Alors a cette racine il correspondra A& groupes de-solutions indépendantes, for-
més semblablement au groupe ci-dessus.

Le nombre & a pour limite supérieure le nombre u. Cette limite peut étre
atteinte, et alors toules les solutions correspondant & la racine x seront du
type (2).

On peut regarder tous ces théorémes comme si bien connus de tous, qu’il serait
superflu d’en donner des démonstrations, qui d’ailleurs ne présentent pas les
moindres difficultés.

Remarquons que, x,, x,, ..., x, étant toules les racines de Péquation détermi-
nante, les parties réelles des nombres

— Xy, T %y, ey T Xp

représenteront pour les équations (1) ce que nous avons appelé les nombres carac-
téristiques du systeme d’équations différentielles linéaires.

18. Pour le systeme d’équations (1) on peut trouver n intégrales indépendantes
de la forme
Y1Zy + YaZa+. i+ Yy,

oti les y; sont des fonctions de ¢.

Ces fonctions satisferont au systéme d’équations’

d
(3) e iV PaYato o Pasya=0  (s=1,2, ...,n)
adjoint a (1), et, si

}’m .}'21’ ceey Ynts

Y2y Yooy ooy Ynas

ceey ceey ceey ceey

Yins  Yans ooy Van

est un systeme quelconque de n solations indépendantes du systtme adjoint,
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les n fonctions
YTy Yo Lyt o= Yuy Ty

Yialy+ Yoo Lo oo Vus Zp,

YinZi+ YonZy+ ...t Yun Ty

seront des intégrales indépendantes du systeme (1).

Le déterminant fondamental du systeme d’équations (3 ) s’obtient en remplacant,
dans le déterminant fondamental du systeme (1), » par — % et en le multipliant
par (—1)?. Il enrésulte que les racines de I'équation déterminante du systeme (3) ne
différeront que par les signes des racines de I'équation déterminante du systeme (1).

Soient
— %y — 4y ey T A

toutes les racines de 1'équation déterminante du systeme (3), dans I’hypothese
que chaque racine multiple est répétée autant de fois qu'il lui correspond de
groupes de solutions. '
Alors, & chacun des nombres — %; on pourra faire correspondre un groupe de
solutions, en sorte que toutes les solutions considérées soient indépendantes.
Soit ng le nombre de solutions dans le groupe correspondant a la racine — x;,

de sorte qu’on ait
Ny Ng+. ..+ np=n.

En prenant pour les quantités y,; les fonctions entrant dans la composition de
ces groupes, nous aurons, pour chaque racine — x;, les n; intégrales suivantes du
systéme d’équations (1) :

m [m—l
(%) <z(,” e 5 S B) ee (m=o,1,2,..., 05—1),

m! 2 (m—1)!
ot les 5} sont des formes linéaires relativement aux quantités z,, &, ..., Z, avec
des coefficients constants et m! représente, suivant I'usage, le produit 1.2.3...m,
quand m n’est pas nul, et 1, quand m = o.

Les n intégrales que nous obtiendrons, en donnant ici a s toules les valeurs
entiéres de 1 a k inclusivement, seront, dans notre hypothése, indépendantes.

Il en résulte que les n formes s seront nécessairement aussi indépendantes,
et lon pourra, par conséquent, les prendre pour nouvelles fonctions inconnues
au lieu de xy, Z,, ..., Zu.

En le faisant, nous obtenons les équations suivantes :

~(8)
=0
. dt ! '/—_—2,3,...,n,
(3) . :
dzj ) — £ $=1,2, ...,k
—— %sey /-1

dt
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auxquelles évidemment doivent satisfaire les quantités 37, les expressions (4)
représentant les intégrales des équations (1).

On en conclut que, par une substitution linéaire a coefficients constants, le sys-
téme (1) peut étre ramené a la forme (5).

Supposons que tous les coefficients ps dans les équations (1) soient des nombres
réels, et que, dans les transformations de ces équations, on ne veuille considérer
que des substitutions a des coefficients également réels. Alors la transformation
précédente ne sera possible que si toutes les racines de 'équation déterminante du
systeme (1) sont des nombres réels. Et quant au cas ot il existe des racines ima-
ginaires, la forme la plus simple a laquelle ces équations pourront se réduire sera
quelque peu différente.

Pour montrer une telle transformation, nous remarquons que, dans ’hypotheése
admise, 4 chaque racine imaginaire en correspondra une racine conjuguée du méme

degré de multiplicité, et que, sil'on a trouvé toutes les formes linéaires z‘j” qui
correspondent & une racine imaginaire quelconque, on aura, en y remplacant V—1

par —\/—1, de nouvelles formes, qu'on'pourra prendre pour les quantités s dans
le cas de la racine conjuguée.

Supposons donc que, pour les deux racines conjuguées

w=h—+py—r, Ag=A—py—1,

on ait ces valeurs des 5 :

) — (2) — / -

3y __u/—r-v/-\/—l, s =u;j—vj\—1 (J=1,2,...,V).

@)
. . . . . J

les quantités uj, v;, qui seront des formes linéaires des quantités z; a coefficients

Alors, pour nouvelles fonctions inconnues, on pourra prendre au lieu de 5", 2

constants et réels.
Les équations différentielles auxquelles ces fonctions doivent satisfaire se dé-
duisent facilement de celles (5) et ont la forme suivante :

du ' dv

%:lu,—pv,, %:7\01+pu1,

du; dv; .
—d—;-:}\ll/-~y0j—ltj_1, 7;-_—:)\v,~+yuj——c’j_, (J=12,3,...,v).

Nous obtiendrons de tels groupes d’équations pour chaque couple de racines
imaginaires conjuguées, et, pour des racines réelles, nous aurons des groupes de
la forme (5).

Remarque. — A l'occasion de la transformation indiquée, remarquons que, en
s’appuyant sur elle, on peut démontrer une proposition qui se rattache a la théorie
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des équations différentielles linéaires, dont les éléments ont été exposés dans le
Chapitre précédent. En effet (en revenant aux hypothéses du n° 10), il est facile
d’établir que, pour chaque systéme réductible d’équations, o tous les coeffi-
ctents sont des fonctions réelles de t, la transformation en un systéme & coe ffi-
clents constants peut étre effectuée anw moyen d’une substitution (du caractere

défini au n° 10) dans laquelle tous les coefficients soient aussi des fonctions
réelles de t (').

(1) On le démontrera de la maniére suivante :

Admettons que le systéme (1) (dans lequel les coefficients p,; sont supposés des fonctions
réelles de ¢) soit réductible. En vertu de ce que nous venons de montrer, nous pouvons alors
supposer que, par une substitution satisfaisant aux conditions du n® 10, il soit ramené a la
forme (5). Nous pouvons d’ailleurs évidemment supposer que tous les x; soient réels.

Cela posé, soit

) _ s (8 ST
2 = uf + ol 1,

) (s)

les u}", o} étant des formes linéaires des quantités x4, dont les coefficients sont des fonc-

tions réelles de ¢. En considérant les k paires de fonctions suivantes :

u‘l“: 9(11); ] u(f), "(12); celd ulliri thl.-n,
et n’en prenant, de chaque paire, qu'une fonction, formons toutes les combinaisons pos-
sibles contenant, chacune, & fonctions. Comme, par la propriété des substitutions considé-
rées (n° 10), le déterminant fonctionnel formé avec les dérivées partielles des z5 par rap-
port aux xgs ne sera pas une fonction évanouissante de ¢, nous rencontrerons alors au moins
une combinaison, telle qu'on ne puisse former, avec les fonctions qui y entrent, aucune
expression linéaire & coefficients constants (non égaux a zéro simultanément) qui soit iden-
tiquement nulle, ou dans laquelle tous les coefficients, dont sont affectées les variables 24,
soient des fonctions de ¢ évanouissantes. Pour fixer les idées, admettons que cette condition
soit remplie pour la combinaison suivante :

W, W@, ..., Wb,

Nous remarquons maintenant que, dans nos hypothéses, toute intégrale (4) du systéme (1)
donne une nouvelle intégrale du méme systéme, quand tous les 55"y sont remplacés par les
quantités ©'”. Et, dans la supposition que nous venons d’admettre, toutes ces intégrales
seront indépendantes. En effet, s'il n’en était pas ainsi, on pourrait former, avec ces inté-
grales, une expression linéaire a coefficients constants (non égaux a zéro simultanément)
qui fut identiquement nulle. Or cette expression se présentera sous forme d’une somme de
produits des quantités #ie—%:! par des expressions linéaires formées avec les u”; et, si nous
désignons par x le plus petit des nombres »; correspondant a celles des intégrales considé-
rées qui figurent réellement dans 'expression linéaire en question, et par m le plus grand
parmi les exposants des puissances de ¢, qu’on rencontre dans celles de ces derniéres inté-
grales pour lesquelles x;=x, nous devrons conclure que, pour que notre expression soit
identiquement nulle, il faudra que 'expression qui y est multipliée par ¢ e—%¢, ou soit aussi
identiquement nulle, ou représente une forme des quantités o, dans laquelle tous les coeffi-
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19. Considérons le probléme suivant :
Soit donnée une équation aux dérivées partielles

n

A
(6) 2(/’»‘1'131"‘[)‘:2'1’2“‘“-+P.mxn)(')?s‘:xva
s=1

dans laquelle x désigne une constante. On demande de trouver toutes les valeurs
de » pour lesquelles on puisse satisfaire a cette équation en prenant pour V une
fonction entiére et homogeéne des variables z,, s, ..., z, d'un degré donné m.
Il est facile de former I'équation algébrique a laquelle doivent satisfaire les
valeurs cherchées de x.
Soit N le nombre des coefficients dans la fonction V, de sorte que

N— nn=4+1)...(n+m—1) (m=+1)(m—+2)...(m=+n—ri)
- 1.2.3...m - 1.2.3...(n—1) ’

Tel sera aussi le nombre des équations linéaires et homogenes par rapport a
ces coefficients qu’on obtiendra en égalant les coefficients des mémes produits de

la forme
Xy, .. i

dans les deux membres de I'équation (6).
En éliminant entre ces équations les coefficients de la fonction V, nous obtien-

drons l'équation algébrique cherchée, qui sera de la forme suivante :

ay— % (45T (20
Ay Ayy — % . N o
— 0O
axy axs o aANN— 4

ol les a;; représentent certaines formes linéaires des coefficients pyq.

cients soient des fonctions évanouissantes de ¢ Mais ni l'un ni l'autre n’est possible, car
ladite expression sera nécessairement une combinaison linéaire & coefficients constants des
formes uf". Donc nos intégrales seront indépendantes et, par conséquent, le déterminant
fonctionnel des quantités w{” par rapport aux quantités x; ne sera pas identiquement nul.
Mais alors ce déterminant sera nécessairement tel que la quantité qui lui est inverse repré-
sentera une fonction limitée de ¢, car ledit déterminant ne peut différer que par un facteur
constant du déterminant fonctionnel des quantités 3.

De cette maniére la substitution qui remplace les variables 4 par les variables «}" satis-
fait a toutes les conditions des substitutions du n° 10. Elle posséde d’ailleurs des coefficients
réels, et le systéme d’équations (1) se transforme, par cette substitution, en un systéme a
coefficients constants.
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Cette équation sera ainsi de degré N.
Désignons par D,,(x) le déterminant qui figure au premier membre.
En donnant & m successivement les valeurs 1, 2, 3, ..., nous aurons une suite

indéfinie de déterminants

Dl(x)) Dz(“), D3(X)’ ceey

ot le premier terme ne différera pas du déterminant que nous avons désigné par
D(x), et que nous avons appelé fondamental. Tous les autres termes seront
appelés déterminants dérivés, de sorte que D, (») sera le déterminant dérivé du
rang m —1.

Connaissant toutes les racines de I'équation déterminante, il est facile de trouver
toutes les racines de 'équation D,,(z) = o, car on peut démontrer la proposition

sulvante :

Tuatorneme. — Si
Kyy X2, cey %xn

sont les racines de Uéquation déterminante, toutes les racines de U’équation

D,(»)=o0

s’obtiendront par la formule
(7) KT IRy A MgRy = o= M %Ry

en donnant aux nombres my, ma, ..., m, toutes les valeurs entiéres et non
négatives qui satisfont a la relation

my—+ ny~+...+ m,=m,

et en faisant attention & ce qu'un seul et méme systéme de valeurs ne se ren-
contre pas plus d’'une fois.

Pour le démontrer, supposons d’abord les coefficients p;s tels qu’il n’existe

aucune relation de la forme

Py%y - PaXg .o PnXp =0
Ol fhyy thay « oy P soient des entiers satisfaisant aux conditions

Py ot =0,
|P‘s|§m (S:l,Q,S,...,n)
et n’étant pas nuls tous a la fois.

Alors les valeurs de x définies par la formule (7) seront toutes distinctes. Nous
admettrons de plus qu’aucune d’entre elles n’est nulle.
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Cela posé, et en entendant par x un nombre différent de zéro, désignons par ¢,
02, ..., v, les intégrales indépendantes du systeme d’équations différentielles

linéaires qu’on déduit 'de (1) en posant

1
t = -logV.
% tel

Alors, @ étant une fonction quelconque, I'équation
(8) D0y, 035 ooy 0p) =10,

dés qu’elle est résoluble par rapport a V, fournira une solution de I'équation (6).
Supposons que toutes les intégrales ¢, soient linéaires par rapport aux va-
riables zy, ., ..., z,.
Comme, dans les hypothéses admises, tous les %, seront distincts, ces intégrales

seront toutes de la forme

Ps= (%1 & 4 A2 Lo+ ..+ sy Tp) vV *,

ol les a; sont des constantes.
J

Par suite, si nous faisons
Dy, 02y ooy 0,) = 0P, T,

en entendant par les m; des entiers non négatifs, dont la somme est égale a m, et
sl nous posons, en outre,

=M Ry = Mahg—+ .o o My %y,

I'équation (8) conduira a la solution

n

A :II (otsy &)+ Ay Tyt v o = Oy T )™,

s=1

représentant une fonction entiere et homogeéne des quantités z; de degré m.
Il en résulte que toutes les valeurs de x de la forme considérée satisfont a
I'équation
D, (x)=o.

Or, d’apreés ce que nous avons admis, le nombre des valeurs distinctes de cette
forme est égal au degré N de 'équation ci-dessus. Donc aucune autre valeur de %
ne pourra satisfaire a cette équation.

Maintenant, pour démontrer le théoréeme en toute sa généralité, il suffit de
remarquer que les cas que nous avons laissés de c6té peuvent étre considérés

comme des cas limites pour celui que nous venons d’examiner. Ils ne présente-
Fac. de T., 2¢ S., 1X. 36
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ront donc pas d’exception; seulement, dans ces cas, I'équation D, (%) = o pourra
avoir des racines multiples ou des racines égales a zéro.

Remarque. — Attirons 'attention sur la propriété suivante des déterminants
dérivés :

Quand l'équation déterminante n’a pas de racines multiples et aussi quand,
dans le cas de pareilles racines, chacune d’entre elles annule tous les mineurs du
déterminant fondamental jusqu’a 'ordre le plus élevé possible pour la multiplicité
de la racine, chaque racine multiple de’équation D,,(x) = o possédera les mémes
propriétés par rapport aux mineurs du déterminant D,, ().

Cette propriété se démontrera en remarquant que, sous la condition indiquée,
a chaque racine de I'équation D, (%) = o, d’ordre de multiplicité i, il correspondra
p solutions linéairement indépendantes de I’équation (6), sous forme de fonctions
entiéres et homogeénes de degré m.

20. Nous pouvons démontrer maintenant les propositions suivantes :

Tutorime [. — Quand les racines %y, %y, ..., %, de Uéquation déterminante
sont telles que, sous la condition my+ my~+ ...+ m,= m, m étant un entier
positif donné, on ne peut avoir aucune relation de la forme

My Xy~ Mohg—+. ..+ My =0

avec des valeurs entiéres non négatives des mg, on pourra toujours trouver,
et cela d’une seule maniére, une forme V de degré m des variables x,,

Zay ...y Ty Satisfaisant a ’équation

X ov
(9) Z(Pslxl—f—]?szl’z—i—...—l—-pmxn)_d_x::U,

s=1
U étant une forme donnée quelconque du méme degré m.

En effet, pour déterminer les coefficients de la forme cherchée V, nous aurons
un systeme d’équations linéaires dont le nombre sera égal a celui des coefficients.
D’ailleurs, le déterminant de ce systeme, qui est D, (0), ne sera pas nul dans les

conditions du théoréme.

Remarque. — La condition du théoreme sera par exemple remplie, et cela
pour chaque valeur de m, quand les parties réelles des nombres x; sont différentes

de zéro et ont les mémes signes.

Dans les deux théorémes suivants, nous supposerons les quantités x; réelles,
soit que nous les considérions comme des variables indépendantes, ou comme des
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fonctions de ¢ satisfaisant aux équations (1). Ceci est possible par suite de la

réalité supposée des coefficients pyq.

Tatoreme Il. — Quand les parties réelles de toutes les racines xs sont néga-
tves, et quand, dans Uéquation (9), la fonction' U est une forme définie d’un
degré pair m, la forme V de méme degré, satisfaisant a cette équation, sera
également définie, et son signe sera d’ailleurs contraire a celui de U.

Pour le démontrer, nous remarquons que, les quantités z, étant considérées
comme des fonctions de ¢ satisfaisant aux équations (1), nous pouvons présenter
I'équation (g) sous la forme suivante :

av

7{7:U'

De la nous concluons que pour chaque solution du systeme d’équations (1),
différente de celle 2, =z, =...=x,= o, la forme V devient une fonction de ¢,
variant constamment, quand ¢ croit, dans un méme sens : elle crott, si U est posi-
tif, et décroit, si U est négatif. Or, dans I'’hypothése admise relativement aux quan-
tités =, les fonctions z; satisfaisant aux équations (1) seront nécessairement telles
que, ¢ croissant indéfiniment, elles tendront vers zéro. La méme chose aura donc
aussi lieu pour la fonction V dont il s’agit. Et ceci, en vertu de ce que nous venons
de remarquer, n’est possible qu’a condition que pour toute solution, différente
de zy=x,=...=x,= o, la fonction V devienne une fonction de ¢, telle que
pour aucune valeur de ¢ elle ne puisse prendre le signe de la fonction U ou devenir
nulle. Or cette condition est, évidemment, équivalente a ce que, pour aucun
choix des quantités x;, la fonction V ne puisse prendre une valeur de méme signe

que U ou s’annuler, si 'on n’a pas z, =2y =...= z, = o.

Tutonkye Il — Si, parmi les racines x;, il s’en trouve dont les parties
réelles sont positives et si, m étant un nombre pair donné, ces racines satis-
Jont a la condition du théoréme 1, alors, U étant une Jorme definie de
degré m, la forme de méme degré V satisfaisant a I’équation (9) ne sera
certainement pas de signe fize et contraire a celui de U.

En effet, en considérant les quantités z; comme fonctions de ¢ satisfaisant aux

équations (1), et en présentant I'équation (g) sous la forme

AN U

de — 7
nous pouvons conclure que, si par un choix convenable des quantités x;, non
égales a zéro simultanément, on peut rendre nulle la fonction V, on pourra aussi
lui donner une valeur de méme signe que U. Par suite, si la fonction V ne

pouvait recevoir des valeurs de méme signe que U, elle serait nécessairement dé-
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finie. Et alors on se trouverait dans les conditions du théoréme I du n° 16, et I'on
pourrait conclure que, dans toute solution des équations (1), les fonctions z;
seraient limitées (ne considérant, comme auparavant, que des valeurs de ¢ dépas-
sant sa valeur initiale).

Or cette conclusion serait en désaccord avec 'hypothése que, parmi les quan-
tités %, il s’en trouve dont les parties réelles sont positives, car, dans cette hypo-
these, il existera toujours des solutions du systeme (1) dans lesquelles au moins
quelques-unes des fonctions z; ne seront pas limitées.

Donc la fonction V sera nécessairement telle que, par un choix convenable des
quantités z;, on pourra toujours lui donner le signe de la fonction U.

Remarque. — Pour que la condition du théoréme I puisse étre remplie pour
une valeur quelconque de m, I'équation déterminante ne doit pas avoir de racines
nulles. D’ailleurs, pour que cette condition puisse étre remplie pour une valeur
paire de m, il faut que, parmi les racines de I'équation déterminante, il ne se

trouve aucun couple de racines dont la somme soit nulle.

91. Considérons un systéme canonique d’équations différentielles linéaires
M

dr, __ OH  dy, OH

(10) P -‘E’ di = ox. (s=m, 2, , k),
ol H est une forme quadratique des variables
Ty Xy eeey Ty Vie Y2y eevs Vi
A coefficients constants.
Si nous posons d’une fagon générale
N,

le déterminant fondamental, correspondant i ce systéme, ne différera que par le

facteur (— 1) du déterminant

C“—l—x (:21 C/” B“ le Bkl
(1 Coo+2 ... Cra By, B, cee B
CH; Cox voo Cpp+x B B,x By
A“ A?l . e A]“ Cll_y‘ C]g e qu
Alg A22 [P A/."Z C“ ng — % “o Cgk
Ax Aok oo Aws Ck1 Cr2 ver Cpp—x
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Or, en vertu des relations

A/’j—_—Aji’ Bl‘j:Bj[a

ce dernier déterminant ne changera pas de valeur en changeant x en — x. Pour
s’en rendre compte, il suffit, aprés le remplacement indiqué, de mettre les lignes
a la place des colonnes et d’opérer ensuite des substitutions convenables aussi bien
de lignes que de colonnes.

Par suite, I'équation déterminante du systeme (10) ne contient que des puis-
sances paires de x, et, par conséquent, a chacune de ses racines x correspondra la
racine — x.

De cette maniére, pour le systeme canonique d’équations, nous tombons dans ce
cas singulier ol la conditiondu théoréme I (numéro précédent) n’est remplie pour
aucune valeur paire de m. '

On peut remarquer que, H étant une forme définic des variables x;, ¥s, toutes
les racines de 'équation déterminante du systeme (10) seront purement imagi-
naires. D'ailleurs chaque racine multiple d’un degré u de multiplicité annulera tous
les mineurs du déterminant fondamental jusqu’a 'ordre u — 1 inclusivement.

Routh démontre cette proposition algébriquement (). Mais elle est une consé-
quence immédiate de cette circonstance que H est une des intégrales du
systeme (10).

Dans le cas ot H est une somme de deux formes quadratiques : X, des variables
Zsy et Y, des variables y, et o au moins une des formes, X ou Y, est définie, les
équations (10) ont toutes les propriétés des équations différentielles linéaires par
lesquelles sont définies, dans une premiére approximation, les petites oscillations
d’un systeme matériel au voisinage d’une position d’équilibre, quand 1l existe une
fonction de forces. Vu cela et en nous basant sur les théorémes connus de la théorie
des petites oscillations, nous pouvons affirmer que, dans ce cas, I'équation déter-

minante n’aura que des racines dont les carrés seront réels, et que ces racines

(1) Gette proposition est présentée par Routh sous une autre forme, parce qu’au lieu du
systéme canonique d’équations il considére le suivant :

d JL L da
dt owg — ox,’  dt

ol L est une forme quadratique des variables z,, z]. Le réle de la fonction H est joué alors
par la fonction

oL

- I/
o0y

i

L z;.

Voir The advanced part of a Treatise on the Dynamics of a system of rigid bodies
(4° édition, 1884, p. 68).
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pourront étre toutes purement imaginaires seulement a la condition que la forme H
soit définie.

Quand H ne se présente pas sous la forme X + Y, avec la signification précé-
dente des lettres X et Y, toutes les racines peuvent étre purement imaginaires sans
que H soit une forme définie.

Supposons, d’une fagon générale, la fonction H réelle et telle que I'équation dé-
terminante du systéme (10) ait seulement des racines purement imaginaires. Soient

MY—1, )‘2\/—:—1, ceny MV =1, —My—T1, -——)\2\/_—-—1, ceey — Ay —1

ces racines, les ), désignant des nombres réels différents de zéro.
Admettons que toutes ces racines soient distinctes. Alors on aura pour le sys-
teme (10) 2k intégrales indépendantes de la forme

(11) (us—+ivs) e, (ug—ivg)eht (s=1,2, ..., k),

ot { =\/— 1, et u;, ¢, sont des formes linéaires des variables z;, y; & coefficients
constants réels.

Désignons pour deux fonctions quelconques © et ¢ des variables z;, y; (ces
fonctions peuvent également contenir ¢) par le symbole (v, ¥) la quantité

k

3 (22 24 e o)
dxj dyj dyj dxj )

j=1

Alors, si ¢ et ¢ sont des intégrales du systeme (10), (%, ) sera, comme on le
sait, ou aussi une intégrale de ce systéme ou une constante déterminée. Mais, si les
fonctions g et ¥ sont prises de la série des intégrales (11), le dernier cas est seul
possible évidemment.

C’est pourquoi, et en remarquant que, par suite de ’hypothése faite, aucun des
nombres A, As, s et o étant différents, ne sera nul, nous devons conclure que

toutes les quantilés
(Us— ivsy Ug+T0g), (Us Lvg, Usg— 19g), (Us—1Tvsy Ug— LVg),
pour lesquelles s et & sont différents, seront nulles. Quant aux quantités
(Uus=Tvsy us— L0 (s=1,2, ..., k),

elles seront certainement toutes non nulles, car dans le cas contraire les inté-
grales (11) ne seraient pas indépendantes.

Nous en concluons que toutes les parenthéses (usy ug), (vs, v5) €L aussi, pour s
et o différents, toutes celles (u;, v5) seront nulles, pendant que tous les (us, v5)
seront des constantes réelles différentes de zéro. Nous pouvons d’ailleurs supposer
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ces constantes égales a4 1, car on peut toujours supposer que chacune des
fonctions u; el v; renferme, en facleur, une méme constante réelle arbitraire, dont
on puisse disposer de facon que (u, ¢;) devienne égale a 1 en valeur absolue; et
par un choix convenable du signe du nombre X (qui est resté jusqu’a présent
indéterminé), on pogirra rendre la quantité (u;, ¢;) positive.

De cette maniére, en attribuant un signe convenable 4 chacun des nombres A,
nous pouvons toujours supposer les intégrales (11) telles qu'on ait les égalités

(usy ug) =o, (955 v5) =0,

(s,0=1,2, ..., k).
(usy v5) =1, (usy 95) =0 (e39)

Or ce sont des égalités bien connues, d’oti 'on peut conclure que, si I'on forme
les dérivées partielles des fonctions wg, ¢; par rapport aux variables zj, yj, et
qu'ensuite, considérant ces derniéres comme des fonctions des premieres, on
forme les dérivées partielles des fonctions xj, y; par rapport aux variables u;, v,
on aura les relations suivantes, dues & Jacobi :

du, ﬂ/_,_ dug _ ox; \

ozj — 0vs’ dy; — 0w )

() =1,2, ..., k).
dvs _ dxy dvs 0y,
dy;j  ou;’ dxj—  Ous

Il en résulte que tout systéme canonique d’équations

de, __ OF  dv, _OF ]
a8 @ —am =LY b

(ol F est une fonction quelconque des variables x;, y;), quand on introduit, a la
place des variables xy, y;, les variables u;, ¢;, se présente encore sous la forme

canonique

dlls —-—-?E. 1‘2— oF _ \
dat — 9v;’ = g, (s=1,2, ..., k).

Or le systéeme (10) se rameéne de cette facon a la forme

dug dy

== — = s=1,2, ...,k

dt sYsy dt § s ( b 9 0y )’
Par suite, la fonction H, exprimée au moyen des variables u;, v, sera

A A A
H:;’(u}—i—v?)—{—f(u§+v§)+...+ ?’C(u?ﬁ— o).

L’analyse précédente, a de petites modifications pres, s'applique aussi au cas
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ot 'équation déterminante da systeme (10) a des racines multiples, pourvu que
chaque racine multiple annule tous les mineurs du déterminant fondamental
jusqu’a I'ordre le plus élevé possible.

Pour le démontrer, considérons deux racines, A \/— 1et — A \/— 1, chacune de
degré de multiplicité m.

.. e . . ., .,

Sous la condition indiquée, a ces racines correspondront 2 m intégrales indé-

pendantes du systeme (10) de la forme suivante :

(12 \ Uyein, UyeiM, ..., U,e N,
) ) V, e, V,yeiM, vy, VB e

ol i, comme auparavant, représente \/— 1, tous les U; et V, étant des formes

linéaires des variables z;, ¥, a coefficients constants. On peut d’ailleurs supposer

que, pour chaque paire de formes Uy, Vg, les coefficients de 'une se déduisent

des coefficients de I’autre en changeant\/—1 en — \/—1.

En formant un pareil systéme d’intégrales pour chaque paire de racines conju-
guées, nous aurons un systéme complet de 24 intégrales indépendantes des
équations (10).

Cela posé, et en considérant toutes les parenthéses possibles, formées avec les
fonctions Uy, V|, nous obtiendrons évidemment

(Us, Us) =o, (Vi Vo) =0 (s,0=1,2,...,m).

Nous trouverons aussi que toutes les parenthéses s’annuleront, qu’on peut
former en combinant chacune des fonctions Us;ou Vi avec chacune des fonctions
analogues qui correspondent a d’autres racines.

11 en résulte que, pour chaque nombre s pris dans la suite 1,2, ..., m, il se
trouvera, dans la méme suite, un nombre o, tel que les parenthéses (Us, V) repré-
sentent une constante non nulle. En effet, si toutes les parentheses

(UM Vi)) (U$9 Vz), RS} (Us, V/n)

étaient nulles, il en serait de méme de toutes les 2 k—1 parenthéses qu’on
peut former en combinant I'intégrale U e~ avec toules les autres intégrales
linéaires du systéme complet d’'intégrales indépendantes. Et ceci, évidemment, est
impossible.

Il peut arriver que, parmi les parentheéses de la forme (U, V), il s’en trouve
qui ne soient pas nulles.

Admettons par exemple que (U,,V,)nesoit pas nul. Alors on peut transformer
le systéme (12) dans un systeme d’intégrales équivalent et de méme caractere,

U,e—M, V,eM, Use~iM, VieM (6=2,3,...,m),
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pour lequel toutes les parenthéses
(Us, Vi), (U, Vi), (0=2,3,...,m)
seront nulles. Pour cela, il n’y a qu’a poser

es=Us+ ;U Vc’r:vc"‘ﬁcvb

en attribuant aux constantes a4, 3, les valeurs suivantes :

o ___(Uav V|)’ xﬁ :_(UUVG),
T (Ul’ vl) 7 (Ul’ Vi)’

et alors la fonction Vi se déduira de la fonction Ul par le changement de \/_:_I
en —\/—1.

Admettons maintenant que toutes les parenthéses de la forme (Us, Vi) solent
nulles.

Comme, parmi les parenthéses (U,, V,), il s’en trouve certainement qui sont
différentes de zéro, soit (U,, V,) non nul. Alors, en posant

Ui =U,+ (U, Vy) Uy, Vi=V,+i(U, V)V,
et tenant compte des égalités (U,, Vi) = o, (U,, V,) = 0, nous aurons
(U, Vi) =20(U,, V) (U, V)

el cette quantité ne sera cerlainement pas nulle, car (U,, V,) est une quantité
conjuguée avec — (U, V,), qui n’est pas nulle.

Par suite, si nous remplacons les intégrales de la premiére colonne du
Tableau (12) par les intégrales

I e—Ih U [\
Ule l)t’ Vie’)’,

ce qui conduit & un nouveau systéme de 2 m intégrales indépendantes de méme
caraclére (car la fonction V, se déduit de la fonction U, en changeant ¢en — i),
nous retomberons sur le cas que nous venons d’examiner.

Ainsi nous pouvons supposer que, pour le systeme d’intégrales (12), les paren-
theses (U, V,) représentent une constante différente de zéro, et que loutes les
parenthéses (U, V;) et (Us, Vi) ot > 1 so0ient nulles. Etalors on pourra appli-
quer les raisonnements précédents au systeme de 2 (m — 1) intégrales, qu’on aura,
en effacant la premiére colonne du Tableau (12).

On voit par la que le systeme d’intégrales (12) peut toujours étre supposé
tel que toutes les parenthéses (U, Vs), pour lesquelles s et & sont différents,

soient nulles, et qu’aucune des quantités (U, V) ne soit nulle.
Fac. de T., 2° S., 1X. 37
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Apres avoir formé de tels systemes d’intégrales pour chaque paire de racines
conjuguées, nous pouvons ensuite raisonner toul comme dans le cas des racines
simples.

De cette maniére nous arrivons a la conclusion que, si 'équation déterminante
du systeme (10) a seulement des racines purement imaginaires, dont les carrés
solent

2 2 2
—2, =32, ..., —M,

et que d’ailleurs, dans le cas de racines multiples, chacune de ces derniéres annule
tous les mineurs du déterminant fondamental jusqu’al'ordre le plus élevé possible,
alors, a laide d’une substitution linéaire a coefficients constants réels, tout

systéme canonique d’équations de la forme

drg __ 9(H+F)  dy, _9(H+F)

rri 7 , = o (s=1,2, ..., k)

pourra étre transformé dans un systeme canonique de la forme suivante :

il'l& . oF do,

. o¥ do IF
dr — BT oy dt

o (s=1,2,...,k),

- )\s Ug +
pourvu qu’on entende par chaque % un nombre de signe convenable.

On peut remarquer qu’une transformation semblable a la précédente est possible
dans le cas aussi ol 'équation déterminante, oulre des racines purement imagi-
naires, a une racine nulle, pourvu que la conditionindiquée ci-dessus soit remplie
pour chacune des racines multiples, au nombre desquelles la racine nulle appar-

tiendra toujours.

ETUDE DES ﬁQUAT[ONS DIFFERENTIELLES DU MOUVEMENT TROUBLE.

22. Soient
dxg
(13) W:[)slxl"}"psz‘rz“‘—--.+p5,lx"+x; (s=1,2,..., 1)

les équations différentielles proposées du mouvement troublé.
Tous les X, désignent ici des fonctions holomorphes données des variables x,
Zay ...y Ty, dont les développements
W
Xs:z Pl ma o ma it s L (s=1,2,..., 1)

ne renferment pas de termes de degré inférieur au second, et les coefficients pq,

Pomomsma sont des constantes réelles.
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Pour ce qui concerne la variable indépendante ¢, tant qu'il ne sera pas besoin
de lui attribuer des valeurs complexes, nous la supposerons comme précédemment
réelle.

Si nous omettons, dans les équations (13), les termes de degré supérieur au
premier, nous aurons un systeme d’équations différentielles linéaires correspon-
dant & la premiére approximation. En formant, pour ce systéme, I’équation
déterminante, nous dirons que c’est 'équation déterminante du systéeme (13).

Soient %, %3, ..., %, toutes les racines de cette équation.

En intégrant le systeme (13) par le procédé exposé au n° 3 nous obtiendrons,
pour les fonctions x,, des séries

alV+ 2+ 2P+ (s=1,2,...,n),
dont les mi®™es termes seront de la forme suivante :

(][') .T;"” — s T(Ym‘,mg, L) e(mm.+mgx,+. . .+Vl1,.'K,,‘['
s

La sommation s’étend ici a toutes les valeurs des entiers non négatifs m,,

ny, ..., m,, satisfaisant a la condition
o< mi+my~+...+m,m,

et les coefficients T (entiers et homogénes de degré m par rapport aux constantes
arbitraires) sont ou des quantités constantes, ou des fonctions entieres de ¢, dont
les degrés ne surpassent pas une certaine limite dépendant de m (').

Nous appellerons les coefficients de cette seconde espéce séculaires; et nous
nous servirons de la méme expression pour désignerles termes o ils se rencontrent,

quand les nombres
My %y~ Mok ...+ My %,

qui y correspondent, sont nuls ou représentent des quantités purement ima-
ginaires.

Si on laisse de c6té la condition introduite au n°® 3 que toutes les fonctions 2,
pour lesquelles 7 > 1, doivent s’annuler pour une seule et méme valeur donnée
de ¢, on pourra diriger le calcul de telle fagon que les expressions (14) deviennent
homogeénes de degré m par rapport aux fonctions exponentielles

(13) ent s gtl e,

(1) Il'est aisé de se convaincre que ces degrés ne surpassent pasle nombre(2 p+1)m—p—r,
ou  est le plus élevé de ces degrés dans le cas de m =1.
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En méme temps, on pourra donner aux coefficients T la forme

Ly, My, ) — KMy my, L i) iy s ny
T; e M) = K M ) ot ol Lot

Oy Oy ..., o, étant des constantes arbitraires, dont ne dépendent pas les coeffi-
cients K, qui représentent ou des quantités constantes, ou des fonctions entiéres
de ¢.

Alors, en faisant quelques-unes des constantes «; nulles, nous obtiendrons des
séries ou ne figureront que quelques-unes des fonctions (15).

Toutefois, si I'on désire que les séries obtenues soient convergentes, au moins
dans certaines limites de la variable ¢ et pour des valeurs suffisamment petites
des ||, onne devra, en général, conduire les calculs de cette maniére que jusqu’a
une certaine limite m = N (du veste, touta faitarbitraire), et pour m > N il faudra
revenir & 'hypothése du n° 3. Dés lors, dans les expressions des fonctions z{™,
paraitront de nouveau toutes les fonctions (15) et, relativement & ces derniéres,
les expressions des x{"’ ne seront plus homogenes.

Les cas ot I'on peut ne pas assigner la limite N présentent un intérét particu-
lier. Quelques-uns d’entre eux, les plus importants pour notre probléme, seront
indiqués au numéro suivant.

On doit remarquer que la condition, pour que les fonctions z{"™ soient homo-
genes relativement aux quantités (15), ne suffit pas toujours pour déterminer
complétement les constantes qu'on introduira par I'intégration des équations dont
dépendent ces fonctions. Dans de tels cas, il restera encore un certain nombre
de constantes dont on pourra disposer a volonté.

Considérons les séries ou doivent figurer les fonctions exponentielles relatives

aux k racines
(16) Kyy Ay ey K

de I’équation déterminante.
Il est facile de s’assurer que, siles coefficients séculaires n’entrent en aucune

des m — 1 premiéres approximations

B=1,2, o, m— 1
V2P 42 ,
§=1,2,...,01

et si, par le choix des entiers non négatifs m,, m,, ..., my, satisfaisant a la

condition
Mg+ Myg—+...+my=m,

on ne peut satisfaire 4 aucune relation de la forme
My Ry b Mg Ry~ oo MR == % (s=1,2,...,n),

de pareils coefficients n’entreront pas non plus dans la mi¢me approximation.
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Pour cette raison, si les racines (16) ont toutes des parties réelles d’'un méme
signe, I'absence ou la présence dans les séries considérées de coefficients sécu-
laires pourra toujours étre décelée a 'aide d’un nombre limité d’opérations algé-
briques élémentaives ('). ‘

Dans la suite, nous considérerons souvent, au.lieu des équations (13) elles-
mémes, leurs différentes transformations a 'aide des substitutions linéaires a
coefficients constants (2), en nous guidant pour le choix de ces substitutions par
cette considération que, dans'les équations transformées, les ensembles des
termes du premier degré prennent une forme particuliére aussi simple que
possible. Telles sont les substitutions envisagées au n°® 18.

Nous rencontrerons des questions o la condition de la réalité des coefficients
dans les équations différentielles ne jouera aucun réle. Dans de tel cas, a l'aide
des substitutions indiquées, on pourra ramener les équations (13) & la forme

dsz
—a’_tl =5+ 1,
(17)
dz,
m:xsz,—i—o-,ﬂz,_ﬁ—ls (s=2,3,...,n),

ol lesZj sont des fonctions holomorphes des variables z,, z,, ..., 3, dont les
développements suivant les puissances de ces derniéres commencent par des
termes de degré non inférieur au second et possédent des coefficients constants;
Ry %z, «e., %, sont les racines de l'’équation déterminante correspondant au
systeme (13), el oy, &3, ..., 5,_y sont des constantes, que 'on pourra supposer

nulles si tous les x; sont distincts.

23. Supposons que P'on ait formé les séries satisfaisant formellement aux
équations (13), ordonnées suivant les puissances croissantes de A constantes
arbitraires o, 2y, ..., 24 et contenant les fonctions exponentielles relatives aux
k racines de I’équation déterminante

(18) Kyy Koy ey Afo

(1) Tout systéme d’équations dilférentielles dont dépendent les fonctions z{™, pour
lesquelles m > 1, pourra étre intégré a laide des coefficients indéterminés. Alors toute
I'affaire aboutira chaque fois a la résolution de certains systémes d’équations algébriques du
premier degré.

(2) Nous ne considérerons, cela s'entend, que des substitutions qui permettent d’exprimer
a volonté aussi bien les nouvelles variables par les anciennes que les anciennes par les
nouvelles.
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Supposons que ces séries soient
(19) x,—= ZKgml, Mooy ) U s Tk @M NIk K (s=1,2,...,n),

les coefficients K ne dépendant pas des a; et représentant des quantités constantes
ou des fonctions entiéres de ¢. Quant 4 la sommation, elle s’étend a toutes les
valeurs des entiers non négatifs m,, m,, ..., mydont la somme n’est pas inférieure
ar.

Ce sera un cas particulier des séries (25) considérées au n” 11.

Cela posé et en nous reportant au théoréme du n° 12, nous pouvons en déduire

la proposition suivante :
Tatorime. — En nous plagant dans le cas ou les parties réelles
_’)\n —7\2’ secy T AL

des racines (18) sont toutes non nulles et ont un méme signe, désignons par <
un nombre réel, choisi arbitrairement, et ne considérons que des valeurs de t
satisfaisant a la condition

(20) +=(t—1)2o,

le signe supérieur correspondant au cas o hy, hay. .., ki sont des nombres
positifs, le signe inférieur, & celui ot ce sont des nombres négatifs. Alors, st
en entendant par ¢ un nombre réel de méme signe que les \j[lequel nombre,
si tous les coefficients K dans les séries (19) sont des constantes, peut étre
supposé nul], nous posons

ajert—g; (J=1,2y..., k)

et que nous portions ensuite les valeurs des aj qui en résultent dans les
séries (19), les nouvelles séries

(21) L= 2 Qi sy M) gy gis gtk (s=1,2,...,0),

ordonnées suivant les puissances des qj, jouiront de cette propriété que, les
nombres= et ¢ étant fizés, on pourra assigner un nombre positif q, tel que,
les modules des qj ne dépassant pas q, les séries (21) seront convergentes, et
cela uniformément pour toutes les valeurs de t qui satisfont a la condi-
tion (20).

Supposons d’abord que tous les); soient positifs.
Alors, si T = o0, cette proposition sera une conséquence immédiate du théoréme
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du n* 12, car les quantités ¢;, que nous considérons maintenant, ne difféerent de
celles auxquelles nous avions affaire dans ce numéro que par des facteurs dont les
modules sont égaux a 1.

Quant au cas ou = n’est pas nul, on démontrera la proposition considérée, en
appliquant le théoréme du n°® 12, au lieu des séries (19), a celles qui s’en déduisent
en remplacant

t par t+ 1,

a; par oje HHeT (J=1,2,...,k)

[et qui, par conséquent, satisfont aussi formellement aux équations (13)]. En effet,
dans les séries (21), correspondant a ces nouvelles séries, les coefficients Q se
déduiront des anciens en remplagant ¢ par ¢ -+ 1.

Si tous les ); étaient négatifs, on raménerait ce cas au précédent. Pour cela il
suffirait seulement, dans les séries (19) et dans les équations (13), de rem-
placer ¢ par — ¢.

Quant a ce qui touche la possibilité de I'hypothése ¢ =o, quand tous les
coefficients K sont des quantités constantes, elle est évidente sans éclaircissements.

Du théoréme considéré, en appliquant des raisonnements analogues a ceux du
n° 4, on peut conclure que, si les racines (18) prises pour former les séries (19)
ont des parties réelles d’'un méme signe, par ces séries est définie une solution du
systeme d’équations (13), soit pour toute valeur de ¢ supérieure & une certaine
limite, siles parties réelles des racines (18) sont toutes négatives, soit pour chaque
valeur de ¢ inférieure & une certaine limile, si ces parties réelles sont toutes posi-
tives. Quant & ces limites, elles dépendent des constantes a, de telle fagon qu'en
faisant les | ;| suffisamment petits, on pourra les rendre telles qu'on voudra.

Ces solutions renfermeront A constantes arbitraires, et le nombre de ces
derniéres ne pourra pas étre diminué quand, pour former les séries (19), on
prend A solutions indépendantes

K{booge K00 gne ;’ KL 0o 0 gt
KO b0 gt KO b0l ght K00 gt
........... Y ey S e,
KO0t @t K0 0,000 1) i , KO0 1 gne

du systeme d’équations différentielles de la premiére approximation.

En parlant des solutions de cette espéce nous le supposerons toujours.

Dans le cas ou les parties réelles de toutes les racines de I’équation déterminante
sont différentes de zéro et ont un méme signe, nous pouvons poser k = n, et alors

les séries (19) définiront une intégrale générale du systeme d’équations (13).
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Remargque. — Si nous nous trouvons dans ce dernier cas, nous pouvons, en
formant les séries (19) dans la supposition de k= n, en déduire n intégrales
indépendantes du systéme (13) de la forme

(22) e %t 2 Limo mareeoo mn) gt geits | i (s=1,2,...,n),

ol l]a sommation s’étend & toutes les valeurs des entiers non négatifs m,, ms, ...,
m, dont la somme n’est pas inférieure a 1, et ou les coefficients L sont des
quantités constantes ou des fonctions entieres de ¢, dont les degrés ne dépassent
pas une certaine limite dépendant du nombre m,; 4+ nm, 4 ...+ m,.

Les séries (22) seront absolument convergentes pour toule valeur donnée de ¢,
tant que les modules des quantités z, ne dépassent pas une certaine limite, qui
dépendra en général de ¢ (et pourra tendre vers zéro, quand | ¢| croit indéfiniment).

Le cas ou tous les coefficients L sont des quantités constantes présente un
intérét particulier. Pour qu’il ait lieu, il faut et il suffit que tous les coefficients K
dans les séries (19) soient également constants.

Comme on I'a déja remarqué au numéro précédent, il est toujours facile, dans
les conditions considérées, de reconnaitre si nous avons affaire avec ce cas.

Pour qu’il soit possible, toute racine multiple de ’équation déterminante doit
annuler tous les mineurs du déterminant fondamental jusqu’a Pordre le plus
élevé possible.

Admettons que cette condition soit remplie et supposons de plus que, m,
My, ..., m, étant des entiers non négatifs dont la somme est supérieure a 1, il
n’existe aucune relation de la forme

(23) Myt Mty MR = % (J=1,2,...,n).

Alors nous pouvons étre certains que tous les coefficients K et L seront des
constantes.

En général, toutes les fois que les coefficients L sont des constantes, nous
aurons, pour le systeme d’équations différentielles tiré de (13) en éliminant d¢,
le systeme suivant d’équations intégrales :

L s ' 1
2] ""_<<3‘-: = (Y,
a, ) T \aw) T\,

ol ©, Dyy ..., 9, sont des fonctions holomorphes des variables zy, 2, ..., Zn,

(24)

définies par les séries que I'on déduit de celles (22) en divisant par e7*¢.
En y associant une quelconque des équations de la forme

0s= orge*et
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et en supposant que 'on ne donne a ¢ que des valeurs supérieures ou inférieures
a une certaine limite (dépendant des constantes ), selon que les parties réelles
de tous les x; sont négatifs ou positifs, nous obtiendrons un systéme complet
d’équations intégrales pour le systeme (13).

Le résultat que nous venons d’indiquer représente un théoréme donné par
M. Poincaré dans sa These : Sur les propriétés des fonctions définies par les
équations aux différences partielles (Paris, Gauthier-Villars, 18-9, p. 70) (').
En faisant certaines hypothéses () [et entre autres, que les racines x, ne satisfont
a aucune relation de la forme (23)], M. Poincaré démontre lexistence des
équations intégrales de la forme (24), sans passer au préalable par les équations

(19). Et précisément, il les obtient, en considérant les équations aux dérivées
partielles

n

O d

2 (P @i+ Pyt .+ Pz, X)) (5% = X0 (s=1,2,...,n),
j=1

et en montrant que, dans certaines conditions, ces équations admettent des
solutions holomorphes en z,, z,, ..., z,.

24. Du théoréme du numéro précédent ou immédiatement des théorémes du
)
n° 13, on peut tirer les suivants :

Tutoniur . — Quand U’éguation déterminante, correspondant & un systéme
d’équations différentielles du mouvement troublé, n’a que des racines & des
parties réelles négatives, le mouvement non troublé est stable, et cela de telle
Jagon que tout mouvement troublé, pour lequel les perturbations sont assez
petites, s’approchera asymptotiquement du mouvement non troublé.

Tutoneme 1. — Quand Uéquation déterminante admet des racines a
parties réelles négatives, alors, quelles que soient les autres racines, iy
aura une certaine stabilité conditionnelle. Et précisément, si le nombre de
ces racines est k, le mouvement non troublé sera stable, pourvu que les

valeurs initiales ag des fonctions x, satisfassent & certaines n — k équations

() Au sujet de ce théoréme, M. Poincaré remarque qu’il lui fut communiqué par
M. Darboux.

(%) Au lieu de notre hypothése que les parties réelles de toutes les racines x; sont d’un
méme signe, M. Poincaré en fait une plus générale, a savoir que les points du plan coordonné,
représentant ces racines, sont tous situés d’un méme coté d’une ligne droite passant par
Porigine des coordonnées. Mais si 'on considére, non les quantités z; elles-mémes. mais
seulemeat leurs rapports mutuels [et ¢’est précisément ce qu'il faut pour les équations (24)],

la derniére hypothése ne différera pas essentiellement de Ia premiére.
Fac. de T., 2¢ S., IX.

38
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de la forme
Fj(al’a2’-~9an):0 (j:"2’-'-vn“—k);

ou les premiers membres sont des fonctions holomorphes des a,, sSannulant
, .

quand tous les a; s’annulent, et d’ailleurs telles que tous les a; pourront étre

exprimés en fonctions holomorphes de certains k paramétres arbitraires.

A ces théorémes nous pouvons ajouter maintenant le suivant :

Tutorkme L. — Quand, parmi les racines de Uéquation déterminante, il
s'en trouve dont les parties réelles sont positives, le mouvement non troublé
est instable.

Admettons d’abord que parmi les racines il y en a de réelles et positives.

S’il en existe plusieurs, soit  la plus grande d’entre elles. Alors mx, pour
m>>1, ne sera certainement pas une racine de I'équation déterminante. Et, par
conséquent, si nous formons les séries (19) dans la supposition k=1, en pre-
nant, pour premiére approximation, la solution du systéme (1) de la forme

1) — Y21 (1 — 121 —_
2N =K, ae*, a P =K,ae*, ceey 2V =K, aex,

ou tous les K soient des quantités constantes, tous les coefficients K dans les
séries (19) seront également constants.

Nous supposerons, comme il est permis, ces coefficients réels et indépendants
de la constante arbitraire o.

Soit

xy= fi(oe*t), xy=f,(ore*t), caly Z,= f,(ce*t)
la solution du systéme (13) ainsi obtenue.

Tous les f; sont ici des fonctions holomorphes de I'argument a.e*, s’annulant
quand ce dernier devient nul et ne prenant que des valeurs réelles quand cetargu-
ment reste réel.

A cette solution, o étant réel, il correspondra un certain mouvement, et ce
mouvement sera défini ainsi, tant que la valeur absolue de ae* reste assez pelite
pour que les séries représentant les fonctions f; soient convergentes et que les
valeurs absolues de leurs sommes ne dépassent pas une cerlaine limite.

Supposons que cela a lieu tant que

ot <1,

{ étant un nombre positif indépendant de a.
Alors notre mouvement sera défini pour toutes les valeurs de ¢ qui ne dépassent

pas la limite suivante :
{

log —

o (o]

X~
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De cette maniére, si || est assez pelit pour que cette limite soit supérieure &
la valeur initiale de ¢, nous obtiendrons un mouvement troublé que nous pour-
rons suivre depuis le moment initial jusqu’au moment ol ¢ =r.

Ce mouvement est tel que les valeurs initiales correspondantes des fonctions x;,
en faisant |2 | suffisamment petit, deviennent toutes aussi petites en valeurs abso-
lues qu’on le veut, tandis que leurs valeurs pour t =<

ay=fi(ED,  @=fo(E0), ..., xa=fl(E D),

parmi lesquelles il s’en trouve certainement qui sont différentes de zéro ('), ne
dépendent pas de la valeur absolue de o.

Nous devons donc conclure que le mouvement non troublé est instable.

Admettons maintenant que I'équation déterminante n’a pas de racines positives,
mais qu’elle a des racines complexes a parties réelles positives.

Choisissons-en deux racines conjuguées

x,:).—f—pn\/—_l, ty= A —py/—1,

ayant la partie réelle X la plus grande possible.
Comme les expressions de la forme

Mk, 4 Myry == (My+ my) A + (my— my)py/— 1,

Iy

m, et m, satisfaisant & la condition m, - m,>>1, ne seront certainement pas
racines de I'’équation déterminante, nous aurons, pour le systeme (13), une solu-

tion sous forme des séries (19), avec deux constantes arbitraires o, et a,, ol tous
les coefficients K seront des constantes.
Soit cette solution

Xy = fo( oy €%t oy e*at) (s=1,2,...,n),

les f étant des fonctions holomorphes des arguments o, e*¢ et aye*¢ s’annulant
quand ces arguments deviennent nuls.

Nous pouvons supposer les fonctions f; telles que chacune des fonctions

f.v@—l-‘ﬂ\/:;,i—”’i\/:_l) (s=1,2,...,n),

£ et 1 étant réels, soit réelle.

(1) Siles valeurs des fonctions z; correspondant a4 une certaine valeur de ¢ sont toutes
nulles, ces fonctions seront nécessairement nulles pour toute valeur de ¢ (voir le renvoi du

n® 14). Et nous supposons assurément que, parmi les fonctions f;, il en existe qui ne sont
pas nulles identiquement.
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Alors, a toute paire de valeurs complexes conjuguées de o, et a,, il corres-
pondra un certain mouvement, qui sera défini au moins pour les valeurs de ¢
satisfaisant & des inégalités de la forme

| o et | S, | otpe®t | S,

ou / désigne un nombre constant positif indépendant de 2, et a,.

Soit o le module de a, et a,, de sorte que, ¢ désignanty/— 1, l'on ait
o, = ae’B, oy —=aeiB,

N’attribuant & « que des valeurs non nulles, posons

g=—L log -+
! A Pu
Alors, « étant suffisamment petit, notre solution définira un mouvement troublé
correspondant a des perturbations aussi petites en valeurs absolues qu’on le veut,
et cependant tel que, dans le moment

les fonctions z, prendront les valeurs

zs=[s({, 1) (s=1,2,...,n)

indépendantes de o.
Donc, comme dans le cas précédent, nous devons conclure que le mouvement
non troublé est instable.

De cette maniére, nous pouvons considérer le théoréeme comme démontré (1).

235. De ce qui a été démontré se déduit un complément au théoréeme de
Lagrange sur la stabilité de U'équilibre dans le cas ot il y a une fonction de forces.
Ce théoréme donne, comme on le sait, une condition suffisante pour la stabi-
lité, qui consiste en ce que la fonction de forces doit atteindre, dans la position

d’équilibre, un maximum.

(1) Ge théoréme fut démontré de la méme maniére dans mon Mémoire Sur les mouve-
ments hélicoidaux permanents d’un corps solide dans un liguide (Communications de
la Société mathématique de Kharkow, 2¢ série, t. I, 1888). Dans ce Mémoire, en faisant
voir que, sous certaines conditions, les équations différentielles du mouvement troublé
admettent des solutions de la forme (1g), je n’ai pas fait mention de 'Ouvrage cité plus
haut de M. Poincaré (n° 23), parce que cet Quvrage ne m’était pas connu & celte époque.
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Mais, en constatant que cette condition est suffisante, le théoréme en question
ne permet pas de conclure a la nécessité de la méme condition.

C’est pourquoi la question se pose : la position d’équilibre sera-t-elle instable s1
la fonction de forces n’est pas maximum ?

Posée dans sa forme générale, cette question n’est pas résolue jusqu’a présent.
Mais, dans certaines suppositions de caractére assez général, on peut y répondre
d’une maniére précise; car le dernier théoréme du numéro précédent conduit a
une proposition que l'on peut considérer, sous certaines conditions, comme la
réciproque du théoréme de Lagrange. Ces conditions sont d’ailleurs celles avec
lesquelles on a le plus souvent affaire dans les applications.

Soient

qdis G2 cevy Gk

les variables indépendantes définissant la position du systéme matériel considéré.
Nous les supposerons choisies de fagon que, pour la position d’équilibre exa-
minée, elles deviennent toutes nulles.
La fonction de forces U peut dépendre de toutes ces variables ou seulement de

quelques-unes d’entre elles. Admettons qu’elle dépende seulement des m sui-
vantes :

(25) dis Gas  ovs Gy

et supposons de plus qu’elle en soit une fonction holomorphe.
La force vive de notre systéeme, laquelle sera une forme quadratique des
dérivées h
T G oo Gk y

des variables ¢; par rapport a ¢, avec des coefficients dépendant des ¢;, sera sup-
posée également holomorphe par rapport aux ¢;.

Dans notre supposition au sujet de la fonction de forces, la position d’équilibre
considérée fera partie d’'une série de positions d’équilibre en nombre infini, les-
quelles positions s’obtiendront en attribuant aux variables

qm+l’ qm+2a ceey qk

des valeurs constantes quelconques et en faisant nulles les variables (25).
Si U, comme fonction de m variables indépendantes (23), pour

J1=Fa2—=...=gm=—20,

devenait maximum, chacune de ces positions d’équilibre, d’aprés le théoreme de
Lagrange, serait, par rapport aux quantités (25), stable.
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Supposons maintenant que, les m variables en question étant toutes nulles, la
fonction de forces ne devienne pas maximum.

Nous allons montrer que, s¢ cette circonstance se manifeste par cela que
Uensemble des termes du second degré dans le développement de U suivant
les puissances des quantités q; peut recevoir des valeurs positives, la position
d’équilibre considérée, aussi bien que les autres positions d'équilibre indi-
quées ci-dessus, tant qi’elles en sont suffisamment voisines, seront instables,
et que 'instabilité aura méme lieu par rapport aux quantités (25).

En effet, par la théorie des petites oscillations, on sait que, sous ladite condi-
tion, I’équation déterminante a toujours au moins une racine positive. Par suite,
d’aprés ce qui précede, Uinstabilité aura certainement lieu par rapport & quelques-
unes des 24 quantités suivantes :

qu q2y ceey "Ik’ (]’19 ‘],2’ MRS (I;w

Il ne reste donc qu’a montrer qu’elle aura lieu par rapport aux m premiéres
d’entre ces quantités.

Pour cela, en désignant par x la plus grande des racines positives de I’équation
déterminante, prenons la solution correspondante

71= fi(ae¥), qs=Ja(xe), N qr=Jr(xe*)

des équations différentielles du mouvement. C’est une solution du type considéré
dans la démonstration du théoreme 111.

Notre proposition sera évidemment démontrée, si nous faisons voir que, parmi
les fonctions

fl’ f2v ceey fm’

il s’en trouve qui ne sont pas identiquement nulles (nous supposons, cela s’en-
tend, que les & fonctions fi, fs, ..., fx ne sont pas toutes identiquement nulles).

Or, cette circonstance se manifeste de suite, car dans tout mouvement (side tels
mouvements sont possibles) ot les quantités (23) seraient toutes identiquement
nulles I'équation de la force vive donnerait évidemment, pour cette derniére, une
valeur constante non nulle, tandis que, pour la solution du type considéré, la
force vive doit tendre vers zéro quand — ¢ croit indéfiniment.

Pour ce qui concerne les cas ot 'absence de maximum de la fonction de forces
ne se reconnait qu'en examinant les termes de degré supérieur au second, le
théoreme II1 ne peut servir a démontrer I'instabilité.

Un des cas de cette espece a été signalé au n° 16 (exemple II), ol Pinstabilité

a été démontrée en s’appuyant sur un théoréme général d’un tout autre genre.
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26. Nous sommes arrivé aux théorémes du n° 24, en considérant certaines
séries satisfaisant aux équations différentielles du mouvement troublé. Mais les
théoremes I et Il se démontrent aisément sans avoir recours a ces séries, et nous
allons maintenant montrer comment 'on peut y parvenir en partant des proposi-
tions générales du n° 16.

Supposons que I'équation déterminante du systeme (13) n’a que des racines a
parties réelles négatives.

Nous savons qu’a cette condition il existe toujours une forme quadratique V
des variables z,, 2z, ..., z, satisfaisant a I’équation

¢ v
(26) Z(pﬁx,—i—pma‘?—i—. . .—|—pmx,,)§a =z + X +...+x}

s=1

et, par conséquent, telle que sa dérivée totale par rapport a ¢,

av , o OV
d—[:xf +x§+...+.r?l+2‘Xsbz,

) s=1
formée d’apres les équations (13), représente une fonction définie positive. Nous
savons aussi que cette forme sera définie négative (n° 20, théorémes I et I1).

Nous pouvons ainsi trouver une fonction V satisfaisant a toutes les conditions
du théoréme 1 (n° 16).

Notre forme, qui représente une telle fonction, satisfera d’ailleurs aux conditions
de la proposition qui a été établie dans la remarque Il relative a ce théoreme.

Nous devons, par suite, conclure que le mouvement non troublé est stable et
que chaque mouvement troublé, pour lequel les perturbations sont assez petites,
tendra asymptotiquement vers le mouvement non troublé.

Supposons maintenant que, parmi les racines de I’équation déterminante, il
s’en trouve dont les parties réelles soient positives.

Si alors le déterminant D, (o) (n° 19) n’est pas nul, on trouvera, comme précé-
demment, une forme quadratique V satisfaisant a I'équation (26); mais cette
forme, dans I'hypothese actuelle, sera telle que, par un choix convenable des
valeurs réelles des quantités z;, on pourra toujours la rendre positive (n° 20,
théoréme IIT). Donc, comme elle possede une dérivée définie positive, elle satis-
fera a toutes les conditions du théoréme 11 du n° 16.

Nous devons ainsi conclure que le mouvement non troublé est instable.

Si D, (0) = o, nous prendrons, au liea de 'équation (26), la suivante :

n

av
(27) Z(Pﬁxlﬂ—pmxg—l—...—I—-ps,,x,,)dT :)\V—i—xf +1:§ +...+ 2k,

s=1

en entendant par A une constante positive.
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En supposant que cette constante n’est pas une racine de I'équation D, () = o,
nous trouverons toujours une forme quadratique V satisfaisant a I'équation (27).

Or, en satisfaisant 4 cette derniére, cette forme satisfera nécessairement a la sui-
vante : ‘

n

-
7

A A
Z[p“x, + PsaZa+ .. .+<pm—-5> L+ .. .—i—/)sn.z*,,]—d? =2+ 2z +...+ 2.

n
s=1

Et cette équation se déduit de celle (26) en remplacant les quantités pg par les
quantités pg— S5 aussi tous les théoremes du n° 20 peuvent lui étre appliqués,

pourvu que, au lieu des racines de 1’équation déterminante du systéme (13), on
considere les racines de ’équation

])(Z—I-x):o.
2

Par suite, si nous admettons que la constante ) soit assez petile pour quon
puisse satisfaire & cette équation par une valeur de x a partie réelle positive, nous
pouvons étre certain que la forme V sera susceptible des valeurs positives.

Mais alors la forme V, dont la dérivée totale par rapport a ¢ se réduit & la forme

n

dv
W:)\V—l—xfﬁ-x‘ﬁﬁ—...-}—x,"’,-{—EXx

aVv

)
dx;

s=1

satisfera a toutes les conditions du théoreme III du n® 16.

Nous conclurons donc que le mouvement non troublé est instable.

Remarque. — Les démonstrations précédentes s’appliquent évidemment non
seulement au cas de mouvements permanents, mais encore 4 des cas beaucoup
plus généraux, car Phypotheése que les coefficients Py™»s--~", figurant dans les
développements des fonctions Xy, fussent des quantités constantes, n’a joué aucun
role dans ces démonstrations. Ces coefficients pourraient étre des fonctions de ¢,
et, pour que l'analyse précédente fiit applicable, il faudrait seulement que ces fonc-
tions satisfissent aux conditions générales posées au début du n°® 11.

Pour cette raison, nous pouvons tirer de notre analyse un théoréme général sur
I'instabilité, qui complétera a certains égards les propositions du n° 13.

Ce théoréme se présente d’abord comme étant soumis & la restriction que les
coefficients p,s soient des quantités constantes. Mais il s’étend immédiatement au
cas ou ces coefficients sont des fonctions limitées quelconques, satisfaisant a la
condition que le systéeme d’équations différentielles de la premiére approximation
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appartienne a la classe des systémes que nous avons appelés réductibles (voir les

n® 10 et 18, remarque). 11 peut donc étre énoncé ainsi :

Si le systéeme d’équations différentielles de la premiére approximation est
, . L L
réductible et que, dans le groupe de ses nombres caractéristiques, il s’en

trouve des négatifs, le moucement non troublé est instable.

En rapprochant ce résultat du théoréme I (n” 13), nous arrivons i la conclusion
que, pour des systémes réductibles, la question de la stabilité se résout par le
signe du pllfs petit des nombres caractéristiques. Il ne reste donc de douteux que
les cas ol ce nombre est nul. Alors la question ne peut étre résolue tant que, dans
les équations différentielles, on n’a pas tenu compte des termes de degré supé-

rieur au premier ().

27. De lanalyse précédente il résulte que, dans la plupart des cas, la question
de la stabilité se résout par 'examen de la premiére approximation, et cet examen
ne donne pas de réponse a la question seulement dans les cas ot 'équation déter-
minante, sans avoir des racines a parties réelles positives, posséde des racines dont
les parties réelles sont nulles.

Ces cas singuliers n’en présentent pas moins un trés grand intérét, autant par
la difficulté de leur analyse que parce que, pour beaucoup de questions, ce n’est
que dans ces cas que la stabilité absolue est possible.

Ainsi, par exemple, si le systéme d’équations examiné est canonique,

dry  oH i{_‘_s_._dH (s=1,2,...,4)

dar T oy dt oz
(H étant une fonction holomorphe des variables z,, zs, ..., 2%, Y1, ¥2y - ooy Y1y
ne contenant pas de termes de degré inférieur au second), la stabilité absolue
n’est possible que si toutes les racines de 'équation déterminante ont leurs parties
réelles nulles.

Nous arrivons a cette conclusion en tenant compte de ce que cette équation
contient seulement des puissances paires de 'inconnue % (n” 21).

Si, parmi ses racines, il s’en trouvait qui eussent les parties réelles différentes
de zéro, il n’existerait qu’une certaine stabilité conditionnelle (n° 24, théoréme IT)
d’un caractére tel que, pour certaines perturbations, les mouvements troublés
s’approcheraient asymptotiquement du mouvement non troublé.

Dans le cas oil les parties réelles de toutes les racines sont nulles, il peut arriver
que H est une fonction définie. Alors la stabilité aura lieu réellement. Mais, si H

(%) Voir la Note placée a la suite de ce Mémoire.
Fac. de T., »* S., IX. 3()
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n’est pas une telle fonction, la question devient en général trés difficile et nous ne
pouvons pas indiquer de moyens pour la résoudre.

I1 serait naturel de recourir, dans ce but, & P'intégration de nos équations a
l'aide de séries. Mais les séries que donnent, dans les cas qui nous intéressent, les
méthodes connues d'intégration ne sont pas de nature & pouvoir conduire a des
conclusions quelconques sur la stabilité.

Les séries ordonnées suivant les puissances des constantes arbitraires, aux-
quelles conduit la méthode usuelle des approximations successives, présentent
déja cet inconvénient que l'on y rencontre, en général, des termes séculaires, qui
y entrent ordinairement méme dans les cas o la stabilité a lieu réellement. Et la
présence de ces termes rend I’étude de la question trés difficile.

1l serait donc désirable d’avoir des méthodes d’intégration qui fournissent des
séries dépourvues de termes séculaires.

On sait que, dans la Mécanique céleste, la recherche de pareilles méthodes
constitue Uobjet de plusieurs recherches modernes. Parmi ces recherches, celles
de Gyldén et de Lindstedt méritent une attention particuliére.

Les méthodes proposées par Gyldén reposent, comme on sait, sur la considé-
ration des fonctions elliptiques.

La méthode plus simple de Lindstedt, dans les cas ot elle conduit au but, fournit
des séries de sinus et cosinus des multiples de ¢, dépendant non seulement
des racines de l’équation déterminante (qui sont supposées loutes purement
imaginaires), mais encore des constantes arbitraires introduites par 'intégration.
(Jest cette derniére circonstance qui permet de faire disparaitre les termes sécu-
laires (').

Mais, bien qu’on puisse indiquer ainsi des méthodes permettant parfois de se
débarrasser des termes séculaires, la difficulté est loin d’étre écartée par la, car il
resle encore & résoudre une question essentielle, celle de la convergence des séries
obtenues. Or cette question, pour des systémes d’équations différentielles d’ordre
supérieur au second, n’est pas facile & résoudre, etjusqu’a présent onn’a fait a son
sujet rien dont on pourrail profiter ici (*).

Nous avons en vue les problemes ou lesdites méthodes sont appliquées a la
recherche de 'intégrale générale. Quant a ceux ol 'on se borne i la recherche de

(1) LixpstepT, Beitrag sur Integration der Differentialgleichungen der Storungs-
theorie (Mémoires de UAcadémic des Sciences de Saint-Pétersbourg, 7¢ série, t, XXXI,
n° 4).

(?) Récemment a paru un Mémoire remarquable au plus haut point de M. Poincaré Sur
le probléme des trois corps et les équations de la Dynamique (Acta mathematica,
t. XIII). Dans ce Mémoire, entre autres questions, est considérée celle de la convergence
des séries de Lindstedt pour un systéme canonique du quatriéme ordre, et relativement &

cette convergence l'auteur arrive & une conclusion négative.
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solutions particuliéres, on pourra, a certaines conditions, obtenir, par exemple,
des séries périodigques semblables a celles de Linsdtedt, dont la convergence sera
indubitable.

Nous nous occuperons de pareilles séries a la fin de ce Chapitre.

Comme on le voit par ce que nous venons de dire, les questions de stabilité,
dans les cas singuliers qui nous intéressent, sont trés difficiles. Les difficultés de-
viennenl d’ailleurs d’autant plus sérieuses que le nombre de racines a parties
réelles nulles est plus grand.

Aussi, si Pon désire arriver & quelques méthodes générales dans ces questions,
est-il nécessaire de commencer par les cas ou le nombre de susdites racines est
le plus petit possible.

Nous nous bornerons ici 4 I'examen des deux cas les plus simples de cette
espece : 1° ou I'équation déterminante a une racine nulle, toutes les autres ra-
cines ayant leurs parties réelles négatives, et 2 ou, les autres racines étant de la
méme nature, 'équation a deux racines purement imaginaires (').

Notre analyse représentera une application de la méthode que nous avons
appelée au n° 3 la seconde.

Preyier cas. — Une racine égale @ zéro.

28. Considérons un systeme d’équations différentielles du mouvement troublé
d’ordre n 1 et supposons que l'équation déterminante qui lui correspond ait
une racine nulle, les  autres racines ayant leurs parties réelles négatives.

Le systtme d’équations différentielles de la premiére approximation admettra,
dans ce cas, une intégrale linéaire a coefficients constants (n° 18). En prenant

une telle intégrale (dans laquelle on peut supposer les coefficients réels) pour une

des fonctions inconnues, nous raménerons le systéme considéré a la forme

dx
dt =X
(28)
dxg
ar =Pst® TP Xy + .o PepTy +Psx+xs (s=1,2, ..., n),

ou X, X, X, ..., X, sont des fonctions holomorphes des variables z, z,,

(1) Le cas de racines purement imaginaires pour des systémes du second ordre a été consi-
déré par M. Poincaré dans son Mémoire Sur les courbes définies par les équations diffé-
rentielles (Journal de Mathématiques, 4¢ série, t. I, p 172). Au terme stabilité y est
donnée une acception un peu différente de la notre.
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Zay ..., Z,, dontles développements commencent par des termes de degré non
inférieur au second et possédent des coeflicients constants réels, el pys, ps sont
des constantes réelles. Les constantes py, sont d’ailleurs telles que, si nous dési-
gnons, comme précédemment, par D (x) le déterminant fondamental du sys-
teme (1), 'équation

D(x)=o

N

n’aura que des racines a parties réelles négatives.

Considérons dans les équations (28) les termes ne dépendant pas des variables
Zy, Ty, ..., Zy. Nous désignerons les ensembles de ces termes dans les développe-
ments des fonctions X, X, X, ..., X, respectivement par X, X" X" .. X,

Il peut arriver que tous les coefficients p,, p., ..., p, soient nuls. Alors, si,
X n’étant pas identiquement nul, les développements des fonctions X{,
X, ..., XY suivant les puissances de z ne contiennent pas de termes dont les
degrés soient inférieurs a la moindre puissance de x entrant dans le développement
de X© ou si X© X XM ... X" sont toutes identiquement nulles, la ques-
tion de la stabilité se résoudra, comme nous verrons, par I'examen direct des
équations (28). Dans le cas contraire, une transformation préalable sera néces-
saire, et nous montrerons tout a 'heure qu’on pourra toujours transformer le sys-
teme d’équations (28) dans un systtme de méme forme pour lequel les conditions
que nous venons de signaler seront remplies.

Dans ce but, considérons le systéme d’équations suivant :

(29) Psi® + Pty ..o Popy +psx 4+ Xg=0 (s=1,2,...,n).

Les premiers membres de ces équations s’annulent pour

Xy =Xy =... =L =X =0,

mais leur déterminant fonctionnel par rapporta .xy, s, . .., z, se réduit dans cette
hypothése a D (0), ce qui est un nombre non nul. Par suite, en vertu d’un
théoréme connu, ces équations sont résolubles par rapport aux quantités z,
Xy, ..., %n, et admettent une solution parfaitement déterminée de la forme

xT, = U, Ty == U, cea Xy = U,,

WUy, ty,y ..., U, étant des fonctions holomorphes de la variable z, s’annulant pour
xr=o. v

Les coefficients dans les développements des fonctions u; s’obtiendront succes-
sivement, en commencant par la moindre puissance de 2 ; et celle-ci serala moindre
puissance de 2 que renferment les équations (29) dans les termes indépendants des

quantités z;.
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Si donc tous les coefficients p; étaient nuls et qu’aucune des fonctions X; ne
renfermat dans son développement de termes indépendants des quantités z;, tous

les u; seraient identiquement nuls.
En revenant maintenant au systéeme d’équations différentielles (28), transfor-

mons-le a I'aide de la substitution
Ty = Uy + 3y, Ty = Uy + 39, ceey Lp == Up + 3,

ol 3y, 33, ..., %, sont de nouvelles variables qui remplaceront les anciennes z,,

Loy eoeyp.
Le systeme d’équations transformé sera de la forme suivante :

dr 7
de — 7
dsg
L = PasiE Pasa o Psnn+ Ls (s=1,2,...,n),
owZ,Z,,Z,,...,7,sontdesfonctions holomorphes des variables z, z,, z,, . . ., z,,
dont les développements commencent par des termes de degré non inférieur au
second; et il est facile de voir que, si Z0, Z\”, 7, ..., Z” représentent ce que
ces fonctions deviennent quand on pose 3, =3, =...=3, =0, on aura
du du, du
70— ! 7.(0 70— 2 700 . 700 —__ n70),
! r ’ 2 dx ’ ’ " dx

D’oti il est clair que dans les développements des Z{” suivant les puissances de x
il 0’y aura pas de termes dont les degrés soient inférieurs 4 la moindre puissance
de z dans le développement de Z(), et que, si Z© est identiquement nul, il en
sera de méme de chacune des fonctions Z{".

Donc le systéme transformé aura toutes les propriétés requises.

La fonction Z{") s’obtient comme résultat de la substitution

Ty = Uy, Ty = Uy, LR Ty = Uy

dans la fonction X.

Si le résultat de cette substitution élait trouvé identiquement nul, le systéeme
d’équations (28) admettrait une solution particuliére avec des valeurs constantes
pour z,xy, T3, . .., Z,, dépendant d’une constante arbitraire.

En supposant que
us=al’ x +aPx 4+ alPxd +. .. (s=1,2,...,n)

soient les séries définissant les fonctions u,, nous pourrions représenter cette solu-
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tion par les équations suivantes :
xr =c,

zs=allc+aPc?+alPc? +. .. (s=1,2,...,n),

ol ¢ est une constante arbitraire, dont le module, pour que les séries soient
convergentes, ne doit pas dépasser une certaine limite.

A chaque valeur réelle suffisamment petite de la constante ¢, il correspondrait
dans ce cas un mouvement permanent ('). En faisant varier cette constante d’une
maniére continue, nous obtiendrions une série continue de tels mouvements,
comprenant le mouvement considéré dont la stabilité fait 'objet de recherche.

Remarque. — La substitution au moyen de laquelle a été effectuée la transfor-
mation précédente est telle que le probleme de la stabilité par rapport aux
anciennes variables z, z,, z,, . . ., 2, est entierement équivalent au probléme de la
stabilité par rapport aux nouvelles x, zy, 21, ..., z,; de sorte que, enrésolvant un
probleme dans le sens affirmatif ou négatif, nous résoudrons I'autre dans le
méme sens. .

La plupart des transformations que nous rencontrerons dans la suite jouiront de
cette propriété.

Au reste, il nous arrivera parfois d’avoir affaire avec des transformations d’une
autre sorte. Dans de tels cas, en passant du systéme primitif d’équations au sys-

teme transformé, nous serons obligé d’'introduire dansle probléme certaines modi-
fications. .

29. En vertu de ce qui a été exposé plus haut, nous pouvons partir dans notre

recherche de la supposition que les équations différentielles du mouvement troublé
ont la forme suivante :

dz dr,

(30) ZZZ:X’ Tt"—p$1xl+P82x2+"‘+p$nxn"‘XS (s=1,2,...,4),

ou les fonctions X, X sont telles que leurs développements satisfont a la condi-
tion dont on a parlé au numéro précédent.

. n—+1 c e N . < . [ \ (e
(1) Si le nombre est inférieur a celui des degrés de liberté du systéme matériel
2

considéré, aux expressions données des quantités x, xy, @, ..., ¥, en fonctions de ¢ peut
correspondre non pas wun, mais une infinité de mouvements. Mais nous conviendrons de
considérer tout ’ensemble de ces mouvements comme un seul mouvement, et nous le ferons
aussi dans des cas analogues plus loin.
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Nous considérerons d’abord le cas ol la quantité X(*) n’est pas identiquement
nulle, et nous désignerons par m 'exposant du degré de x le moins élevé que I'on
rencontre dans son développement.

Alors, conformément a notre hypothése, aucune des quantités X{* ne contiendra
dans son développement de termes de degré inférieur a m.

Le nombre m ne sera pas inférieur a 2.

Commencons par le cas le plus simple, celui ot m = 2.

Soit

X=gx*+Pxr+ Q+R,

oll g est une constante non nulle, P une forme linéaire des variables zy, z,, . . ., 2,
Q une forme quadratique de ces mémes quantités et R une fonction holomorphe
des variables z, z,, z,, . . ., Z,, dont le développement ne contient pas de termes
au-dessous de la troisiéme dimension.

Cela posé, nous remarquons que, dans les conditions considérées, on pourra
toujours trouver des formes des variables z;, linéaire U et quadratique W, qui

satisfassent aux équations

n

o

-
Z(pﬂxl—i—pﬂxz—l—...—l—p,,,w,,)d +P=o,

g
s=1
" AN 2 o 2
z(Pslwl"“'])szx-z"_”W“‘Psn‘z‘u)d_x;+Q:g(x1+x§+-"+xﬁ)'
s=1

Ces formes étant obtenues, posons
V=2z+ Uz +W.

Alors, en vertu de nos équations différentielles (30), nous aurons

dav
;ﬁ:g(x2+xf+x§+...+x,’,)+s,

n n
S:szSg?Us +sz%‘: +UX +R
s=1 s=1
ne contiendra que des termes de degré supérieur au second.

De cette maniere la dérivée de la fonction V par rapport & ¢ représentera une
fonction définie des variables x, .x;. Mais la fonction V, elle-méme, peut évidem-
ment prendre des valears positives aussi bien que négatives, quelque petites que
solent les valeurs absolues de ces variables.

Par suite, en nous reportant au théoréme II du n° 16, nous devons conclure que
le mouvement non troublé est instable.
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Nous arriverons 4 la méme conclusion dans le cas ou m est un nombre pair

quelconque.
Soit, d’une fagon générale,

X:gx"'—i— P“).Z‘—l—P(g)(l'g—i—...—i— p(lll—l)xrn—1+Q+R,

ot g est une constante non nulle; les PU/ représentent des formes linéaires des
quantités x5, Q est une forme quadratique de ces derniéres, et R une fonction
holomorphe des variables , z,, dont le développement n’a pas de termes de degré
inférieur au troisieme et est d’ailleurs tel que la variable = ne sy rencontre, dans
les termes linéaires par rapport aux quantités z;, qu’a des puissances non infé-
rieures a la miéme et, dans les termes indépendants des z,, qu’a des puissances non
inférieures a la (m + 1)'me. .
En outre, en désignant par k£ un nombre entier positif quelconque, posons

X,= Pz + PP 2t ..+ PP ok XP = gam 4 XL

Les PY sont ici des formes linéaires des quantités zs; X\, X0, X sont des
fonctions holomorphes des variables z, x;, dont les développements, dans les
termes linéaires par rapport aux quantités x;, ne contiennent z qu’a des puis-
sances supérieures a la k'*™; les g, sont des constantes et les X, des fonctions
holomorphes dont les développements, dans les termes indépendants des z;, ne
contiennent z qu’a des puissances supérieures a la mitme,

Convenons enfin d’entendre par U, U@, ..., Utm=1 des formes linéaires et
par W une forme quadratique des variables xz;, formes dont nous aurons a dis-
poser.

Cela étant, et en supposant que m soit un nombre pair, posons

V= + U0z + U0z 4. . .4 Um=hgm-t 4 W,

Alors, en vertu des équations différentielles (30), il viendra

=gam4+PWz + PO+, .+ PVt Q +R

m—2 n

+2x"2(ps,x1 + P ot pgpx,+ P4+ Pkt gpm—k—t 4 Xg"“k‘“)

k=1 s=1

dU(m—l)

n
—y

+ pm—t (P51x1+P32‘r2'+‘“+Ps"x”+xs) oz
24 s

s=1
m—1

. oW .
+E (PsiZy+ Psa®o—t+ ...+ PsnTn+ Xs) 5}; -+ XZ fe Utk) ph—1,

s=1 k=1

oUW

ox
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En considérant ici 'ensemble des termes linéaires par rapport aux quantités s,
. . . ; oy R
disposons du choix des formes linéaires U/’ de telle maniere que z ne sy ren-

contre pas & des puissances inférieures 4 la m'*™¢. Pour cela nous devons faire

ougm
Z(anr"‘l’szxz—“ +P.sn1'n)—— +P®=o,
s=1
Uk
2(p51x1+P32x2+ +psnxn) 0
s=1
aUt=1 oum
(k) ) h-1) — — —1).
+P +2<pu S ...+ PE dxs>—o (k=2,3, ..., m—1)

s=1

Dans les hypothéses admises, ces équations seront toujours possibles, et nous
en tirerons successivement UM, U@, Um=v,
Si ensuite nous choisissons la forme quadratique W conformément a I’équation

- OW
2(1731.75,4—[);2.1'2—!—...—l—ps,,x,l)d—x: + Q=g+ al+...+x2),

s=1

nous aurons

av R
W:g(x'”—i—xf—e—x;—i-...—i—x?,)—c—s,
ou
e oUW p) .
—~ v U’(m.l o)
S — .I"X“”""‘“ m—lX (k) pk—1
21 ,,E, ¢ G 7 I +ZX 9z XZ/{U x+=14+R.
s= = s=1 k=1

(k)

Et cette expression de S, eu égard a ce que désignent X, R, X;, X¥ peut toujours

étre presentee sous la forme

n n
-
S=vam4 2 E Vs s Ly

s=1 0=t
ol ¢, ¢;5 sont des fonctions holomorphes des variables z, z;, s’annulant pour
X=X = Xy =...== X, = 0.

Par la on voit que, les formes U, W étant choisies de la maniére indiquée, la

, ., dV . .. .
dérivée —7 Sera une fonction définie des variables z, z;.

Or, s’il en est ainsi, la fonction V satisfera a toutes les conditions du théo-
réeme Il du n° 16. Nous devons donc conclure que le mouvement non troublé est

instable.
Fac. de T., 2* S., IX. 4o
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Considérons maintenant le cas de m impair.

En posant

V=W ;xz—i— UM g+ Uzt 4.+ Ulm=ti gm,

nous aurons, en vertu des équations (30),

%—‘7/ =g 4 PO PO b+ Pn-Dam 4+ (Q +R)z
"l——l n k_l)
+2xkz (Psi@y+ P2y Pon®ut+ Pz ... PR gm—k 4 xgm-’-“))f’-U(;——
k=2 s=1 Fs
N un-»

-+ xuzz (pﬂxl +Ps2$2+- . '+/7snxn+ Xs) W

s=1

n m
L, O0W LN .
+2 (Ps1 @y 4 Psails oo o PspTp—+ s ™ = Xs) b + X z kUtk=1) k=1,
. s

s=1 k=2

Choisissons la forme quadratique W conformément a I’équation

- oW . \
(31) E(p31x1+p52x2+. co Psniy) TN =gz} +xy+...+x3).

s=1

Puis, disposons des formes linéaires Ul de fagcon que, dans celte expression

de i il 0’y ait pas de termes linéaires par rapport aux quantites s, dans les-

quels z se trouve a des puissances inférieures a la (m 4= 1)ieme, Pour cela, choisis-

sons ces formes conformément aux équations

n

oun
E (P @1+ Psaate .= PsaZn) e + P =o,
s

s=1

" ou
2 (ps1 X1+ Psa®y+. ..+ PsnTn) —dzs—
s=1
(h—1) (1
-+ P“”—|—-Z<P§.“0—[(])—— “+.. .-A—P;./“‘”-ng——> =o0 (k=2,3, ..., m—2),
X : Ty .
s=1 )
.’-l.‘ ()U(m—-I)
Z(pslx,—k-ps.zxg-i-...+ps/,x,,)—()—xs——
s=1
<[ oW QU IuM
(m—1) N [ o (1) . (m—2) —
+Pp +2‘<°S()xs P e Py S > 0

s=1
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D’aprés cela nous aurons

av
i =gzt xi+2i+.. . +2L)+ S,
ou
e IUE=1) oUn=1)
- m—
) :E 2 Zh X e e X ———
h s dx, S 0z
s=1 =2

S dxs

+ )X AL X ¥ kUFD 2=t (Q + R) 2.
k

s=1 =2

Or, cette expression de S peut étre présentée sous la forme

n n
S = vxm+t 4 E E Vsg s Xy

s=1 0=1

en entendant, comme précédemment, par ¢, vs; des fonctions holomorphes, s’annu-

lant quand tous les z, z; s’annulent.

A . . . .
La dérivée —7 sera donc une fonction définie des variables z, x;, et son signe,

pour des valeurs suffisamment petites de |z |, | 2|, sera le méme que celui de la
constante g.

Cela posé, et en nous reportant au théoréme II du n° 20, nous remarquerons
que la forme W satisfaisant a I'équation (31) sera définie et, en outre, de signe
contraire a celui de g. Et par I'expression de la fonction V il est clair que, W étant
une forme définie positive, V sera une fonction définie positive des variables x, z;.

Ainsi, pour g <Co, la fonction V sera définie positive, et sa dérivée définie
négative; nous nous trouverons donc dans les conditions du théoréme I du n® 16, et
méme, dans celles du théoréme établi dans la remarque II. Si, au contraire,
& > 0, on pourra toujours rendre la fonction V une quantité de signe arbitraire,
quelque petite que soit la limite que ne doivent pas dépasser les quantités |z|, | z|;
on se trouvera donc dans les conditions du théoréme II (n° 16).

Par suite, nous arrivons a conclure que, m étant impair, il y aura stabilité ou
instabilité, selon que g est négatif ou positif, et que, g étant négatif, tout mouve-
ment troublé, assez voisin du mouvement non troublé, s’en rapprochera asympto-

tiquement.

30. Il nous reste encore & considérer le cas o, dans les équations (30), aucune
des fonctions X, X ne renferme, dans son développement, de termes indépen-
dants des quantités z,, Z,, ..., Z, et ou, par suite, ces équations admettent une
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solution particuliere de la forme

c étant une constante arbitraire.
Nous allons montrer que dans ce cas les équations (30) auront une équation
intégrale compléte (1), dépendant d’une constante arbitraire ¢, de la forme sui-

vante,
x:c—l—f(x,, Loy «oey Ty C),

o f est une fonction holomorphe des quantités z, Z2, ..., Zu, 6 s’annulant

pour
Ty =Ly =... =T, =0,

Cette proposition pourrait certainement se démontrer directement; mais nous
référons lassocier a une autre, plus générale, qui pourra nous étre utile dans
y P 3

d’autres cas. Voicl ce que nous allons démontrer :

Tutorime. — Soit donné un systéme d’équations aux dérivées partielles
S )
Jzj
(32) E(/'slx1+ps2x2+-~-+Psnxn+xs>d__;
s
s=1

=¢j15,+ GjaSa+. .+ Gjxsk+ 1L (J=1,2, ..., k),

ot Xy, Xay voey Xy Zyy Loy ..., Ly sont des fonctions holomorphes des variables
Ty Ty oeey Ty By By ooy Bk, 8 annulant quand toutes ces variables deviennent
nulles. On suppose : que les fonctions X, ne contiennent pas, dans leurs déve-
loppements, de termes du premier degré; que les termes du premier degré
figurant dans les fonctions Lj ne dépendent pas des quantités 3., 3y, ..., 3k;
que les pssy qji sont des constantes, telles que, %\, %2, ..., % élant les racines

de U'équation

Pu—* P12 Pin
P21 Par— % ... Pan
=o,
/'n1 Pn2 vee Pun—*%

(1) Nous appelons compléte toute équation intégrale & laquelle on peut satisfaire, en
disposant convenablement des constantes arbitraires qui y entrent, par une solution quel-

conque des équations différentielles.
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et hyy Aay ..., M celles de Uéquation

‘711—)\ qh2 91k
q21 922"“7\ e gk

i %

9k qr2 v Grr— A

les parties réelles de tous les »; soient différentes de zéro et aient un méme
signe, et que, de plus, les nombres x; et \; ne soient liés par aucune relation

de la forme

MRy MaRy . oo+ M, = ) (J=1,2, ..., k),

o tous les m; solent des entiers non négatifs satisfaisant & la condition

Ems> 0.

Cela posé, on pourra toujours trouver un systéme de fonctions holomorphes

By B2y ..., 5 des variables z,, s, ..., Z,, satisfaisant aux équations (32) et
s’annulant pour
)= Xg=—= ... =X, — 0.

Il n’y aura d’ailleurs qu’un seul pareil systéme de fonctions.

Pour le démontrer, prenons le systéme suivant d’équations différentielles ordi-

naires :
dxg

(33) —— =P @+ PaZat. .+ PanZn+ X (s=1,2, ..., n),
dt
ds; .
-[%-:qj1:1+qj2;2»1—...+qjkzk+Zj (J=1,2, ..., k).

D’apres ce qui a été exposé au n°23, on peut afficmer que ces équations admet-

tront, dans les suppositions admises, une solution de la forme suivante,

(34) -Ts:>ﬂ Koo ’""’ot'l”'oc;"’. AL A R R AT (s=1,2, ..., n),
v (Mg, m. my) pm m My H(m K AmoR A+ +m k)L ;
(35) 5= Lj LI Ml gt grla - orlTn @(M %, PUSRaE n*n (J‘_—_l, 2y vy k),

ou tous les K et les LL sont des constantes ou des fonctions entiéres et rationnelles
de ¢ indépendantes des constantes arbitraires o, as, ..., a,, et ot les sommes
sont étendues a toutes les valeurs des entiers non négatifs m; satisfaisant a la con-

dition E mg> o.
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Nous pouvons d’ailleurs supposer, et nous le ferons, que les ensembles de
termes du premier degré dans les séries (34) donnent une intégrale générale du
systéme d’équations différentielles linéaires tiré de (33) en y laissant de c6té les
termes de degré supérieur au premier. A cette condition, le déterminant fonc-
tionnel des quantités z; par rapport aux quantités

(36) aett, o,ett, L., o, e*et

deviendra, quand ces derniéres seront nulles, une constante différente de zéro.

Cela posé, on pourra résoudre les équations (34) par rapport aux quantités (36)
et en tirer les suivantes,

o€%t = fo(xy, Tgy ooy Xy, L) (s=1,2, ..., n),

ou les seconds membres sont des fonctions holomorphes des variables x,, #, ..., z,,
s'annulant pour 2, = 2,=...=z,= 0, et ayant pour coefficients soit des con-
stantes, soit des fonctions entiéres et rationnelles de ¢.

En portant ces expressions des quantités (36) dans les équations (35), nous
aurons

(37) zj:@j(xl’x%”"xn’ t) (j:I, 2""’k)’

les o; étant des fonctions du méme caractére que les f;; et ces fonctions, en vertu
de la facon méme dont on les a obtenues, satisferont au systéme suivant d’équa-
tions aux dérivées partielles :

" dzj  03j
I a2
s=1
=qnAgpst gLy (=12 00 KD,

Cherchons & satisfaire a ce systtme d’une maniére la plus générale, en suppo- -
sant que les z; soient des fonctions holomorphes des variables «, s’annulant quand
ces derniéres sont nulles et ayant, dans leurs développements, des coefficients ou
constants, ou entiers et rationnels par rapport a ¢.

Pour simplifier 'analyse, supposons que, dans les équations (38), tous les
coefficients ¢, soient nuls, a I'exception des suivants :

911:7\1, f/n:)\zy ey Qkk:)\/c, go1—"T1y 32— T2, ceey Gl k—1— Thk—1.

Cette supposition est toujours légitime, car, dans le cas contraire, en prenant
pour nouvelles fonctions inconnues certaines formes linéaires des quantités z;
a coefficients constants, nous pourrions transformer les équations (38) de telle
maniére que, dans les nouvelles équations, les coefficients ¢ satisfassent a la con-
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dition ci-dessus [ telle est la réduction des équations (13) & la forme (17), indiquée
au n° 22].
Soit
s;= M 2P (J=1,2,..., k),
ot, d’une facon générale, s, z7, ..., 2§ désignent des formes du m**™° degré
par rapport aux quantités ;.
Les équations (38) donneront

* 0zt ()-(Ilt)
-4 3 _
2 (Ps1 @y =+ Psaat...—+ PsnZy) wre -+ —dlt— = )\1‘,({:»_{_ \Vym’
s
s=1
n
S =) .
me = Por@s b Pon®n) g A o = ha g S W (f=2,3,
s
s=1

ot WY Wi .0 W sont des formes du m**™* degré des variables z; se
déduisant d’une certaine maniére des formes z‘}” pour lesquelles << m. Si ces
derniéres avaient toutes des coefficients constants, il en serait de méme des coeffi-
cients de toutes les formes W'™. Pour m =1, ces coefficients seront toujours
constants, car les formes W'! représentent les ensembles des termes du premier
degré dans les développements des fonctions 7Z;.

Par les équations que nous venons d’écrire, nous trouverons successivement

(1) ~(1) ~(1) (2) ~(2) ~(2)
(39) By By, eeey By, By By, P ) PR

Soit v une quelconque de ces formes, et supposons que toutes les précédentes
aient des coefficients constants. Alors, dans I'équation d'ou dépend I'évaluation
de ¢, le terme connu représentera une forme également a coefficients constants.

Par suite, si nous désignons par / 'exposant de la plus haute puissance de ¢
dans les coefficients de la forme ¢, et si, en entendant par ¢o, ¢y, ..., ¢, des
formes a coefficients constants, nous faisons

=g+ 01t ... o, t!
(ce qui représente 1'hypotheése la plus générale que l'on puisse faire au sujet

de ¢), la forme ¢, satisfera a I'équation

n

d(‘[
E ([)slxl +Ps2aZr+ .. .—i—pm.z‘n) -d—— = )\V[,
Ls

s=1

ou A est une des quantités Xy, hy, ..., Az Or, par hypothése, aucune de ces quan-

tités ne se présente sous la forme 2 msx%s. Donc (n° 19), quel que soit le degré de

- k),
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la forme ¢;, 1l est impossible de satisfaire a I’équation considérée autrement qu’en
posant v,= o.
La seule hypothése possible sera, par conséquent, / = o, et I'équation

n

de
2(Px1$1+p5,x2+. ¢ '+Psnxn) a; =Ae -+ W,

s=1

que devra alors vérifier la forme ¢, donnera pour celle-ci une expression parfaite-
ment déterminée, quelle que soit la forme w, que 'on suppose connue.

Ainsi, si dans la suite (39), pour toutes les formes qui précédent ¢, les coeffi-
cients sont des quantités constantes, il en sera aussi de méme de la forme ¢.
D’ailleurs les coefficients de ¢ seront entiérement définis par les coefficients des
formes qui la précédent.

Or la forme 3" sera nécessairement a coefficients constants, car telle est cha-
cune des formes WS". Donc toutes les formes suivantes dans la série (39) possé-
deront également des coefficients constants.

On en conclut que les fonctions (37) ne dépendent pas de ¢ et que, par consé-
quent, elles satisfont au systeme (32). On voit d’ailleurs qu’il est impossible
d’obtenir d’autres fonctions de méme caractére qui satisfassent a ce systéme.

Le théoréme est donc démontré (*).

Remarquons que les développements des fonctions z; commenceront par des
termes de méme degré que les développements des fonctions auxquelles se réduisent
les Z; pour 3, = z,="...= 5;=o0. S1 aucune des fonctions Z; ne contenait dans
son développement de termes indépendants des quantités zj, les fonctions z; dont
il s’agit dans le théoréme seraient toutes identiquement nulles.

Remarque. — Nous avons supposé que les développements des fonctions X;
commencaient par des termes de degré non inférieur au second. Mais on pourra
tout aussi bien démontrer le théoréme dans le cas ou ces développements con-
tiennent des termes du premier degré, pourvu que ces termes ne dépendent pas des
quantités z,, i, ..., Z,, et que les développements des fonctions Z; commencent
par des termes de degré non inférieur au second. Il faudra toutefois imposer alors
aux fonctions cherchées z; la condition qu’elles ne contiennent pas de termes
au-dessous du second degré. Pour 'exactitude du théoréme ainsi modifié, il suf-

(1) Ce théoréme fut démontré sous une forme particuliere par M. Poincaré dans son Mé-
moire Sur les courbes dé finies par les équations différentielles (Journal de Mathéma-
tiques, 4° série, t. 1L, p. 155). Dans le Mémoire publié récemment Sur le probléme des trois
corps (Acta mathematica, t. XIII, p. 36), M. Poincaré le démontre & nouveau sous une
forme généralisée.
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. "\ - . .
fira que des relations de la forme }dmsxs: Aj ne puissent pas exister pour des

valeurs des m; dont la somme est supérieure a 1.

31. Revenons aux équations (30) dans I'hypothése que toutes les fonctions X,
X; s'annulent pour 2, = z,=...= z,— o.

Posons
r=c+ 3z,

en entendant par ¢ une constante arbitraire, dont le module ne dépasse pas une
certaine limite.

En substituant cette valeur de x dans les fonctions X, nous aurons
Xs=cCa &+ &y +...+ ¢z, -+ X, (s=1,2,...,n),

ot les ¢5; sont des constantes, qui représentent des fonclions holomorphes de la
constante ¢ s’annulant pour ¢ = o, et les X/ sont des fonctions holomorphes des
variables z, z,, x,, ..., x,, dont les développements commencent par des termes
de degré non inférieur au second et possédent des coefficients holomorphes par
rapport a c.

Une expression analogue aura aussi lieu pour la fonction X.

Cela posé, considérons I'équation aux dérivées partielles

n

11 05
(40) Z [(psi+ co1) 2y + (Psa+Coa) @yt .+ (Psn=+ Con)xy+ X_c] d(_xx =X,

s=1

en supposant que X soit exprimé au moyen des variables z, z;.
En vertu de notre hypothése que toutes les racines de I'équation D(x) =0 ont
des parties réelles négatives, toutes les conditions du théoreme précédent seront

remplies pour I'équation (4o), |c| étant suffisamment petit. Cette équation
admettra donc, tant que |c| est assez petit, une solution de la forme

‘'

5= f(x, @ ..., 2,,c),

ou f désigne une fonction holomorphe des variables Xy, Zay ..., Z,, s’annulant
pour ¥, = zy=...= 2, = o.

Les coefficients dans le développement de cette fonction dépendront d’une cer-
taine manié¢re de la constante ¢, dont ils seront évidemment des fonctions holo-
morphes; ils seront d’ailleurs tels que 'on pourra prendre | ¢ | suffisamment petit,
pour que les développements suivant les puissances de ¢, pour tous les coeffi-
cients, soient absolument convergents. Pour s’en convaincre il suffit de jeter un
coup d’eeil sur les équations servant a calculer ces coefficients.

Fac. de T, 2* S., 1X. 41
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Ce que nous venons de dire est exact non seulement pour des valeurs réelles
de ¢ (qui seules conviennent a notre probléeme), mais encore pour des valeurs
complexes de cette constante (). D’apres cela, nous pouvons conclure que, si, aulieu
de développer la fonction f suivant les puissances des x;, on la développe suivant
les puissances des z; et ¢, la série obtenue sera encore absolument convergente,
pourvu que les modules des z; et ¢ soient au-dessous de certaines limites suffisam-
ment petites. En d’autres termes, nous pouvons conclure que la fonction f sera
holomorphe comme fonction de n + 1 arguments zy, Za, ..., Zy, ¢ ().

Cela posé, et en revenant a la variable x, nous aurons
(41) Z==C+ [(&)y Zay ey Ty, C).

Cette équation définira une solution de I'équation aux dérivées partielles

n

ox
E(Ps1x1+p52x2+, <o PsaZnt Xs)d—xs =X

s=1

Par suite, comme elle renferme une constante arbitraire ¢, elle représentera
une équation intégrale compléte du systeme (30). On pourra donc remplacer par
équation (41) une des équations différentielles de ce systeme.

Faisons-le pour la premiére de ces équations et éliminons ensuite x des autres

équations. Ces derniéres se réduiront alors a la forme

dx

(42) dt

. — (l)sl -+—cs,)x1 =+ (P52+052)$2 et i (PSIL_!_CSIL)‘Z‘IL_‘—X—;‘ (52172’ '-'7”))

o les X seront des fonctions holomorphes des quantités x,, #a, ..., Zn, ¢ ne
contenant pas dans leur développement de termes de degré inférieur au second
par rapport aux quantilés Lyy Loy vovy Lo

Nous remarquons maintenant que notre probleme de stabilité par rapport aux
quantités

Ly Ly eeey Lny X

est entierement équivalent au probleme de stabilité par rapport aux quantités

(43} Ty  Lay B Xy C.

(1) L’analyse du numéro précédent supposait seulement que le théoréme du n° 23 fut
applicable. Or ce théoréme ne dépend évidemment point de la supposition que les coefli-
cients dans les équations (13) soient réels. Nous pouvons donc attribuer a ¢ des valeurs
complexes.

(2) Ces lignes remplacent un assez long passage de l'original russe, ou je ne voulais consi-
dérer que des valeurs réelles de c.
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En effet, pour qu'il en soit ainsi, il suffit que, les quantités de I'un des deux
systemes ayant des valeurs réelles suffisamment petites quelconques, les quantités
de Pautre soient dans le méme cas. Et cela a effectivement lieu, comme on le voit
par 'équation (41) et par la suivante,

c=x + F(x, Zyy ..., Ty, x),

qui s’en déduit en supposant que les quantités (43) soient assez petites en valeurs
absolues, et dans laquelle F est une fonction holomorphe des variables z,
Xy ...y Zn, x, indépendante de ¢ et s’annulant pour

X=Xy =L =X, = 0.

Quant & la question de la stabilité par rapport aux quantités (43), dont la der-
niére est une constante, elle se raméne a 'examen des équations (42).

Ces équations, |c| élant assez petit, possédent toutes les propriétés des équa-
tions (13), et nous pouvons y appliquer les propositions du n° 24. Par suite,
comme I'équation déterminante qui leur corvespond n’a que des racines a parties
réelles négatives, nous pouvons étre certains que, ¢ étant fixé, on pourra trouver,

pour tout nombre positif ¢, un autre nombre positif @, tel que, les valeurs initiales
des z; satisfaisant aux inégalités

2| <a, [|z|<a, ..., |&.]<a,

on ait, pendant toule la durée du mouvement qui suit,
|‘l‘1l<€’ |x2l<5v cevy l"rn|<59

et que les fonctions s, ¢, croissant indéfiniment, tendent vers zéro.

Toutefois nous n’avons pas encore le droit d’en conclure que le mouvement non
troublé soit stable. Pour qu’une telle conclusion soit légitime, il faut que, |c| ne
dépassant pas une certaine limite, le nombre a correspondant & une valeur donnée
* de e puisse étre supposé indépendant de c.

Or, dans le cas considéré, cette condition sera remplie, ce dont il est facile de
s’assurer a 'aide de la méthode du n° 26.

En effet, les seconds membres des équations (42) étant des fonctions holo-
morphes non seulement par rapport aux quantités z;, mais encore par rapport
a celles xy, ¢, il est facile de trouver des fonctions V et W, indépendantes de ¢
et entiéres par rapport aux zs, dont la premiére soit définie négative, la seconde,

définie positive, et qui, pour toutes les valeurs assez petites des quantités (43),
satisfassent 4 I'inégalité
dv
dt

nv

W,
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le premier membre représentant la dérivée totale de la fonction V par rapport a ¢,
formée en vertu des équations (42) (*). Et dés lors la possibilité de choisir pour le
nombre a une valeur indépendante de ¢ devient évidente (voir la démonstration
du théoréme 1 du n° 16).

De cette maniére nous arrivons a la conclusion que, dans le cas ou, dans les
équations (30), les fonctions X, X; s’annulent toutes pour zy=xy=...= 2, =0,
le mouvement non troublé est stable.

Dans ce cas, chaque mouvement troublé, assez voisin du mouvement non
troublé, s’approchera asymptotiquement d’un certain mouvement permanent

xr =c, =&, =...=Z,=0,

qui, en général, sera différent du mouvement non troublé, mais qui pourra en
étre rendu aussi voisin qu’on le veut.

On peut remarquer en outre que chacun de ces mouvements permanents sera
stable, tant que la quantité | ¢| qui lui correspond est suffisamment petite.

32. Les conclusions auxquelles nous sommes arrivés peuvent se résumer dans

la proposition suivante :

Tatorime. — Supposons que 'équation déterminante a une racine égale
& zéro, toutes les autres racines possédant des parties réelles négatives. Apres
avoir réduit le systéme d’équations différentielles du mouvement troublé a la
forme (28), formons les équations (29) et tirons-en zy, &z, ..., x, en fonc-
tions holomorphes de la variable z, sannulant pour x = o (ce qui est toujours
possible et donne pour les z; des valeurs parfaitement déterminées). Puis, sub-
stituons les expressions trouvées des x; dans la fonction X et, st le résultat de
cette substitution nest pas identiquement nul, développons-le suivant les
puissances croissantes de x.

Alors, si la moindre puissance de x, dans le développement ainsi obtenu,
se trouveétre paire, le mouvement non troublé sera instable; si, au contraire,
elle se trouve étre impaire, tout dépendra du signe du coefficient correspon-
dant, et cela de telle maniére que le mouvement non troublé sera instable,
quand ce coefficient est positif, et stable, quand il est négatif. Dans le der-

(1) Ainsi, par exemple, en prenant pour V une forme quadratique satisfaisant a I'équa-
tion (26), nous pouvons prendre pour W la fonction

W=0(z]+x}+...+2}),

6 étant une fraction positive fixe quelconque.
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nier cas, tout mouvement troublé, les perturbations étant suffisamment petites,
s’approchera asymptotiquement du mouvement non troublé.

Enfin, si le résultat de la substitution en question se trouve étre identique-
ment nul, il existera une série continue de mouvements permanents, a laquelle
appartiendra le mouvement non troublé considéré, et tous les mouvements de
cette série suffisamment voisins du mouvement non troublé, le dernier y
compris, seront stables. Dans ce cas, les perturbations étant sufisamment
petites, tout mouvement troublé s’approchera asymptotiguement d’un des.

mouvements permanents de la série.

Appliquons la régle contenue dans ce théoréme i des exemples.

Ezxemple I. — Soit donné le systeme suivant d’équations différentielles :
dx
i :(3/7!——l)xz—(m—l))/z—(n—!)52+(3’1—1))/2-’—2771,,51‘—-2/1.1’}’,
dy .
?,7:——y+x—|—(x—y+25)(y+z--—x),
ds
ZIZ:—z—|-x—(:c——z—|—24y)(y—|—z—x),

ou m et n désignent des constantes.
Pour ce systéme, les racines de 1'équation déterminante sont : 0, — 1, — 1.
En désignant les seconds membres des équations ci-dessus respectivement

par X, Y, Z, posons
(44) Y:O, Z — 0.

De la il vient
) y=x+22*—6x*—3ox*+...,

s=x—22*— 623+ o2t +...;
et, en substituant ces expressions de y et s dans la fonction X, nous obtenons

X=40Bm—gn)et4+24(m—n)azs+....

Par cette expression on voit que, si 3m — 7n n’est pas nul, le mouvement non
troublé est instable. Dans le cas contraire (5m = 7n), il est instable, si m et n
sont positifs, et stable, si m et n sont négatifs.

Si m = n = o, on obtient 'identité suivante,

2X=(z—2y—2)Y+(y—2s5—ax)Z,

qui montre qu’en vertu des équations (44) on aura alors toujours X = o.
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Aussi dans le dernier cas existera une série continue de mouvements perma-
nents, et non seulement le mouvement non troublé considéré, mais encore tous

les mouvements de cette série, qui en sont suffisamment voisins, seront stables.

Ezemple II. — Examinons lous les cas possibles que peut présenter le sys-
téme du second ordre

%:ax2+bxy+c}’2, %:—y+kx+1x2+mxy+”)’2v

dans les hypotheses différentes au sujet des constantes a, 0, ¢, k, I, m, n.
De I’équation
y=khkax+lx*+mxy +n)?
on tire
y=kx+Byx*+ ByxP+.. .,

By, = {4+ mk + nk?, B;= (m + 2nk)B,,
ct, en vertu de cette expression de ¥, on a

ax*+ bxy +cy*=Axt+ Ayt + Aot ..
ou

Ay—=a + bk + ck?, A, = (b + 2¢ck)B,, A, = (b+ 2c¢k)B;+¢Bj,
Par 1a on voit que la stabilité ne sera possible que dans le cas ol

a+ bk 4+ ck*=o.

. St alors B,= o0 (ce qui exige que tous les autres B soient également nuls), tous
les coefficients A seront nuls, et, par conséquent, la stabilité aura certainement
lieu. '
Supposons que B, ne soit pas nul.
Alors, si b 2ck n’est pas nul, la question dépendra du signe de A;. Si, au
conlraire, on a
b+2chk=o,

A, sera nul, mais A, ne sera pas nul, tant que ¢ n’est pas nul; la stabilité ne sera
3 ) ] p ) q p ’
donc possible que dans le cas ott ¢ = 0. Quant & ce cas, ou, en vertu des égalités

admises, on aura aussi @ = o et b = o, la stabilité aura lieu effectivement.



PROBLEME GENERAL DE LA STABILITE DU MOUVEMENT. 321

De cette fagon tous les cas possibles se raménent aux six suivants :

I. a—+ bk + ck*Zo, mouvement non troublé instable;

i ( a—+ bk +ck*=o, instabl
. » mstable;
| ({+ mk + nk?) (b 4 2ck) > o, ’

( @+ bk + ck?=o,
. » stable;
[ ({4 mk + nk®)(b+2ck)<<o,
a =ck?, b—=—ack, czo, .
1Vv. » instable;
L+ mk+ nk*Zo,
a—+ bk +ck’=o,
. » stable;
{4+ mk—+nk*=o,
VI. a=b=c=o, » stable.

Dans les deux derniers cas le mouvement non troublé appartient a certaines
séries continues de mouvements permanents.

Deuxiime cas. — D<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>