
ANNALES
DE LA

FACULTÉ DES SCIENCES
DE L’UNIVERSITÉ DE TOULOUSE.

ACTION D’UNE MASSE INTRAMERCURIELLE
SUR

LA LONGITUDE DE LA LUNE,

PAR M. D. SAINT-BLANCAT,
Astronome-Adjoint à l’Observatoire de Toulouse.

AVANT-PROPOS.

La théorie de la Lune est loin de concorder avec l’observation, qui a mis en
évidence d’importantes perturbations ne pouvant, selon toute apparence, se

rattacher aux actions des masses connues du système solaire.
L’une de ces inégalités a, comme on sait, une amplitude d’environ une demi-

minute d’arc, avec une période évaluée à 273 ans. D’autres, à coefficients plus
faibles, sont manifestes. En outre, la valeur théorique de l’accélération séculaire
n’est pas vérifiée par l’ensemble des observations d’anciennes éclipses.
N’y a-t-il pas lieu de se demander si, parmi les causes capables de produire ces

écarts entre le calcul et l’observation, il ne conviendrait pas de considérer l’action

d’une masse voisine du Soleil ?

Sans rien préjuger de l’existence d’un tel corps, j’ai cru intéressant de

rechercher l’ordre de grandeur des perturbations que pourrait occasionner sur la

longitude de la Lune une planète intramercurielle convenablement placée. Il s’agit
d’inégalités à longue période, les seules qui puissent être sensibles dans ce cas.

J’ai trouvé que, pour une trentaine d’orbites d’un tel astre, l’inégalité de 273 ans
de période pourrait être attribuée à une masse au plus égale à celle de Mercure.

Dans le cas de plusieurs orbites, la masse nécessaire serait voisine de celle de notre



satellite. Pour deux d’entre elles, la douzième partie de Mercure suffirait. Enfin,
des masses beaucoup plus faibles fourniraient de fortes inégalités à très longue
période.

Les résultats auxquels je suis parvenu montrent donc quelle serait l’importance,
au point de vue du mouvement de la Lune, de l’existence de faibles masses

intramercurielles, pour des orbites déterminées.

L’explication des anomalies du mouvement de la Lune préoccupe les astro-
nonues depuis un demi-siècle. Pensant que, dans Fêtât actuel, nulle tentative en
vue d’une solution possible ne doit être négligée, il m’a semble que ces nouvelles
recherches n’étaient pas superflues et pouvaient avoir de l’intérêt.

Je tiens à dire que, si ce travail obtient quelque estime, la meilleure part en
reviendra à mon jeune maître, M. Andoyer. Je lui exprime toute ma reconnais-
sance pour avoir bien voulu m’aider de ses précieux conseils et de ses bienveillants
encouragements 1 ’ ).

INTRODUCTION.

Considérons la fonction perturbatrice du mouvement de la Lune relative à

l’action d’une planète,

où L, L’, L" désignent les longitudes moyennes de la Lune, de la Terre et de la

planète ; i, trois nombres entiers positifs, négatifs ou égaux à zéro; A et w
des quantités dépendant des autres éléments des orbites des trois corps.

Soit la le mouvement diurne cl’un angle variable ~~. La période de l’argument G,
. / . ~L/ 

’

exprimée en années, sera p = °

Supposons le mouvement diurne ~L" de la planète tel que, pour un système de
valeurs de i, i’, i", p soit très grand et A d’un ordre peu élevé par rapport aux
excentricités et aux inclinaisons. On conçoit qu’alors le terme Acos6 puisse
donner lieu à une inégalité sensible de la longitude de la Lune. Il est aisé de voir

que ce fait ne pourra se produire pour une planète intérieure à Mercure si l’on n’a

pas simultanément i et i" différents de zéro.

On est ainsi conduit à envisager l’équation

( 1 ) Je dois remercier aussi le Comité des Annales de la Faculté des Sciences de

Toulouse, et en particulier son secrétaire, M. Cosserat, du symptahique acc ueil qu’ils ont fait
à mon travail en l’acceptant pour leur Revue.



e désignant un très petit angle, de quelques secondes seulement. Si l’on prend
~ = i3", on a une période de 273 ans. C’est le cas de l’inégalité empirique bien
connue de la longitude de la Lune.

L’équation précédente détermine le moyen mouvement ~L" d’une planète
supposée. On peut en déduire le demi-grand axe et par suite le coefficient A, en
laissant arbitraires au besoin l’excentricité et l’inclinaison. Il ne reste ensuite qu’à
étudier par les procédés habituels la grandeur de l’inégalité correspondante,
suivant la masse assignée à la planète.
Nous avons examiné à ce point de vue tous les termes de R jusqu’au second

ordre.

Pour nos calculs numériques, nous avons fait le choix particulier de la période
de 273 ans, dont nous venons de parler. Nous avons adopté en outre, dans tous
les cas, une masse agissante égale très voisine de celle de Mercure.

Mais nous montrerons comment on peut passer à une période et à une masse
différentes, en partant des résultats obtenus dans l’hypothèse précédente. Nous
déterminerons par exemple, pour chaque orbite supposée, la masse capable de

produire l’inégalité empirique.
J’indiquerai l’ordre de ce travail par l’énumération succincte des matières qui

composent les six paragraphes dans lesquels je l’ai divisé.

I. Développement de la fonction perturbatrice relative à l’action directe. Je

me suis borné aux termes du second ordre, ceux d’ordre supérieur ne pouvant
donner lieu qu’à des inégalités très faibles. En outre, je n’ai conservé dans chaque
coefficient que les termes principaux.

II. Fonction perturbatrice relative à l’action indirecte. En appelant R’ la fonc-

tion perturbatrice du mouvement de la Lune correspondant au Soleil, j’ai
développé ~R’ au même degré d’approximation que R. En ce qui concerne les
perturbations produites par la planète sur les coordonnées de la Terre, j’ai poussé
le développement jusqu’au second ordre également.

III. J’expose dans ce paragraphe une méthode inédite, due à M. Andoyer, sur
le mouvement d’un système formé de deux couples de corps éloignés, , tel que le

système Soleil-planète d’une part et Terre-Lune d’autre part. Cette nouvelle
méthode m’a permis d’avoir une vérification de l’ensemble de mes calculs.

IV. Recherche des inégalités numériques des ordres zéro et un.

V. Etude des inégalités du second ordre.

VI. Formes diverses des résultats.



I. - FONCTION PERTURBATRICE RELATIVE A L’ACTION DIRECTE.

1. Soient, parallèlement à trois axes rectangulaires de directions invariables,
x, y, z et ç, y,, ~ les coordonnées géocentriques de la Lune et de la planète
perturbatrice, x’, y’, z’ et x", y", z" les coordonnées héliocentriques de la Terre

et de la planète. Soient, en outre, r le rayon, vecteur de la Lune rapportée à la
Terre, r’ et r" ceux de la Terre et de la planète rapportées au Soleil.
Nous désignons par f le coefficient d’attraction, par m" la masse de la planète,

et nous posons .

On a alors, pour la fonction perturbatrice du mouvement de la Lune relative à
l’action de la planète, l’expression suivante

En posant

nous avons

et, par suite,

ri nous suffit de développer le crochet du second membre jusqu’au quatrième
terme, en négligeant les termes en /’B Il vient

Nous pouvons supprimer dans R le terme -.? qui est indépendant des coor-
données de la Lune. Nous écrirons

en posant

r2 r3 . , .

R, est de l’ordre de , et H.~, de l’ordre de ~,* ~ Cette dernière partie de la fonc-



tion perturbatrice a en facteur la parallaxe solaire. Les termes qui lui corres-

pondent, dits termes parallactiques, peuvent être considérés comme du second
ordre. Par conséquent nous n’avons pas à développer R2 par rapport aux

inclinaisons et aux excentricités, puisque nous nous proposons d’obtenir le

développement de R jusqu’au second ordre seulement.
Considérons l’expression ci-dessus de R,. En ajoutant et retranchant 3 r a et

désignant 203C32 2014 D2 par P, nous pouvons écrire

Nous avons à développer cette quantité par rapport aux inclinaisons et aux

excentricités, en négligeant le troisième ordre.

. 

2. Désignons par H, H’, H" les angles des couples de rayons vecteurs r’ et r’,
/’~ et r, r et r~’, respectivement.

Soient v la longit.ude vraie de la Lune, rapportée à la Terre, v’ et v" celles de la
Terre et de la planète, rapportées au Soleil; s, s’, s" les latitudes correspondantes;
À, 1,’, À" les longitudes dans l’orbite, en prenant pour plan fondamental des

coordonnées l’écliptique à une certaine date. , 

’ 

.

Soient, en outre, E le pôle de’ cet écliptique, M, M’, M" les points où les
rayons r, r’, r’~ percent la sphère céleste. Alors le triangle sphérique EM’M"
donne

Or, en désignant, par i, i’, i" les inclinaisons des trois orbites sur l’écliptique et
par h, h’, h" les longitudes des noeuds, on a

l~ . L~~
Par suite, en désignant sin -, sm - par y’ et y", on obtient, toutes réductions2 2

faites,

Cette formule est rigoureuse. En ne conservant que les termes du second ordre
et en remplaçant les produits de sinus par des sommes de cosinus, d’après les



formules connues, il vient

On aura les expressions analogues de cos H’, cos H" en accentuant con vena-
blement les lettres dans la formule précédente.
Retenons seulement pour l’instant que, x, x" désignant des quantités du

second ordre par rapport aux inclinaisons, nous pouvons écrire

3. Revenons à D et P. On peut écrire d’abord

puis, comme

nous aurons

et, enfin,

Désignons par d et p ce que deviennent D et P lorsqu’on fait x== x~== o~= o~
c’est-à-dire y = y’ = 03B3"=o; en d’autres termes, quand on remplace cosH, cosH’,
cosH" respectivement par cos(03BB’-03BB"), cos(03BB"-03BB), cos(03BB-03BB’).
En posant 

’ 

"’ . "’.. "’"’."’ ...

on a

Des relations qui définissent c~ on tire



Par conséquent, pour déduire les expressions de D et P de celles de d et p, il

suffit de donner à cosy, cos 
03C8 + 03C6 2, cos 03C8 - 03C6 2 les accroissements a oc’ a".

Or on a, pour les accroissements de d et p correspondants,

Alors R1 r2 peut s’écrire

L’expression de l’accroissement est

Pour avoir le développement de cette expression, il suffit de remplacer a, a’, a"
par leurs valeurs précédemment trouvées, que l’on peut d’ailleurs simplifier en
faisant y’ = o. On a ainsi

Il faut aussi substituer à d-5 et d-7 les développements bien connus et définis
par les formules suivantes



rfl
On oblient alors, en faisant ~, = ~,

et, en remplaçant les produits de cosinus par des sommes,

J’ai établi cette formule parce qu’elle sera utile au paragraphe III, pour l’appli-
cation de la méthode de 1V1. Andoyer. Pour le développement que nous poursui-
vons, il n’était pas nécessaire de passer par cette forme de l’accroissement en

fonction des inclinaisons. Que l’on parte, en effet, de l’une ou de l’autre des
expressions (3) et (4), les calculs sont également simples, en tenant compte des
relations

Dans l’expression définilive du développement, on peut remplacer les rayons
vecteurs r, r’, n’~ par les demi-grands axes a, a’, a" et les longitudes À, a~, ~~r par
les longitudes moyennes L, L’, L".
Nous poserons

S et à, sont les valeurs de c~ et § quand on néglige les excentricités.



Dans les termes où l’argument est il ou i ~ -~- z L - z h, il s’introduit au coeffi-
cient le facteur

Si l’on considère le développement

l’expression précédente n’est autre chose que En effet, on a

égalité qui met en évidence la relation à démontrer.
Nous avons tenu compte de cette simplification.
On a finalement, pour le développement cherché,



Nous montrerons plus loin que les fonctions de qui entrent dans les
coefficients peuvent être exprimées par des séries ordonnées suivant les puissances
de ~, de même que et Dans l’article suivant, l’une de ces fonctions a une
importance plus grande que dans le développement précédent, parce qu’elle
intervient, en outre, par ses dérivées successives par rapport à ~. C’est l’ex-
pression

e(i+1), 2~e(i)+ (~2e(i-1j’ , .

qui est facteur de ~~~ dans les termes ci-dessus ayant pour arguments il + 6t
et i~-~-~,-21.~-~-2h.

4. Nous avons encore à développer

suivant les puissances des excentricilés. On a

Gomme on le voit, et g(-i) sont généralement différents; ils ne sont égaux
que pour 1 = o.

Il vient alors



Nous poserons

de même que

Les fermes du second membre de (6) sont de la forme

où m désigne soit soit g(1) et M l’an des angles i~ et iy + ~. Le coefficient m
est une fonction de ~’.

Proposons-nous de développer cette fonction F par la formule de Taylor, jus-
qu’au second ordre. C’est une fonction des quatre variables r, r’, r", M.

Les dérivées du premier ordre sont

en désignant par m’ la dérivée de m par rapport à ~.
Soit de même m" la dérivée seconde; nous poserons aussi

On a alors pour les dérivées secondes de F



Soient rp, r~’~’, l’~’0~’ les accroissements de r, r’, r", ~, celui de M. Il vient alors,
pour le développement cherché,

.2Nous allons appliquer cette formule aa développement de r2 r’3c(i) cosi 03C6 et
r

de r2 r’3g(i) cos(i03C6 -1- 03C8) successivement, en donnant aux accroissements 03C1, o’, ...

les valeurs convenables.

5. Occupons-nons d’abord de la première de ces deux expressions. On a, e dési-
gnant l’excentricité, ll’anomalie moyenne,

et les quantités analogues p’, p", ..., en accentuant les lettres.

On en déduite jusqu’aux termes du second ordre,

Il vient alors, en remplaçant M par il et en ne conservant que les termes prin-



cipaux dans chaque coefficient s’il en existe de plusieurs ordres,

6. Passons au développement de § r2 cos(i03C6 + . Nous avons les mêmes

expressions de p, p’, ~’r, Quan t à pL, c’est l’accroissement de i ~a - î~"~ -~- 2î, -),’- ~".
On a alors



et

Une faut pas oublier, pour opérer les réductions de termes semblables, que
est différent de 

Par suite des relations (5), -~- cû devient il + 1, . On n’a conservé dans le

coefficient de cos(i03B4 + 03B41) que les termes principaux.
Ici m, m,, m2 doivent être remplacés par ~~1~, gt; ~, dans l’application de la

formule ( 7 ). Il vient



7. Il nous reste à trouver les termes parallactiques, qui sont donnés par la

partie de la fonction perturbatrice que nous avons appelée R2, formules ~y.
On a

En posant

on peut écrire

Rappelons que nous avons pose



On peut faire ici

et) négligeant les excentricités et les inclinaisons, les termes parallactiques ayant
en facteur a, considéré comme’ une quantité du second ordre.

Alors

par sui te

et, en tenant compte des relations trigonométriques

il vient

On trouve pareillement t

d’où

Les excentricités étant négligées, on peu t remplacer À, À’, À" par L, L’, L", ou

plutôt par les expressions (5) de ces angles, déjà introduites dans l’autre partie
de la fonction perturbatrice.



On obtient finalement pour les termes parallactiques

L’ensemble des termes des expressions (A), (B), (C), (D) constitue le dévelop-
pement, jusqu’au second ordre, de la fonction perturbatrice relative à l’action

directe de la planète sur la Lune.

II. - FONCTION PERTURBATRICE RELATIVE A L’ACTION INDIRECTE.

8. Soit R’ la fonction perturbatrice du mouvement de la Lune provenant du
Soleil. Elle dépend des coordonnées héliocentriques de la Terre, x’, y’, z’. Les

valeurs de x’, , z’ qui entrent dans l’expression de R’ sont celles qui résultent
seulement des actions mutuelles du Soleil, de la Terre et de la Lune. C’est avec

ces valeurs qu’est établie, dans une première approximation, la théorie de la Lune.
Mais, si l’on considère l’action d’une planète sur le système de ces trois corps,

il peut en résulter pour x’, y’, z’ des accroissements très sensibles

dans bien des cas et dont il faut tenir compte pour la théorie de la Lune.

On aura donc à adjoindre à la fonction perturbatrice R, étudiée dans le para-
graphe précédent, la quantité ,

C’est ~R’ qui est la source de l’action indirecte de la planète sur la Lune. On
dit encore que c’est l’action de la planète réfléchie par le Soleil
La fonction perturbatrice R, étudiée dans le paragraphe précédent, contient

aussi les coordonnées x’, y’, .’.~ Par suite, l’action indirecte de la planète a pour
effet un accroissement de R,

Il semble donc que l’on doive tenir compte aussi de cette variation de R.

Mais R a en facteur la masse ln" de la planète; par suite, un terme provenant
de ~R sera, par rapport au terme correspondant de de l’ordre de m". Et, dans
le cas spécial des planètes que nous considérons, cette masse est très faible, car
nous ne recherchons que des masses au plus égales à celle de Mercure.



9. Revenons à R’. Soit F la distance angulaire du Soleil et de la Lune, vus de
la Terre. Négligeons la masse de la Lune devant celle de la Terre et celle de la
Terre devant celle du Soleil. Nous avons alors, d’après M. Andoyer, 7’héorie de
la Lune [ Scientia (Phys. n° 17, p. 

Soient v et s la longitude vraie et la latitude de la Lune rapportée à la Terre,
v’ et s’ les coordonnées analogues de la Terre rapportée au Soleil. Celles du

Soleil rapporté à la Terre étant alors ~ + v’ et - s’, on a

cosF 

Comme s et s’ peuvent être prises pour de petites quantités du premier ordre,
nous pouvons écrire, en négligeant le quatrième ordre,

d’où, avec la même approximation,

. 
Dans cosF et cos3 F", on peut négliger les termes du second ordre en s et s’,

car cosF’ et cos3F seront multiplies dans R’ par un facteur qui est lui-même du
second ordre. 

,

Nous aurons alors

Par suite

La fonction perturbatrice du mouvement de la Lune relative à l’action indirecte



de la planète sera donc, avec ces nouvelles variables,

Comme la latitude s’ de la Terre à un instant quelconque est une quantité très
petite, nous pourrons faire s’ == o, mais après la différentiation seulement.
On a

c~ et v’ sont les longitudes vraies. Proposons-nous d’introduire dans les expressions
précédentes les longitudes dans l’orbite À et )/, ainsi que nous l’avons fait pour Il.
Il faut tenir comple par conséquent de la réduction à l’écliptique. On a

en désignant par 6 et e’ les arguments de la latitude.
Nous n’avons pas besoin d’appliquer cette correction à sin (v- v’), sin 3 ~ v- v’),

cos(v2014v’) et cos3(v- v’), car elle est du second ordre et les facteurs dans lesquels
entrent ces quantités sont au moins du premier ordre. Il suffit d’appliquer la

réduction à l’écliptiq ue à l’argument 2 v - 2 v’ : :

2v-2V~~2~~t-~t~~-2y~S1I128-~--2Y~’5117261.

Remarquons cn ouire que l’on peut faire r’ == o.
On a alors



Et en remplaçant s par sa valeur approchée 2 y sin6,

Pareillement

10. Il reste à développer par rapport aux excentricités les quantités qui n’ont

pas en facteur y ou a3 a’4. Nous allons appliq uer la formule (7) que nous avonsa

établie au n° 4.
j~l

D’abord, dans a’ y, nous avons

Soieut
r-a+aP, a_7~WL_Lr..~-.~.

Nous avons donné au n° ~ les valeurs (8) de ces accroissements et calculé leurs
carrés et leurs produits deux à deux. En les appliquant au cas actuel, on aura

l’expression cherchée.
On a en désignant par a’ (~R’ ~r’) la cle a’ que nous avons à



développer, ainsi que nous l’avons indiqué plus haut,

Puis, en remplaçant 2 (L - L’) par 03B41 - 03B4,

en ne conservant que les termes principaux de chaque argument.

11. Il faut développer maintenant la première partie de ,2014 par rapport aux
excentricités. Ici



Par suite, pour les accroissements 03C1, p’, [JL définis au n° 10,

Et finalement, avec les valeurs connues des accroissements p, p’, p,

12. Pour calculer la fonction perturbatrice relative à l’action indirecte, nous
avons besoin des perturbations produites par la planète sur les coordonnées de la
Terre, r~’, v’, s’. Continuons à désigner par /’~, v", s" les coordonnées de la planète.
Ces six coordonnées sont rapportées au Soleil ; ce sont les coordonnées polaires
des deux astres.

Les variations 8ç’, 03B4s’ sont données jusqu’aux termes du premier ordre par
Tisserand dans son Traité de Mécanique céleste, tome I. Comme J’avait fait

Le Verrier, il les a déduites des variations des éléments. Un peut les déterminer
en partant des équations différentielles du mouvement, suivant la méthode

indiquée par Laplace dans la Mécanique céleste (t. I, Livre Il, Chap. Nous

pousserons les développements jusqu’au second ordre, comme précédemment.
Nous partirons des équations de Lagrange.
Désignons par fm"U la fonction perturbatrice correspondant à l’action de la

planète m" sur la Terre. Nous prendrons pour plan fondamental des coordonnées
le plan de l’écliptique à l’origine du temps; de telle sorte que la latitude s’ sera

une quantité de l’ordre de la masse perturbatrice.



Soit H l’angle des rayons vecteurs r’ et r". On a

Alors

Pour l’application des équations de Lagrange, nous avons besoin de dr,, d~,, ds’ 
~

On a

Il nous suffit de développer U en négligeant le quatrième ordre par rapport
aux inclinaisons et dU en négligeant le troisième ordre.
On a rigoureusement, 03BB’ désignant la longitude de la Terre dans son orbite,

il

i’ l’inclinaison, avec sin l’  = y’, et h’ la longitude du noeud,

Et en négligeant les termes du troisième ordre en y’,

Nous appliquerons à v’, au même degré d’approximation, la réduction à

.l’écliptique
v’ -- À’ - y’2 sin 2 ( À’ - h’ ).

On a des relations analogues avec les lettres à deux accents.
Nous avons déjà calculé cosH, au n° 2, en fonction de y’ et Y". En portant sa

valeur (2) dans U et dU et tenant compte des expressions ci-dessus de sin s’,
cos s’, ..., on obtient



Désignons par 0 et 8" les arguments de la latitude et remplaçons À’ - À" par 03C6.
Posons en outre

Pour avoir

il suffit de diminuer A(1) et AC-i) de ’"2. . r~ 
Pour avoir le développement analogue de

ou devra de même diminuer, dans 03A3B(i) cosi03C6 la quantité de 2r’ r"2.
Sous la réserve de ces corrections, on aura

ou, en remplaçant les produits de cosinus par des sommes et en ramenant tous les

arguments à la forme i03C6 + x, x étant indépendant de 03C6,

De même on trouve

13. Cherchons maintenant le développement de ,2014. Pour cela, supposons que
Fon remplace dans U les variables v’ et s’ en fonction de 03BB’ eL 03B8’. Or v’ et s’ sont

donnés par les relations suivantes, où i’ doit être considéré comme constant:



On voit que 03B8’ est une fonction de s’ seul, que est de la forme

~ désignant une fonction de s’ seul. Donc

Il en résulte l’expression cherchée de dU

il resterait l à calculer 2014~ ; mais nous verrons plus loin que la façon dont cette
dérivée s’introduit dans les équations ne nécessite pas le calcul analogue à celui

que nous venons de faire pour ~U ~03BD’ 2014 
et 

~U ~s’.

14. Nous allons établir ]es équations différentielles du mouvement en vue de la
détermination des perturbations S~.
Nous emploierons les équations de Lagrange

où qi désigne l’une des variables définissant la position du mobile à l’instant t,
q; la dérivée de qi par rapport à t et Qi la composante de la force dans le sens de
la coordonnée qi.

Ici la fonction des forces W a pour expression

la masse du Soleil étant prise pour unité.
On a pour la demi-force vive



Dans l’expression de W, U contient le temps explicitement, les coordonnées
de m" étant des fonctions connues de t, qu’il faut substituer dans ’U.
Commençons par l’équation différentielle relative à la lati Lude s’

qu’on peut écrire

Soient, pour simplifier l’écriture,

On peut alors mettre l’équation différentielle précédente sous la forme

U contenant t explicitement, on n’a pas l’intégrale habituelle des forces vives

const. ;

mais on peut écrire une relation analogue (LAPLACE, t. l, Livre II, Chap. Vi) en

remplaçant U par f( dU), où l’on désigne par (dU) la différentielle de U obtenue
en faisant varier t seulement dans les coordonnées de m’.

Cette équation est

à laquelle nous allons adjoindre l’équation de Lagrange relative à la coordonnée r’

Voici comment ces deux équations vont nous permettre de déterminer À et p.
Multiplions la dernière par r’. Il vient t



en tenant compte de la relation

on obtient l’équation

qui, ajoutée à (1 2), donne

d’où l’on tire l’équation différentielle qui définit p

Pour À, considérons l’équation (1 3), qu’on peut écrire

et qui devient, en introduisant les accroissements p, À, ~,

ou, en ayant égard à la relation multipliant par 



Remplaçons dans cette équation # par sa valeur tirée de (i £ ). Il vient t

Considérons la somme des trois premiers termes. On a successivement

Alois l’équation (1 5 ) devien t

En tenant compte de la relation

on obtient finalement pour -,? >



En supposant y’= o, on a, avec l’approximation adoptée,

Avec la méme approximatim, on peut réduire l’équation en 03C3 à la suivante, en
faisant n’ - a’,

15. Proposons-nous d’abord d’intégrer cette équation. Elle est de la forme

où ce désigne une petite quantité de l’ordre de la masse de la planète perturba-
trice, Q une fonction de t.

Laplace a montré l’emploi que l’on peu.t faire de cette équation pour la déter-
mination des perturbations des divers ordres des mouvements des corps célestes.
Il a trouvé pour l’intégrale complète (cf. Livre Il, Chap. V)

c et c’ désignent les deux constantes d’intégration; si l’on suppose qu’à l’origine
du temps on ait ~- == 0, ~y = o, on doit prendre c = c~== o.

Dans le cas qui nous occupe, Q est composé de termes de la forme

On a alors pour y le terme correspondant

Nous avons ici



, . It 
Alors, en déslgnant -" par w,a

par suite

Cette formule est en défaut pour i = I ; ce que l’on pouvait voir a priori,
puisque dans ce cas m = n’= a. Le temps sort alors du signe sinus.

16. Passons à l’équation en p et à la formule qui donne À, en nous proposant
d’abord de trouver pour ces deux fonctions de t les termes dépendant de y’. On
peut faire y’ = o et ;’ = a’. On a alors

En faisant r’ == a’ dans l’équation (14), qui détermine p, on obtient par l’appli-
cation de la formule de Laplace



Dans la formule qui donne 03BB, on peut remplacer i - e’’-’ par 1, ,d’, , par o.
Elle se réd o i t à .

On obtient, toutes réductions faites, pour les termes de À dépendant de Yr~,
l’expression suivante :

17. Il nous reste à trouver les termes de p et À qui dépendent des excentricités,
en négligeant le troisième ordre.
Nous avons à développer par la formule de Taylor la fon ction

Pour les accroissements des variables, nous adoptons les mêmes notations que dans
le n° 4, où leurs expressions ont été données.
On a généralement

Fo et 1 Q étant des fonctions homogènes de degré - 1 de a’ et ail, on a



~F ~F, 
, . , .. , ,2014-7 et 201420147 étant homogènes de deere 2014 2, on a également~’ ~ " " "

d’où l’on tire

Portant dans F, il vient

L’application de cette formule au développement de 1 2 ~ donne l’ex-

pression suivante, où l’on suppose que dans r’ et ~~" sont remplaces par a’ et a~’,

Remplaçons p’, o", ... par leurs expressions déjà obtenues an n" 4, et posons

on trouve, toutes réductions faites, pour le développement cherché,



I! nous faut aussi le développement de r’~F ~r’, que je désignera! par F’. On peut
ramener le calcul de celui de F. Ou a

Pour l’~= a’ ct a",

Il suffit donc, pour avoir le nouveau développement, de remplacer dans le 
cédent

on obtient



En vue de l’intégration de l’équation en p , je pose

où 03C1(i)1, 03C1(i)2, ... sont des coefficients à déterminer, de façon à satisfaire à l’équa-
tion différentielle.

On a

Par suite, on trouve les expressions suivantes, dont nous avons encore besoin,



et

18. Reprenons l’éqnation différentielle qui détermine p :

Ici U n’est autre chose que la fonction F du numéro précèdent et ~-r~ est B~.
Nous calculerons (dU) et nous prendrons la dérivée seconde de r’03C1; puis

nous épaterons les coefficients des puissances de dans les deux membres de

l’équation différentielle. Nous trouverons ainsi les coefficients p~, p~B ....
Je rappelle que pour calculer (dU) il faut, dans chaque argument, considérer t

comme constant dans la partie qui correspond à la planète perturbatrice.
La double différentiation de 2014 p et l’opération f (dU) introduisent des facteurs

que j’indique dans la deuxième et la troisième colonne? du Tableau suivante en _

regard du terme correspondant :



Nous allons écrire maintenant les équations en ~~‘’, ~~,i’, ..., que nous avons en
vue. Elles résultent de l’identification, dans l’équalion différentielle, des coeffi-
cients, dans les deux memhres, du cosinus d’un même argument.

Pour simplifier l’écriture, désignons par f’~‘’, P’;~, ... les coefficients de U ana-

logues à (i) ... et, de même, .. , ceux de 

On a alors pour les équations cherchées

Pour simplifier, non seulement l’écriture, mais encore les calculs numériques à
effectuer dans les applications, j’ai trouvé commode de poser, en observant dans
les notations toujours la même symétrie,



J’ai résolu ensuite les équations précédentes par rapport à o~‘’, o~;’, ..., en intro-
duisant les coefficients que je viens de définir. Dans ~~i’, a3 et ~33 désignent les

expressions déduites de 03B13 eL 03B23 en y remplaçant i par - i.
Il vient finalement



19. Pour le calcul de À, nous poserons

Nous emploierons l’équation déterminant À à laquelle nous sommes parvenus
au n° 14 et que je transcris ici :

Comme pour p, si l’on suppose que l’on substitue, aux variables connues ou

inconnues, leurs développements, l’identification dans les deux membres des

coefficients des mêmes sinus donnera les équations cherchées en a~~‘’, ~,~‘’, ....

Il suffit de conserver le facteur vi 1 - e’2 dans ~,i‘~.
Les ai et les ~~ ont la même signification que dans le numéro précédent. De

même les P et les Q.



On obtient alors aisément les équations suivantes, avant de substituer aux p,
P, Q leurs valeurs connues :

Remplaçant les p, les P et Q par leurs valeurs, il vient







De même que P00FF’, cette expression de ~â ~ renferme les quantités ~3 ~



IH. - MÉTHODE DE M. ANDOYER.

20. Ce paragraphe a pour objet l’étude d’une nouvelle forme de la fonction
perturbatrice relative à l’action directe, qui, pour le cas d’une planète voisine du
Soleil et avec l’approximation dont nous avons besoin, dispense de recourir aux
formules concernant l’action indirecte.

L’idée de cette méthode est due à M. Andoyer, qui s’est proposé de l’appliquer
à un système formé de deux étoiles doubles. M. Andoyer a bien voulu m’eu

communiquer le principe avant d’en publier un exposé cornplet.
Je dois à cette méthode nouvelle l’avantage d’une vérificaLion approchée, mais

précieuse, de l’ensemble de mes calculs. Il est intéressant, d’ailleurs, de comparer,
sur un exemple particulier analogue à celui que M. Andoyer a en vue, les résultats
qu’eue donne à ceux de la méthode ordinaire.

Soient T, L, S, P les centres de gravité .de la Terre, de la Lune, du Soleil et
de la planète intramercurielle; G, le centre de gravité des deux premiers corps;
0, celui des deux autres; H, celui de tout le système.

Soient, parallèlement à trois axes fixes, x, y, z les coordonnées géocentriques
de la Lune; x’, y’; z’ celles de G par rapport à 0; x", y", ~" celles de 1’

rapportées à S et, par rapport à H,

Désignons les masses respectivement par mo, et par M leur somme.

Alors, les coordonnées de L et de T, par rapport à G, seront

Pareillement, on a, pour les coordonnées de P et de S rapportées à 0,



De même ]es coordonnres de G et 0 par rapport à H soni

On a par suite, pour les coordonnées des quatre astres, rapportées au centre de

gravité de tout le système, en n’écrivant que la première de chacun d’eux,

Il en résulte, pour l’expression de la demi-force vive du système, le signe ~
s’étendant aux trois coordonnées de chaque corps,

En désignant par f la constante d’attraction, on a, pour la fon~c~t,ion des forces,

en posant

on a, par conséquent,



Le deuxième et le troisième termes de chaque crochet sont de petites quantités
par rapport à x’. Par suite, e~ e,, e~ ~ désignant de petites fractions, on peut
écrire 

.

Nous écrirons alors

V désignant une petite quantité par rapport aux trois premiers termes de U.

Supposons que l’on néglige d’abord V. Si l’on forme les équations du mouve-
ment relatives aux variables x, y; .~, ..., on voit aisément que chacun de ces

trois mouvements est elliptique, les masses centrales correspondantes étant

respectivement 
m + mo, m’ + m", M.

Désignant les moyens mouvements et les demi-grands axes de ces ellipses par
n, n’, nr~ et a, a’, ary on a

n2 a3 = .f ~ m + mo ~~ n’2 a~3 =f ~ m’ + na" ), n"2 an3 - fM.

Considérons le mouvement défini par les variables x, y, z. La force vive corres-

pondante est

et la fonction des forces

C’est le mouvement d’un point de masse un, avec la fonction des forces

Donc, x, y, z sont relatives au mouvement elliptique produit par la force

centrale f(m + et le mouvement troublé résulte de la fonction perturbatrice

Désignons par V’ et V" les fonctions perturbatrices relatives aux deux autres



mobiles (x’, y’, z’) et (x", y", z"). On a, de même,

21. On est donc ramené au développement de V suivant les puissances des
inclinaisons et des excentricités des orbites.

H, H’, Hll étant les angles que font entre elles les directions des rayons vecteurs
~ j,~~ ~,ry~ ~~,rr~ r), (r, r’), on a les relations suivantes : .

Considérons l’expression

On peut la développer sous la forme

où désigne une fonction de cosH, cosH’, c03H". Remarquons que les trois
nombres n, n’, n" ne sont pas arbitraires; ils sont liés par la relation

+ n" + 1 .

Revenons à la fonction V. On peut écrire

Or on a



Pareillement, en ce qui concerne 1",

Et, de même pour S~ et ô’o,

On peut écrire les expressions précédentes sous une autre forme, en introdui-
sant les angles H, H’, H". Par exemple, celle qui concerne 8’ devient

Cette expression montre que ne diffère de (20), c’est-à-dire de

qu’en ce que r et r" sont remplacés par m + m0 m + m0 r ni , 
r‘’.

On a alors



se déduit de la même expression en remplaçant r eL /" par les quantités
/~o 7~~ ..., .

et , et il vient

D’une façon analogue, on obtient

par suite, il vient successivement, pour l’expression de V,

Comme o = i, le terme disparaît de ce développement. En outre, les

termes correspondant à n =1 i et à n’~= r sont nuls. Il s’ensuit que V n’a pas

de terme en I,, pas de terme non plas contenant r oa r" à la première puis-r

sance.



Voici les premiers termes de ce développement

On peut remarquer que Po, 3, 2? Po,,,, 3, Po, 5, 4 sont des fonctions de cos H seu-
lernent, et de même P2,3,0, P3, u, o, P4,5, o, de cos H".
Revenons aux expressions qui, à la fin du n° 20, définissent les fonctions per-

turbatrices R, V’, V", et comparons leur ordre de grandeur. 
_

Fin tenant compte du 
2 
développement ci-dessus de V, on voit que R est de

l’ordre de f(m’ + m") r2 r’3.
.~I2De même on trouve que V" est du même ordre que f ( m + r"2 r’3.

Quant u V’, elle est de l’ordre de f 
, r2 r’3, par suite de l’action de la

Lune, et de l’ordre de ~ f _ 2 
~ par suite de l’action de la planète voisine. 

( m + na 
’ P vo ne.

22. Pour la question que nous avons à traiter, c’est R que nous devons consi-
dérer. Rappelons que l’on a

On a, par suite,

a la condition de supprimer dans le second membre le terme Po,,, o.
remarquons que l’on n’a pas besoin de conserver les Lermes où /~ == o, car ils

sont indépendants des coordonnées de la Lune.

Finalement, dans le second membre de (22), on devra exclure les termes où
l’on 

De plus, négligeons m devant mo, m" devant m’. Nous considérerons deux cas.
I ° Soit n" ~ o. Alors



2° Soit n" --.. o. Dans ce cas

ou, en négligeant devant ln’,

Il s’ensuit que l’on aura R en développant l’expression

et l’on devra faire m"= o dans les termes pour lesquels on a n = o, ou n =1,

ou /~== i, et m"= ln’ pour ceux des termes conservés où n’~= o.

()r, en posant I)z = n’2 + r"’-’ - 2 cos H et ponssant le développement jus-
qu’à n = 3, on a

Comme on ne doit avoir ni n = o, ni n = i, on en conclut

On fera encore dans cette expression o pour les termes où n"= i et l’on

remp!acera m" par m’ dans ceux où n" = o.
Or l’expression précédente est la même que celle que nous avons trouvée pour

la fonction perturbatrice relative à l’action directe, dans la méthode ordinaire

( n° 1 ). Toutefois les coordonnées ne sont pas rigoureusement les mêmes dans les
deux cas. En effet, dans la méthode de M. Andoyer, r’, par exemple, désigne le

rayon vecteur du point G par rapport à 0 (n° 20), tandis que, dans la méthode

ordinaire, c’est le rayon vecteur relatif au mobile T rapporté à S. Mais l’influence
de ces différences sur les résultats numériques n’est pas sensible.
Nous aurons donc, dans la nouvelle méthode, pour la fonction perturbatrice,



l’expression suivante, avec ]a réserve des corrections indiquées,

C’est la somme des résultats obtenus aux n°S 3, 4 et 7, où ont été définies les
diverses quantités 03C6, 03C8, a, a.’, .... Remarquons que a, a’, a" sont indépendantes

de 03B2 = rg rf

On a 

où, comme l’on sait, il faut remplacer, pour i = o, les fractions en dehors des
crochets par l’unité.

En partant de la définition que nous avons donnée de g(i), on déduit de la
série e(i) les deux suivantes :

La première de ces deux formules s’applique il /==o, sans restriction; la seconde
s’applique seulement à partir de i=1, en remplaçant par l’unité, pour ceLte

valeur de i, la fraction 5.7...(2i+1) 2.4...(2i-2)



La considération des cinq séries précédentes et la façon dont elles entrent

dans R nous permettront de déterminer les termes qu’il faut exclure de R pour
avoir la partie de la fonction perturbatrice relative à l’action directe de la planète
et que nous désignerons par Ro. 

"

Nous en déduirons en même temps la partie R’ due à l’action du Soleil, ou

plutôt du point 0, centre de gravité du Soleil et de la planète.
R’ est composé des termes de R indépendants de ~, dans lesquels on doit

substituer m’ à m’~.

On a ainsi 
’

Cette expression doit être en outre retranchée de R pour avoir l’expression de R o.
Il faut aussi supprimer dans R les termes ayant ~ à la première puissance. Soit R"

leur somme.

On trouve 
’

On a, par suite,
Ro- 

avant d’effectuer les développements par rapport aux inclinaisons et aux excen-
tricités.

On peut avoir ainsi explicitement le développelnent de Ro, Mais on peut le

déduire aisément de celui que nous avons obtenu dans le paragraphe I, en appor-
tant quelques corrections aux coefficients.
A cet effet, considérons d’abord les deux premiers termes de R,

valeur complète de la fonction perturbatrice quand on néglige les inclinaisons et
les termes parallactiques.



11 faut appliquer alors les corrections S suivantes :

Pour les termes dépendant des inclinaisons ou de la parallaxe, les expressions
analogues des corrections sont plus compliquées, à cause des coefficients ou 
~f’~~~ sont multipliés par ~3p.

Il m’a paru plus simple de suivre la règle générale suivante, dont l’application
est très simple dans les calculs numériques et qui découle d’ailleurs immédia-
tement des conditions imposées pour déduire Ro de R.
Un coefficient quelconque de R est une série procédant suivant les puissances

croissantes de ~ : il suffit de supprimer, en calculant numériquement ces séries,
les termes indépendants de 03B2 ou renfermant 03B2 à la première puissance.

23. Comme dans la méthode ordinaire, il existe ici une action indirecte. En
effet, au numéro précédent, formule (a3), nous avons trouvé, pour la seconde
partie de la fonction perturbatrice, l’expression R’, dépendant de la masse du
Soleil et de la position du centre de gravité Terre-Lune par rapport au centre de
gravité Soleil-planète. Si l’on détermine cette position par les coordonnées
polaires déjà définies, r’, v’, s’, et que l’on désigne par ès’ leurs variations
provenant de l’action de la planète, on a, pour l’accroissement de 

C’est ~R’ qui nous donnera l’action indirecte de la planète sur la Lune. On a, ,

d’après le numéro précédent

En remplaçant c~, §, ce’/ par leurs valeurs en fonction v’, s, s’, on trouve
aisément que cette expression est identique à celle que nous avons obtenue
au n° 9, formule (9), pour la fonction perturbatrice provenant de l’action du
Soleil dans la méthode ordinaire. Il faut toutefois observer que r’, v’, s’ ne sont
pas rapportés à la même origine dans les deux cas, mais que cette différence ne
peut avoir aucune influence sur nos calculs numériques, au degré d’approximation
adopté.



Considérons maintenant Nous avons trouvé pour la fonction

perturbatrice du mouvement défini par r’, v’, s’ ou par yr, .~y l’expression
suivante [n" 20, formule (19)], en remplaçant, pour plus de commodité dans les
calcul V’ par f’rn" U’,

1)onc, d’après la formule (21), on a

où l’on doit supprimer le terme en r I,, correspondant à n = n" = o, et dans laquelle
n’existent ni r, ni r" à la première puissance.

Le cas n = n" = o étant exclu, il y a lieu de considérer les suivants, en

négligeant m devant mo et m" devant na’,

La partie de Ss’ provenant de (a) peut être sensible; mais nous n’avons

pas à en tenir compte ici, puisqu’elle est indépendante des coordonnées de la

planète. (àelle qui provient de ~ (~) est d’un ordre élevé par rapport à celle de (y).
En effet, pour les mêmes valeurs de n’, n", le rapport est égal à rn ’-, , n et n est
supérieur à un.

Il nous reste donc, pour la partie de U’ pouvant donner une action indirecte

sensible,

On doit supprimer dans le second membre les termes et r" r’2; en d’autres
termes, /~ doit être au moins égal à 2.

D’après le n" 21, on a



Nous aurons donc pour U’,

Dans la méthode ordinaire, nous avons eu à considérer, pour la détermination
de une expression U analogue. il suffit de se reporter au n" 12 pour
voir que l’on peut passer des résultats du paragraphe Il à ceux de la nouvelle

méthode, en modifiant les corrections à apporter aux coefficients et de la

façon suivante. Pour les expressions de on doit diminuer de a 2,~ ,
A(1) et A(-1) de au, Bt°) de 2a" a’2, dans le développement de (a’2+a"2-2a’a"cosH).

Rappelons que, dans la méthode ordinaire, on diminue et A(-1) de a’ a"2,
de 2 a

Les deux paragraphes suivants rendront manifeste la différence qui existe entre
les deux méthodes, en çe qui concerne certains termes dépendant des et

des B(i) ; mais nous pouvons, dès à présent, mettre ce fait en évidence.
Dans la méthode ordinaire, les deux actions directe et indirecte de ces termes

sont considérables, alors flue l’action totale est faible; or, une valeur suffisamment,

approchée de cette quantité est donnée par l’action directe dans la seconde

méthode, l’action indirecte étant insensible, au degré d’approximation dont nous
avons besoin.

En effet, le rapport de l’action indirecte à l’action directe, dans l’une et l’autre

méthode, est de l’ordre de ôs‘. Les coefficients de ces accroissements sont

le produit t de 03C92 (carré du rapport des moyens moavements de la Terre et de la

planète) par des fonctions linéaires des .A(i), des et de leurs dérivées. Ces

fonctions sont des séries entières a, dont les valeurs sont faibles. J( en
a

résulte que les coefficients considérés sont de l’ordre de w’~; il y a exception
toutefois pour ceux où l’on apporte aux A(i) et aux les corrections que nous

avons mentionnées plus haut corrections de l’ordre de I2 dans la méthode

ordinaire, de 03B2 ou 03B22 dans la méthode nouvelle. 
’ 

’

Dans le cas des planètes intramercurielles, fi et w2 étant toujours de petites
quantités, il s’ensuit qu’en appliquant la méthode de Andoyer, on aura une
valeur suffisamment approchée de l’action totale en négligeant l’action indirecte.
Dans la méthode ordinaire les termes dépendant de et sont t de

2 
’ ’

l’ordre de W2; i c’est le rapport de deux petites quantités pouvant même dépasser
(’unité, en tous cas jamais négligeable. Pour ces termes, la méthode ordinaire
donne une action indirecte du même ordre que l’action directe.



IV. - ÉTUDE DES TERMES DES ORDRES ZÉRO ET UN.

24. Cc paragraphe et le suivant sont consacrés à la recherche des valeurs

numériques des inégalités produites par des masses intramercurielles supposées.
Soit A cos6 un terme quelconque de la fonction perturbatrice relative à l’action

directe, trouvée dans le premier paragraphe. L/argument e est une fonction

linéaire des longitudes de la Lune, de la Terre et de la planète ; désignons par 03B403B8

son mouvement diurne, et soit ~ un arc très petit, de quelques secondes seule-
ment. On aura alors une période correspondante de très longue durée.

se étant une fonction linéaire des moyens mouvements Il, n’, n", ..., inéquation

nous donnera le moyen mouvement de la planète supposée, d’où nous pourrons
déduire le demi-grand axe et par suite A, en laissant arbitraires l’excentricité et
l’inclinaison de la planète si ce coefficient en dépend.

Il faut passer ensuite de l’expression du terme A cos6 de la fonction pertur-
lotrice à l’inégalité correspondante. J’ai fait usage, à cet effet, des formules

données par M. Radau dans son Mémoire si important puhlié dans le Tome XXI

des A/inales de l’Observatoire de Paris ct qui constitue un exposé méthodique
et très complet des actions perturbatrices des planètes connues sur la longitude de
la Lune.

J’ai adopté pour tous les termes une masse égale à 5 valeur admise pour
la masse de Mercure. J’ai fait en outre e _ ± 13", correspondant à une période p
de z~3 ans. C’est celle que Tisserand a trouvée pour la grande inégalité empirique
de la longitude de la Lune, mise si nettement en évidence par la comparaison des
observations à la théorie.

Je ne m’occupe dans ce quatrième paragraphe que des termes d’ordre zéro
et un.

Il nous reste à montrer comment on parvient à l’expression finale de l’inégalité
cherchée.

M.. Radau (p. 32 de son Mémoire) expose la méthode d’intégration développée
par M. Hill. Il recommande un système de formules pour les inégalités de la

longitude et des éléments, dont il a fait de nombreuses applications.
Soit

ou el + q représente la partie, indépendante de la Lune, qui renferme les longi-



tudes des planètes et k, k’, k" désignent des nombres entiers positifs, négatifs ou

nuls, g étant, dans l’orbite de la Lune, la distance du périhélie au noeud. 
’

Soient, en outre, À, À’, À" trois nombres définis par les relations

Le système de formules de M. Radau est alors le suivant :

Nous en déduisons, pour la perturbation relative à ~,

Ces formules montrent que, pour une inégalité comme celle dont nous nous
occupons, c’est-à-dire à longue période, les coefficients de g, h et des autres

éléments ne sont qu’une très petite fraction du coefficient de l ou de L.
Je me bornerai donc au calcul de ~L, dont je simplifierai la formule, pour les

raisons que j’ai déjà exposées quand j’ai parlé de l’approximation adoptée. Je
néglige dans cette formule les termes en À, À’, À", qui ont seulement p en facteur
et dont le plus grand coefficient numérique dépasse à peine 0,1 ; ; tandis que le

multiplicateur de k est voisin de 3 en valeur absolue et a p2 en facteur.
Avec ces simplifications, ainsi ,justifiées, j’adopte

A chaque équation ~2~~, pour E =± 13", correspondent denx planètes présu-
,nées susceptibles de donner la même inégalité en valeur absolue. Le calcul sera
commun aux deux, puisque les deux valeurs de a" peuvent être considérées



comme égales, au degré d’approximation adopté. Cette valeur commune de a" est
déduite de celle de n" donnée par l’équation (24), où l’on fait E = o.
Tous les termes de la fonction perturbatrice ne conduisent pas à une planète

Intramercurielle présumée, par la résolution de l’équation (24).
Tel est, par exemple, le cas du terme dont l’argument est il, qui ne renferme

pas la longitude de la Lune. La valeur de n" correspondante est trop faible; n" doit
être supérieur au mouvement diurne de Mercure, qui est de 14 ~32". Et comme
(’orbite de la planète présumée doit être entièrement Intérieure à celle de Mercure,
le minimum acceptable pour n" est encore plus élevé. La fixation de ce minimum
de n" est d’ailleurs sans importance, car les masses faibles pouvant avoir une

action sensible sur la Lune sont plus voisines du Soleil que de Mercure.

25. Nous commencerons l’étude des termes à considérer par ceux de l’ordre

zéro ayant pour argument il + 03B41, que nous avons trouvés an n° 6 (C). Ils ont

pour expression, en introduisant au lieu de a’ le moyen mouvement n’ de la Terre

et en les désignant par 

Cherchons d’abord les valeurs déterminées par l’équation (24). Pour

simplifier l’écriture, nous désignerons dorénavant la quantité -i-13" par E. Rappe-
lons en outre que l’on a pour les moyens mouvements de la Lune et de la Terre

exprimés en secondes d’arc

Nous avons posé dans les paragraphes précédents

Alors l’équation (24) devient dans ce cas

A chaque valeur de i correspondent deux valeurs de n", à cause du double signe
de E. Il en résulte deux valeurs de a"; mais ces deux valeurs de a" diffèrent assez

peu pour qu’on puisse les confondre dans le calcul des coefficients de 

L’équ ation précédente donne 
.



Afin que n" soit de même signe que n, on f’era seulement

car, pour une valeur de i supérieure à 5, l’orbite de la planète ne serait pas inté-
rieure à celle de Mercure.

Voici le Tableau des valeurs de n" et des valeurs de a" que nous avons déduites ô

Les valeurs de a" sont exprimées en prenant pour unité le demi-grand axe de
l’orbite de ta Terre. Il s’ensuit que ce sont aussi les valeurs de 03B2 = w qui entrent

dans les séries g(i) du n" 23, que nous avons à calculer.
J’écris ici ces fonctions de ~, qui nous seront utiles pour d’autres termes par ta

suite. J’ai représenté les coefficients des puissances de ~ par leurs logarithmes à
cinq décimales :

Dans l’expression de K du n° ~.~, on doit faire

On trouve dans ces conditions, avec une approximation suffisante,



Les coefficients des inégalités auront donc pour expression commune, en minutes
d’arc,

Voici les résultats concernant l’action directe pour les termes (I)i. La pre-
mière colonne du Tableau suivant désigne le terme, la deuxième l’argument, la
troisième la valeur de g~i~, la quatrième la durée de la révolution de la planète en
jours moyens et la dernière la valeur du coefficient de l’inégalité en minutes

26. Passons aux termes de l’action indirecte ayant mêmes arguments que les

termes Nous avons établi les formules relatives à cette partie de la fonction

perturbatrice dans le paragraphe Il.
Les termes que nous avons à étudier ne dépendent pas de l’inclinaison des

orbites et sont contenus dans

ll convient de prendre, d’après les expressions (F) et (G) des n°’ 10 et 11, en
se rappelant la signification de S et ô,,

et d’après les formules (16) et (18) des n°’ 17 et 19, où l’on peut faire c~ = L’- L",

par suite



En donnant à i dans cette expression des valeurs convenables, nous obtien-
drons les termes que nous avons en vue et que nous allons examiner successive-

ment.

(t)~ D’abord (t)~. Ce terme a pour argument 2 L - L’- L~~. Il faut donc 
,

prendre i =1 1 dans le premier et le troisième termes de et ~==: 2014 1 dans les

deux autres. Il vient alors pour le coefficient C L"),

que nous mettons en facteur pour rendre plus aisée la comparaison avec le résultat
relatif à l’action directe,

Nous avons obtenu l’expression de au n° 18, celle de ~~i’ au n° 19. Elles
montrent que l’on a

On peut donc écrire

03C1(1)1 et dépendent de et et doit remplacer A(1) par b(1) a’ - a’ a"2, à

cause du terme complémentaire de la fonction perturbatrice relative à l’action de
la planète sur la Terre.

est défini, comroe on sait, har La relation

et l’on pose

On a alors

Les données du calcul de et ~1’? sont

Un en déduit

avec une approximation suffisante, et finalement, en introduisant le moyen mou-
vement n’ au lieu de f,



On a trouvé pour l’action directe

par suite l’action totale se réduit à

C’est environ la quarantième partie de l’action directe.
Ainsi que nous l’avons démontré au n° 23, pour ce terme et quelques autres

que nous rencontrerons plus loin, l’action directe de la planète sur la Lune est,

presque annulée par suite de l’action réfléchie par le Soleil. Mais cette circon-

stance ne se produit pas pour le plus grand nombre de termes. On la constate
seulement dans les termes pour lesquels les expressions de ~r’ et ~v’ contiennent
A~’~, à cause de la correction qu’il faut appliquer à cette quantité pour tenir

compte de la partie complémentaire de la fonction perturbatrice. Comme on le
verra en particulier à propos du terme ~y’, où c’est A(2) qui entre dans les

expressions de ~r’ et w’ et non plus A~~~, Faction réfléchie par le Soleil n’est

souvent qu’une petite fraction de l’action directe.

(i)’ Pour le terme (I)t, l’argument est 2 L - 2L". En mettant encore en facteur

nous déduisons de l’expression (26) de pour le multiplicateur de cette quan-
tité, en faisant /==2 dans le premier et le troisième termes, i = - 2 dans les

autres,

Ici la partie complémentaire de la fonction perturbatrice n’intervient pas, car

03C1(2)1 et 03BB(2)1 dépendent de A(2) et A(2)1. On a simplement

.

et d’une façon générale, pour ce terme et les suivants,

Voici les données du calcul numérique

par suite



La quantité correspondante pour l’action directe est -0,0252~. On voit

qu’elle est diminuée seulement de 415 environ par l’action indirecte.

(1)2 L’argument de ce troisième terme est 2 L + L’ - 3 L". On a pour !a partie
de ~R’ qui lui correspond

Le calcul de et ~~’;’ s’effectue diaprés les valeurs snivantes de ~, n", ...

on obtient

Le coefficient relatif à l’action directe est - 0,00820.
L’action indirecte est donc à peu près la trentième partie de l’action

directe.

(1 rJ Le calcul de ce terme se déduit des données que voici :

L’argument est a L + 2 L’ - 4 L" et l’on a

On trouva

(1 )4 Ge terme a pour argument 2 L + 3 L’- 5 L". On a en o utre

Il faut calculer C avec

qui donnent

C est presque insensible par rapport à la quantité correspondante de l’action

directe, pour laquelle on a - 0,00I60.



(1)5 Pour ce terme, dont l’argument est le calcul relatif à

l’action indirecte ne donne qu’une fraction de seconde.
En résume, dans les termes (I)i, l’action directe de la planète intramercurielle

est prédominante et représente à peu de chose près l’action totale, sauf pour le

premier, où les deux actions, directe et indirecte, se compensent.
Nous reviendrons sur ces résultats pour donner l’action totale de chacun des

termes (I)l. Nous y joindrons les résultats fournis par la méthode de M. Andoyer,
que nous allons appliquer dans le numéro suivant à ces termes.

27. Nous avons montré au n° 22 que la méthode de M. Andoyer conduit à

conserver l’expression générale de la fonction perturbatrice R relative à l’action
directe trouvée au paragraphe 1, sous la réserve de supprimer un petit nombre de
termes que nous avons déterminés. Nous sommes parvenus à cette règle simple,
que, dans les séries en ~ qui entrent dans R, il suffit de ne pas tenir compte des

termes indépendants de 8 ou ayant 8 a la première puissance.
Nous devons nous rappeler aussi que 8 ne désigne pas ici rigoureusement la

même quantité que dans la méthode ordinaire. En eHet, 8= a’ a", et a’ n’est plus
la distance moyenne de la Terre au Soleil, mais la distance moyenne des centres
de gravité soleil-planète d’une part et terre-lune d’autre part.

Mais, étant donné le degré d’approximation de nos calculs, la correction qui
résulterait de cette différence est insensible.

Gela posé, si nous nous reportons aux séries qui déterminent (n° 25), nous

voyons que, pour obtenir les résultats correspondant à la nouvelle méthode, il
suffit de diminuer de ~, pour le calcul de l’action directe de la planète (1)0.

Or, on a d’après le n° 25, pour le terme (1)°,

L’action directe, dans la rnéthode de M. Andoycr, est donc représentée par

Dans la méthode ordinaire, nous avons trouvé, pour l’action totale,

Pour les autres termes les deux méthodes donnent les mêmes résultats ;
mais on a remarque que l’action indirecte n’est qu’une petite fraction de l’action
directe.



Je termine ce numéro par le Tableau des résultats définitifs concernant les

planètes supposées (I)i. Il comprend le facteur de cos(2L - L’ - L")
relatif à l’action totale et les expressions numériques des inégalités en secondes
d’arc :

28. Continuons par l’étude des termes du premier ordre. D’abord

Les valeurs de n" sont déterminées par l’équation

où v désigne le moyen mouvement diurne de /.
D’où

11 suffit de donner ~ i les valeurs o, 1 , 2, pour lesquelles on obtient les valeurs
suivantes de n" et a" :

Pour le calcul de la quantité K du n° 24, on a

on en déduit

Ou a, en outre,



On calcule ~~~~, ~~~2~ à l’aide des séries dn n° 25. On obtient, pour les

résultats relatifs à l’action directe, le Tableau suivant dont la disposition est celle

qui a été adoptée au n° 25 pour :

L’action directe, comme on le voit, n’est importante que pour (2~~. Or nous
constaterons qu’elle est compensée par l’action indirecte que nous allons examiner.

Les arguments des termes (2)i peuvent être mis sous la forme

Par suite, ces termes résultent, dans àR/, de la moltiplication de

respectivement par

par conséquent,

Faisons l’application pour i = 0 et M=i. .

~ o ~° En remarquant, que l’on obtient 2 L - f~’ - L’~ -~- l en faisant t i = o dans

le premier terme de ~R’ et ~’==2014 a dans le second et tenant compte en outre des

expressions de P;’ et ~~‘’ pour des valeurs de i égales et de signes contraires,

on a

pour le facteur de

Il faut prendre comme précédemment



Les données numériques sont

on en déduit

L’action directe a donné 0,0882 avec le signe contraire.
Voyons le résultat tire de la méthode de Andoyer. Il faut diminuer g(O) de ~3.

On a

valeur identique, au degré près d’approximation des calculs, à l’action totale dans
la méthode ordinaire.

(2)~ Pour avoir l’argument 2L - il faut faire, dans l’expression pré-
cédente de ~==1 1 au premier terme, i = - 3 au second. Il vient

Dans P11’ et ~,~2’, on a

Le calcul numérique ne donne qu’une très petite fraction de l’action directe,
diminuant à peine celle-ci de o", 2.
Terminons l’étude des termes (2)i par l’expression des inégalités numériques

dues à l’action totale, comme pour les termes (I)i. La deuxième colonne renferme
les valeurs de - C :

29. Considérons maintenant

n" est donné par

Nous ferons i = o et / == I . On a alors, pour n" et a" :



Pour L _-- 2, on plus une orbite intérieure à celle de Mercure.
Oo a

Les coefficients des inégalités sont donnés par l’expression suivante en minutes
d’arc :

On trouve, la deuxième colonne contenanl les valeurs de 

Pour Faction indirecte, nous rnettrons l’argurnent de (3)i sous la forme

Alors ~R’ donne ces termes en multipliant respectivement

on en déduit, pour les termes cherchés de ~R’,

Appliquons cette formule à ~ 3 )° et ( 3 )’ .

~3)° L’argument étant 2L - L’- I~"- l, il faut faire i = o dans le premier
terme de et i = - 2 dans le second et il vient

Dans le calcul 1 de ~O1" et ~~", on doit prendre pour A~’~ et les mêmes

expressions que précédemment.
On a, pour les données numériques,



d’où

On a trouvé pour la quantité correspondant à C, dans l’action directe, -o, I984.
On voit que l’action totale est réduite au vingtième environ de l’action directe.

Vérifions ce résultat par la méthode de M. Andoyer. Il tant diminuer de ~ :

Le nombre correspondant donne par la méthude ordinaire pour l’action tutale

est 0,0I23.

(3)’ On a d’une façon analogue, pour ce second terme,

avec

d’où

Comme on a - o,o6g8 pour l’action directe, celle-ci est donc réduite de ~-’o
environ de sa valeur.

Les résultats pour l’action totale concernant les planètes supposées i3 j~ sont,
en définiti ve,

30. Passons aux termes en e’. D’abord

Nous avons besoin, ici et pour quelques-uns des termes qui suivront, des

séries définies comme on sait par la relation

Nous les déduirons, d’après cette définition, des séries g(i) du n° 25. Voici



leurs expressions, les coefficients de ~ étant représentés par leurs logarithmes,

Pour on a

On obtient les valeurs suivantes de ra" et a" : :

On a, pour le calcul des coefficients,

Les coefficients des inégalités sont donnés alors par la formule

et leurs valeurs sont contenues dans le Tableau ei-dessorrs. La troisième colonne

renferme les valeurs de i + l g(i) + I g;i’; pour les quatre derniers termes, le2 2



coefficient t. est inférieur à o’,1 :

Nous étudierons l’action indirecte pour les deux premiers termes seulement, les
inégalités des autres termes étant insensihles, comme le montre le Tableau 

cédent.

En prenant, d’une part,

et, d’aulre part,

on obtient pour 1 ’expression multipliée par

Elle renferme les termes correspondant à (4)~ et (4)’, que nous allons examiner
successivement.

(4)0 On a l’argument 2 L - L’- L"-~- l’ en faisant, dans l’expression de 
i = o dans le premier terme, le troisième et le sixième, L =- 2 dans le cinquième.



Il vient alors pour le multiplicateur de - L’- L"-f- 

en tenant compte de la relation ~~ ‘’ _ - ~~‘’; mais on a

Les p et les ). dépendent ici non seulement de et A~’’, mais aussi de qui
s’exprime, en fonction des 

Les données du calcul sont

elles donnent

dont la comparaison au nombre analogue dû à l’action directe (- 0 , I I ~ ) montre

que l’action totale est très faible.

Appliquons à ce cas la méthode de M. Andoyer. Revenons donc à l’action

directe où il faut apporter la même correction à et ~~~°’ et chercher, avec
les nouvelles valeurs et pour i = o, ce que devient l’expression

On trouve o,oo5; la méthode ordinaire donne, pour l’action totale, 0,010.

(4)~ Pour avoir le terme d’argument aL 2014 2 L" + /~ il faut faire ~’= 1 dans le

premier, le troisième et le sixième terme de 03B4R’ et i = - 3 dans le cinquième.
On a, par suite, - ,_... ,~... 1_’

Le rapport de (1 à la quantité analogue relative à l’action directe est du

troisième ordre en ~3 = o, i ~3. Il s’ensuit que la correction à apporter à l’action
directe pour en déduire l’action totale n atteint pas seconde.

Voici le Tableau des résultats définitifs concernant l’action totale des termes (4)~ :



31. Le second terme en e’ est

Pour déterminer n", on a

Nous ferons i == o, I , 2.

On a alors, pour n" et a",

Nous avons donné au numéro précèdent les séries permettant de calculer 
On doit prendre .

Il en résulte, pour l’action directe, la troisième colonne renfermant les valeurs
de l’expression entre crochets,

Pour la fonction perturbatrice relative à l’action indirecte, il faut considérer



On en déduit, pour les termes de SR’ qui conviennent,

(5 j° En ce qui concerne l’action indirecte de ce terme, on a

C désignant la fonction des p et des 03BB entre parenthèses, on a successivement

par conséquent, l’action directe est presque annulée.
Nous ne donnons pas le détail pour (5)f et ~5~z; un calcul sommaire nous a

montre que, pour ces termes, Faction indirecte est une petite fraction de l’action
directe, elle-même très faible, ainsi que nous l’avons vu.

Revenons au terme (5~° pour l’application de la méthode de M. Andoyer. Dans

I 2 g(0)1, nous devons diminuer et de 03B2 et, par consé-

quent, la quantité précédente elle-même de ce qui la réduit à 0,012, c’est-

à-dire à la trentième partie de sa valeur.
On a, pour l’action totale des trois termes ( 5 ~~,

32. Dans les termes en e", que nous allons étudier, nous laissons e" arbitraire.



Nous examinerons d’abord

n" est déterminé par

Eu donnant à i les valeurs 1, 2, 3, 4, 5, il vient, pour et a",

On a calculé et comme précédemment

La formule qui donne les valeurs des coefficients des inégalités est la suivante :

Voici les résultats qu’on en déduit :

Ici la méthode de M. Andoyer conduit aux mêmes résultats; on n’a à apporter
aucune correction à et à g~i~. Et, d’ailleurs, comme nous allons le voir, l’action
indirecte est très faible.

La partie de la fonction perturbatrice relative à l’action indirecte et concernant



ces termes résulte de la combinaison des expressions suivantes :

On en déduit

Pour avoir les termes ~6~1, il suffit de prendre le premier et le troisième terme
de cette expression.

(6)’ En faisant i =1, y on a

P~~~ et ~~2~ dépendent de A(2) et de ses dérivées et la partie complémentaire de la
fonction perturbatrice n’intervient pas.

Pour le calcul numérique, on a successivement

On a trouvé, pour l’action directe, On voit que l’action indirecte

équivaut à peu près à la cinquantième partie.

(6)2 Pour avoir L’action indirecte concernant ce terme, on doit faire i = 2 dans
le premier et le troisième terme de l’expression ( 27 ) de et l’on trouve

Un calcul sommaire montre que la quantité 303C1(3)3 + 203BB(3)3 est voisine de o,ooot



et que, par conséquent l’action indirecte est une fraction négligeable de l’action
directe.

On est parvenu à une conclusion analogue pour les autres termes (6)i.
()n trouvera à la fin du numéro suivant le Tableau des valeurs de l’action totale

de ces planètes supposées.

33. Le second terme en e" du premier ordre est

_ 

On peut faire i = o, 1,2,3 et, en outre, i =- 1 . . Et l’on obtient, pour n" eL a",

Pour t = o, 1, 2, 3, nous aurons à calculer ~°~i~ et par les séries dont nous
avons déjà fait usage; mais, pour i = - l, nous avons besoin de ~y". Au n° 22,
nous avons donné l’expression générale de g,(-i) en faisant remarquer qu’elle n’esl
pas identique à g~i~. On en déduit

ou, en représentant les coefficients par leurs logarithmes,

d’o ù

on a



On a finalement, pour l’action directe, les résultats suivants :

Pour l’action indirecte, la formule (27 ) du n" 32 nous donnera la partie de ~H’
correspondant à (7)i. Il suffit de donner à i les valeurs qui conviennent dans le
second et le quatrième terme.

(7 ~-’ On trouve pour ce cas, en f’aisant ~ = - 1 ,

et ~~°’ s’expriment en fonction de A~°~ et de ses dérivées et le calcul de ces
quantités ne présente rien de particulier.
Avec les données

on obtient

Rappelons que l’action directe a donné, pour la quantité analogue, - 0,0360.
Par conséquent, l’action indirecte est insensible.

(~~~ Nous avons à calculer ici l’expression

qui dépend de A~~~. Il faut donc prendre

l’un déduit



Ce résultat est supérieur à celui de l’action directe, pour lequel on a, au signe
près, 0,0844.
Avant de passer au terme suivant, voyons ce que donne, pour l’action directe,

la méthode de M. Andoyer. Il s’agit de calculer l’expression g~°~ - j 2 g~°’ en

retranchant fi de et de de l’expression elle-même.

On trouve ainsi, par la méthode de M. Andoyer, o,oo7, résultat identique à
celui que nous donne la méthode ordinaire, 0,006.

(7) i Le coefficient à calculer est

où n’entrent ni ni ses dérivées. Avec

il vient

Le nombre correspondant pour l’action directe riant o,0401 au signe près, on
voit que cette dernière est diminuée seulement du quarantième de sa valeur.

(7)2 Avec

et, par suite,

on trouve pareiUement

c’est-à-dire la trentième partie environ de l’action directe.

(; )3 On obtient de même

la vingt-septième partie de l’action directe.
Nous terminons ce numéro en donnant simultanément les résultats définitifs de

l’action totale pour les termes (6)i et (7 )i. ils peuvent avoir une importance
aussi grande que les termes de l’ordre zéro, à cause de la possibilité d’une forte



excentricité des planètes supposées :

34. Nous avons étudié dans les numéros qui précèdent les termes des ordres
zéro et un de la fonction perturbatrice, obtenus au n° 6. Les coefficients de ces
termes sont exprimés en fonction de et de ses dérivées des deux premiers
ordres; nous avons donné leurs développements en séries disposés pour le calcul 1

par logarithmes. pour ne pas interrompre l’emploi de ces quantités que
nous avons réservé un autre terme du premier ordre en e qu’il nous reste à

examiner.

Il est compris dans le développement (B) du n° 5 et a pour expression

n" est déterminé par

Nous ferons i = I, 2, 3. On a alors, pour n" et a",

Nous avons donné au n° 22 le développement de en série. Comme nous

aurons encore besoin de cette quantité et de sa dérivée pour l’étude des termes

du second ordre, j’écris ici, sous la forme la plus commode pour les calculs

numériques, son expression pour i == 1, 2, 3. Les coefficients sont représentés



par leurs logarithmes

On a ici

Les coefficients des inégalités cherchées sont donnés alors par l’expression

On obtient ainsi les résultats concernant l’action directe contenus dans le

Tableau ci-dessous ( la troisième colonne renferme les valeurs de :

La partie de la fonction perturbatrice relative à l’action indirecte et dépendant
de l’argument il + l s’obtient en multipliant

par

et il vient, pour la partie de SR’ qui nous intéresse,

En tenant compte de ce que ne change pas quand on change le signe de i,
on peut mettre cette expression sous la forme

qu’il suffit d’appliquer aux cas i == 1 , 2, 3.

(8)f La quantité dépend de A~~~, dans lequel il faut tenir compte du terme
provenant de la partie complémentaire de la fonction perturbatrice, comme dans
les cas analogues précédents.



Avec les données

on obtient d’abord

puis, pour le multiplicateur de m" n’2 a2 e cos ( L’ - I~" -E- l), le nombre o, i 28.
L’action directe donne, au signe près, 0,135.
Revenons à l’action directe de (8)i pour l’applicatiou de la méthode de M. An-

doyer. Pour appliquer la règle établie au n° 22, nous devons diminuer c~’~ de 3,
c’est-à-dire le nombre ci-dessus, 0,I35, de 3 403B2 = o, t 28. Et l’on voit que le résultat
est identique à celui que donne ta méthode ordinaire pour l’action totale.

( 8~’a Pour i = ?, on a à calculer ~012’. On a ici .

1 Ja quantité analogue à fi P ~l’ dans l’action directe est = 0,28~, ; ce qui montre
que l’action indirecte est insensible.

(8~3 On calcule P~3~ avec

6 P ~3’ est une très petite fraction de la quantité analogue relative à l’action directe

On a finalement pour l’action totale des termes (8)i

V. - ÉTUDE DES TERMES DU SECOND ORDRE.

35. Reprenons la formule qui exprime la perturbation de la longitude de la

Lune, que nous avons donnée au n° 24 :



Nous aurons une approximation suffisante en réduisant K à -- 3k ; p est toujours
égal à 2~a.
On a alors, ~L étant exprimé en minutes d’arc,

Pour les termes de la fonction perturbatrice qu’il nous reste à étudier, on peut
avoir pour k l’une des valeurs - l, 1, 2, 3, 4. Acontient en facteur, outre n’2 a2
et une fonction des coefficients du développement de (T -~- l’une

des quantités B = e~, e’2, ee’, .... Pour simplifier les calculs, j’ai construit une
, 

Table à double entrée donnant les valeurs de - ~3’, ~ kB pour ces diverses valeurs
de k et B. Aux valeurs déjà données de e, e’, ..., il faut joindre Y = 

J’ai laissé e" et ~’~ arbitraires. Voici cette Table :

Les coefficients du développement de (1 + fi2 - 203B2 cos 03C6)-s qui interviennent
ici sont c(i) , respectivement Pour s = 3 2 , 5 2 , 7 2 .

De même que pour les termes des deux premiers ordres de la fonction 
batrice, nous avons à considérer des fonctions de ces quantités; il est commode

de les employer sous la forme de développements en série. Nous avons déjà utilisé
l’une de ces fonctions et nous avons donné son développement au n° 22. C’est



Nous avons encore besoi n de a~~~ = e~~~ - ~ e~i-’ ~, a~-~~ = e~i~ - ~~ eci+, ~ ~

Nous avons fait remarquer que est différera de ~~ ~; la même remarque

s’applique aux nouvelles fonctions.
Ces séries s’obtiennent très aisément, si l’on ohserve surtout que k(i) et lti~

peuvent s’exprimer respectivement en fonction de et k(i) de la façon suivante :
on a, en effet, d’abord

puis

Un obtient les expressions



Dans un premier examen des termes du second ordre, nous nous sommes pro-
posé de rechercher ceux qui peuvent donner lieu à des inégalités sensibles. On
conçoit a priori, en effet, que ceux qui ne dépendent que des excentricités et des
inclinaisons de la Lune et de la ’l’erre, ne donneront que des coefficients peu im-

portants, à cause de la faiblesse de ces excentricités et inclinaisons. Nous nous

sommes d’abord borné, dans l’emploi des séries précédentes, à leurs premiers
termes; l’approximation est suffisante pour permettre de reconnaître les inégalités
trop faibles.

J’ai été ainsi conduit à ne conserver que quelques termes dépendant de e" et Y‘~,
en vue d’une étude plus approfondie, qui fait l’objet de la suite de ce paragraphe.

36. Le premier groupe de ces termes, contenu dans le développement (C)
du n° 6, est le suivant :

Il convient de faire i = -1 1 et i - o par suite de l’examen préliminaire dont
nous avons parlé dans le numéro précédent.
Les valeurs de n" sont données par la formule

On en déduit, pour les termes considérés, les valeurs de n’~ et de al’ contenues

dans le Tableau ci-dessous et correspondant respectivement à t =- ~ t et i == 0:

Pour i ==2014 i, le facteur dépendant de g(i) et g(i)1 se réduit à 3 2g(-1)1. Nous avons
donné au n° 33 le développement de en une série disposée pour le calcul 

rithmique. En appliquant cette formule au cas de 03B2 == on trouve

Pour i = o, on a à calculer

En appliquant la tormule qui exprime ~~°~, trouvée au u° 25 et celle du n" 30



donnant il vient, pour fi === o,2g6,

On a, par suite, pour les deux termes considérés de la fonction perturbatrice,

On a ici k = i. Par suite, la table (P) du n° 35 nous donne pour le multiplica-
t,eur permettant de passer des expressions précédentes aux valeurs correspondantes
de SL, conformément à ce que nous avons dit à ce numéro, la quantité - e".

Il en résulte finalernenL pour l’action directe des deux inégalités cherchées, en
minutes d’arc :

Passons à l’étude le l’action indirecte concernant ces deux termes. Ils sont

contenus dans

Il suffit de prendre, d’après les développements (F) et (G) des ~11 et 11,

et d’après les n°s 17 et 19, en remarquant que l’on peut faire o = 0,

n vient, par suite, pour la partie de la fonction perturbatrice relative à l’acLion
indirecte et dépendant de l’argument de (g)i,

(9)-1 L’argument de ce terme étant 2L - 2L’- l - l", il f’aut faire, dans

l’expression de ôR’, i = o. Nous avons, par suite, à calculer et ~3’. On a



On obtient successivement

Il vient pour le terme cherché

environ la soixante-dixième partie de l’action directe.

(g)° Pour obtenir la partie de l’action indirecte correspondant à ce terme,
nous devons calculer et a3 ", qui dépendent de comprenant la partie
complémentaire de la fonction perturbatrice, ainsi que nous l’avons fait remar-

quer dans le paragraphe précédent. La correction à apporter à est - a a,~ ~

On a, par suite,

Les données numériques sont

Le calcul donne successivement

d’où l’on Lire pour le coefficient cherché

On a, par conséquent, pour l’action totale

Pour appliquer la méthode de M. Andoyer à ce terme, nous devons diminuer
et et, par snite, apporter Ja correction +0,166 au coefficient de

l’action directe



et la méthode nouvelle donne

Les deux méthodes donnent donc, à très peu de chose près, le même résultat.

37. Il y a lieu de considérer un autre terme du second ordre en ee’~,

Il appartient au groupe suivant, du développement (C) du n° 6 :

On a pour 

Avec ces données et les formules donnant et g~", on trouve

Il vient ensuite pour l’action directe de ce terme

Comme l’on a k = 3, la Table (P) du n° 35 donne - 25,2 e" pour le multipli-
cateur qui permet d’obtenir l’expression numérique de l’inégalité produite
par (to)’ . On a alors 

°

Il nous reste à étudier l’action indirecte correspondant à ce terme. Les termes
de ~R’ qui sont la forme s’obtiennent en multipliant

respectivement par



et en ajoutant les résultats. Il vient

Pour avoir dans cette expression les termes d’argument 2L - 2L"+ l - l", il
faut faire 1 == 2014 a dans le deuxième et le quatrième crochet. On a alors, en intro-
duisant comme toujours n’ au lieu de a’,

Pour le calcul de avec 03B2 = 0,I78 et 03C9 = on trouve

par suite on a, pour l’action indirecte, tous calculs faits,

et l’on voit qu’elle est insensible, se réduisant à la centième partie environ de
l’action directe.

38. Parmi les termes du second ordre dépendant des excentricités, trois autres
pourraient t donner lieu à des inégalités importantes, d’après l’étude sommaire
dont nous avons parlé au n° 35. Ce sont des termes en e’~~’. Nous allons les exa-
miner dans cet article. Ils sont compris, pour ~’== 2014 2, o et i, dans l’expression
suivante, tirée du n° 6,

On a pour les valeurs de n" et a" des deux premiers, nous réservant de traiter le
troisième séparément,

Les séries permettant de calculer et ont t été données au et 30. Tl



faut y joindre celle qui donne g2’, savoir

où les coefficients sont représentés par leurs togarithmes. On obtient alors,
avec (3 _-_ o, 239,

Comme k = 2, on a par la Table du n" 35 le multiplicateur - 3o~’e"2, qui per-
met d’obtenir l’expression numérique de l’inégalité (r y°. On a d’abord, pour la
fonction perturbatrice,

d’où

En ce qui concerne le terme ( I I)-~, nous avons besoin de la fonction g(-2) et
de ses dérivées, que nous n’avons pas eu à considérer jusqu’ici. On a

d’oii, en représentant toujours les coefficients par leurs logarithmes,

Pour ~3 ._-_ O, 1 2 1 , on trouve avec ces formules,

et, pour le terme cherché de la fonction perturbatrice,

On a encore ici k = 2 et la même valeur que précédemment pour le multipli-
cateur de la Table du n" 35. On a finalement

Passons à l’action indirecte correspondant à ces deux termes. Pour avoir les



termes de ~R’ de la forme (i il suffit de prendre

d’où l’on dédui t

En faisant dans l’expression précédente i - -+- 1 et i = - 1, on obtient la

partie de SR’ correspondant à (1 y-~ et (I y° respectivement. Nous allons exa-
miner successivement ces deux cas.

(1 1 )-2 On doit calculer et ~,~,_", pour ~ = 1 et ce = 0,0~21. On trouve
d’abord

d’où successivement.

par suite, l’action lotale est réduite au huitième environ de l’action directe.
Pour appliquer la méthode de M. Andoyer, il faut apporter à gt-’-’~ et b ~-l~ la

correction - 5fi et au facteur qui, dans (II)-2, multiplie la correc-

tion - 0,0284.
On voit que les deux méthodes donnent des résultats identiques.

( ~ y° La valeur de ~R’ dépend ici de et a; ’ ~ et, par suite, de et de ses

dérivées. Il faut donc encore prendre



Avec ~ == o, 23g et w == o, 1 166, on a d’abord

puis

L’action totale est réduite à moins de un dixième de l’action directe..On peut
remarquer d’ailleurs que l’action indirecte est la plus forte en valeur absolue. Ce
fait est confirmé par la méthode de Andoyer.

Pour l’appliquer, il faut diminuer et de ~ dans le calcul de l’action
directe et, par suite, ajouler au résultat déjà trouvé l’expression

CeLLe correction diffère peu, comme on voit, de la valeur ci-dessus de 03B4R’ et est

supérieure à la valeur correspondante relaie à 1‘action directe.
Les deux termes (II)-2 et (II)0 ne peuvent par conséquent. donner que de

faibles in égalités du mouvement de la Lune, en supposant même l’excentricité de
la planète présumée très forte. Nous avons réservé pour la fin de ce numéro un
autre terme du groupe (i pour lequel l’action indirecte n’est pas sensible. Il se
déduit de l’expression générale (i yi en faisant i == i. On a, pour ce terme,

Aux n°S 2.5 et 30 on trouvera les séries permettant de calculer et 

faut y joindre la suivante, relative à y:,’’,

On a

et l’ou trouve

avec la même valeur == 2 pour remploi de la Table (P) du n" 35,



Pour une valeur élevée de e", ce terme peut donner lieu à une inégalité appré-
ciable. Il nous reste à montrer que l’action indirecte correspondante est faible.

Elle se déduit de l’expression ( 3 y de 03B4R’ de ce numéro. Il suffit de faire i =- 2
dans le deuxième et le quatrième terme. On obtient

Avec ~ = o, 280, on trouve

On a en ouhe w = o,150; et l’on obtient

C’est environ la cinquantième partie seulement de l’action directe.

39. L’examen préliminaire des termes du second ordre dépendant des incli-
naisons nous a montre qu’il y a lieu de considérer deux termes en et trois

en Nous allons consacrer cet article à l’étude des deux premiers. Ils se

déduisent, pour i --1 1 et i ---_ o, de l’expression suivante trouvée dans le déve-
loppement (A) du n° : :

En désignant par v Je moyen mouvement diurne de fi, on a

11 vient, par suite, pour n", a" et les arguments des cosinus,

Nous avons à calculer, respectivement, les deux
expressions 

’



ou, d’après les formées du u° 35,

Pour le calcul de et on a les séries

Il vient finalement, pour l’action directe relative aux termes considérés,

()n a ici pour le coefficient de l dans les deux arguments /r=~: 2. Par suite, la
Table du n° 35 donne, pour le multiplicateur servant à passer des expressions ci-
dessus à celles de la perturbation de la longitude de la Lune, la quantité -13’, $~r’,
On obtient, en définitive, pour les deux inégalités cherchées,

Passons à l’action indirecte relative aux termes (I2)i, qui sont contenus dans le
troisième terme de

On a, d’après la formule (E) du n° 9, en remarquant que l’on peut rem-

placer ~,, ),’ par L, L’ et 6, par L - Il,

Pour nous avons obtenu au n° 15 (H), en faisant ~’_ i,

par suite



Les termes de la forme (I2)i se déduisent de cette expression en faisant t = o
et i = - 1 dans je quatrième terme. Nous allons étudier ces deux cas.

~t 2 ~-~ Nous avons à calculer

On sait que l’expression générale de est qu’il faut diminuer, pour L=o,

de 2 03B22.

Avec 6 = 0,115 = 0,0388, on trouve

Ce résultat réduit l’action directe à la dix-huitième partie de sa valeur.
Appliquons encore la méthode de M. Andoyer. Il faut t pour cela revenir à

l’action directe et diminuer de 2  et, par conséquent, le coefficient numé-
rique 0,363 de c’est-à-dire de o,3z{5. Et l’on obtient pour l’action totale, par
les deux méthodes, des résultats concordants.

(12)0 Le coefficient numérique à calculer a pour expression

On a successivement

par conséquent Faction indirecte est négligeable dans ce cas.

40. Les termes en y"2 qu’il nous reste à étudier sont contenus dans l’expression
suivante, obtenue au n° 3 (A) :

d’après les formules (29) du n° 35, on peut exprimer la quantité entre paren-
thèses par ou par séries dont nous avons donné les développements.
On a d’abord .



Il 1 convient de faire i =- ~, - i, o. On obtient t pour ~a’~, a" et t les arguments

On a, pour le calcul des coefficients des trois termes respectivement,

d’où l’on déduit

et, pour la fonction perturbatrice relative à l’action directe,

On a k = 2; la Table du n° 35 donne - 307’y"2, pour Je nombre permettant de

passer des expressions ci-dessus à celles des inégalités. On obtient les résultats

suivants, où la deuxième colonne indique les durées des révoltions des planètes
supposées,

Occupons-nous maintenant de l’action indirecte qui dépend des termes de la
forme y3)i. Pour avoir la partie de ~R’ qui les contient, nous devons prendre,
d’après les n°S 10 et Il, formules (F) et (G),

et, d’après le n° 16 (K),



en posant

Rappelons que 6" désigne l’argument de la latitude de la planète et que l’on a par
conséquent

Nous aurons dans chaque cas à calculer les valeurs de P et Q, qui dépendent
de et de sa dérivée première.
On obtient

Donnons à i tes valeurs particulières qui conviennent.

Dans Je deuxième et le quatrième terme de l’expression précédente, fai-
sons ~’=: i. Il vient, pour la parLie de qui correspond à y 3~w,

Or, 

Il faut, comme on sait, appliquer !a correction 2014 2 03B22 à et à a’2 ~B(0) ~a’.



()n trouve successivement

En suivant la méthode de M. Andoyer, on aura, dans l’action directe, à dimi-
nuer ~k~-’~ de 2~; et lacorrection totale à apporter est

~ t 3 ~-’ On a ici

avec

On trouve la quantité 

où l’on a

- DIVERSES DES RÉSULTATS.

41. Nous commencerons par réunir dans un même Tableau les inégalités oble-
nues dans les paragraphes précédents, en les groupant, dans l’ordre des distances
croissantes au Soleil des planètes supposées auxquelles elles pourraient être attri=
buées.

Je rappelle qu’il s’agit, dans tous les cas, de l’action d’une masse égale à 

généralement admise pour la masse de Mercure.
A. chaque inégalité correspondent deux planètes présumées. Considérons, par



exemple (I)0; nous avons adopté pour nos calculs n"--_ 9I322", mais l’équation
nous avons déduit cette quantité nous a donné les deux valeurs

Donc l’inégalité correspondante peut être attribuée à deux planètes de même
masse ayant pour moyens mouvements respectivement 91309" et 9 1 335".

Pour simplifier l’écriture, nous laissons réunies ces deux planètes présumées ( r )o,
en désignant toujours par e la quantité ± 13". Et de même ponr les autres couples
de planètes.
Pour les inégalités issues des termes d’ordre zéro et un en e" et yf, les coeffi-

cients sont exprimés en secondes d’arc; pour celles du second ordre, ils sont
donnés en minutes.

Comrne précédemment, nous laissons les éléments e" et Y" de la planète arbi-
traires.

Nous ne conservons que les inégalités pour lesquelles le coefficient est au moins
égal à 6", ou peut le devenir en supposant e" = 0,2, ou y" == 0,1.

La première colonne du Tableau rappelle le terme de la fonction perturbatrice
qui a conduit à l’inégalité, par la même désignation que dans les paragraphes
précédents; la seconde indique le numéro de l’article où l’on a déterminé l’inéga-
lité, et les deux dernières contiennent respectivement la valeur de n" et l’expres-
sion de la perturbation.



Considérons les deux inégalités (4)i et (6)2. Elles correspondent à une même
valeur de n" = 49209 + I 2 ~ et se combinent pour une masse décrivant une orbite
relative à ce moyen mouvement. Il en est de même de (5)i et (7)0, dont la valeur
commune de n" est 4566I + I~.

2



On peut remarquer que les orbites sont plus particulièrement nombreuses 
dans

la région correspondant à la valeur de n"= n = ~~43~". Et c’est à 
l’une d’elles

qu’appartient (i)’, la plus forte des inégalités.

42. Les inégalités du Tableau ci-dessus seraient produites par une masse égale
à celle de Mercure. Proposons-nous de rechercher la masse m" de chaque planète

présumée capable de donner l’inégalité empirique de 273 ans de période.
D’après Tisserand, cette inégali té, dont la cause est inconnue, a pour expression

où l’origine du temps, to, est l’année t~35.
Nos inégalités peuvent être mises sous la forme

en admettant pour elles la même phase que pour l’inégalité empirique et en dési~

gnant par A l’un quelconque des coefficients que nous avons trouvés.
La valeur cherchée de m" se déduira par suite de la relation suivante

Nous avons calculé, en partant de cette équation, les valeurs de m". Nous en
donnons ci-dessous le Tableau, en ne conservant que les orbites pour lesquelles
m" pourrait être au plus égal à la masse de Mercure.

Les deux premières colonnes désignent le numéro de l’orbite et la valeur du

demi-grand axe; la troisième et la quatrième indiquent la durée de la révolution,
en jours moyens, des deux planètes correspondantes; la dernière con lient la

valeur de m", exprimée en prenant pour unité la masse de Mercure.



Pour chacune des deux orbites une masse, égale environ à la douzième partie
de celle de Mercure, suffirait pour produire sur la longitude de la Lune l’inégalité
empirique. Pour les orbites (1)2 il faudrait à peu près le quart de la même masse.
Enfin, dans le cas d’une forte excentricité de la planète, à quelques autres orbites
correspondraient encore des masses aussi faibles, du même ordre que celle de la
Lune.

On voit donc que de faibles masses, convenablement placées, pourraient expli-
quer l’inégalité de 273 ans de période et 2g" d’amplitude. Je me propose d’exa-
miner ce qui se passerait pour des périodes et des amplitudes différentes.

43. D’après Tisserand (T. III, Chap. XIX), il existerait une ou plusieurs autres
inégalités de période moindre et à très petit coefficient. L’étendue peu considé-
rable des observations précises de la Lune ne permet pas d’affirmer l’existence
d’inégalités à très longue période. On sait néanmoins que, pour aucun système de
valeurs du moyen mouvement et de l’accélération séculaire, il n’est possible de
faire concorder l’ensemble des anciennes observations d’éclipses avec les mesures
modernes.

Quoi qu’il en soit et sans admettre comme probable une telle inégalité, il m’a
paru intéressant de rechercher la relation qui lierait son coefficient aux masses
capables de la produire. Il est facile de déduire les nouveaux résultats de ceux que
nous avons obtenus dans le cas de l’inégalité empirique.
On a, en effet, dans ce dernier cas, pour la perturbation SL de la longitude de

la Lune,

m désignant la masse, p la période, 2c l’amplitude. Pour l’inégalité de même
argument avec une période et une masse différentes, p’ et m’, toutes choses

égales d’ailleurs, on aura sensiblement, C variant très peu,



La quantité C est une fonction du demi-grand axe, par suite du moyen mouve-
ment ; mais, pour un petit accroissement du moyen mouvement, la période peut
varier considérablement. Pour fixer les idées, supposons qu’au lieu de 3Q==:i3~
on ait 03B403B8 =1", 3 : la période deviendra dix fois plus forte, tandis que le demi-

grand axe et, par conséquent, C resteront sensiblement les mêmes. Ceci ne s’ap-
plique, bien entendu, qu’aux longues périodes.
Nous aurons donc la relation, pour passer d’une longue période à une autre,

ou

Dans nos calculs antérieurs, nous avions

Appliquons la formule à quelques cas particuliers. Cherchons d’abord quelle
serait la valeur de c’ pour et les masses du Tableau du n° 42. On

trouve 2". Ainsi les masses considérées pourraient encore produire une inégalité
de 100 ans de période et de 4" d’amplitude.

Passons à un cas très différent. Soient p’= 2730, c’= 360", et calculons le

rapport des nouvelles masses aux anciennes. On trouve y Donc, cette inégalité
serait produite par des masses quatre fois moindres que celles qui donneraient
l’inégalité de 273 ans de période. En particulier, pour l’orbite y)’, il suffirait

d’une masse m = 0,021, environ la cinquantième partie de celle de Mercure ou la
dixième partie de celle de la Lune.

Soient encore .

Dans ce cas les masses seraient le huitième de celles du Tableau du n° 42. Pour

l’orbite (il’, une telle perturbation pourrait être attribuée à une masse cent fois
moindre que celle de Mercure, ou au vingtième de celle de la Lune.

Les excmples pourraient être multiplies. Les précédents suffisent à montrer

l’action considérable qu’auraient, sur le mouvement de la Lune, des masses très
faibles convenablement placées au voisinage du Soleil. 

’
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