MEMOIRE

SUR LES

FONCTIONS HARMONIQUES DE M. H. POINCARE,

PAR M. W. STEKLOFF.

INTRODUCTION.

1. 1l existe une classe générale de surfaces fermées pour lesquelles on peut
trouver une infinité de nombres positifs

kl, k2’ LR ks;

indéfiniment croissant avec I'indice s, et de fonctions correspondantes des coor-
données rectangulaires z, y, z

U, Uy ..., U,

satisfaisant aux conditions

2 2 2
) %;; 4 "d_yU; + "d_gf + kU, = AU+ k,Uy;=o0 & intérieur de (8),

(2) Usi=o sur (S)
(s=1,2,3, ...),

(S) étant la surface donnée.

On peut démontrer -Uexistence de ces fonctions, appelées par M. Poincaré
Jonctions harmoniques, pour toute surface fermée (S) ayant les propriétés sui-
vantes :

1° La surface (S) admet en tout point la courbure finie et un plan tangent dé-
terminé;

2° Autour de chaque point p, de (S) on peut décrire une sphére de rayon D,
assez pelit mais déterminé, tel qu’une paralléle a la normale n & (S) en p, ne
* puisse rencontrer (S), & l'intérieur de la sphére, qu’en un seul point;

Fac. de T.,2¢S., II. 35
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3° La surface (S) admet la transformation de M. Poincaré (Acta mathema-
tica, t. XX) (1).

Nous supposerons que les nombres ks;(s =1, 2, ...) sont rangés par ordre de
grandeur croissante et qu’il n’existe aucun nombre £, entre deux nombres consé-

cutifs k; et kyyy (y compris l'intervalle o, &,), auquel corresponde une fonction
harmonique qui n’est pas identiquement nulle.

On peut ajouter aux conditions (1) et (2) la condition suivante
(3) fU?dr:l (s=r1,2,...),

I'intégrale étant étendue au domaine (D), limité par (S).

Les fonctions U; satisfont encore, comme on sait, aux égalités suivantes
4) fU,nU,Ldrzo simzZn.

2. 1l existe aussi, pour les surfaces satisfaisant aux conditions 1°, 2° et 3°, une
infinité de nombres positifs

)\1’ )\2? MR )\S’

(') Voir mon Mémoire précédent : Les Méthodes générales pour résoudre les pro-
blémes fondamentauz de la Physique mathématique. Je profite de I'occasion pour rec-
tifier quelques erreurs dans le Mémoire cité (Les Méthodes générales, etc.):

Au lieu de (p. 264, ligne 22)

o= U<

s=1

Ul faut lire

cs=E|Us|<as%—l—pLS (0<;.J.<1).

s=1
La formule (p. 270, derniére ligne)

@
V= C—E(— 1)F=1Vas s
k=1
doit étre remplacée par la suivante

V=c¢ —ivzk—h
k=1

et I'égalité (p. 271, ligne 5)

V= ;';f[sH-L—-93+Ps—---+(—l)"‘\°ek+1+~-];dm

par la suivante

V=2—1;:‘/‘(9+L+Pz—!—?a—l—..‘—l-pzk—}-...)%ds.
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indéfiniment croissant avec s, et de fonclions correspondantes

V" V'_’, ety Vs’
satisfaisant aux conditions
(5) AV, + 2, Vs—o a I'intérieur de (D),
A B
(6) ‘d—n'—Fllvsi—O SUI‘(S),

(7) [vias=1,

s,z

dan
(8), n la direction de la normale extérieure a (S).

. L . .. 0 e C
ou & désigne une constante positive, la dérivée normale intérieure de V; sur

Les fonctions V, satisfont encore aux conditions suivantes

(8) jV,,,V,,d‘r:o si mZn.

Dans ce qui va suivre nous considérons principalement les fonctions Uy, mais
les recherches que j’exposerai dans ce Mémoire s’appliqueront sans peine au cas
des fonctions V;.

Les fonctions harmoniques sont trés utiles pour la solution des diverses ques-
tions d’Analyse et de Physique mathémalique; il suffit d’indiquer le probléme
classique du refroidissement d’un corps solide, qui se raméne au probléme du déve-
loppement d’une fonction donnée en série procédant suivant les fonctions har-
moniques.

Ce dernier probléme fut traité pour la premiére fois sous sa forme générale par
M. Poincaré dans son Mémoire Sur les équations de la Physique mathéma-
tiqgue (Rendiconti del Circolo di Palermo, 1894).

Deux ans aprés, j'ai proposé une nouvelle démonstration simple du théoréme
de M. Poincaré dans mon Mémoire Sur le développement d’une fonction
donnée en série ordonnée suivant les fonctions harmoniques, publié en russe
dans les Communications de la Société mathématique de Kharkow, t. V,
n* 1 et 2; 1895.

Ensuite, dans un nouveau Mémoire Sur le développement d’une fonction
donnée suivant les fonctions harmoniques, publié aussi en russe en 1897
(Communications, t. VI, n®*2 et 3), j’ai démontré ce théoréme plus général :

La fonction donnée est développable en série ABSOLUMENT ET UNIFORMEMENT
convergente, procédant suivant les fonctions Ug, si f est continu avec ses dé-
rivées de trois premiers ordres et satisfait aux conditions

f=o0, Af=o sur la surface donnée (S).
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Une nouvelle démonstration du méme théoréme a paru un an aprés dans le
Mémoire de M. Ed. Le Roy Sur Uintégration des équations de la chaleur
(Annales de I’ Ecole Normale, mai 1898).

Presque en méme temps (4 avril 1898) j’ai publié aux Comptes rendus une Note
Sur un probléme de la théorie analytique de la chaleur, ot j’ai démontré que
la fonction donnée f peut se développer en série sBsoLUMENT convergente, pro-
cédant suivant les fonctions satisfaisant aux conditions (5) et (6), si cette
Sfonction est continue & l'intérieur de (S) avec ses dérivées des trois premiers
ordres et satisfait a U'équation du rayonnement sur (S).

Enfin, dans ma Note Sur le développement d’une fonction donnée suivant
les fonctions harmoniques, insérée aux Comptes rendus du 3o janvier 18gg,
j’ai indiqué une méthode assez simple pour établir un théoréme qui peut

s’énoncer comme il suit :

La fonction f est développable en série procédant suivant les fonctions Uy,
si elle est continue avec ses derivées des deux premiers ordres a Uintérieur
de (S) et s’annule sur (S).

C’est le théoréme méme dont la démonstration nouvelle se retrouve dans le
Mémoire récent de M. Zaremba Sur le développement d’une fonction arbi-
traire en une série procédant suivant les fonctions harmoniques, inséré dans
le Journal de Mathématiques (n° 1, 19oo).

M. Zaremba ne mentionne pas mes recherches sur ce sujet, les ignorant sans
doute.

Je crois de mon devoir de publier en détail les recherches dont j'ai exposé
les résultats principaux en extrait dans ma Note du 30 janvier 1899.

LES PROPRIETES FONDAMENTALES DE L'INTEGRALE DE L’EQUATION
Aw + kw + f = o.

3. Nous commencerons par 1'étude de 'intégrale de I’équation
(9) Aw+ kw+f=o0 a l'intérieur de (S),
jointe a la condition
(10) w—=o0 sur (S),

k étant une constante et f une fonction donnée.

Nous supposerons d’abord que f est continue a lintérieur de (S) avec ses
dérivées du premier ordre.

On sait qu'il existe une seule fonction, continue i l'intérieur de (S) avec ses
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dérivées des deux premiers ordres, satisfaisant aux conditions (g) et (10) et se pré-
sentant sous la forme de la série

(r1) Wo - kwy + 2wy . o+ KSwet-. .,

qui converge absolument et uniformément, pourvu que | k| ne surpasse pas une

cerlaine limite .

Dans la série (11), ws(s=o, 1, 2, ...) sont des fonctions satisfaisant aux
équations
(12) Awy+ f=o, Aws+ws_ 1 —o0 a 'intérieur de (8S),
(13) Wwe= 0, WsT= 0 sur (S)

(s=1,2,3,...).

En désignant, en général, par F’ ce que devient la fonction F(a:,_y,z:) quand

on y remplace z, y, z par £, 0, {, nous aurons

(14) wO:fo’dr’, ws:wa’s_, dr' (s=1,2,3,...),

les intégrales étant étendues au domaine (D) tout entier, G étant la fonction
connue de Green (dépendant de z, y, z et §, 7, {).
Formons la suite des intégrales de M. Schwarz, en posant

(15) W”:fﬂ"? dz, W25_12f2<()d‘25>2df.

On sait que
. W’ E W5+i
(16) “—3<W,<"'< W, <...
et que
: A\
1 :l LA
(17) p=lim g 3

4. Considérons w comme une fonction du paramétre 4.
On sait que w est une fonction méromorphe de k, n’ayant que des péles

simples
R R S

dont les résidus sont proportionnels aux fonctions harmoniques
U, Uy ..., U,

Les nombres k(s =1, 2, ...) satisfont a 1'inégalité

who

(18) ks> as: (s=1,2,3,...),

a étant un nombre assignable.
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La fonction w se représente sous la forme suivante

(19) W:%;

ou P est une fonction holomorphe en & pour
[k <k,

p étant un nombre entier gu’on peut prendre aussi grand qu’on veut, A désigne
un polynome en k de degré (p — 1) a coefficients constants.

Pour
k=ks< k,,,

A devient nul et la fonction P se réduit a U,.

Ces propositions ont été établies par M. Poincaré en 1894 dans son Mémoire
Sur les équations de la Physique mathématique; nous les citons sans repro-
duire la démonstration.

5. Le nombre des poles de w et leur distribution dépendent de la fonction

donnée f.

Tutorime 1. — Si fsatisfait a la condition

(20) fosd‘E:O,

Uintégrale étant étendue au domaine (D) tout entier, le point
k= ks,
est un point simple de la fonction w.

On a, en effet,

(k—ks)wasd‘r—l—fosdr:o,

ou, en vertu de (20),

(k——ks)fWUsd‘L'ZO.

Si ks est un péle de w, nous aurons, en vertu de (19),

Mf‘Ug dr —o,

M étant une constante différente de zéro.
Il est donc absurde de supposer que

k= k;

est un point critique de w, si f satisfait a la condition (20).
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Il s’ensuit que si f satisfait aux conditions
q

(a1) fo,dT:o, fozdrzo, fo,,df:o,
la fonction w est holomorphe en k, pourvu que
| kIS Kpa-
Dans ce cas nous aurons, en vertu de (16) et (17),

Wo . WS A
(22) Wl>1lﬂ—ws+, > kpyr

DEMONSTRATION DE QUELQUES EGALITES FONDAMENTALES.

6. Soit maintenant f une fonction finie a I'intérieur de (S).

Posons
(23) R,,:f—iAsUs,
ou -
(24) As:fosdT (s=1,2....,p).

Posons ensuite

s,,:fR;dr.

On trouve, en vertu de (3), (4) (n° 1), (23) et (24),

(25) S,,—_-ffzdr——iAfzo.

s=1

De cette formule on tire immédiatement les lemmes suivants :

Sp:fB;",d‘t

est une fonction décroissante de 'indice p.

Lemume . — L’expression

Lemme II. — La série
XA
s=1

converge quelle que soit la fonction f, finie a U'intérieur de (S).
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7. Supposons maintenant que f soit continue au domaine (D) ainsi que ses
dérivées du premier ordre et s’annule 4 la fronti¢re de (D) [sur (S)].

Dans ce cas R, sera une fonction ayant les mémes propriétés que f.

Posons
_ Z IR, \?
Tp—f <dx> d‘L‘.
¥y of \? -
Tp:.(/‘ <5§> dr — E k‘gA?;O.

s=1

On trouve aisément

Cette formule démontre les deux lemmes suivants :

Lemme III. — L’expression
R, \?
T,= | 2 (52) &
» f dx
est une fonction décroissante de ’indice p.
Lemme IV. — La série
S
s=1
converge, si la fonction f, continue a l'intérieur de (S) avec ses dérivées du

premier ordre, s’annule sur (S).

8. Supposons que f satisfasse aux conditions du lemme IV.
Cherchons I'intégrale de 1'équation

Aw~+ kw +R,=o a lintérieur de (S),

jointe a la condition
w=0 sur (8S),

sous la forme de la série

(26) w:w0+2k"ws.

s=1

Il est aisé de voir, en vertu de (3), (4) et (24), que R, satisfait aux conditions
fR,,Usa'r:O (s=1,2,...,p).

On peut donc affirmer, en tenant compte du théoréme du n°5, que la série (26)

converge, pOllI‘Vll que
: | k| < kp
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En entendant par WP’ (s =1, 2, .. .) les intégrales de Schwarz correspondant
a la fonction R, on peut écrire, en vertu de (22),

W
(27) W(l’) > kp-

En employant la transformation de Green et en remarquant que R, s’annule
sur (S), on trouve, en vertu de (12) (en y remplagant f par R,),

JR,, dw, o
fE d:c vy ——dr=— fR,,Aw(,dr /B2 dr.

Par conséquent (I'inégalité de Schwarz),
2 JR,\? 0o\ ?
(fmaee) < [ Z( 7)) 2(5%)
[ [n(
Iwy\ 2 < 2
le<dx> dz fR,,a’r

D’autre part, on a

2
fZ(?;:O) dz‘:-—fwo Aw, dr :prwodf.

Celte égalité et I'inégalité précédente nous donnent

S EGE) [
[EEN

oy 0
fz %% 2 4 ~_fwkoldf:fwgdf.

Par conséquent,
w? dr
0 W,
f OP)

MO

et finalement, en vertu de (27),

ou

[

I

u
)

_p'
<S5,

Mais

T,
'S; > kp;
d’ou, eu égard au lemme III,
limS, =o,
p:m
puisque &, croit indéfiniment avec I'indice p ['inégalité (18)].
Fac. de T., »*S., 1L 36



282 W. STEKLOFF.
Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant :

Trtorime II. — Si f est une fonction continue a intérieur d’un do-
maine (D) avec ses dérivées du premier ordre et s’annule a la frontiére

de (D), Uintégrale ffz dx peut se présenter sous la forme de la série suivante :

ffﬂdr:EAg, As:fosdr.

s=1

9. Supposons maintenant que la fonction f, étaiit continue a l'intéridur de (D)
avec ses dérivées du premier ordre, ne s’annule pas sur (S).

- Prenons sur la normale n en un point quelconque de (S) un autre point P,
situé a 'intérieur de (S), et désignons par ¢ la distance pP.

Si la surface (S) satisfait aux conditions 1° et 2° du n° 1, le lieu géométrique
des points P représentera, o étant un nombre fixe assez petit, une surface fermée,
paralléle a (S), tendant vers (S), quand & tend vers zéro.

Désignons cette surface par (S;), par (D;) le domaine limité par (S;), par dz;
I’élément de volume de (D;), par dz, I’élément de volume du domaine limité
par (S) et (S;).

On peut toujours trouver une fonction ¥ satisfaisant aux conditions sui-

vantes:
(28) Y=/  alintérieur de (8;),
Y=o sur (S).
Posons
p
(29) 4=YB.U.+R, B, :—.fq/Us dz,
Cos=1
P ‘
(30) F=SAU R, A= [fUds,
s=1

D’aprés le lemme 1, les expressions

sp_—tfR;dr, s;,:fﬁ;}dr

sont les fonctions décroissantes de p, et, d’aprés le théoréme II,

lim$S, =o.
p:”

Quant aux R, et R, ils satisfont aux conditions

fRPUsdt:o, fR;,U,dr:o (s=1,2,...,p)
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En tenant compte de ces égalités, on trouve

(31) s;,:fR;,2 df:fn;,fdf.

Multiplions I’égalité (29) par fdx, I'égalité (30) par ¢ d= et intégrons.
En retranchant les résultats ainsi obtenus, on trouve

fB',,q; &z :fR,,fdr,

ou, en vertu de (28) et de (31),

fR',,q, e :fR,,fdr :s;,+fR',,(¢ — f)dz,.

On a donc

(32) S}):pr/‘df+fB;7(f—kp)dfo'
Mais q
([Bora) <es,,
<fR;(f- ¢)dro>2< Q%fﬂ;} dr,< Q1)

Q“’:ff’dr, 2,:f(f~q;)‘~'dfo.

Désignons par M le maximum de | f-— ¢ | dans le domaine (D).

Nous aurons

o 'on a posé

Q5<M2fdfo:Mzsa,

S étant 'aire de la surface (S).
D’autre part, en vertu de (25),

s;,;ffs dr — Q.

On peut donc écrire

iprde

Par conséquent [I'égalité (32)],

< MQYS V3 = Ne.

<0v8, | [Ru—wa

S, <QV/S,+ Ne.

Sachant que S, tend vers zéro, lorsque p croit indéfiniment, et en passant a la
limite, on trouve
lim §;, < Ne,
p:uo

N étant un nombre fini, ¢ étant un nombre arbitraire si petit qu’on veut.
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On a donc nécessairement

(33) lim 8, = o.

P:@
Ce résultat conduit & la proposition suivante :

Tutorime III. — ST f est une fonction continue a Uintérieur d’un do-
maine (D) avec ses dérivées du premier ordre, Uintégrale ffz dx peut se

présenter sous la forme de la série suivante :

f sra= AL
s=1
10. Désignons par ¢ une fonction quelconque satisfaisant a une seule condition

fq'ﬂ dr << Q2

ou Q est un nombre assignable.
L’égalité (30) nous donne

P
ffcpdr:ZAsBs—i—fR;,cpdf, B,.:fcpusd:,
s=1

quel que soit le nombre p.
Mais
<QVS,.

fR;,cpdf

En supposant que p croit indéfiniment et en passant & la limite, on trouve,

en vertu de (33),
fR'I,cpdr

ffcp de =Y A.B..
s=1

Il est facile de voir que la série

(34) ' DAB;

converge absolument.

On a, en effet,
I Y
DAL B < ;<2A;+2B}>.
§=1 s=1

s=1

lim

p=x®

—=0.

On a donc
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Chacune de ces derniéres séries converge d’aprés le lemme 1.
Donc, la série (34) converge absolument.
Le théoréme suivant est donc démontré :

Tatorime IV. — 8¢ f est une fonction continue a Uintérieur d’un do-
maine (D) avec ses dérivées du premier ordre et ¢ est une fonction quel-
conque satisfaisant a une seule condition

fcp2d7:<Q,

Q étant un nombre assignable, Uintégrale ff'? dr peut se présenter sous la

Jorme de la série assoLumENT convergente

ffq)dr:EAsBs, AsszUsdr, Bs:fqousdr.

s=1

11. Considérons enfin une fonction f qui n’est que continue i l'intérieur
de (D).

D’apres le théoréme de M. Picard, on peut construire une suite de quantités
positives décroissantes, données & 'avance,

€1y Eap  cuvy €5 eeny
formant une série convergente, et déterminer une suite de polynomes en z, y, s

Pl’ P?? AR | PS’ ‘)
tels qu’on ait

[Ps| <es (s=1,2,3,...),

(35) f:ZPS a lintérieur de (D) (1).
s=1
On peut poser
&s = €p°%,
¢ étant une constante positive, p étant un nombre positif plus petit que 1'unité,
La série (35) converge absolument et uniformément a l'intérieur de (D). On
peut donc écrire

fﬂzipzﬂzps%'

s=1 s=2

Qs = 2 Pk.

k=s+1

ou I'on a posé

(*) E. Picarp, Traité d’Analyse, t. 1, p. 258. Paris, 189g1.
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L’égalité précédente nous donne

(36) ff’df:i/.l)}dr—i-zifps@sdf.

s=1

Les polynomes P; satisfont aux conditions du théoréme III, les fonctions g, aux
mémes conditions que la fonction ¢ dans le théoréme IV.
En employant ces théorémes, on peut écrire

(37) o= [Pras= Ak Aa= [PUids,

k=1

fps @s dr = Z A B, B :chsUs dr.

s=1
La série
o - NS

converge absolument.
D’aprés le théoréme connu ('), on trouve

(38) Efpgdfzz Y=Y Yaz.

s=1 s=1k=1 k=1s=1

D’autre part,

o= ZEIA‘/‘BS" ' <2(A§k+Bs2k)7

s=1 s=1

d’ou, en tenant compte de (25) et (37),

¢<fmm+f¢n

3

L—p

Mais

losl<< ) IPe]<

k=s-+1

s+1 __‘?_.f
P e

|Ps| <eps.
On a donc
' DZ[I—'I——I——,,] ‘zs:K 2.~"
e R T i A

D étant le volume du domaine (D), K étant un nombre fini et positif.

(1) JuLes TANNERY, Introduction a la théorie des fonctions d’une variable; p. 61.
Paris, 1886.
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La série
A A Ry M T
converge.

On peut donc écrire

Efpsq)sdf:z ZAskBs/::z EAS/\'BS/N

s=2 §=2 k=1 k=1s=2

Cette derniére égalité et les égalités (36) et (38) nous donnent

ffzdf?—i iA?k+2éAskBsk
k=1 \s=1 s=2

©

Eu égard a la convergence absolue et uniforme de la série ZP_,, on trouve

s=1

2 2

iA§k+2iAskBsk: ifpsvkd‘l' - Vkipgdf :<fkad‘r>2::: A,zc

s=1 s=2 s=1 s=1

Il s’ensuit que (en remplacant & par s)

ffﬁdr:iAz,

s=1

ce qui démontre ce théoréme :

Tutorime V. — Si f est une fonction satisfaisant & une seule condition
d’étre continue a Uintérieur d’un domaine (D), l’intégrale ff2 dx peut se

présenter sous la forme de la série suivante :

(39) ff"'d‘r:iAf, As:fosdr.

s=1

On peut de méme démontrer sans peine, comme dans le numéro précédent, le
théoréme suivant :

Tutorime VI. — Si fest une fonction continue a Uintérieur de (D), ¢ est
une fonction quelconque satisfaisant a une seule condition

fq)’dr<Q,

Q étant un nombre assignable, U'intégrale ff(p dr peut se présenter sous la
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SJorme de la série ABsoLuMENT convergente

(4o) f@fdf:iAsBs, Bszf(PUsdT.

12. Supposons maintenant que f soit continue a Uintérieur de (D) avec ses
dérivées des deux premiers ordres et s’annule & la frontiére de (D) [sur (S)].
Posons

Af=o.

En employant le théoréme VI, on peut écrire

[ 1o a’;:iAsBs.
s=1 ’

Le théoréme de Green nous donne

[rodas=[raras=—[F(5) =

D’autre part, d’aprés le méme théoréme, on trouve

Bs::f(pUsdf:stAfdr:ffAUSdr:—/fS/stdT:—A‘,.AS.
On a donc | i
fZ(g{;)zdr =¥k, Al
s=1
On arrive ainsi & cette proposition :

Tutorime VII. — S7 f est une fonction continue & U'intérieur d’un do-
maine (D) avec ses dérivées des deux premiers ordres et s’annule a la fronticre

de (D), Uintégrale
J2(%)
= dr
dx

peut se présenter sous la forme de la série suivante :

AN ge = S ksAZ.
Z(\dr 2‘
§=1

Soient f et o deux fonctions, continues a l'intérieur de (D) avec ses dérivées
des deux premiers ordres et s’annulant 4 la frontiére de (D).
D’aprés le théoréme de Green, on a

fzgg g—%dr:—fq>Afdr.



MEMOIRE SUR LES FONCTIONS HARMONIQUES DE M. H. POINCARE. 289

D’autre part, le théoréme VI donne

f“-’ a7d==Y B,C,, B,:f@ U, dz, Cs:fAfU,.dr,

s=1
mais

fAstcl-:ffAUsdr:—ksfosdr::—/.‘sAs,

par conséquent,

of 0 ,
(XL ta AR,
.Z‘
d’ott on lire le théoréme suivant :
Tutorime VIII. — S7 fet o sont des fonctions continues a ’intérieur d’un

domaine (D) avec ses dérivées des deux premiers ordres et s’annulant a la

Sfronticre de (D), Uintégrale
fE 9 9% 4.
ox dr

peut se présenter sous la forme de la série assoLument concergente

fzgfr 3%1 :EI.SA B,.

s=1

On s’assure aisément de la convergence absolue de cette série, en remarquant

(|llO

Dk A B < = Bk (AI+ BY)

s=1 s=1

ct en tenant comple du lemme IV du n° 7.

13. Considérons maintenant les fonctions Vy, définies par les équations (3), (6)
et (7)dune2 .
En raisonnant comme précédemment. nous démontrerons sans peine les théo-

rémes suivants, que j'énoncerai sans reproduire la démonstration :
Tutorkme IX. — 8¢ f est une fonction continue a Uintérieur d’un do-

maine (D), Uintégrale ff‘l dz peut se présenter sous la forme de la série

suivante :
: [f’-’z{t:ZAf, As:f/\gdf.
* s=1

Fac. de T., »° S., 11, 3=
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Le cas de L = o mérile une attention particuliére.
Dans ce cas on peut poser
7"0: 9,
et
Y,=const.
Le théoréme, analogue au théoréme précédent, peut s’énoncer comme il suit :

Taetorkime X. — Si f est une fonction continue ¢ Uintérieur de (D), {in-
)

tégrale ff" dz peut se présenter sous la forme de la série suivante :

ffzdr:DAﬁ—l—ZA}, AS:fstdf,

s=1

DA, = f 1 d=.

14. Je dois remarquer que les égalités analogues aux (39) et (40) ont été éla-
blies pour la premiére fois par M. Liapounoff par une méthode toute différente

dans le cas particulier des fonclions trigonoméltriques et sphériques, mais sous

D étant le volume de (D),

les conditions encore plus générales par rapport a la fonction donnée /-

M. Liapounoff a indiqué aussi quelques applicalions intéressantes des égalilés
dont il s’agit : il les a employées pour déterminer la limite inférieure précise du
rapport de quelques intégrales définies et pour la solution du probléme général
de I’Electrostatique, quand la surface du conducteur est un ellipsoide ")

Dans ce qui va suivre j'indiquerai les applications nouvelles de mes égalités
générales [(39), (40), etc.] & la solution de diverses questions d’Analyse et de
Physique mathématique et, entre autres, a la solution du probleme de dévelop-
pement d’une fonction donnée en série procédant suivant les fonctions harmo-

niques Us(s =1, 2, ...).

LA LIMITE INFERIEURE PRECISE DU RAPPORT DE CERTAINES INTEGRALES
MULTIPLES.

15. Nous appliquerons les théorémes, démontrés dans les numéros précédents,
au calcul de la limite inférieure précise du rapport de certaines intégrales mul-

tiples, qui se rencontrent souvent dans la Physique mathématique.

(1) Yoir Commnunications de la Société Mathématique de Kharkow (Extrait des
Procés-Verbaux, t. V1, n° 6; séances des 13 décembre 1896, 2 janvier et 2 mai 18g7).
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Soit f une fonction, continue avec ses dérivées du premier ordre et s’annulant
sur (S).

Posons
_ I\’ r__ 2 g
\% __f E <()—x> dr, W _ff dz.

D’apres les théorémes Il et VII, on a

\-:i ksAZ, W :iAf’

s=1 s=1
d’ot
D koA
v- — §s=1 > 7.
W= =2k
S
s=1

ky étant le plus petit des nombres 4, caractéristiques pour les fonclions harmo-

N

niques U,. ’
Il est aisé de voir que &y représente la limite inférieure précise du rapport W
En posant, en effet,
f: Ula
on trouve
U 2
JE2(5) *
\ 0x .
—— =k,

ce qui démontre la proposition énoncée.
Supposons maintenant que f satisfasse aux conditions suivantes

o, JfUzdr:o, ceey fo,,d‘L':O.

(41) fo,dr—

Dans ce cas

V= i AR, W= é Az,

S=p4+1 s=p+1

Il suit de la que
vV .
‘V :A'p+1°

Il est facile de voir que kp,, représente la limite inférieure précise du

\ P ..
rapport > st S satisfait aux conditions (41).
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16. Soient v et ¢ deux fonctions continues a Uintérieur de (D) avec ses
dérivées du premier ordre.

On sait que (I'inégalité de Schwarz)

. 50 0%\ 2o\ A
(i (S5 ko) < [2(5) - 25E) +
Supposons que ¥ satisfasse aux conditions

(43) Ab+o9=0 a Pintérieur de (D),

h (3)—%:0 sur (S) ().

La fonction o doit satisfaire a la condition

(43) /ga dr =o.
Posons
I o,
b= — | Sdi'+u=v+u,
dn ) r

r étant la distance du point z, y, z au point variable §, 7, { du domaine (D). On
trouve
Au=o0 a 'intérieur de (D),
du; dv; -
—_— = sur (S
on an (),

Jde; , . .
~)—l‘ étant une fonction connue, continue sur (S).
al

1l est aisé de voir, en vertu de (45), que

/ %ds:o,
I'intégrale étant étendue a la surface (S) tout entiére.

En supposant que (S) satisfasse aux conditions du n° 2, nous pouvons déter-
miner la fonction ¢ et, par suite, la fonction ¢ par la méthode de C. Neumann,
comme je I'ai démontré dans ma Note : Sur le probléme de Neumann et de
Gauss (Comptes rendus, 19 février 19oo).

On peut encore assujettir la fonction ¢ a la condition suivante :

fupdfr: o.
oY,

) o représente la dérivée normale intéricure de la fonction ¢ sur (S), n désigne la

direction de la normale extérieure a (S).
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Le théoréme X nous donne

J.c‘oz dx :EAE, fyz dr :2]3\’,
s=1 s=1
A= f oVids, By= j UV, ds.

On peut écrire, en vertu de (43),

\s:—fmpvs &,

d"oli, en tenant compte des propriéiés des fonctions & et Vi [les égalités (44), (5

et (6)],

a
ou

A= GAV dr = — ).,./'q,vs dz == — 1B,

On a donc
o RS
(46) L ==t >y
b2 dr EBE
s=1

D’autre part, le théoréme de Green nous donne, en vertu de (43) et (44),
do 0 .
fETi (T‘;df:—f¢A¢df:fq-dr,
JE(&) == [esvi=fope

L'inégalité (42) peut donc s’écrire sous la forme suivante :
el

(oo S e/ 7o/ T 363

d’oli, eu égard a I'inégalité (46),

fz "q’ d \//qod‘c
fcpzd* \/q,d-

Il est facile de voir que A, représente la limite inférieure précise du
rapport K; pour s’en assuver il suffit de poser

e

©o=1V,.
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On peuat donc énoncer la proposition suivante :

Si ¢ est une fonction continue avec ses dérivées du premier ordre & 'inté-
rieur d’un domaine (D) et satisfait a la condition

f@d‘r:o,

la limite inférieure vricise du rapport

[2(3)
K= 2=\
fcp?dr

est égale & )y, W étant le plus petit des nombres g, caractéristiques pour les
Jonctions Vi ().

Nous terminerons cet article en reproduisant sans démonstration, qui est trés
facile, la proposition suivante :

Si la fonction o, continue avec ses dérivées du premier ordre a Uintérieur
I
de (D), satisfait aux conditions

fcpdr:o, fchsdz-:o (s=1,2,...,p),

la limite inféricure vrtcise du rapport K est égale a hpy,.

UNE METHODE GENERALE POUR DETERMINER LA DENSITE
ET LES MOMENTS D'INERTIE DE LA TERRE.

17. Supposons que I'on sait par expérience la valeur de la composante, suivant
une direction quelconque p, de P'attraction exercée par la Terre sur un point
extérieur P(x, y, 3).

En désignant par &, 7, { les coordonnées des points intérieurs a la Terre, par Q
la composante considérée, par p la densité de la Terre, par 2, a5, 25 les angles de
la direction p avec les axes des coordonnées, on trouve

(47) cosoclfp—(a—r_g—@dr—i—cosaafﬂ(ﬂ—r;!—)dr—i—cosas/ ﬁ:—,:—z)dr: Q,

(1) Comparer le lemme fondamental de M. Poincaré, démontré dans son Mémoire : Sur
les équations de la Physique mathématique (Rendiconti di Palermo, p. 70; 1894).
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les intégrales étant élendues au volume de la Terre tout entier, ou

f‘o%—’—‘—)dr:fp@d‘::(),

cos(p, r)
72 :

ou 'on a posé
(? f—
Le point P étant a Pextérieur des masses attirantes, la fonction @ ainsi que ses
dérivées seront contlinues en &, 7, £, et la formule (40) aura lieu, si la densité 5
est assujeltie a la seule condition d’étre finie a intérienr de la Terre.

Le théoréme VI nous donne, par conséquent,

fpc‘otlr:a,:\,+a2;\2+...—|—asAS+...,

A_‘.::‘/goUsdr, as:prsdv:.

En considérant la surface de la Terre comme une sphére ou un ellipsoide de

ou

révolution, on peut calculer les fonctions harmoniques U & l'aide des fonctions
sphériques ou des fonctions de Lamé.

Supposons que l'on ait trouvé par expérience les valeurs de Q [Iégalité (47)]
en n points différents, extérieurs a la Terre.

Désignons les valeurs de Q dans les points considérés par
Q, Q) ..., Q,
les valeurs-correspondantes des A par
Aoy, Asay oo, Ay, (s=1,2,3,...,n).
En choisissant 2 suffisamment grand, on peut poser approximativement

g a Ay +a A+ o+ a,Ay, =Q,,

(48) ) a1A21+a2A22+---+anA2n:Q-z9

On peut toujours disposer les points extérieurs de telle maniére que le déter-
minant v

I ,t\“ All c e Alll
Aw A ... Ay,

-‘Aﬂl A/l? . Allll

A=

soit différent de zéro.
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Les équations (48) donneront les valeurs approximatives des conslantes
inconnues a;(s =1, 2, ..., n).

18. Employons maintenant le théoréme VI, en y posant

S=0p ¢ =I.

On trouve approximativement

M:/pdr:a,fUldr—&—aszQdT ..o+ a, [U,ldr,

M étant la masse tolale de la Terre.

in substituant dans cette égalité les valeurs de a,(s =1, 2, ..., n), tirées des
¢quations (48), nous déterminerons avec une approximation suffisante la
masse totale de la Terre. Pour cela, il suffit de supposer seulement que la
densité o reste finie a Uintérieur de la Terre.

Supposons maintenant que la fonction 5 soit continue.

Envisageons un volume quelconque (D,) & Pintérieur de la Terre et désignons
par dzy I'élément de ce volume.

Soit » une fonction égale & I'unité a U'intériear de (Dy) el & zéro en tous les
autres points de la Terre.

Alors le théoréme VI nous donnera

fpcgdr:fpdro-:a,fU,dfo—i— ang2d70+...—|—a,,fU,ld':U,

a, élant des constantes définies par les ¢quations (48).

En choisissant le domaine (Dg) suffisamment petit, nous obtiendrons, au point
de vue de la Physique, la densité en chaque point de la Terre, si l’on pose

[p dz, [[T,a’ro ‘/U.l dz, fU" dz,
= e T | X ’

“+...4+a
D, "D,

D, étant le volume du domaine (D).
19. On sait que, pour déterminer les moments d’inertie d’un corps quelconque

par rapport & un axe quelconque, il suffit de calculer les moments d’inertie par

rapport a trois axes de coordonnées

A:ff’(n“r?)df» B:fp(:2+52)dfv C:fp(‘:’.%‘nf)dr,
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D:/pn?; - E:fp:'gdf, F:fp'gndf.

Le probléme se raméne au calcul des intégrales de la forme générale

K:fpfdf,

J é1ant une fonction continue i I'intérieur du corps.
Faisons une seule supposition, que la densité p soit ¥inte & U'intérieur de la

et les produits

Terre.
En appliquant au K le théoréme VI, on trouve approximativement
(49) K:a,fo,dr—i—agfozdr—l—...+a,lfo,,dr.

La fonction £ étant donnée, on peut calculer les intégrales

fosdr (s=1,2,...,n).

Quant aux constantes a;(s =1, 2, ..., n), on pourra les déterminer a laide
des équations (48). Il suffit, pour cela, de déterminer par expérience les compo-
sanles suivant une direction quelconque p de P'attraction de la Terre en n points

différents, extérieurs a la Terre.

L'égalité (49) permet de calculer les moments d’inertie de la Terre sans
que nous sachions la densité p de la Terre, sous la seule supposition générale
que p soit ¥FIn1 en tous les points de la Terre.

LE PROBLEME DU DEVELOPPEMENT D'UNE FONGTION DONNEE EN SERIE
PROCEDANT SUIVANT LES FONCTIONS HARMONIQUES.

20. Supposons maintenant que f soil continue avec ses dérivées a I'intérieur
du domaine (D) et s’annule sur (S).
Considérons la fonction

u :f—!—fGAf’dr’,

G étant la fonction de Green.
La fonction  est continue & I'intérieur de (D) et s’annule sur (S).
En appliquant a « le théoréme V, on peut écrire

fu’dr:EA;’, AS—_—qusd‘r,

s=1

Fac. de T., 2¢ S., 11. 38
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AS:fosdwas(fGAf'df/)df.

En changeant ’ordre d’intégration, ce qui est possible, on trouve

[Us<f(}Af’dr’> dr:fAf'(fGUsdr> dff:/%fu; Af'dz:/;stAfdf.
o/ s s

D’autre part, le théoréme de Green nous donne

ou

[UsAfa’r:ffAUsdr:—ksfosdr.

fU.\.<fGAf'dr'>dr‘:_fosdr

A;—o (s=1,2,3,...).

fu? dr=o,

u=o0 a l'intérieur de (D)

On a donc

et, par suite,

Il en résulte que

c’est-a-dire

identiquement.
Légalité

(50) u:f—l—fGAf’dr’:o

est donc démontrée sous la seule supposition que Af soit continu & Uintérieur
de (D).

Il faut remarquer qu'on peut regarder cetle égalité comme évidente, quand Af
admel les dérivées du premier ordre continu a lintérieur de (D), ou, plus géné-
ralement, quand Af satisfait a la condition

[Af —Afy | < arB,

Af et Af, étant les valeurs de Af en deux points p et py de (D), r étant la dis-
lance pp,y, @ el 3 <1 étant des nombres ne dépendant pas de la position des
points p et p, dans le domaine (D) (*). _

Dans ce cas, on peut affirmer que la fonction w, s’annulant sur (S), satisfait &

la condition
Au—=o a l'intérieur de (D),

(1) Voir Otro HOLDER, Beitrige sur Potentialtheorie, p. 10. Stuttgart; 1882.
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d’ott I'on conclut immédiatement que

u=o a 'intérieur de (D).

21. Appliquons maintenant le théoréme VI a lintégrale

f GAS e,

ce qui est possible, parce que la fonction Af est continue a I'intérieur de (D) et
la fonction G satisfait & la condition

fG?dr< Q,

Q étant un nombre assignable.
On trouve

f(}Af’ ff:i B, C,,

s=1
B_‘.:/Af’U; dr', Cszj GU. dr' = Us (s=1,2,3,...).
ks

D’aatre part,

fAf’U_; dr’:ff’AU;dr’:—/csff’U; @' = — kA,

On a donc ' "

fGAf' di'=— Y AU,
§s=1

d’ott, eu égard a I'égalité (50), on conclut que

f:iASUS)

s=1
ce qui démontre le théoréme suivant :
Tutorine XI. — S¢ la fonction f est continue a Uintérieur d’un do-

maine (D) avec ses dérivées des deux premiers ordres et s’annule & la Jron-
tiere de (D), la série

3 AU, As:ffusdr

s=1

a f pour somme.
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3oo
On peut aussi établir d’une maniére analogue le théoréme suivant que j’énon-

cerai sans démonstration :
Tutorime XIIl. — La fonction donnée f peut se développer en série, pro-

cédant suivant les fonctions V(s =1, 2, ...), qui satisfont aux conditions (5)
et (6) du n° 2, si cette fonction f est continue avec ses dérivées des deux pre-

miers ordres a Uintérieur de (D) et satisfait & la condition

d
Je renverrai, pour la démonstration de ce théoréme, & ma Note : Sur un pro-
bléme de la théorie analytique de la chaleur, insérée aux Comptes rendus du

dfi—i—/z ;=0 sur (S).
n

4 avril 18¢98.
22. 1l est presque évident que le lemme II du n° 6 reste vrai, pourvu que la

“fonction f satisfasse a la seule condition

[ra<a,
(Q élant un nombre assignable.
Sachant que la fonction de Green G satisfait a la condition tout & I’heure indi-

quée, on peut affirmer que la série
2([(}05 dr>‘,
s=1

ou la série
—~ 2
(51) —£

converge.
(Considérons maintenant la série

iAsUs,' As:fojdr,

s=1

en supposant que f satisfait aux conditions du théoréme XII.

On peut écrire
ffusdc;—_—/;f/wsdr:_i [

ks J 77
0

d’ou
EAsU,.:—EBS%-

s=1

©

s=1
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En tenant compte de I'inégalité évidente

E|BJ'E:I<§<ZB§+

et en remarquant que la série

72
2%
ks
converge, comme nous venons de montrer, et la série
ul
o

converge d’aprés le lemme I, on en conclut que la série

(52) DA,

converge absolument dans le domaine (D).
Démontrons que la convergence est uniforme.
Considérons la série évidemment convergente

@«

o Uz
2 )
ks

s=p

(33) F,=

p étant un nombre quelconque.
La formule (25) nous donne

0<22—§§/Gfd‘r,

s=1

quelle que soit la position du point z, 3, 5 dans le domaine (D), et a fortior:

U: N
0<2 = fG*dr a 'intérieur de (8S).
Supposons que le point z, y, 5 tend d’une maniére quelconque au point p,

fuwf

tend vers zéro, lorsque z, y, = tend vers p,, quelle que soit la position de p,

de la surface (S).
Comme la fonction

sur (S), on en conclut que la fonction F,, positive a I'intérieur de (D), s’annule

sur (S).
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F, admet donc un maximum &, en un point Py, bien déterminé, situé a l'inté-
rieur de (D).
On a, par conséquent, quelle que soit la position du point z, ) 5 dans le do-
maine (D),
F,<e,

¢o étant un nombre fixe, ne dépendant pas de la position du point z, y, z dans le
domaine donné.

En choisissant p assez grand, on pourra prendre ¢, aussi petit qu’on veut, car
la série (51) converge dans (D).

Cela posé, considérons le reste R, de la série (52)

R,,:—-iBs % :iAx U..

s=p s=p

Nous aurons

2]“,,]<EB§+ F,.
5:,}

s=1

Or, la série

étant convergente (lemme 1I), on trouve, pour p assez grand,

¢, étant un nombre assez petit, ne dépendant pas évidemment de la position du
point z, ¥, 5 dans le domaine (D).
On peut donc écrire

Ry < 2= )

ol ¢ est une quanlité positive assez pelite, ne dépendant pas de la position du
point z, ¥, 3, a l'intérieur de (D)

Cette inégalité ayant lieu pour une valeur quelconque de p, elle aura lieu aussi
pour toutes les valeurs de n plus grandes que p. ’

On a donc pour n > p
IRnl<€-A

Celle inégalité montre que la série (52) converge uniformément & I'intériear

de (D).
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Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant :

Tutorive XII. — La série

o«
EASUS’ As:fo‘d‘:
s=1
conyerge ABSOLUMENT el UNIFORMEMENT dans le domaine (D), si la fonction f,
continue avec ses dérivées des deux premiers ordres & Uintérieur de (D), s’an-
nule & la frontiére de (D).

23. En rapprochant ce théoréme et le théoréme XI du n” 21, nous obtien-

drons enfin le théoréme suivant :

Tuatorkme XIV. — La fonction donnée f peut se développer en série sssoru-
MENT el UNIFORMEMENT convergente, procédant suivant les fonctions harmo-
niques, pourvu que fsoit continue avec ses dérivées des deux premiers ordres
a Uintérieur de (D) et Sannule a la frontiére de (D).

En terminant mon Mémoire je ferai encore la remarque suivante :

L’uniformité de convergence de la série (52) étant établie, on peut démontrer
le théoréme indiqué de la maniére suivante :

Posons

,)
S=2AU+R,.

s=1

Si la série (52) converge uniformément, la limite de R, pour p = o représen-
tera une fonction continue a I'intérieur de (D).
En appliquant a fle théoréme II, nous trouverons

]imf["f,df —=o.
p:oo

Mais dans le cas considéré on peut écrire

limfR;’-,dT: nmn;,d::/(nmn,,)wf—o,
p:w

p== J o p== .

“d’oti 'on tire immédiatement

limR,=o,
. . ]):7:
c’est-a-dire
-
f:ZA,,- U.. C. Q F. b,
s=1



