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1. Plusieurs Géomeétres se sont occupés de la recherche des systémes
triples orthogonaux, dans lesquels les surfaces d’une famille sont con-
gruentes. En particulier, M. Petot, dans une Note insérée en 1894 aux
Comptes rendus des séances de U’ Académie des Sciences, t. CXVIII,
p- 1409, a donné une propriété caractéristique des surfaces qui engendrent,
par un déplacement hélicoidal, une famille de Lamé. Je me permets de
rappeler ici I’attention sur deux classes remarquables de ces systémes, que
j'avais rencontrées dans mes anciennes recherches sur les systémes de

Dupin, et qui semblent avoir échappé aux Géometres dans leurs recherches
postérieures.

2. Dans un Mémoire de 1884, inséré au Tome XIII, 2¢ série, des Annali
di Matematica, j’ai démontré l'existence de familles de Lamé, dépen-
dantes de deux fonctions arbitraires, composées de surfaces hélicoidales
qui ont méme axe et méme pas.

Le mouvement hélicoidal, qui fait glisser les hélicoides sur eux-mémes,
échange entre elles les surfaces de chacune des deux autres familles, qui
sont donc composées de surfaces congruentes.

La détermination de ces systémes hélicoidaux dépend d’une équation
aux dérivées partielles du second ordre, que 'on forme de la maniére
suivante : Prenons I'axe des hélicoides pour axe O = et soit

(1 s =oq(x, t)
Fac.de T. — XI. H.1
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I’équation de leurs profils méridiens dans le plan Oz, en indiquant par ¢
un parametre qui fait, en variant, changer la forme du profil. Si I'on
donne aux «' courbes (1) un mouvement hélicoidal de pas 2wm autour
de Oz, on obtiendra une famille hélicoidale de Lamé, lorsque la fonction
o(x, 1) satisfera, par un choix convenable du paramétre ¢, & I'équation du
second ordre

de

> o :\/ ot dq)y
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3. On obtient une intégrale particuliére assez remarquable de I'équa-

tion (2) en cherchant si les profils (1) peuvent étre congruents par transla-
tion le long de I'axe O z. Cela donne

o(a, t) =Y (z) + ht,

h désignant une constante et I'équation (2) exprime alors que I’hélicoide a

la courbure constante et égale a :h—' Les surfaces des deux autres familles

sont aussi des hélicoides congruents & courbure constante, avec méme axe
hélicoidal, mais de pas différent. L’élément linéaire de I'espace, rapporté
a un tel systéme triple orthogonal (u, ¢, w), prend la forme caractéristique

3) ds?=A%sn*(u + ¢ + w)du’+ B*cn?(u + ¢ + w) dv*+ C*dn?(u + ¢ + w) dw?,
)

les constantes A, B, C étant liées au module & des fonctions elliptiques par
la relation
k*  k? I

A-BpETE
Pour les courbures totales K,, K,, K, des surfaces u«, ¢, & on trouve

k? k2

K(—_— F; Kzi:——B—i,)

Ki=—
ainsi donc : Toute surface hélicoidale a courbure constante engendre,
par rotation autour de son axe, une famille de Lamé et les surfaces des
deux autres familles, qui complétent le systéme triple orthogonal, sont
ausst des hélicoides congruents & courbure constante. Dans U'une des

familles la courbure est positive, négative dans les deux aulres, et la
somme des trois courbures est nulle.
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Nous signalerons encore, pour le systéme triple orthogonal (3), le cas ou

A2

.k2:l~—— .]?;

alors les courbes («) ont le rayon de premiére courbure constant égal a C,
et les hélicoides & = const. sont applicables sur la surface de révolution
engendrée par la tractrice (pseudosphére) de telle sorte que les hélices
correspondent aux paralléles.

4. J’ai emprunté les résultats précédents a mon ancien Mémoire. Je vais
maintenant y ajouter quelques considérations, ayant pour but de définir,
dans les systémes triples orthogonaux en question, les surfaces des deux
autres familles.

Soit S une telle surface. Elle est caractérisée par ce fait que tous les
points d’une ligne de courbure C de S, dans un des systémes, décrivent,
par le mouvement hélicoidal, des hélices qui coupent orthogonalement la
courbe C. Tout le long d’une telle ligne de courbure C on devra donc avoir

) xdy —ydx +~mdsz = o,

c’est-a-dire, avec les notations de Monge pour la surface S,
dr:dy =x+mq.y—mp.

'En portant ces valeurs de dz, dy dans I’équation différentielle des lignes
de courbure, nous trouvons, comme équation caractéristique pour la sur-
face S, 'équation d’Ampére
(2 +mq)*[pgr — (v +p) sl (2 +mg)(y — mp)[(r -+ ¢*) r — (14 p*) (]

+(y —mpP[(1+¢*)s —pgt] =o.

(3)

Toute surface S intégrale de cette équation engendre, par déplacement
hélicoidal de pas 2wm autour de Oz, une famille de Lamé, chaque ligne
de courbure, dans un systéme, de S engendrant un hélicoide, qui coupe
orthogonalement suivant des lignes de courbure les positions successives
de S.

L’équation (5) appartient a cette classe d’équations d’Ampére, con-
sidérée par MM. Du Bois-Reymond et Lie, dont les lignes caractéristiques
sur chaque surface intégrale sont les lignes de courbure ('). Le théoréme

(1) Voir Goursat, Lecons sur l’intégration des équations aux dérivées partielles du
second ordre, t. 1, p. 156.
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général, démontré par M. Goursat au n° 85 de son Traité, prouvant que
deux caractéristiques, appartenant & des systémes différents, déterminent

une surface intégrale et une seule, recoitici une interprétation géométrique
dans la proposition suivante :

Etant donnée une surface hélicoidale quelconque %, prenons une
courbe C, qui coupe X orthogonalement en un point et soit trajectoire
orthogonale des hélices décrites par ses poinis, dans le mouvement héli-
coidal de £, marts du reste arbitraire.

Il existe une et une seule famille hélicoidale de Lamé, comprenant X
et coupant orthogonalement la courbe C.

5. Rapportons maintenant une de nos surfaces S, intégrale de (5), a ses
lignes de courbure (u, ¢) et soit

ds:=E du?+4+ G dv?

I'élément linéaire de S. Supposons, conformément & I'équation (4), que
I'on ait la relation
x —dl L —+m (—)—:— —=o0
oe 9 ou "

En posant
=X 0)’ d';v 4 m '
T=Y90 T o o0’
on trouve (')
Jdo dlogG
du du
et, par conséquent,
e =G o*(v),

en indiquant par ¢ (¢) une fonction de ¢.
Maintenant tout point (%,¢) de S décrit, par le mouvement hélicoidal,

une courbe dont les coordonnées courantes x, y, 5 d’un point seronl
données par les équations

& = 2 coSw — y sinw,

¥y =wxsinw <+ y cosw,

(1) Il faut, pour cela, se rappeler que z, y, 5 sont des solutions de I'équation de Laplace

920 1 ()E@_l_ I ggg@
Jdude 2Bk dv du  2G du dv
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d’ou I'on déduit, pour I'élément linéaire de I'espace,

ds*= dzﬁ—}—a’j/—?—i— ds?=E du® + G dp* + (24 2+ m?) dw?+ 2 G 02 () dv div.

¢ —-f—d‘,—— “+w
1= () )

6 ds?=Edu*+ Go*(¢) dv? 4[24+ y2 4+ m®— G o*(v)] dw?,
. 1 Y ‘

Posons

et nous aurons

ce qui met en évidence le systéme triple orthogonal, les surfaces « = const.
¢tant les hélicoides.

On voit que les coefficients de I’élément linéaire (6) sont des fonctions
de u et v, — w. C’est 1a une propriété caractéristique de ces systémes, ainsi
que je I'ai démontré dans mon Mémoire cité.

6. Je vais maintenant donner un deuxiéme exemple, ou la surface qui
engendre, par un mouvement hélicoidal, une famille de Lamé a ses lignes
de courbure planes dans un systéme. Ici nous pourrons trouver, par de
simples quadratures, autant de ces familles que I'on voudra. Je m’appuierai
pour cela sur les résultats que j'ai établis dans un Mémoire inséré
en 18go au Tome XIX des Annali di Matematica. Prenons une surface
hélicoidale quelconque X et une de ses lignes de courbure, soit C. Sur le
plan normal en un point P de C & I'hélice qui passe par P, tracons une
courbe arbitraire T', qui coupe X orthogonalement en P. Tracons aussi tous
les plans =, qui partent de chaque point de C normalement & I’hélice issue
de ce point. Il résulte, du § 1 du Mémoire cité, qu'il existe une et une seule
surface S, contenant C et T, comme lignes de courbure, et dont les lignes
de courbure d’un systéme sont situées dans les plans =. La détermination
effective de cette surface S exige seulement des quadratures.

Notre surface S coupe orthogonalement I’hélicoide X le long de la ligne
de courbure C et, si nous donnons & S le mouvement hélicoidal qui fait
glisser X sur elle-méme, les considérations du § 3 de mon Mémoire prouvent
que les diverses positions de S appartiennent & une famille de Lamé. Parmi
les surfaces orthogonales aux lignes de courbure planes de S, dans ses
diverses positions, il n’y a que I’hélicoide £ qui glisse sur lui-méme, par le
déplacement hélicoidal, tandis que les autres surfaces s'échangent, cn
général, entre elles et sont, par conséquent, congruentes. En particulier,
st la courbe T est un cercle, toutes les lignes de courbure planes sont aussi
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des cercles et 'on a de la sorte un systéeme cyclique qui admet un mouve-
ment hélicoidal. Ces systémes cycliques sont les systémes osculateurs, le

long des surfaces hélicoidales, des systémes considérés dans les numéros
précédents.

7. Un cas particulier remarquable est le suivant. Prenons une de ces
surfaces hélicoidales 4 courbure conslante négative — é—‘_,, signalées plus
haut, dont les hélices sont des horicycles. Si nous tracons, pour tout
point P de la surface, le cercle de rayon égal a C qui part de P orthogona-
lement & I'hélicoide et dont le centre coincide avec le centre de courbure
géodésique de I'hélice issue de P, nous aurons un systéme cyclique de
Ribaucour et les surfaces orthogonales aux cercles seront toutes a cour-
bure constante égale a — & Si 'on excepte la surface initiale, ces sur-

faces, dont on obtient les équations finies par des quadratures, ne sont pas
hélicoidales et sont toutes congruentes entre elles.

8. A l'exemple du numéro précédent se rattachent les considérations
suivantes, par lesquelles je termine.

Considérons une surface hélicoidale quelconque a courbure constante
négative — %, si d’'un point quelconque de la surface comme centre et
dans le plan tangent, on décrit un cercle de rayon R, tous les cercles ainsi
obtenus déterminent un systéme cyclique de Ribaucour et sont normaux a
une famille de surfaces quisont toutes a courbure constante ——# Ces sur-
faces, qui sont les complémentaires de I’hélicoide, sont (en exceptant peult-
¢tre une surface limite ) toutes congruentes entre elles a 1’égard du dépla-
cement hélicoidal. Leurs équations en termes finis s’obtiennent au moyen
des fonctions elliptiques. Ce ne sont ni des hélicoides, ni des surfaces
d’Enneper (avec un systeme de lignes de courbure planes). Bien plus, elles
n’ont, dans aucun des deux systémes, leurs lignes de courbure sphériques,
si I'on excepte toutefois un cas particulier remarquable, que j’ai considéré
dans une Note ancienne sur les systemes cycliques (Giornale di Matema-
tiche, 1. XXI), et ou les équations finies de la surface dépendent seulement
des fonctions exponentielles. Ce cas se présente lorsque I'on prend pour
surface initiale une surface hélicoidale de M. Dini, dont le profil méridien
est une tractrice admettant 'axe hélicoidal pour asymptote. Dans le carré
de ’élément linéaire

ds*=cos? 0 du®+ sin*§ d¢?
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de cette surface complémentaire de I'hélicoide de M. Dini, ot «, ¢ sont les
parameétres des lignes de courbure, la fonction 0 est donnée par la relation

n—4-sinG e

g elt—eg CUSC

6
tang — =cot >

+sing v
—_—tu

1 + e €c0s G

en désignant par ¢ une constante, 27 sins étant le pas du mouvement héli-
coidal. Les lignes de courbure u = const. de cette surface sont sphériques.
Les considérations précédentes établissent la proposition suivante :

1l existe des surfaces a courbure constante négative, dont les équa-
tions en termes finis s’'obtiennent au moyen des fonctions elliptiques,
qui ne sont ni des hélicoides, ni des surfaces d’Enneper, et qui en-

gendrent, par un déplacement hélicoidal convenable, une Samille de
Lameé.

Ajoutons que les surfaces hélicoidales & courbure constante et les sur-

faces d’Enneper engendrent a leur tour, par simple rotation autour de leur
axe, une famille de Lamé.

Addition & la Note précédente.

Les résultats contenus dans Ia premiére partie de la Note sont susceptibles, ainsi
que je viens de I’observer, de la généralisation suivante :

Au lieu d’un groupe a un paramétre de mouvements prenons un groupe & un para-
métre G, de transformations conformes de Pespace. Il est alors aisé d’établir
Pexistence de familles de Lamé, dont tous les individus se déduisent d’une surface
initiale par les transformations de ce groupe G;.

Nous rappelons que le groupe G,, des transformations conformes de Pespace est
engendré par les dix transformations infinitésimales M

9, o 9. SO of a _ _J a _ 9.
d.%’, ()_}” 920 ub?—}'%) xd—Z*Md_.i—’ ”yd_.l’—_.ITJ’

sz—(x2+y2+;?)%, 2vU—(m2+yf+z2)%, 2;U—(x2+uy2+;2)%.f.

Soit maintenant
x oy ds

(1) Voir Lig-EnGEL, Transformationsgruppen, Bd. 11, p. 459, et Bd. III, p. 135.
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une transformation infinitésimale quelconque de Gy, c’est-a-dire une combinaison
linéaire, homogeéne, a4 coefficients constants, des dix transformations précédentes, et
considérons le sous-groupe G, engendré par V. Prenons une surface S, dont les
lignes de courbure d’un systéme coupent a angle droit toutes les trajectoires du
groupe Gy, issues de leurs points. Ainsi qu’on le démontre pour des considérations

analogues a celles du n° &, les surfaces de cette espéce sont les intégrales de 'équation
d’Ampére

(@) (1 8L+ p)s — pqr]=+(n+ q8) (5 + pb)
><[(I+q‘2)r~—(1 +p2)t]+(§+pl)2[pqt—(l + q%)s]=o.

Or je dis que, si I'on transforme une telle surface S & I'aide du groupe continu Gy,
on obtiendra une famille (S) de Lamé. Il suffit, pour s’en convaincre, de remarquer
que les transformations de G, conservent les angles et les lignes de courbure. Il s’en-
suit que les surfaces (=) engendrées par chaque ligne de seconde courbure de S, sou-
mise a la transformation continue de G, coupent orthogonalement, suivant des lignes
de courbure, les surfaces (S). Le complément donné par M. Darboux au théoréme de
Dupin nous démontre alors qu’il existe une troisiéme famille, qui compléte avec (S)
et (2) le systéme triple orthogonal.

Prenons comme exemple

o of  _of of _ofy\
 — L 4.y L A <L 2 =)
‘—a?()x_}‘y()y%_‘d:_'_h(ydx xdy)\

/o étant une constante. Alors les trajectoires de G, sont des hélices cylindro-coniques,
c’est-a-dire des lignes loxodromiques des cones de révolution autour de Paxe O3z,
ayant leur sommet a Porigine O, et les surfaces (Z) sont des surfaces spirales de
M. Maurice Lévy (!). Nous voyons ainsi que I’on peut former des familles de Lamé
(qui comprennent deux fonctions arbitraires) avec des surfaces spirales ayant méme
axe et méme paramétre. Puisque sur toule surface intégrale de (a) les lignes carac-
téristiques sont encore les lignes de courbure, on prouvera, comme au n° 4, que,
pour définir une telle famille de Lamé, on peut se donner d’une maniére arbitraire wne
des surfaces spirales et I'une des courbes C, qui doivent étre les trajectoires ortho-
gonales de la famille, pourvu que les trajectoires du groupe G, issues des points de C
coupent cette courbe a angle droit.

Je terminerai en observant que les considérations générales précédentes sont aussi
applicables a tout espace 4 courbure constante, puisqu’un espace de cette nature
admet une représentation conforme sur I’espace euclidien. En particulier, nous aurons,

dans tout espace & courbure constante, des familles de Lamé composées de surfaces
congruentes.

(1) Voir DarBoux, Théorie des surfaces, t. I, p. 108.



