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INTRODUCTION.

[’étude de I'équation différentielle linéaire et homogéne d’ordre n

dan dn—1 d
(1) %%—hpidx”_{+...+p,,_,d—*;/+p,,y=o

a précédé celle des systémes de la forme

dv;
(A) 71%’ =anyi+...+ anYn-

Mais, dans les lignes générales, les deux études sont paralléles, et méme I’équa-
tion d’ordre n doit étre rattachée a un cas particulier du systéme (A).

Nous entreprenons ici I'exposition des théories générales concernant le sys-
téme (A), du moins de celles que I’on peut considérer aujourd’hui comme défini-
tives. Nous avons mis en relief la théorie des diviseurs élémentaires; elle est, en
quelque sorte, 'instrument qui nous sert dans presque toutes les questions pour
tirer du calcul, d’une maniére a la fois simple et compléte, tout ce qu’il peut
donner dans les théories qui nous occupent.

Voici 'ordre que nous avons suivi :

Caarrrre I. — On démontre d’abord que, si les coefficients @ du systéme
. dy;
(B) x%:any1+...+a,~,,y,, (i=1,2,...,n)

sont holomorphes dans le domaine de I'origine, on peut intégrer ce systéme par
Fac. de T. — VIIL I
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les séries. J'ai démontré la convergence de ces séries dans les Annales de ' Ecole
Normale, en 1886.

Chaque groupe de séries yy, ..., ¥, qui satisfait au systéme (B), et plus parti-
culicrement au systeme (A), est appelé une solution du systeme.

Toute la théorie de M. Fuchs (J. de Crelle, t. 66, et J. Tannery, 7ése) sur
I'équation générale de la forme (1) est applicable aux systémes (A) ou (B). Nous
voyons d’abord la définition des éléments d'une solution au dela du cercle de
convergence des séries, puis la distinction des systémes de solations en fondu-
mentaur el non fondamentaux. Solent y 4 «v.oy Yo (E=1,2,...,n) n solu-
tions, le déterminant

D=yl (i,j=1,2,...n)

est différent de zéro ou nul identiquement, suivant que le systeme de solu-
tions est fondamental ou non. La démonstration que I’on donne de ce théoréme
s’applique aux solutions définies avec la signification la plus générale.

in suivant pas a pas la théorie de M. IFuchs, on démontre la proposition de
Liouville

D = Cel/ZBayldx,

et, comme corollaire, on prouve l'existence des systémes fondamentaux; on
montre la transformation d’un systéme fondamental dans un autre; on donne
'expression de la solution générale du systéme (A)aumoyen des éléments d’un
svstéme fondamental.

On voit ensuite comment la connaissance d’une solution permet de réduire le
nombre des équations (A) d’une unité. Les conséquences intéressantes de ce
calcul sont mises en lumicre. Nous avons ajouté, ce qui nous parait nouveau, la
comparaison des deux méthodes de simplification de Péquation (1), lorsque 'on
traite directement cette équation comme I'a fait M. Fuchs, ou lorsqu’on la con-
sidere comme procédant d'un cas particulier du systeme (A).

En résumé, le premier Chapitre contient les principes essentiels de la théorie
des systémes (A), et, comme cas particulier, ceux de la théorie de I'équation (1).

Cuserrre IT. — En 1858, M. Weierstrass publia un premier Mémoire sur les
formes quadratiques. Dix ans aprés, le méme illustre géometre publia, en appa-
rence, la suite de la théorie commencée, mais, en réalité, jeta les fondements d’une
théorie nouvelle d’une portée plus générale que celle des formes quadratiques.
Le Chapitre 1I est enticrement consacré & exposition des idées de M. Weier-
strass, sous le titre de Théorie des diviseurs élémentaires.

Mais la théorie de ces diviseurs n’est pas établie sans difficulté dans le Mémoire
de 1868. D'un autre coté, MM. Darboux et Jordan reprenaient en France I'étude
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des formes quadratiques et bilinéaires (Journal de Mathématiques pures, 1874).
Nous avons pris la méthode parfaite de M. Darboux, et nous 'avons appliquée
aux formes bilinéaires dans deux Mémoires successifs (*).

Le Chapitre II renferme seulement les principes nécessaires et suffisants pour
I'étude des équations (A).

Des tentatives d’application de la théorie des diviseurs élémentaires aux sys-
temes différentiels ont été faites par divers auteurs. Nous croyons qu’aucun n’a
fait une application aussi générale et aussi systématique que celle que nous
présentons dans les Chapitres suivants.

Soit

PALL+¢Bi ... pA+ gBa

pAIL1+ unl e PAnn+ ann

un déterminant du degré n en p et ¢g. Soit /g I'exposant d’un diviseur linéaire
ap -+ bg dans les mineurs d’ordre = de [P, Q], ces mineurs étant considérés
comme des polynémes en p et ¢, l’expression

((lp —+ bq )’m'_lu+1

est un diviseur élémentaire du déterminant [P, Q].
Le théoréme général auquel nous parvenons est le suivant :

Pour gu’une méme substitution double de la forme

Yi=Cuyi+...+Cinyn,
x; = C“'z"l i o C,”'a:',',,

raméne a la fois les formes

P=zy1+.. +Znyn,
Q=2Za;zy;

auzx deux formes
P =iy, +...~2,¥0,

Q'=Zaj;ziyj,
il faut et il suffit que les déterminants des deux formes
Q—wP, Q—wP

atent mémes diviseurs élémentaires en w.
En outre, et cette remarque est des plus importantes, il existe une forme

(') Annales de UEcole Normale supérieure, 1891 et 1893.
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canonique des expressions P' et Q' pour lesquelles le déterminant Q' — wP a
une forme des plus simples. Nous utilisons cette forme dans nos théories sur
les équations (A).

Cuarrrre HI. — On trouve dans ce Chapitre 'extension aux systémes (A) de
la théorie des points singuliers de I'équation (1) donnée par M. Fuchs en 1866,
et qui procéde d’ailleurs, comme idée premiére, des théories de Puiseux sur les
fonctions algébriques. Nous avons démontré, au moyen de la théorie des divi-
seurs élémentaires, I'existence d'un systéme fondamental de solutions particu-
lieres jouissant de propriétés spéciales. Nous avons aussi donné le procédé pra-
tique de M. Fuchs pour rechercher ces solutions si importantes.

Le titre du Chapitre I1I est Des points singuliers. Cest, en effet, dans ce
Chapitre que le caractére de ces points est complétement déterminé par le mode
d’existence des solutions dans leurs domaines, et par le role que jouent ces
points dans la reconstruction des équations différentielles (A).

Nous avons repris, sous la forme d’un systéme (A), la helle théorie de M. Tan-
nery sur les équations (1) dont les intégrales sont les racines d’'une méme équa-

tion algébrique. Nous avons achevé complétement la question.

Cuaritre IV. — Comme conséquence de la théorie précédente, la forme des
éléments des solutions d’un systéme (A) peut étre déterminée d’une maniére gé-
nérale pour le domaine d’un point ordinaire, ou singulier quelconque.

Mais on insiste d'une maniére particuliere sur les sysiémes dits réguliers ou
canoniques de la forme (B), dont on s’est occupé dés le premier Chapitre.

Les éléments de toutes leurs solutions sont composés lindairement avec des
expressions de la forme

ar(Ag+ Ajloge +. ..+ Aplogha),

qui sont infintes d’ordre fini pour x =o, et qu’on appelle des expressions
régulicres, aprés M. Thomé (J. de Crelle, t. T4 et suivants).

Le calcul covvier de U’intégration des systémes canoniques a été donné
par M. Horn (Mathematische Annalen, XXXIX Bd). Nous exposons cette belle
théorie qui repose encore sur la théorie des diviseurs élémentaires.

Le germe du principe employé par M. Horn est déja dans les travaux de
M. Frobenius (J. de Crelle, t. T4 et suivants). On le trouve presque compléte-
ment développé dans un remarquable travail de M. Griinfeld (K. Ak. Wien,
1888).

Ne manquons pas de faire observer que tout le Chapitre IV établit la différence
essentielle entre le cas particulier du systéme (A) qui conduit a I'équation (1) et
le cas général.
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CuarmiTre V. — Nous espérons avoir résolu I'importante question suivante :
Quels sont tous les systémes réguliers? Nous avons montré que tous ces sys-
témes peuvent se ramener par des substitutions simples & des systémes cano-

niques.

Camaritre VI. — Les théories exposées dans ce Chapitre et relatives aux sys-
temes a coefficients simplement ou doublement périodiques ont été d’abord
développées par M. Floquet pour le cas d’'une équation de la forme (1) (dnnales
de UEcole Normale, 1883 et 1884). Nous étendons facilement les théorémes de
M. Floquet au systéme (A), en nous servant toujours de la féconde théorie
des diviseurs élémentaires.

Nous avons ajouté & la théorie générale quelques belles pages de M. Picard
(J. de Crelle, Bd. 90) sur un systéme a coefficients doublement périodiques.

Y

Crarrtre VII. — Nous avons mis ici & contribution M. Leo Keenigsberger
(Lehrbuch der Theorie der Differentialgleichungen, Leipzig, G. Teubner,
1889). Ayant a étudier les systémes homogenes, mais réductibles aux systémes
linéaires, nous avons surtout développé la réduction des équations différentielles
algébriques a des équations du premier ordre.

Enfin, dans ce méme Chapitre, nous montrons que la théorie générale de
M. Fuchs, si belle qu’elle soit, n’empéche pas le développement, mais au con-
traire vient & I'aide de théories paralléles, plus utiles a divers points de vue par-
ticuliers. Ainsi, nous donnons la magnifique théorie de M. Darboux sur l'inté-
gration des systémes (A) par les intégrales des systemes (Comptes rendus, 1880).
Cette question nous a amené & dire quelques mots de la Théorie, si connue au-
jourd’hui, de M. Appell sur les fonctions invariantes et les invariants des sys-
témes (A).

[l ne nous a pas paru enfin inutile d’ajouter quelques notes élémentaires sur
la théorie des déterminants.

Observations. — Les théories générales étudiées dans les divers Chapitres
servent en quelque sorte d’introduction a la grande question des systémes (A) a
solutions algébriques. On sait déja que le nombre des points singuliers est li-
mité, que, pour chaque domaine, les éléments des solutions doivent étre régu-
liers et sans logarithmes. On pourra se rendre compte facilement du degré d’a-
vancement de cette question en relisant les remarquables Mémoires de M. Goursat
sur la Théorie des équations différentielles linéaires.
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CHAPITRE 1.

PRINCIPES GENERAUX.

1. Le systéme d’équations

D _ g —a

dr nyr ... &n¥Vn,
A e e [P

dy,

"(}; =an Y1 Qun}Yn

est dit un systéme d’'équations différentielles linéaires et homogénes a unc
variable indépendante x et & ninconnues yy, ya, « .., ¥ lorsque les coefficients
@iyy@yny ooy Qpy sont des fonctions analytiques de la variable 2. Nous étudierons
d’abord les systemes de cette forme auxquels on peut ramener les systémes de
forme plus générale, comme on le verra par la suite (Chapitre VII).

Nous représenterons aussi un systéme de la forme (A) par la notation

(A') 7);:&51}’1+~--+amyn (L:[32137""’L))
ou par la notation
” dy; .o
(A") %:any‘,— (i, ]=1,2,...,n).
j

2. Supposons que les coefficients ¢ aient une définition analytique dans une ré-
gion du plan & contour simple, que nous appellerons T, et qui peut aller a I'infini.

Nous supposerons que ces coefficients soient uniformes dans la région (ou que
I'on ait ramené Pétude de ces coefficients a celle de fonctions uniformes). Nous
admettrons, en oulre, que ces coefficients soient continus en tous les points de la
région T, saul en certains points. Ces points particuliers, isolés les uns des
autres et généralement en nombre fini, seront appelés les points singuliers des
fonctions a.

La variable # ayant d’abord une valeur x, dite initiale et représentée par un
point dans le plan des x, on suppose que cetle variable décrive un chemin quel-
conque allant du point 4 & un autre point quelconque de la région T. Dans ces
conditions, il s’agit d'abord de déterminer si, au moyen des équations (A), on peut
définir » fonctions analyliques yy, 372, ..., ¥a ayant chacune une valeur bien
déterminée pour chaque point du chemin décrit par la variable . C’est le premier
probléme que nous aurons & traiter.
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Pour répondre & cette question, nous allons montrer qu’on peut généralement

intégrer le systéme (A) par les séries.

3. Pour éviter plus loin (Chapitre IV) des répétitions, considérons de suite le

systéme

dy; . ,
(1) (#—a) 7 =anyr1+.. .+ amyn (i=1,2,...,n)
et supposons que les fonctions a;y, ..., a;, soient holomorphes dans un certain

domaine du point = a. Pour simplifier I'écriture nous poserons z — a + 2/,
de sorte que les fonctions @;y, ..., @i, seront holomorphes dans un certain domaine

de 'origine 2'= o.
Nous écrirons simplement les équations précédentes sous la forme (B) de V'in-
troduction, c’est-a-dire sous la forme

dy; .
(2) x:i‘%z—_a“yi-{—...—i—amyn (t=1,2,...,n).

Les fonctions a;; seront développables en séries uniformément convergentes

dans le domaine considéré et de la forme
(3) ajj=alj+zal;+xrtal;+....

L’origine sera un point ordinaire ou un point singulier suivant que tous les
coefficients constants aj; seront nuls ou non.
Nous allons montrer qu’on peut satisfaire au systéme (2) au moyen de n fonc-

tions qu’on peut mettre sous la forme

(%) yi=ar (9 +zol 4. whof ) = 2Ty,

les séries ¢; entre parenthéses étant uniformément convergentes dans un certain

domaine de I'origine.
Nous introduirons les valeurs (4) des y dans les équations (2), en tenant compte
des équalions, (3) et nous égalerons dans les deux membres les coefficients des

I3

mémes puissances de z. Nous remarquerons d’abord que I’équation

. y=aro
entraine la suivante
dy [ de
wd—x = 2’ <chz' —i—rq;).

Ensuite nous observerons que les équations (2) deviennent aprés division par z”

d 2 ; .
(5) x%:ailcpi—i—...+(aii—r)cpi+...+ainr?,, (i=1,2,3,...,n).
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Lidentification fournira d’abord les équations

I T

0. 0 (0 Y 50 0 —
(6) ) agie)  —(aly—r)ef-+-...+ al,ef =o,

0 0 0 0 0 - —
ap 2 -+ Apy sy + (@, —r)eh = o.

T

Celles-ci entrainent la condition

)
ay,—7r 3¢ . Ain
0 0
- F(r) = A2 Ay —7T Aon
(7) (r)= = 0.
0
al, ald, oo aly—r

Nous voyons d’abord que le nombre 7 ne pourra étre que I'une des racines de
I'équation algébrique de degré n
F(r)=o.

Si tous les coefficients a?j sont nuls on prendra 7 = o et de plus dans les équa-
tions (6) les inconnues 9}, »3, ..., o, pourront prendre des valeurs arbitraires.

Soient 7y, Iy, ..., 1’y les racines de I’équation F(7)= o rangées de maniére
qu'aucune des quantités 7o — 7y —1, ..., 7', — Iy — 1 ne soit nulle ou égale & un
nombre entier positif. Cette condition sera remplie si les parties réelles ne vont
pas en croissant quand on passe de la racine 7, a I'une quelconque des autres. La
quantité 7, +k, quelle que soit la valeur du nombre & entier et positif, n’annulera
jamais F (7). '

Nous prendrons 7/ = ry et nous écrirons seulement 7 au lieu de ry.

L’identification conduit maintenant a une infinité de systémes successifs d’équa-
tions de la forme

k — 0 k [ 0 __ p)ek 0 ok

ko= ad of +alof —+...4+(ad—r)g/+...+afl o
ol of—1 1 o h—1 1 k=1 1 k-1

(8) Fal el al,ey oo+ aly; +.al, 9

(i=1,2,3,..,n).
T T

k .0 ko0 ke . k 0
+afie) +ajey 4.+ al; ¢! . af, el

Ce systéme d’équations est du premier degré par rapport aux coefficients of,
oh, ..., oh et permet de les déterminer en fonction des coefficients ¢ dont I'indice
supérieur est moindre. En effet, le déterminant des coefficients des inconnues est

=F(I‘+/<).
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Ce déterminant ne pouvant étre annulé par aucune valeur du nombre entier et
positif &, on pourra déterminer de proche en proche les coefficients des séries o.
Dans le cas ou tous les coefficients af; sont nuls et ou, par suite, r est nul, les
quantités ©f, of, ..., o) resteront arbitraires, et tousles coefficients o s’exprime-
ront finalement en fonctions linéaires et homogénes des n arbitraires o, ©f, ..., o).

En conséquence les valeurs de y,, ¥, ..., ¥, se présenteront sous la forme

Yi=ol+zol+x20l4. ..,
et comme on pourra former n groupes de valeurs

9?]7 9gjv pee 93/ (J=1,2,...,n)
dont le déterminant soit différent de zéro, on en conclut qu'on pourra former

n groupes de valeurs correspondantes

— 0 1 202 L=
Yij= o wol - xtol 4. .. (&, j=1,2,...,n),

v

et entre les n2 éléments y,j, on ne pourra pas établir de relations simultanées et
identiques de la forme
Ciyn+...+GCpym=o0 (i=1,2,...,n),
ou de la forme
Ciy1j+Coysj+...+Cphynj=o0 (J=1,2,...,n)

a coefficients Gy, C,, ..., C, constants.

4. Démontrons que les séries ¢ obtenues dans le numéro précédent sont uni-
formément convergentes dans un certain domaine de I'origine.

Appelons p le rayon d’un cercle ayant pour centre l'origine et dans lequel les
séries a;;j soient toutes convergentes, méme aux points situés sur la circonférence.
On pourra prendre ce nombre p assez petit pour que le module |af;[p# d’un
terme quelconque aff;z* des séries a soit aussi petit que I'on voudra, pourvu qu’on
laisse de c6té les premiers lermes ay; pour lesquels on a p = o.

Posons
L ke k .
—Gi=al,of ' +...+a}, 0} (i=1,2,...,n),
de sorte que les équations (8) s’écriront
P . k ) e .
al ot +...+(af—r—k)et+...+al,ok=G; (i=1,2,...,n).

Tirons de ces équations la valeur de I'une quelconque des inconnues ¥, nous

aurons
F(r—+ k)tgf: A G+ +A,G,,
Fac. de T. — VIII. 2
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Ay, Ay, ..., A, représentant, au signe prés, des déterminants mineurs du premier
ordre du déterminant F(r + /).
On peut écrire cette équation

Flr—+Ielioh=AGiok+.. .+ 1,G,0k
Or nous aurons
Y Voo k=1 ph— 1 k=1 k-
— Gigh = a; g9y 7 t- TR okt
g2 B2 k=2 k2 2 2 k2 gh—n
Wi ety g ! A7y 2790 g
= al ket s ak e,

Un terme quelconque de cette somme est de la forme
a v k=t gk-p
iji i ’
et u est au moins égal a 1.
Appelons x}*j el :Jj—“ les modules de o et de qzﬁi_“p"‘”. Le module de G;¢*

ij
sera inférieur 4 la somme

2: w 8 N .
g k=1 ; — 9 -
Al’j'fj\‘ v ou + J =1,2, 3, ey I

w=r1,2,3,..., k.

Mais pour une valeur donnée de 7 et pour p. > o, les modules «; ontune valeur
maximum 2. De plus, pour les valeurs de u de 1 a &, 'une des quantités 4A~b est
plus grande que les autres. Désignons-la par 4. Le nombre des termes dela somme
étant nk, le module de la somme Gy s% sera infévicur a nka.

Appelons maintenant oy, Sy, ..., 3, les modules des déterminants Ay, Ay. ..oy Al

le module de la somme

Al(;; ‘3/'-’1“. e A”G” %

O

sera mférieur a

nabis)-=2s-+ ... == c,).

Soit aussi & le module de I (7 =~ /) on aura pour le module Uy de 2% 2#

. ki . VALY, , ,
Mais = est le module de la fraction ——="—, et le degré en A du numéraleur
3 F(r++4)

est au plus égal au degré du dénominateur. On peut donc prendre £ assez grand
pour que, & partir de cette valeurde A et pour toutes les valeurs de & plus grandes,
le module de la fraction differe de sa limite /; d’une quantité ¢; aussi petite qu’on
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voudra, et que ce module s’approche constamment de sa limite quand & augmente
indéfiniment.

On aura alors pour cette valeur de &
Ye<nab(li—+lo+... 1+ ey egt.. .+ €p).

Soit L la plus grande valeur de la parenthése obtenue en prenant tous les ¢
positifs; on aura

Yr<nabL.

Cela posé, on peut prendre p assez petit pour que naL soit un nombre plus
petit que I'unité. En effet, on peut prendre o assez petit pour que a soit rendu

aussi petit que I'on voudra. On aura donc, pour cetle valeur de p, et pour toute
valeur plus petite,

¢
!‘/{<._'
Y 1”

p étant un nombre plus grand que l'unité.
Si ensuite on remplace & par k +1, k -2, ..., on ne pourra pas augmenter la

valeur de L et, par suite, celle de naL ou de % On aura donc

!
Y < % (K'=1,2,...;%).

1l résulte de la que les modules des termes des séries ¢ seront, & partir d’un
cerlain rang, moindres qu'un nombre déterminé pour toute valeur de = dont le
module sera au plus égal a p. Les séries o seront donc uniformément convergentes
a l'intérieur du cercle de rayon p ayant son centre a l'origine.

5. Nous ne retiendrons pour le moment que la conclusion suivante du théoréme
que nous venons de démontrer.

Si les coefficients a;; du systéme d’équations différentielles linéaires et homo-

génes
dy; .
(A) T =Ea,~_,-)',~; (L, 7=1,2y...,n)
j

sont des fonctions holomorphes dans un domaine du point & = a (c’est-a-dire
dans un cercle d’un rayon suffisamment petit ayant son centre au point # = a),
la variation conlinue du point 2 =a a un point quelconque z situé dans ce
domaine & une distance suffisamment pelite ¢ du point £ = @ détermine n fonc-

tions )4, ¥2, ..., ¥n holomorphes dans ce domaine 3, et pouvant prendre au
point z = a des valeurs 9, o3, ..., ¢) complétement arbitraires.
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Ces n fonctions )y, y, ..., y, forment ce que nous appellerons une solution
du systeme (A).

6. Ladéfinition d’une solution peut étre étendue au dela du domaine considéré.

En effet, dans le domaine ¢ du point x = «, faisons varier x depuis x =«
jusqu’a un point z = 4 situé dans ce domaine. Les n fonctions iy Yoy ooy Y
avant d’abord les valeurs i, 29, ... % arriveront au point b & des valeurs géné-
ralement diflérentes (29, ..., (s%). Déterminons un domaine du pointz = b, au
moyen d’un cercle d’un certain rayon ayant son centre en ce point, et de telle
manicre que les théorémes précédents soient applicables de nouveau; on fera
passer z du point x = b au point = ¢ situé dans le second domaine, mais non
nécessairement dans le premier. En ce point ¢ on répétera ce que l'on a fait pour
le point b, etc., et, par suite :

Siles fonctions a;; sont uniformes dans une partie du plan limitée par un
contour simple, ou méme dans tout le plan, et continues en tous les points de
cette région sauf en des points isolés, la variation continue de z, d’un point
xr=adaun point quelconque de la méme région, sur un chemin quelconque
situé dans la région et ne passant par aucun point singulier, déterminera
n fonctions yi, ¥as -« oy yu uniformes dans toute région du plan qui ne con-
tient aucun point singulier et continues en tous les points du chemin. Ces
Jonctions satisferont au systeme d'équations (A) et pourront prendre au
1

point x = a des valeurs oY, ..., <% arbitrairement choisies.

C’est & ensemble de 2 fonclions ainsi définies pour la région T que nous don-

nerons dorvénavant le nom de solution.

7. Onappelle systeme de solutions Vensemble de n solutions définies pourles
mémes variations de x. Les solutions d'un systéme ne différent donc que par les
valeurs initiales de leurs éléments.

Soit D le déterminant

Von oo Voan

Yin
des ¢léments d'un systeme de solutions rveprésentées par les 2 groupes de fone-
tions

Vije eeen Wy (J=1,2,..,n).

Nous divons que le systéme est fondamental si le déterminant D n’est pas iden-

tiquement nul.
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Les systémes fondamentaux étant d'une importance capitale dans nos théories,
nous démontrerons d’abord qu’il existe des systémes fondamentaux de solutions.
Nous savons déja qu’il en existe, quand on se borne & un domaine suffisamment
petit du point z = a dans lequel les coefficients a;; sont holomorphes (§ 3).

8. Démontrons d’abord le théoréme suivant :

Le déterminant D d’un systéme de solutions quelconques satisfait & la

relation
dlogD = (aj;+ @ +...~4 @py) dr.

On a
1 dD
dlogD =5 %dx.
Or
dy;
ien i ... de,i s Y
dD
N
i=1 d}’in

'J’ln s dz see }’Im‘

Mais on a en général

Vi it ay
dr ayit... in) n~
On a donc
ClJ’il
Y e Sh eee oy ‘
dx Ju e @anyute.od@Ginyeuro oo Ym
oo e cee IEEERES R e B I I IR IR AP . e oo =(ti,‘D.
aAyin Y <o+ QuYint...F+CinYan o Vun
Yin - wr Ynn

On a, par suite,

dD
Tr = (a1 + ayy+...+ ann)D,

d’ou

i=n

i dD
bz = 2

i=1

dlogD = <2au~> dx.

i

c’est-a-dire enfin

7

9. Silon intégrel'équation précédente, on pourra mettre le déterminant D sous

la forme
Yai\ de \
D — Ce‘f(i )

?

C étant une constante.
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De la des conséquences remarquables. Si I'on se donne des valeurs initiales
des n? fonctions y, telles que le déterminant D ne soit pas nul, la constante C ne
sera pas nulle, et le déterminant D restera diflérent de zéro tant que la variable
n'atteindra pas un point singulier du plan des x; or, nous avons écarté les points
singuliers dans la délinition des fonctions y. Donc, il existe une infinité de
svstemes fondamentaux de solutions.

10. Toute solution du systéme d’équations (A) peut s’obtenir par des com-

hinaisons linéaires et homogeénes a coefficients constants des éléments d’un sys-
téme fondamental de solutions.

in effet, soit un systéme quelconque de solutions

Vijs Vojr eees Voug (/=1,2,....n).
Posons

Y= i Coyinioo o= Cpviy (i=1.2,...,n),

Gy, Gy, ..., G, étant des conslantes arbilraires; il est facile de vérifier que les
tonctions Y constituent une solution du systeme (A).
Y
Toute solution du systeme (A) peut, réciproquement, se mettre sous la forme
v P Y p bl
précédente, pourvu que le systéeme de solutions d’ott 'on part soit fondamental.
in effet, soit

Yin+1y Yoan+ts ooy Van+i

une solation quelconque du systtme d’équations (A). Cherchons 4 déterminer
des fonctions Gy, Gy, ..., Gy, %, telles que Uon ait

Clu}/“'-i" Cg‘}'l’g—:*. o )\‘}',",14_1 =0 (L: 1,2, ..., 010).

On prendra % arbitrairement et 'on aura i résoudre un sysléme & n incon-
nues Gy, Gy, ..., C,. Ce systeme est du premier degré; le déterminant des coef-
ficients des inconnues est différent de zéro si le systéme de solutions y,; est fon-
damental.

l.es inconnues C;, C,, ..., C, seront donc des fonctions déterminées de .

'
A7

Je dis que les rapports 5~ se réduisent tous a des constantes. En effet, en déri-

vant les équation s précédentes, on a

dCy dC, i d e (/)‘i[ L dyin N ([_"i.lz+l
Xa ;{7 === Vin W = Yin+1 EE‘ -l ——}v P el P —

LS 4
dr dr

Eliminons ?%U au moyen des équations du systéme proposé.
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Nous aurons

& d}’il . ~ d,}’in__*_)\d)’i,n%—!

1 dr dx dx
=Ci(anynu—+...+amnyn)+ Co(an yia—+. st @inYn2)
R cessseanans . B T S

-+ Clz(ail}’lu—i—- oo ain,)'nn) -+ )\(ailyl.lt+1 i az‘n}'n,n+1)
= ail(CL}’H +..0= Cn,}’[n—F )\.}’1,n+1> ...

-+ az’rl(cl}’lzl““ ceea e Cn]’/zrz+ )\}’n,n+1) = 0.

Nous aurons donc en méme lemps les deux systémes d’équations

Ciyin—+...+ X Yinr1=0, (i=1,2,...,n)

e,

'il+--‘+('ll iyn+1 = 0. (i:l,z,...,n)
dr ? dz

Ces deux équations déterminent les mémes valeurs proportionnelles des in-
connues, en prenant pour inconnues d’une part Gy, Co, ..., Ca, A et, d’autre

part, dC,, dCs, ..., dC, et d}; il faut donc que l'on ait

dC, dC, dC, dh
— = =.,..= — = )
Cl Cz (/n \
ou encore
(5)-e
ou enfin
—f = const.

Si donc on prend X égal & — 1, on aura les relations
(9) }’i,n+1=Cl}’il+---+ Cn}’in (L= I, 2, ...,n),
linéaires, homogénes et a coefficients constants qu’il s’agissait d’obtenir.
) g q

11. La démonstration du théoréme précédent entraine les corollaires sui-

vants :

a. S¢ un systéme de solutions n’est pas fondamental, il existe entre ses
éléments des relations linéaires et homogénes a coefficients constants de la
Jorme

C1_}’[1+...+Cn}’in=0 (i:l,'z,...,n).

8. Lntre les éléments de (n—+-1) solutions du systéme (A) il existe toujours



16 L. SAUVAGE.

un systeme de relations linéaires et homogeénes a coefficients constants de la
forme

B 1’ - s .
Cipyin+...+Ch1Vine1=o0 (i=1,2,...,n=1).

12. Si lon substitue aux éléments d’un systéme fondamental de solutions
A’autres éléments déterminés par les relations linéaires & coefficients con-
stants

Yi=Cuya—+...-+ Cin)in (4,7 =1,2,...,n),
on obtient un nouveau systeme fondamental & condition que le déterminant
des constantes de la substitution soit différent de séro.

En effet, soient P le déterminant des fonctions Y, Q celui des fonctions y,
R celui des constantes, on a identiquement

P = QR.

Or Q et R sont, par hypothéese, différents de zéro et, par suite, P est différent
de zéro, et les fonctions Y forment un systéme fondamental.

13. Substituons & des éléments d’un systéme fondamental d’autres éléments
déterminés par les relations a coeflicients constants

Yre=Cnyn-+...+ Crg¥ig

pour toutes les valeurs de /o de 1 a n et pour toutes les valeurs de A de 1 a g.

Nous aurons le Tableau
Yll CECIEY '&Y,ll

;
Ylg . Yo,
Yig+t oo YVn,g+1

Fin ver Yan
Les éléments de ce Tableau forment encore un systéme fondamental de solu-

tions si le déterminant de constantes |cg,| de la substitution est différent de
zéro. En elfet, le déterminant des constantes peut s’écrire

Ciy e Cio o o0 ... O

Caq . e Cy

Cet .. Cgg O O ... O
Cgi1q o+ Cgirg 1 O ... O
Cnt L. Cpg O O ... 1

et la question est ramenée a la précédente.
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14. S¢ Uon connatt une solution du systtme d’équations (A), on peut ra-
mener Uintégration du systéeme a celle d’un autre systéme de méme forme
ayant une inconnue de moins.

Soient wy, s, ..., u, les éléments de la solution connue. 1l peut en exister
qui soient nuls. Admettons que les éléments ws,, w540, « .., U, soient identique-
ment nuls, sans qu’il en soit de méme pour les éléments w,, s, ..., u;.

Substituons aux fonctions yy, ¥2, . .., ¥s d’autres fonctions ¢, qa, ..., qs dé-
terminées par les relations

(10) YrR=Uunqp (h=1,2,...,9)
Les s premiéres équations du systéme (A) deviendront

dgp dup ) . )
up ar -+ qn dr = AUy gL+ .. Apsls Qs+ Ap 51V s+1+ oo App)n,

ou encore

() dgy, .t it a 1 duy, N . 1w,
—S = an — qq . _—— . e dps — (g
dr 1 w, q nh u, dr qhn h.s wn qs
I 1
+a — Vst1+. o aQpn — h=1,2,...,5).
Jys+1 uh}’\+1 hn wn Yn ( 32y . S)

Remplagons y, par ¢, 5, nous aurons un systéme en ¢y, ¢a, ..., ¢, de méme
forme que le systéme (A) et que nous écrirons

dg; i
(12) dz‘l:anql—e—..m‘—zmqu (I=1,2,...,n).

Cela posé, remarquons que le systéme (12) admet la solution

gr=1 (h=1,2,...,s),

Gs+h=0 (k=1,2,...,n—5).
Nous devrons donc avoir, entre les coefficients =, les relations

(13) A= gt A= 0 (i=1,2,...,n).

En tenant compte de ces conditions, nous pouvons écrire les équations (12)
sous la forme

dag;
(14) }%5211'2(92—91)"{“'““‘ ais((]s_qo”:“at‘xﬁ—iq.n—l"i‘w-+11'/1(];z (i=1,2, ceny 1)

Posons alors

(15) Ih=qgr— qy (h=2,3,...,s),

(16) Bs+h = Gs+k k=1,2,...,n—s),
Fac. de T. — VIII. 3
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ct retranchons la premicre équation des s — 1 suivantes. En conservant les i — «
dernitres équations (14), nous obtiendrons un systéme de la forme

(17) = =N = N3, (F=92,3.....0).

auquel il faudra joindre Iéquation

dq,

(18) Tz

=y Syt Ay, 3.

On a en outre les relations

1 duy, uy,

(19) Non=app— tipn=ap,- — —2 - L4, (o="2,3,... 5.
. (4 (4 (¥ l(/l fl]’ Ill Al
(20) Nstoysh = Lstleys+h = As v fo s+ ke (k=1,2,....0—s.
R uy, wy, .
(21} Ny = Upy, = Ay, T = gy - Ay, (W h=09,3...,5.
u, 7
) T 1
(22) Ny = apy— Ay = — jy— — (=851, ... 0
uy, 1y
(23) AJ-_F/I-“U‘: Ut fe, . = Ayt fey, (e=2,3,....8.
24) Nl = gidey = gy (vAs+k=s--1,....n.

Supposons que nous ayons obtenu une solution %, g, . . oy Cp du systéme (170
Nous pourrons tirer ¢, de I'équation (18) en effectuant une quadrature. Soit

’

ane intégrale de Péquation (18). Nous aurons

qdn= In+Q

<

g s+ = Lot hen
el nous en déduirons la solution

‘ yi=1uQ,
(26) Cyn=un(ln+ Q)
( Vst = Sk
du systeme (A).
Nous sommes donc ramenés a la résolution du systeme (17) de méme forme

que (A), mais ot le nombre des fonctions inconnues est diminué d'une unité.

13. Etant donné un systéme fondamental de solutions du systéme (15, lc
systeme de solutions correspondant des équations (A) est aussi fondo-

mental.
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En effet, soit A le déterminant des solutions

Eajy Eajy veey Eng (=20 1)

du systéme d’équations (17). Supposons A différent de zéro et, par suite, le sys-
teme des solutions considérées fondamental.

L’équation (18) donne, pour chaque solution Eajy - -y Enj des équations (17),
une fonction Q;, et I'on peut former un systéme de solutions des équations (A).
Les éléments de ce syst¢me forment le Tableau

uy, [77% ey Ug,. o, ..., O

11 Qy, s (E22+ Q) covy us(Be2+ Qo) Eovt,2y +-en Emg2s

uq Qn—l, u?(&?n"‘ Qu—i): ey us(&sn+ Qll—1)7 &H—l.n ey Enn-

Je dis que ce systéme est fondamental. En effet, s’il ne I’était pas, on pourrait
établir entre ses éléments des relations & coefficients constants de la forme

Ciyu+..+=Chyin=0 (t=1,2,...,1);
on aurait d’abord
Ciuy+ Cru Qy+...+ Cru1 Que1=o,

ou, puisque u, n’est pas nul,

C]—l— Cng—i—. o+ CItQIL~1 = 0.
On aurait ensuite

Crup—+ Coup(Bpa—+ Q) —+...+ Crup Grrn+Qa—1) = o,

ou, en tenant compte de la relation précédente, et en divisant par u; qui n’est
pas nul, on aurait

Cobpa—+...+ Cpbpn=o0 (h=2,3,...,s).
On aurait enfin

» , .
Cofsript.. o+ Crlsarn=0 (k=r1,2....,n-—5s).

Ces deux derniers groupes de relations ne peuvent exister que si le systéme
de solutions des équations (17) n’est pas fondamental, ce qui est contraire a I'hy-
pothése.

16. Nous avons maintenant l'indication d’'une marche a suivre pour former
un systéme fondamental de solutions des équations (A).

Soit une solution u,, w,, ..., w, du systéme (A). Formons un premier systéme
auxiliaire d’équations ne renfermant que n - 1 inconnues.
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Soit une solulion ¢y, ¢35, ..., ¢, de ce systéme. Au moyen de cetle solution,
passons a un deuxitme systéme auxiliaire d’équations ne renfermant que 7 — =
iconnues; au moyen d'une solution de ce nouveau systéme, passons de méme
a un systeme ne renfermant que 7 — 3 inconnues et conlinuons ainsi jusqu’a ce
(que nous arrivions & un dernier systeme réduit & une seule équation renfermant

une seule inconnue. Soit

Y g F

cette équation. Lille donnera, par une quadrature.
w = CeSFilx,

ot G est une constante arbitraire.

Cette valeur de o, n’étant pas identiquement nulle, forme a elle seule un svs-
ttme fondamental du dernier systéme auxiliaive. Elle fournira, aprés une inté-
gration, une nouvelle solution de I'avant-dernier syst¢me auxiliaire. On aura
alors deux solutions de ce systéme, et elles forment un systéme fondamental. Ce
systéme fondamental permettra ensuite de former, apres deux quadratures, deux
solutions nouvelles du systéme auxiliaire précédent. Avec la solution déja connue
on aura trois solutions de ce systéme d’équations et ces solutions formeront un
systéme fondamental. En remontant ainsi de proche en proche on obtiendra fina-
lement un systéme fondamental de solutions des équations (A).

Le nombre total des quadratures a effectuer dans la suite du calcul est

nin—u)
P9 o (n—1)= - -
2

17. 1l existe une relation simple entre les expressions des délerminants des sys-
temes fondamentaux dans les systémes d'équations (A) et (17). Soit D un déter-
minant relatif au systéme (A) et soit A un déterminant relatif au systéme (17).
En négligeant les facteurs constants, qui ne sont pas nuls, puisque D ¢t A doivent
étre différents de zéro, on a

YOSy de
D = C" <‘ ) .

./'(\_;A\,, dr

A=c¢
Or on a, d'apreés les équations (1) et (20),

1 duy uy, )
:\/,/1:((/”,%}'[7 27; — E(f (/1:'7,. .08,
v 1

A§tlys+h = Qsnlsvle (h=v.oooon—s.
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On en conclut
Aoy~ Agz+. o+ Ay = +...—aun
/ 17 b s (l du.z+ s dug
gy = iy =) — [ — S5 A .
K LTI Yo uy da s dr,)
Mais, d’aprés la relation (13), on a

175 U, 1 du,
Ayy — oAy - = A .
1 u, u, dr

On a donc

1 duy 1 dug
App+...+ A= (ap+...+a —(—~—+...+— =) .
22 nn ( 11 nn ) L1 d.I' 7 dr

On aura, par suite,
P (EA\Adr Sayg\de RSN rlu,
E [y _pisL
d’on
A= De~—10g(u,,u:,...,u‘.)’
ou enfin
D=Au,usy ..., u,.

18. Comme premiére conséquence, imaginons qu'on donne d’abord le déter-
minant D et qu’on dirige le calcul de maniére a obtenir le déterminant A. On
voit que D et A ne pourront s’annuler 'un sans l'autre, car le produit «,, ..., u,
ne s’annulerait que si A était infini, ¢’est-a-dire si la variable z passait par un
point singulier des coefficients A et, par suite, par un point singulier des coef-
ficients @. On peut donc dire qu’a un déterminant D d’un systéme fondamental
de solutions du systéme (A) on peut faire correspondre un déterminant A d’un
systéme fondamental de solutions du systéme (17), et cette propriété peut évi-
demment s’étendre aux systémes d’équations auxiliaires successifs.

19. Comme autre conséquence, on peut mettre le déterminant D sous la
forme d’un produit de facteurs.

En effet, soient A, Ay, ..., A,_, les déterminants des systémes fondamentaux
de solutions des équations auxiliaires successives. On a

D=Auwu,uy,...,u,

A=A410p, 09, ..., 0y,
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in multipliant membre @ inembre, on a
| I N 7 SR [ O CURNE LW

20, [étude d'une ¢quation linéaire et homogene dordree 1o de Ta forme

dry dimly dr—2 oy

b Ty w0
) dxt =/ drn—1t P2 dpn-z T Pr= dr ru)

se ramene a celle dun systéme d’équations linéaires et homogenes.
Posons, en effet,

(28) et =y (h=1,92,...,n0—1)

el
foxy) V=)

Nous obtiendrons e systeme d’équations lincaires et homogénes

(dyi . B L .
\71? = p1Yr1=PaYam oo Pad s
(30) A ,
dyy. 2
(7]);/ = Yp—y (h=9,3,....0).

Réciproquement, le systéme (30) se raméne & I'équation (27) par les substitu-

tions inverses.
21. Considérons I'équation

(31) Ay _

drn r

ot supposons les coefficients py, pa, « ... p, holomorphes dans le domaine de
Porigine. On peut, par une substitution un peu différente de la précédente, ra-
mener cetle équation particulicre & la forme (2) (8§ 3). Ce calcul étant impor-
rant d¢s maintenant, posons

Yy o=xlu,.
L = 2y,
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Nous aurons d’abord

du
fha _ P Up+.. .+ Ln Uy,
de = = x

et ensuite nous obtiendrons les deux équations

%k
?Z_.{ — gpn—k-1 Uy~ ks
X
(_ifﬂ_y = pn—4%-2y4 %
dxk+1 n—k=1,
d’olt nous urerons
Up—1 Ay
n—Fk—1)an—k-1 22 pn—hk—-1 7%
( ' ) + dx dx

ou encore

dup_p  Up—p1 (R —k—1)u,_s

dzx x z

e+1
uk+|:xn—k—l l_"Lb,

23

Nous aurons donc le systéme d’équations linéaires et homogeénes de la forme ()

duy
e =prUy—+...+ Puplip,
z‘duz w u
it = -—_ 2
dx ! b
(33) d———uS u 21
X = Uy— 3
dz ’
........... ety
du,
| X = =Upq— (R — 1) Uy
L d.’l‘ n ( )

22. 1l est utile, pour la suite, de former 'équation F(r)=o de la forme (7)

(§ 3), en supposant que 1'on ait
p=p'+par+pPri4.. ..

Cette équation a la forme

0 . 0

pi—r  p3 ri Ph

I —1—7 o 0

(34) o I —2—r 0
o o o e —(n—1)—r

On remarquera que les mineurs du premier ordre du déterminant que l'on

vient d’écrire ne peuvent avoir d’autre plus grand commun diviseur que I'unité.
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lin effer, le minear

1 — 11— 7 )

3] I —_— 22—/
R A RER . e
\
PO 3 B}
| (8] O O

est égal a Uunité.

SAUVAGE.

— (=) =7

Nous verrons plus tard les conséquences importantes de ce fait (Chap. IV).

23. Revenons i I'équation générale

dn—1y

dant

(97) dry _

daen

||u’nn peul ramener au systéme

dyy
k dr T
c30) .
dy
' dr Yk
par les substitutions
, n -A),
(28) T
(29) Y = Va-

e Py s

o )

(h=2,3,....0n).

(A=1,2, ...,n—1),

Le déterminant d'un systeme de solutions dusystéme d’équations (30) peul se

mellre sous la forme

o dn
I

l')" dr’

ce ey

]): Pe s ey e

e vey

Sl est dillérent de zéro, les n fonctions yy, ¥a, « .+, ) sont lindairement in-

dépendantes; car, s'il existait entre elles une relation linéaire et homogene i coef-

ficients constants de la forme

Ciyr+ Coya+.. = Upyn =0,

Ja méme relation existerait entre les dérivées successives, ¢’est-a-dire entre les



