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COMPOSITION DES FORMES QUADRATIQUES QUATERNAIRES 

ET SES APPLICATIONS AUX GROUPES FUCHSIENS,

PAR M. X. STOUFF,
Maître de Conférences à la Faculté des Sciences de Montpellier.

I.

Soit la forme quadratique quaternaire

avec les relations

je considère les équations

nous dirons que le système x, , , u, f résulte de la composition du sys-

(1 ) Cette forme quadratique a été obtenue en remplaçant dans la forme (16) (voir plus
loin) les coefficients numériques par des lettres et en attribuant à ces lettres les propriétés
évidentes de ces coefficients.

Comparer deux Notes de NI. Bianchi : S’opra una classe digruppi fuchsiani reducibili
a gruppi modulari et Sui gruppi di sostituzioni lineari e sulle fornte quadratiche di
Dirichlet e di Hermite (Rendiconti della Accademia dei Lincei, ) I890, I89I), et le Mé-
moire fondamental de NI. Picard : Annales de l’École Normale, 3° série, t. 1.



tème X, Y, Z, U avec le système x, y, z, u, et nous écrirons

Désignons par

les coefficients de X, Y, Z, U dans les équations (3). On peut se proposer
d’ordonner les équations (3) par rapport à x, y, z, u, et l’on arrive au ré-
sultat suivant :

Ici chacun des coefficients A n’est autre que le coefficient désigné précé-
demment par la lettre minuscule correspondante où l’on a remplacé x, y,
~, u respectivement par X, Y, Z, U.
On peut aussi se proposer de résoudre les équations (3) par rapport à X,

’Y, Z, U. Pour les résoudre par rapport à X, par exemple, je les ajoute
après les avoir multipliées respectivement par - ~2~, ~, 2 ~ ~~ 3 ~ ~~ ~ et, en
opérant d’une manière analogue pour trouver les valeurs de Y, Z, U, il
vient

On vérifie aisément que

Nous dirons que les deux systèmes

sont inverses l’un de l’autre.



Je forme encore les combinaisons suivantes :

En multipliant par - Ut, - x, respectivement les deux membres
de ces équations, puis en les ajoutant membre à membre, il vient

Les formules ( 3) permettent donc de composer avec elle-même la forme
quaternaire ~.

Nous appellerons le système

transformé du système X, Y, Z, U par le système x, y, ,~, u. X’, Y’, Z’, U’
sont des fonctions linéaires homogènes de X, Y, Z, U.

Les coefficients p. ont les valeurs suivantes :



On vérifie aisément les relations

il en résulte

II. -

Nous appellerons système unité un système x, y, z, u tel que les valeurs
de x, Yi’ , , u, i fournies par les équations (3) soient proportionnelles à
celles de X, Y, Z, U, quels que soient X, Y, Z, U. Pour cela, il faut, entre
autres conditions, que l’on ait

et en ajoutant membres à membres la première et la seconde de ces équa-
tions, puis la troisième et la quatrième, on trouve que y et z doivent être
nuls. On voit ensuite facilement que z doit être égal à u.
Un système est nommé périodique quand une de ses puissances sera le

système unité. En effet, les puissances successives d’un pareil système re-
produisent périodiquement les mêmes systèmes. Dire qu’un système est
périodique, cela revient à dire que les équations (3) représentent une sub-
stitution linéaire périodique des variables X, Y, Z, U aux variables ~~ ,
.~o Ui.

On sait que l’étude de la périodicité d’une substitution linéaire d’un
nombre quelconque de variables a lieu au moyen de l’équation détermi-
nante qui est ici



En développant ce déterminant, il vient

ainsi le premier membre de l’équation déterminante est carré parfait. Pour

qu’un système soit périodique, il faudra que les rapports des racines de

l’équation précédente pour ce système soient des racines de l’unité. Ainsi,
un système ne peut présenter que les périodes 2, 3, , 6, lorsque les coeffi-
cients de la forme (1) sont rationnels. _

III.

Voici une application. Je considère le groupe défini dans un travail

antérieur (’ ), dont une substitution quelconque est de la forme

où le déterminant des coefficients est égal à l’unité. De plus, la substitu-
tion Sy est telle que la substitution, obtenue en changeant dans en j2,

et la transformée de S. par 03A3 = (z, 6z+3 -7z-3) soient identiques.
En utilisant les formules données dans le travail en question et en expri-

mant que le déterminant des coefficients de Sj est égal à l’unité, on trouve,
pour une substitution Impaire,

on ne peut vérifier cette équation par des valeurs entières de ~,, 1’i’ ~,;

( 1 ) Sur certains groupes fuchsiens formés avec les racines d’équations binômes (An .
nales de la Faculté de Toulouse, l8gl).



donc le groupe G, 3 ne contient pas de substitutions impaines. Pour une
substitution paire, on trouve, au contraire, la condition

qui, en ordonnant autrement les termes et en remplaçant 3 ~~ par ~" de-
vient

Le premier membre de cette dernière équation est précisément de la
forme de la u ) avec la relation D + 2 A = 1 .

Désignons par S et S deux substitutions quelconques de G i 3’ les nombres
Ai, B~, T,, 4, f relatifs au produit SS sont donnés par les formules sui-
vantes :

Si l’on fait la substitution

ces équations prennent la forme (3).
La recherche de solutions de l’équation (i5) en nombres entiers paraît

d’abord assez difficile. On en forme aisément par la méthode suivante.
Donnons-nous l’invariant 1 de la substitution, qui est égal à ce, + ~,. Po-
sons



En résolvant l’équation (I5) par rapport à a, , après y avoir remplacé 03B41
par 1 - Clt, on trouve

Dans le cas où 1 est pair, on peut simplifier un peu cette formule. En po-
sant 1 = 2 1’, il vient

La forme 7 P2 + P~ - 1 2 ~2 ~ qui paraîl jouer un rôle fondamental dans la
théorie du groupe, a pour déterminant 337. Cette circonstance suffit à

indiquer la nature très complexe du groupe 
Pour que les formules (18) et (19) fournissent pour ce, des valeurs accep-

tables, il faut que les valeurs numériques des quantités placées sous les
radicaux soient carrés parfaits. Par suite, le groupe n’admet aucune substi-
tution dont l’invariant soit divisible par 3. En effet, si 1 était congru à zéro,
mod 3, la quantité placée sous le radical dans la formule ( 18 ) serait con-
grue à 2014 i, mod 3, et non reste quadratique de 3. Distinguons maintenant
deux cas :

1 est impair; 337 (I2 - 4) doit être reste quadratique par rapport au
module 156.

l’ doit être congru à o, ± r, ± 9, + 11, mod 26, sous réserve de n’être
pas divisible par 3.

l’est pair. 337 (I’2 - I) doit être reste quadratique mod 3g. I’ doit être
congru à o, + 1 , + 2 , ± ~~ modI3, sous la même réserve.
La valeur de 1 ou de l’une fois choisie, on aura à résoudre en nombres

entiers l’une des deux équations

par rapport à u et à v. Il faudra ensuite chercher à représenter le nombre u
par la forme 7P2 + pu - I 2 ~2.
Quand dans les équations (18) ou (19) on a trouvé des valeurs de p, d, 1

ou I’ qui rendent les quantités placées sous les radicaux des carrés parfaits,
ces mêmes valeurs rendent toujours entière l’une des deux valeurs de ce, ,
et, par conséquent, fournissent une substitution du groupe de G i 3. En effet,



le produit des deux valeurs de al est 84I2+I 337; donc l’un des deux numéra-
teurs dans (18) doit être divisible par 337, qui est premier; que 1 soit pair
ou impair, les deux numérateurs sont toujours pairs. Donc une des deux
valeurs fournies par la formule (18) est non seulement rationnelle, mais
entière.

Ce procédé, ’en décomposant la difficulté, rend le problème praticable et
permet de rechercher méthodiquement les plus simples substitutions du
groupe. Remarquons que, une substitution une fois obtenue, on peut en dé-
duire immédiatement cinq autres en la transformant par les puissances de
la substitution~ ’ Voici les résultats ( ). Les quatre nombres inscrits dans
chaque parenthèse indiquent les valeurs des coefficients ~, j,. , Zi .

(1 ) Les substitutions placées sur la même ligne horizontale sont dans l’ordre où elles sont
écrites, les transformées de la première de cette ligne par les puissances successives de E.



On trouve les relations

Le groupe G i 3 est contenu dans six autres groupes. En effet, considé-
rons les solutions en nombres entiers de l’équation (16 ), pour lesquelles ~, 1
n’est pas divisible par 3. ~3~ est alors fractionnaire. Rien n’empêche cepen-
dant de construire avec ces nombres une substitution S~ (’ ). On trouve que
Y e ~ ’Y 6 sont fractionnaires.

~ 1 ) D’après les formules de la page 9 du Mémoire déjà cité.



Les formules de composition (1 7 ) montrent d’ailleurs aisément que les
coefficients Ai, Bi, r,, A, obtenus en composant deux de ces systèmes sont
entiers. Donc l’ensemble des solutions en nombres entiers de l’équation (16)
définit un groupe de substitutions S j que nous appellerons et qui con-
tient G, 3. En transformant ce groupe par la substitution ~’ et par ses puis-
sances, on obtient cinq autres groupes distincts entre eux et du premier G’;:l’
G" 

On peut former les substitutions de par un procédé analogue à celui
qui a servi à former les substitutions de Posons dans la relation (16)

et résolvons par rapport à el t, il vient

Lorsque 1 est pair, posons encore 1 = 2 1’ ; la formule devient alors

Tout revient à obtenir des valeurs de I, l’, p, cr rendant les radicaux (20)
ou (21) rationnels. On trouve que les seules valeurs de 1 qui puissent con-
venir à des substitutions du groupe sont celles congrues à o, 1 , 2, 4, 9, Il,

12, mod 13.

On pourrait obtenir, pour le calcul des substitutions du groupe, des for-
mules plus curieuses, mais moins commodes que les formules ( 20 ) et (21).
Posons , dans la relation ( 1 6 ) ,

on aura

où figure laforme qui entrait déjà dans l’équation (18), mais avec un signe
contraire. D’ailleurs cette forme 7 p2 + 03C103C3 - I203C32 et son égale et de signe
contraire 2014703C12 - po- + I203C32 sont de la même classe, comme on le rcconnait



en développant leurs racines en fractions continues. On pourrait donc ob-
tenir une formule analogue à la formule (18) et où la fornl e 7 p2 + pu - i2cr
serait affectée du signe +, mais les coefficients de cette formule sont extrê-
mement compliqués.

Voici les valeurs de ce. , ~3’~ , pour quelques substitutions du

groupe G~ 3 : .

Citons encore un exemple de la forme ~(x, y, ~, u). Il s’obtient en

adoptant pour j une racine primitive de l’unité et en considérant. le
groupe des substitutions S :

ou les coefficients sont des nombres complexes de la forme

et où le changement de j en j2 dans S réalise la transformation de S par la

substitution de période 4 (z, -2 z+2). On trouve que les 03B2h doivent être

pairs. Soit 03B2h = 203B2’h.
Le déterminant d’une substitution paire est

En remplaçant : par ’-~ ? on trouve précisément une forme ~~
Le déterminant d’une substitution impaire est

il n’existe donc, comme dans le cas du nombre i 3, pas de substitution im-
paire à d.éterminant l (’).

(1) Comparer le travail de M. Fricke : : Ueber eine besondere Classe discontinuirlicher
Grüppen reeller linearer Substitutionen (Mathematische Annalen, 1891), où l’isomor-



’ 

IV.

Nous allons maintenant rechercher si, à chaque système ~ ~ ~ u, on
peut faire correspondre une substitution d’un groupe > par
les formules yz +

où les 7] sont seize nombres fixes; de telle sorte qu’au système x,, lit,
composé de x, y, z, u et de X, Y, Z, U, corresponde la substitution

nous aurons ainsi les équations

qui, si l’on y remplace x, Yf, u, par leurs valeurs (A) doivent se réduirc
à des identités. On obtient ainsi soixante-quatre relations entre les Y). Elles
se partagent en quatre groupes. J’écris seulement les équations du pre-
mier groupe :

phisme de certains groupes avec eux-mêmes est réalisé par une substitution de période 4.
Ce travail porte la date dll 7 janvier 1891 et, par conséquent, est un peu antérieur au tra-
vail de l’auteur Sur certains groupes fuchsiens formés avec les racines d’équat-ions bi-
nômes (A nnales de Touloicse ).



En éliminant Yl31’ Yl34 entre les quatre premières et les quatre
dernières équations, il vient

et, en ajoutant termes à termes les deux rapports extrêmes

l’hypothèse ~21 est inadmissible, car elle conduirait à poser tous les ~" 

ni; r,~*

proportionnels : donc

ces équations deviennent alors des identités. On trouve facilement

En éliminant ~ ~, , Yl3 entre les quatre premières équations et les
quatre suivantes, il vient

L’égalité du second et du troisième rapport fournit une relation entre vj,,,
~r~, 3, rendons cette relation homogène à l’aide de l’égalité



il vient, après simplifications,

On pourra prendre pour ~, , , r~, 2, ~, ~ ~ ,, quatre nombres quelconques
vérifiant cette équation et l ’équation

les autres nombres 11 sont alors déterminés 1 ’ ).

Plus généralement, soit un système de quatre nombres x" xz, x3, x~, ;
nous conviendrons, pour abréger, de représenter ce système par (x)., On
dira que le système (X) résulte de la composition du système (x) avec le
système (X’), si l’on a (2)

et l’on écrira

On peut se proposer de chercher les conditions que doivent remplir les
coefficients ajà pour que la composition des systèmes suive le principe
associatf, c’est-à-dire que l’on ait

Désignons par (X’) le produit symbolique (x’) (X"). On aura

(1 ) La marche suivie ici est la même que celle adoptée par Bianchi dans son travail : :
certi gruppi fuchsiani neducibili à gruppi modulari (Rendiconti della Accade-

mia dei Lincei, l8go). La forme 03A6 présente beaucoup d’analogie avec la forme quadratique
à indéterminées conjuguées de M. Picard, qui sert de point de départ à M. Bianchi.

(2) Comparer les travaux de Kronecker : : Ueber Composition von Systemen dans les
dernières années des Sitzungsberichte der Berliner Akademie.



ut, en portant dans ( 22) les valeurs de X;~ fournies par les équations ( 25 )

Soit (x") le produit symbolique (x) (~ ) ; on a

D’ailleurs on doit avoir

et, par suite,

et, en éliminant les entre les équations ( 2 ~ ) et ( 28 ), on obtient

On doit donc avoir, pour tous les systèmes de valeurs dey, fi , k, ï,

Ces équations sont au nombre de deux cent cinquante-six, mais elles ne son! 1
évidemment pas toutes distinctes, car, d’après ce qui précède, nous en possé-
dons des solutions contenant des constantes arbitraires. Sans les discuter

complètement, on peut en déduire quelques conséquences intéressantes.
Si dans l’équation (30) on donne â j. k, 1 la même valeur, il vient

Dans ( 3 1 ) donnons à 1 les valeurs I, 2, 3, ~~. Nous obtenons quatre équa-
tions dans lesquelles les coefficients de aj j j sont nuls, ces équations étant



homogènes par rapport aux il faut, ou bien que l’on ait

ou bien que tous les déterminants de la matrice

oii j est fixe, où éprend les valeurs 1 , 2, 3, 4 et A les mêmes valeurs, moins
la valeur j, soient nuls. Cette dernière hypothèse paraît la plus importante,
car elle se présente dans les formules (3).
On obtient encore aisément les relations

chacune de ces équations ne contient que neuf termes, parce que les n1ulri-
plicateurs de ahjk, ahlj, ahkl sont nuls respectivement pour Iz = l, k, j.

Cherchons la condition pour qu’il existe un système c’est-à-dire

pour que les nombres du système (xç) soient proportionnels à ceux du
système (x), quel que soit (x). On devra avoir

S désignant un certain nombre, le même pour les quatre valeurs i x= 1 , 2,

3, 4. Les conditions d’existence des nombres et S s’expriment par]a nul-
lité d’un certain nombre de déterminants qui s’écrivent sans difficulté.

Quelles sont les conditions pour qu’à chaque système correspondent les
substitutions d’un groupe de substitutions linéaires, de telle sorte qu’au
système formé en composant (x) avec (X’) corresponde la substitution ob-
tenue en multipliant la substitution correspondant au premier système par
la substitution correspondant au second. C’est une généralisation du pro-
blème du § IV? En définissant les nombres comme dans ce paragraphe,



on doit avoir

Si la correspondance a lieu, il existe évidemment un système unité, ct,
comme à ce système doit correspondre la substitution unité, on a

Parmi les équations (35), je considère celles qui sont relatives à j = l,
Il 1 = 1 , 2, 3, q, 1 et j e les aj oute après les avoir multipliées par ~, , ~?, ~~, ~ ,, . Il

vient

On voit facilement que l’hypothèse 7i , j = o ne convient pas. Il faut donc

que T et S soient égaux.
En éliminant les ,~ 3h entre les équations ( 35 ), on obtient les relations

Toutes ces relations doivent se réduire à une seule, en tenant compte de
la relation T = S. En effet, il doit exister, si la correspondance est possible,
une infinité double de nombres 7] qui réalisent cette correspondance. Enfin
la relation (40) doit s’abaisser au second degré, car si l’on considère deux

Fac. de T. - vi. G. 3



systèmes inverses l’un de l’autre, en exprimant que le produit des deux
substitutions correspondantes est égal à i, on obtient une relation du second
degré entre les qui n’est évidemment pas identique (’ ~.

NOTE RELATIVE A CERTAINES SUBSTITU’I’IONS COMPLEXES.

Dans un travail antérieur, j’ai mentionné, mais sans donner de méthode

générale pour les former, des substitutions complexes formées avec une
racine pième de l’unité, telles que 

~

On peut employer les procédés suivants, que je me bornerai à expliquer
sur des exemples. Soit ~ == 7 . Les racines primitives troisièmes de l’unité
vérifient l’équation ,

considérons la substitution de z définie par la relation

dans chacune des deux fractions, y le dénominateur ne diffère du numé-

rateur que par le changement de oo en w2. La forme (3) montre évidem-
ment que cette substitution jouit de la propriété (1); mais elle ne contient
pas 03. En effet, par un calcul facile, on trouve

c’est une substitution complexe qui jouit de la propriété demandée.
Considérons une substitution de la forme

( 1 ) ) Voir le Mémoire déjà cité de M. Picard.



G.I9

En posant

nous pourrons remplacer la substitution précédente par une substitution à
deux variables

Soient

La substitution complexe (4) est remplacée par la substitution à six va-
riables

1] suffit d’exprimer que celle-ci est de période 6, ce qui aura lieu d’après
une théorie connue.


