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AUTOUR DE LA GÉOMÉTRIE DU BIDISQUE

Virginie Charette & Kevin Thouin

Cet article est dédié à la mémoire de Todd A. Drumm.

1. Introduction

Le bidisque est une variété de dimension quatre proposant une géométrie
riche et fascinante. On y retrouve une certaine saveur provenant du plan
hyperbolique, à partir duquel il est construit. On sait donc que le bidisque
admet des actions propres de groupes qui sont des produits de groupes
fuchsiens, par exemple. Il serait intéressant de pouvoir mieux comprendre
l’action de groupes plus généraux.
De plus, le bidisque est de rang deux [5, 6, 7], ce qui rajoute un niveau de

difficulté. Pourtant, on y retrouve des éléments nous rappelant la géométrie
hyperbolique complexe, en particulier lorsque’il s’agit d’y définir une notion
de bisecteur [1, 9, 11].
Cet article présente quelques résultats dont on retrouvera les détails

dans [3, 4]. Le lecteur intéressé est invité à consulter quelques ressources
préliminaires, en géométrie hyperbolique [10, 12] et en géométrie hyperbo-
lique complexe [8].

2. Préliminaires

Dans cette section, nous introduisons le bidisque et décrivons son groupe
d’isométries.

Crédits : Les auteurs ont bénéficié de l’appui financier du Conseil de recherche en sciences
naturelles et en génie (CRSNG, Canada).
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Dénotons par H le plan hyperbolique. Le bidisque est alors H×H, muni
de la topologie produit.
Soient π1 et π2 les projections sur les première et deuxième composantes.

Munissons le bidisque de la métrique L2 :

ρ(x,y) =
√

d2
H (π1(x), π1(y)) + d2

H (π2(x), π2(y))

où dH est la métrique hyperbolique.

Définition 2.1. — Soit z ∈ H. Le sous-espace H × {z} s’appelle un
plan horizontal et {z} ×H, un plan vertical.

Le bidisque muni de la métrique L2 étant une variété riemannienne, on
peut y définir la courbure sectionnelle sur une surface. Celle-ci est comprise
entre −1 et 0, et vaut −1 seulement sur un plan horizontal ou vertical. De
ce fait, le bidisque est une variété de Hadamard.
Soit Γ = Isom(H)×Isom(H). Il est clair que Γ ⊂ Isom(H×H). Dénotons

par ι l’involution échangeant les composantes du bidisque :

ι(x) = (π2(x), π1(y)) .

L’involution ι est aussi une isométrie du bidisque.

Proposition 2.2. — Le groupe des isométries du bidisque est

Isom(H×H) = Γ o 〈ι〉.

Démonstration. — Soit γ une isométrie du bidisque. Soit P un plan ho-
rizontal. Alors γ(P ) doit avoir une courbure sectionnelle de −1 et, ainsi,
être soit un plan horizontal, soit un plan vertical.
Supposons, sans perte de généralité, maintenant, que γ envoie des plans

horizontaux sur des plans horizontaux. Pour (x, y) ∈ H × H, écrivons
γ(x, y) = (x′, y′). Soient x1, x2 et y ∈ H. Comme (x1, y) et (x2, y) font
partie du même plan horizontal, leurs images aussi. Ainsi, dH(x1, x2) =
dH(x′1, x′2). Ainsi, la projection de γ sur la première coordonnée est une
isométrie de H. En faisant, le même argument avec des plans verticaux, on
a que la projection de γ sur la seconde coordonnées est une isométrie de
H et, ainsi, γ ∈ Γ. �

3. Bisecteurs

Dans cette section, nous introduisons les bisecteurs et nous montrons
qu’ils admettent un feuilletage naturel. Nous parlerons aussi des bisecteurs
avec une métrique différente sur le bidisque.
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Figure 3.1. Quelques hyperboles carrées

Définition 3.1. — Soient x et y ∈ H×H. L’hypersurface équidistante
entre x et y est

E(x,y) = {z ∈ H ×H | ρ(x, z) = ρ(y, z)} .

Si x = (x1, x2), y = (y1, y2) et z = (z1, z2), l’équation des hypersurfaces
équidistantes peut être réécrite sous la forme suivante :

d2
H(x1, z1)− d2

H(y1, z1) = d2
H(y2, z2)− d2

H(x2, z2).

Nous pouvons ainsi définir la surface suivante sur le plan hyperbolique, ce
qui nous permettra de donner un feuiletage des hypersurfaces équidistantes.

Définition 3.2. — Soient x, y ∈ H et k ∈ R tels que x 6= y. Nous
définissons l’hyperbole carrée SHk(x, y) comme le lieu des points z ∈ H
tels que

d2
H(x, z)− d2

H(y, z) = k.

Quelques hyperboles carrées sont illustrées à la Figure 3.1.
On peut facilement voir que SHk(x, y) = SH−k(y, x) et que SH0(x, y) est

la droite équidistante entre x et y.

Proposition 3.3. — Soient x = (x1, x2) et y = (y1, y2) ∈ H × H tels
que x1 6= y1 et x2 6= y2. Alors,

E(x,y) =
⋃

k∈R
SHk(x1, y1)× SHk(y2, x2)

VOLUME 35 (2017-2019)
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La feuille SH0(x1, y1) × SH0(y2, x2) est appelée la colonne de E(x,y).
Étant donné que SH0(x, y) correspond à la géodésique équidistante à x et
y, la colonne de E(x,y) est uniquement déterminée par x et y. Cependant,
la colonne ne détermine pas uniquement E(x,y).
Lorsque les conditions de la Proposition 3.3 ne sont pas rencontrées, c’est-

à-dire lorsque x et y partagent une coordonnée en commun, le bisecteur
devient très simple. Il s’agit en effet du produit d’un plan hyperbolique et
d’une droite hyperbolique.

Proposition 3.4. — Soient x = ai, y = bi et k > 0. L’hyperbole carrée
SHk(x, y) admet la paramétrisation suivante :

t 7→ ±
√
r2

1(t)− (y(t)− c1(t))2 + y(t)i

où

c1(t) = a cosh
(√

k cosh(t)
)

c2(t) = b cosh
(√

k sinh(t)
)

r1(t) = a sinh
(√

k cosh(t)
)

y(t) = b2 − a2

2 (c2(t)− c1(t))
ayant pour domaine :

t > ln
(

1√
k

∣∣∣ln a
b

∣∣∣) = ln
(

1√
k

dH(x, y)
)

Démonstration. — Soient t > 0, et C1(t) et C2(t) deux cercles hyperbo-
liques centrés en x et y, de rayon

√
k cosh(t) et

√
k sinh(t). Les points recher-

chés sont les points d’intersection de ces deux cercles hyperboliques. �

Nous pouvons nous servir de cette paramétrisation pour montrer que les
points à l’infini de l’hyperbole carrée SHk(x, y) sont les mêmes que ceux de
la droite équidistante entre x et y. (Voir [4].)

3.1. Métrique L1

La métrique L1 sur le bidisque est également intéressante :

ρ1(x,y) = dH (π1(x), π1(y)) + dH (π2(x), π2(y)) .

Nous obtenons alors un feuilletage similaire sur les surfaces équidistantes,
mais au lieu d’hyperboles carrées, nous obtenons les courbes suivantes
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dans H. Pour k fixé, considérons le lieu des points satisfaisant l’équation
suivante :

dH(x, z)− dH(y, z) = k

Nous pouvons paramétriser cette courbe comme suit :

t 7→ ±
√
r2

1(t)− (y(t)− c1(t))2 + y(t)i

où

c1(t) = a cosh
(
t+ k

2

)
c2(t) = b cosh

(
t− k

2

)
r1(t) = a sinh

(
t+ k

2

)
y(t) = b2 − a2

2 (c2(t)− c1(t))

et t ∈ [ dH(x,y)
2 ,∞). Voir Figure 3.2. Notons que k prend seulement des

valeurs entre −dH(x, z) et dH(x, z).

Figure 3.2. L’analogue des hyperboles carrées dans la métrique L1.
La géodésique passant par les points z, w (dénotés par des points noirs
sur la figure) est en magenta. La géodésique équidistante entre z et w
est en vert.

Aussi, contrairement à la métrique L2, les points à l’infini des courbes
sont toutes distinctes. Une étude plus approfondie de la métrique L1 se
retrouve dans [2].

VOLUME 35 (2017-2019)
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4. Unicité des bisecteurs

Cette section donne un aperçu de la preuve que les bisecteurs sont uni-
quement déterminés par leurs points générateurs dans le cas général. Ainsi,
le bidisque est différent de plusieurs autres espaces familiers commes les es-
paces euclidiens, les espaces hyperboliques, etc. Dans le cas non-général, il
n’y a pas d’unicité, car il est facile de voir que c’est équivalent à trouver
des bisecteurs dans H où les bisecteurs ne sont pas uniquement déterminés.

Nous aurons besoin de la définition suivante pour la prochaine Proposi-
tion 4.2.

Définition 4.1. — Soient x, y ∈ H. On définit la fonction de niveau
pour x et y de la manière suivante :

Lx,y(z) = d2
H(x, z)− d2

H(y, z).

Proposition 4.2. — Soient x, y, u et v ∈ H × H tels que E(x,y)
= E(u,v) est générique. Alors pour tous k ∈ R, il existe m ∈ R tel que

SHk(x1, y1)× SHk(y2, x2) = SHm(u1, v1)× SHm(v2, u2).

Démonstration. — Soit q ∈ E(x,y) = E(x,y). Il existe alors k et m ∈ R
tels que :

q ∈ SHk (π1(x), π1(y))× SHk (π2(y), π2(x))
q ∈ SHm (π1(u), π1(v))× SHm (π2(v), π2(u))

Observons que pour tout p ∈ SHk(π2(y), π2(x)) :

(π1(q), p) ∈ E(x,y).

Ainsi, puisque les bisecteurs sont égaux :

(π1(q), p) ∈ E(u,v).

Il faut alors nécesairement que Lv,u(p) = m. On a alors que :

{π1(q)} × SHk (π2(y), π2(x)) ⊂ {π1(q)} × SHm (π2(v), π2(u)) .

Par le même argument, avec des points q de SHm(π2(v), π2(u)), on a l’éga-
lité. Finalement, En utilisant le même argument, avec le premier facteur,
on obtient :

SHk(x1, y1)× SHk(y2, x2) = SHm(u1, v1)× SHm(v2, u2). �

Ceci entraîne le résultat suivant, dont la preuve se retrouve dans [3].

Théorème 4.3. — Soient x, y, u et v ∈ H ×H tels que

{x,y} = {u,v}.

SÉMINAIRE DE THÉORIE SPECTRALE ET GÉOMÉTRIE (GRENOBLE)
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5. Domaine de Dirichlet

Dans cette section, nous introduisons les domaines de Dirichlet pour le
bidisque et nous explorons le cas d’un sous-groupe généré par une paire de
transformations hyperboliques. Nous exhibons un cas où un groupe cyclique
admet un domaine fondamental borné par exactement deux faces. (Voir [4]
pour les détails.)

Définition 5.1. — Soit G un groupe discret avec un nombre fini de
générateurs agissant sur un espace riemannien X muni d’une métrique d.
Un domaine de Dirichlet pour G avec p ∈ X comme point de base est :

∆G(p) = {q ∈ X |d(p, q) 6 d(p, g(q)) avec g ∈ G} .

Un domaine de Dirichlet est l’intersection de demi-espaces et est donc
borné par des hypersurfaces équidistantes. Un domaine de Dirichlet est un
domaine fondamental pour l’action de G sur X.

Théorème 5.2. — Soient γ = (g1, g2) ∈ Γ tel que g1 et g2 soient hy-
perboliques et z ∈ H×H sur le produit des droites invariantes de g1 et g2.
On a alors que E(z, γ(z)) ∩ E(z, γ−1(z)) = ∅.

Démonstration. — Soit x ∈ E(x, γ(x)) ∩ E(x, γ−1(x)). Alors la droite
passant par γ−1(z), z et γ(z) intersecte une sphère passant par x en trois
points. Il suffit de prendre ρ(x, z) comme rayon. Toutefois, puisque le bi-
disque est une variété de Hadamard, les sphères sont strictement convexes
et il est, alors, impossible qu’une droite intersecte une sphère en trois
points. �

Corollaire 5.3. — Soient γ = (g1, g2) ∈ Γ tel que g1 et g2 soient
hyperboliques, z ∈ H ×H et G = 〈γ〉. Alors, ∆G(z) a deux faces.

Démonstration. — Il suit du théorème précédent que

E
(
z, γi(z)

)
∩ E

(
z, γj(z)

)
= ∅

pour tout i 6= j. Il suffit de conjuguer par γi+j et de considérer γi−j . �
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