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Séminaire de théorie spectrale et géométrie
Grenoble
Volume 31 (2012-2014) 137-161

DYNAMIQUE DE L’ACTION DU GROUPE
MODULAIRE ET TRIPLETS DE MARKOV

Frédéric Palesi

Résumé. — Soit S une surface compacte avec χ(S) 6 −1. Nous nous intéres-
sons ici à l’action du groupe modulaire de la surface S sur les variétés de caractères
X (π1(S), SL(2,C)), lorsque S est un tore à un trou ou une sphère à quatre trous.
Le but de cet article est de présenter un objet combinatoire appelé application
de Markov qui nous permet de définir un domaine de discontinuité ouvert pour
l’action du groupe modulaire. L’intersection de ce domaine avec l’ensemble des ca-
ractères réels permet de retrouver certains résultats obtenus par Goldman dans le
cas du tore à un trou et de montrer certains comportements nouveaux dans le cas
de la sphère à quatre trous.

1. Introduction

Soit S une surface compacte avec χ(S) 6 1. L’espace de Teichmüller
de S, noté Teich(S), est l’ensemble des structures hyperboliques marquées
complètes sur S modulo isotopie. Le groupe modulaire Mod(S) est le groupe
des classes d’isotopie d’homéomorphismes de S. Un théorème classique de
Fricke-Klein (voir [4]) établit que le groupe modulaire agit sur Teich(S) de
façon proprement discontinue.
On peut étendre cette action dans un contexte plus général. Soit π =

π1(S) le groupe fondamental de la surface S, et G=Isom+(H2)=PSL(2,R)
le groupe des isométries directes du plan hyperbolique. La classe de conju-
gaison de la représentation d’holonomie d’une structure hyperbolique donne
une application :

hol : Teich(S) −→ Hom(π,G)/G = X (π,G)

Crédits : Cet article a été écrit pendant que l’auteur était en séjour au MSRI avec le
support partiel de l’European Research Council (FP7/2007-2013)/ERC grant agreement
FP7-246918, et également de l’ANR VALET (ANR-13-JS01-0010).
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Cette application plonge Teich(S) dans la variété de caractères X (π,G),
comme une composante connexe.
D’autre part, le théorème de Dehn-Nielsen-Baer (voir [3]) donne un iso-

morphisme entre le groupe modulaire Mod(S) et le groupe Out(π) des
automorphismes extérieurs de π. On rappelle que Out(π) est le quotient
de Aut(π) par le sous-groupe des automorphismes intérieurs. Le groupe
Out(π) agit naturellement sur X (π,G) par précomposition, c’est à dire
que si τ ∈ Aut(π) et ρ : π → G, on a

[τ ] · [ρ] := [ρ ◦ τ−1]

1.1. Dynamique

Un des problèmes principaux qui nous intéresse ici est de comprendre la
dynamique de l’action de Out(π) sur tout l’espace X (π,PSL(2,R)) et non
plus seulement sur Teich(S). La topologie de cet espace est bien connue
depuis les travaux de Goldman [6] qui montrent que si S est une surface
fermée de genre g > 2 alors l’espace X (π,PSL(2,R)) possède 4g−3 compo-
santes connexes indexées par la classe d’Euler de la représentation. De plus
les composantes de classes d’Euler extrémales correspondent à l’espace de
Teichmüller Teich(S) (et à l’espace de Teichmüller de la surface avec l’orien-
tation inverse). Des résultats similaires sur la topologie de X (π,G) ont été
donnée par la suite pour G = PGL(2,R) par Xia [23] et l’auteur [16, 18].
La dynamique sur les composantes extrémales est bien comprise puis-

qu’elle correspond à l’action proprement discontinue sur l’espace de Tei-
chüller. L’action sur les autres composantes connexes est beaucoup plus
mystérieuse, et Goldman propose la conjecture suivante (voir [5]) :

Conjecture 1.1. — Soit S une surface fermée de genre g > 2. L’ac-
tion de Mod(S) sur X (π,PSL(2,R)) est ergodique sur chaque composante
connexe non-extrémale.

La conjecture a été montrée dans le cas du genre g = 2 par Marché-
Wolff [13]. Plus précisément, ils montrent que l’action est ergodique sur les
composantes connexes de classe d’Euler ±1, et ils montrent que la com-
posante de classe d’Euler 0 est l’union disjointe de deux sous-ensembles
invariants sur lesquels l’action est ergodique. Récemment J. Souto a an-
noncé une preuve de l’ergodicité pour les composantes de classe d’Euler 0,
en genre g > 2, mais le cas général de la conjecture reste ouvert.
Une méthode simple pour approcher ce genre de questions est de décou-

per la surface en pantalons et de comprendre l’action du groupe modulaire
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ACTION DU GROUPE MODULAIRE ET TRIPLETS DE MARKOV 139

sur les sous-surfaces (à bord) issue de cette décomposition. Cette méthode
est celle utilisée par Goldman [7] et l’auteur [17] pour montrer que Mod(S)
agit ergodiquement sur la variété de caractères X (π1(S),SU(2)) lorsque S
est une surface fermée (orientable ou non) de caractéristique χ(S) 6 −2.
On peut noter que les variétés de caractères dans SU(2) et PSL(2,R)

peuvent se voir comme des sous-ensemble de la variété de caractères dans
PSL(2,C). Lorsque G = PSL(2,C), l’ensemble QF(S) des classes de re-
présentations qui correspondent à des plongements de π dans un groupe
quasi-fuchsien de G est ouvert et Mod(S)-invariant. De plus, le théorème
de double uniformisation de Bers fournit un biholomorphisme Mod(S)-
invariant :

QF(S) −→ T (S)× T (S̄)
Le groupe modulaire agit donc sur QF(S) de façon proprement disconti-
nue. Par contre, l’action sur le complémentaire de QF(S) semble elle aussi
chaotique et Goldman propose également la conjecture suivante, qui reste
largement ouverte :

Conjecture 1.2. — Soit S une surface fermée de genre g > 2. L’action
de Mod(S) sur le complémentaire de QF(S) est ergodique.

1.2. Surfaces à bord

Soit S une surface orientable de genre g avec n > 1 composantes de bord
(c’est à dire qu’on a retiré n disques ouverts à une surface de genre g), de
sorte que χ(S) 6 −1. Dans ce cas, le groupe fondamental est isomorphe
au groupe libre en N = 2g− 1 + n générateurs. Le groupe modulaire est le
groupe des classes d’isotopie d’homéomorphismes de S qui sont l’identité
sur ∂S. Le théorème de Dehn-Nielsen-Baer montre qu’alors Mod(S) est
isomorphe au sous groupe de Out(π1(S)) qui agit trivialement sur la struc-
ture périphérique. C’est à dire que si C1, . . . , Cn ∈ π1(S) sont les éléments
du groupe fondamental représenté par un lacet autour de chaque compo-
sante de bord, alors les éléments de Mod(S) sont exactement les éléments
de Out(π1(S)) qui laissent invariants chaque classe de conjugaison [Ci].
Donc si C = (c1, . . . , cn) ∈ [G]n sont n classes de conjugaison dans G, on

peut définir la variété de caractères relative à C par :

XC(π,G) = {ρ : π → G | ∀ 1 6 i 6 n, ρ(Ci) ∈ ci} /G

Le groupe modulaire agit donc sur chaque variété de caractères relative.
Les questions sur la dynamique se posent donc également dans ce contexte.

VOLUME 31 (2012-2014)



140 FRÉDÉRIC PALESI

1.3. Domaine de discontinuité

Le but de cet article est d’introduire une méthode due à Bowditch [1]
et développée par Tan-Wong-Zhang [20] et Maloni-Palesi-Tan [12], pour
définir un domaine de discontinuité pour l’action de Mod(S) sur les variétés
de caractères relatives dans le cas G = SL(2,C) et lorsque la surface S est
le tore à un trou ou bien la sphère à quatre trous. Le principe est d’associer
à chaque élément [ρ] ∈ X (π,SL(2,C)) un objet qui encode à la fois le
caractère de la représentation et son orbite par Mod(S), appelé application
de Markov. Nous rappelons dans le chapitre 2, les propriétés de base des
variétés de caractère des groupes de surface.
On peut alors étudier de façon combinatoire l’ensemble Φ des application

de Markov qui est définie à partir du graphe de Cayley de Γ = Z2 ∗Z2 ∗Z2.
Dans le chapitre 3, nous construisons un domaine de discontinuité pour
l’action de groupe Γ sur Φ.

Dans les deux chapitres suivants, nous appliquons le résultat et les mé-
thodes introduites au cas des caractères réels qui englobent le cas des re-
présentations dans SU(2) et dans PSL(2,R). Le cas du tore à un trou a
déjà été entièrement étudié par Goldman [8, 7], et nous montrons comment
retrouver une partie des résultats avec nos méthodes. Nous montrons éga-
lement que le cas de la sphère à quatre trous est plus riche et nous donnons
des exemples de dynamique qui n’apparaissaient pas dans le cas précédent.

2. Variété de caractères dans SL(2,C)

On rappelle les quelques définitions et résultats classiques sur les varié-
tés de caractères. Soit π un groupe discret de présentation finie et G =
SL(2,C). On note Hom(π,G) l’ensemble des représentations de π dans G.
Le groupeG agit sur cet espace par conjugaison et on s’intéresse au quotient
Hom(π,G)/G.

Comme le groupe G n’est pas compact, l’action de G n’est pas libre et
l’espace Hom(π,G)/G muni de la topologie quotient n’est pas séparé. En
effet, deux classes de conjugaison de G disjointes peuvent avoir leur adhé-
rence non disjointe. On définit donc la variété de caractères X (π,G) comme
l’ensemble des classes d’équivalence de représentations, où deux représen-
tations sont équivalentes si les adhérences de leur orbite s’intersectent.
On peut également définir cette variété de caractères en utilisant le

quotient au sens de la théorie des invariants géométrique Hom(π,G)//G
(voir [15]). Ceci est équivalent à se restreindre à l’ensemble des représenta-
tions complètement réductibles et considérer le quotient topologique.

SÉMINAIRE DE THÉORIE SPECTRALE ET GÉOMÉTRIE (GRENOBLE)



ACTION DU GROUPE MODULAIRE ET TRIPLETS DE MARKOV 141

2.1. Caractère d’une représentation

La variété de caractères peut être paramétrée comme les points d’un
ensemble algébrique affine en utilisant des coordonnées issues des fonctions
trace. Le cas où π est un groupe libre est connu depuis les travaux de
Vogt [22] et Magnus [11] qui ont été généralisé par Culler et Shalen pour
tout groupe π de présentation finie [2].
Soit ρ ∈ Hom(π,G). Le caractère de ρ est l’application

χρ : π −→ C
γ 7−→ tr(ρ(γ))

Cette application étant invariante par conjugaison, elle descend au quotient
X (π,G) et définit l’application [ρ] 7→ χρ. Deux représentations complète-
ment réductibles ρ et ρ′ ont le même caractère si et seulement si [ρ] = [ρ′].
Un élément [ρ] ∈ X (π,G) est donc entièrement déterminé par son caractère.
Si α est un élément de π, on peut définir la fonction trace associée à α

par
tα : X (π,G) −→ C

[ρ] 7−→ tr(ρ(α))
Supposons que π est engendré par α1, . . . , αn. On pose

I = {(i1, . . . , ik) | k > 1, i1 < i2 < · · · < ik}

Et pour i = (i1, . . . , ik) ∈ I on note ti = tαi1 ···αik .
Avec ces notations, pour tout w ∈ π, il existe un polynà´me fw ∈

Z[X1, . . . , XN ] avec N = 2n − 1 = |I| tel que :

tw = fw(t1, t2, . . . , t12, . . . , t12...n)

Ce résultat se montre facilement par induction sur la longueur du mot w
en les générateurs et en utilisant la formule des traces :

∀A,B ∈ SL(2,C), tr(AB) = tr(A)tr(B)− tr(AB−1)

Proposition 2.1. — Un caractère χρ est entièrement déterminé par
ses valeurs sur les N = 2n − 1 elements de π donné par les αi1 . . . αik avec
(i1, . . . , ik) ∈ I.

Cela permet nous donne donc un plongement X (π,G) → CN . A part
dans certains cas simples, ce plongement n’est pas surjectif. Cependant on
peut donner les expressions explicites des variétés de caractères qui nous
intéressent.

VOLUME 31 (2012-2014)
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2.2. Groupes libres en 2 et 3 générateurs

• Soit F2 = 〈A,B〉 le groupe libre en deux générateurs. On noteX = AB.
Alors l’application suivante est un homéomorphisme :

χ : X (F2,SL(2,C)) −→ C3

[ρ] 7−→

tr(ρ(A))
tr(ρ(B))
tr(ρ(X))


On notera donc par (a, b, x) ∈ C3 les coordonnées d’un élément de X (F2, G).

La trace du commutateur [A,B] est importante dans la suite. Si on note
k = tr(ρ([A,B])) alors

k = a2 + b2 + x2 − abx− 2

• Soit F3 = 〈A,B,C〉 le groupe libre en trois générateurs. On note X =
AB, Y = BC, Z = CA et D = ABC. Pour une représentation [ρ] ∈
X (F3, G), on note a = tr(ρ(A), b = tr(ρ(B)), . . . , z = tr(ρ(Z)).
On a alors l’application suivante :

χ : X (F2,SL(2,C)) −→ C7

[ρ] 7−→ (a, b, c, d, x, y, z)

qui est un homéomorphisme sur son image qui est le sous-ensemble de C7

donné par l’équation suivante :
a2 + b2 + c2 + d2 + x2 + y2 + z2 + xyz + abcd

= (ab+ cd)x+ (ad+ bc)y + (ac+ bd)z + 4
(2.1)

La variété de caractères est donc un revêtement double branché de C6

plongé dans C7.

2.3. Groupes de surface et courbes simples

Lorsque π est un groupe de surface, et [ρ] ∈ X (π,G) on peut également
considérer la restriction du caractère χρ à l’ensemble des classes d’homo-
topie de courbes simples.
En effet, on définit sur π1(S) une relation d’équivalence ∼ par g ∼ h

si g est conjugué à h ou h−1. L’ensemble quotient [π] = π/ ∼ peut être
identifié avec l’ensemble des classes d’homologie de courbes fermées sur S.
Il est clair que l’application caractère χρ : π → C passe au quotient puisque
la trace d’un élément de SL(2,C) est invariante par conjugaison ou passage
à l’inverse.
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Proposition 2.2. — Soit C ⊂ [π] l’ensemble correspondant aux courbes
fermées simples essentielles sur la surface. Le caractère χρ d’une représen-
tation ρ est entièrement déterminé par sa restriction à C.

Démonstration. — Tout élément w ∈ π1(S) cycliquement réduit est re-
présenté par une courbe fermée sur la surface (non forcément simple). Si
cette courbe a une auto-intersection, on peut écrire w sous la forme w = uv

où u et v sont deux éléments du groupe fondamental basé en ce point d’in-
tersection. On utilise la formule des traces pour montrer :

tw = tutv − tuv−1

avec u, v, et uv−1 qui sont représentés par trois courbes ayant un nombre
d’auto-intersection strictement plus petit que w. On procède alors par in-
duction sur le nombre d’auto-intersection des courbes pour montrer que tw
s’exprime comme un polynà´me en les variables tγ , γ ∈ C. �

On a donc une application :

φ[ρ] : C → C
[γ] 7→ tr(ρ(γ))

L’idée que nous utilisons dans la suite de l’article est que l’application
φ[ρ] : C → C contient à la fois les informations sur un élément de X (π,G)
mais aussi les informations sur l’orbite de [ρ] sous l’action du groupe mo-
dulaire. De plus l’ensemble C peut-être muni d’une structure combinatoire
à travers le complexe de courbes. On va donc utiliser cette combinatoire
pour étudier les applications φ[ρ].
Dans le cas où la surface est un tore à un trou ou une sphère à quatre

trous, le complexe de courbe est isomorphe à la triangulation de Farey du
plan hyperbolique, ce qui justifie les définitions du chapitre suivant.

3. Applications de markov

Dans ce chapitre nous étudions des applications définies de façon pure-
ment combinatoire sur les régions du complémentaire d’un arbre trivalent.
Le but du chapitre est de construire un domaine de discontinuité pour
l’action d’un groupe Γ sur l’ensemble de ces applications. Nous donnons
seulement les idées principales et les étapes de la preuve, et nous renvoyons
aux articles [1, 20, 12] pour les détails.

VOLUME 31 (2012-2014)



144 FRÉDÉRIC PALESI

3.1. Arbre trivalent

Soit Σ un arbre trivalent infini plongé dans le disque unité. On pourra
identifier Σ à l’arbre dual à la triangulation de Farey du plan hyperbolique.
On note V (Σ) l’ensemble des sommets, E(Σ) l’ensemble des arêtes et Ω =
F (Σ) l’ensemble des faces, de sorte qu’un élément de Ω correspond à un
sommet de la triangulation de Farey.
On considère une coloration des arêtes c : E(Σ) ∪ F (Σ) → {1, 2, 3} de

sorte que si Xi, Xj , Xk ∈ F (Σ) sont tels que Xi ∩ Xj ∩ Xk = v ∈ V (Σ)
alors c(Xi) = c(Xj ∩Xk) = i. On a donc une partition

E(Σ) =
⋃
i

Ei(Σ) Ω =
⋃
i

Ωi

Un sommet v ∈ V (σ) est donc un élément de Ω1 × Ω2 × Ω3. Et une arête
e ∈ Ei(Σ) est un élément de Ωj × Ωk.

De façon équivalente, on peut considérer le groupe :

Γ = Z2 ∗ Z2 ∗ Z2 = 〈σ1, σ2, σ3 | σ2
1 = σ2

2 = σ2
3 = 1〉

et considérer Σ comme le graphe de Cayley de Γ. Chaque arête correspond
donc à un générateur σi et on lui associe l’élément i ∈ {1, 2, 3}.
Soit µ = (λ1, λ2, λ3, s) ∈ C4 des paramètres, et soit φ : Ω → C. Par

convention, lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité, on notera par des majuscules
les éléments de Ω, et par une minuscule leur image par φ, par exemple
φ(X) = x.

Définition 3.1. — L’application φ est dite µ-Markov si les deux condi-
tions suivantes sont satisfaites :
— (Sommet) : Si Xi, Xj , Xk ∈ Ω sont tels que Xi∩Xj ∩Xk = v ∈ V (Σ)

alors

(3.1)
∑
i

x2
i +

∏
i

xi =
∑
i

łixi + s

— (Arête) : Si Xi, Xj , Xk et X ′i sont quatre régions autour d’une arête
e ∈ Ei(Σ), alors

(3.2) xi + x′i = λi − xjxk

L’ensemble des application µ-Markov est noté Φµ.

Une application µ-Markov est uniquement déterminée par sa valeur en
trois régions autour d’un sommet donné. Le reste des valeurs se retrouvant
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en utilisant la condition sur les arêtes. Donc en choisissant un sommet par-
ticulier de l’arbre, on peut montrer que Φµ est homéomorphe à la variété :

Xµ = {(x1, x2, x3) ∈ C3 |

x2
1 + x2

2 + x2
3 + x1x2x3 = λ1x1 + λ2x2 + λ3x3 + s} ⊂ C3

Cette équation est à mettre en relation avec l’équation (2.1) de la variété
de caractères de F3. Cette identification permet également de munir Φµ

d’une topologie naturelle.
L’arbre Σ étant le graphe de Cayley du groupe Γ = Z2 ∗ Z2 ∗ Z2, on a

donc une action de Γ sur Σ. Cette action induit une action de Γ sur Φµ

et donc sur Xµ. On verra dans la suite que cette action est équivalente à
l’action du groupe modulaire sur les variétés de caractères.

3.2. Condition BQ

Soit µ = (λ1, λ2, λ3, s) et soit M = M(µ) une constante dépendant de
µ que nous définirons explicitement un peu plus loin.
Pour une application φ ∈ Φµ et t > 0, on définit les ensembles :

Ωφ(t) = {X ∈ Ω | |φ(X)| 6 t}

Définition 3.2. — On dit que l’application φ satisfait les conditions
(BQ) lorsque :

(1) Pour tout X ∈ Ω, l’image φ(X) /∈ [−2, 2].

(2) Il existe t > M tel que L’ensemble Ωφ(t) est fini.

On note (Φµ)Q l’ensemble de ces applications.

Cette définition nous permet d’énoncer le théorème principal :

Théorème 3.3 (Tan-Wong-Zhang [20], Maloni-Palesi-Tan [12]). —
L’ensemble (Φµ)Q est un domaine de discontinuité ouvert pour l’action
de Γ.

Remarque 3.4. — Récemment, Hu-Tan-Zhang [9] ont étendu ce résultat
à l’action du groupe Γn = Z2 ∗· · ·∗Z2 librement engendré par n involutions
sur Cn, en considérant des arbres n-valent, et en généralisant les méthodes
utilisées ici.

VOLUME 31 (2012-2014)



146 FRÉDÉRIC PALESI

3.3. Définition de la constante M(µ)

On pose tout d’abord une première constante :

(3.3) K = K(µ) = 2 + maxi{λi}
2

Soit également la fonction polynomiale :

σi(w) = (4− w2)(λiw + s− w2) + λ2
j + λ2

k − wλjλk
On note que l’équation σi(w) = 0 n’a qu’un nombre fini de solutions, ce
qui permet de définir la constante :

L = L(µ)

= 2 + max
i,j,k

{∣∣∣∣2λj − wλk4− w2

∣∣∣∣ ,∀w ∈ C \ {−2, 2} tel que σi(w) = 0
}(3.4)

La signification de la fonction σi et de la constante L sera donnée un peu
plus loin. Finalement, on définit :

(3.5) M = M(µ) = max(K,L).

Remarque 3.5. — Les résultats initiaux de Tan, Wong et Zhang [20]
sont dans le cas λ1 = λ2 = λ3 = 0. Un simple calcul montre qu’alors
K = L = M = 2.

La preuve de ce théorème est basée sur la construction pour une appli-
cation dans (Φµ)Q d’un arbre attractif fini. Le but des deux paragraphes
suivants est de donner le principe de la preuve de ce théorème et d’expliquer
les constantes K,L et M .

3.4. Orientation sur les arêtes

Une application φ ∈ Φµ, induit une orientation sur les arêtes de l’arbre Σ
de la façon suivante : Si Z et W sont les deux régions aux deux extrémités
d’une arête e, on oriente l’arête de telle sorte que (Z e−→W )⇔ (|z| > |w|).
En cas d’égalité, on oriente l’arête de façon arbitraire. On notera ~Σφ l’arbre
orienté muni de l’orientation induite par φ.

On appelle fourche un sommet v ∈ ~Σφ tel qu’au moins deux des arêtes
incidentes à v sont sortantes. On appelle puits un sommet où les trois
arêtes incidentes sont rentrantes. La constante K définie en (3.3) permet
d’énoncer le lemme suivant :

Lemme 3.6. — Soit φ ∈ Φµ.
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ACTION DU GROUPE MODULAIRE ET TRIPLETS DE MARKOV 147

(1) Si v = (X1, X2, X3) est une fourche alors min{|x1|, |x2|, |x3|} 6 K
(2) Pour tout t > K, l’ensemble Ωφ(t) est connexe.

Démonstration.
(1) Soit ei, ej , ek les trois arêtes incidentes à v et supposons que ei et

ej sont sortantes. La relation donne |xi| > |λixjxk − xi| et |xj | >
|λjxixk − xj |.
Si |xi| et |xj | > 2, on déduit facilement que :

|xk| 6 2 + |łi|+ |łj |
|xi|+ |xj |

6
|łi|+ |łj |

4 6 K

(2) Par l’absurde, supposons que Ωφ(t) n’est pas connexe. Soit alors un
chemin minimal de longueur m entre deux composantes connexes
de Ωφ(t).
Si m = 1, alors on a une arête e = (Xj , Xk) ∈ Ei(Σ) telle que
Xi, X

′
i ∈ Ωφ(t). On a alors |xjxk| 6 |λi| + |xi| + |xi|′ < (t − 2) +

2t < t2, ce qui donne une contradiction. Si m > 1 alors les deux
arêtes extrémales du chemin sont sortantes. Donc un des sommets
intérieur du chemin est une fourche, ce qui donne également une
contradiction en utilisant (1). �

Soit X ∈ Ωi. Le bord ∂X de X est constituée d’une suite infinie d’arêtes
(ej)n = X ∩ Yn alternant avec (ek)n = X ∩ Zn, avec Yn ∈ Ωj et Zn ∈ Ωk.
Si φ ∈ Φµ les valeurs yn et zn satisfont les relations :{

yn+1 = λj − xzn − yn−1
zn+1 = λk − xyn+1 − zn

L’étude de cette relation de récurrence donne le résultat suivant :
Lemme 3.7.
(1) Si x ∈ (−2, 2), la suite (yn, zn) est contenue dans une ellipse de C2.

En particulier, |yn| et |zn| sont bornées.
(2) Si x ∈ {−2, 2} alors les suites |yn|, |zn| croissent de façon quadra-

tique.
(3) Si x /∈ [−2, 2] et σi(x) = 0, alors les suites |yn| et |zn| convergent

(dans les positifs ou les négatifs) vers des valeurs inférieures à L(µ).
(4) Si x /∈ [−2, 2] et σi(x) 6= 0 alors les suites |yn| et |zn| croissent de

façon exponentielle lorsque n→ ±∞.

On voit ici l’explication de la fonction σi et de la constante L(µ). En
effet si φ ∈ (Φµ)Q, alors toutes les régions X ∈ Ω sont dans le cas (4) du
lemme. précédent.
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3.5. Rayons infinis

Soit (en)n∈N une suite infinie d’arêtes adjacentes distinctes et les sommets
successifs vn = en ∩ en+1. On note également Xn la région telle que Xn ∩
en = vn+1

Lemme 3.8. — Soit φ ∈ Φµ

(1) Si ∀n ∈ N, ~en est dirigée vers vn+1, alors φ /∈ (Φµ)Q.
(2) Si ∀n ∈ N, ~en est dirigée vers vn, alors soit φ /∈ (Φµ)Q, soit |φ(Xn)|

croit de façon exponentielle.

Cela permet d’énoncer un résultat intermédiaire important :

Corollaire 3.9. — φ ∈ (Φµ)Q si et seulement si pour tout t > M ,
l’ensemble Ωφ(t) est fini.

Démonstration. — Supposons qu’il existe s > t > M tels que Ωφ(t) est
fini et Ωφ(s) est infini. L’ensemble Ωφ(s) étant connexe et Ωφ(t) fini, on
en déduit qu’il existe une composante connexe infinie constituée de régions
dans Ωφ(s) \ Ωφ(t).
On peut alors construire une suite infinie d’arêtes (en)n∈N telle en ∈

Ωφ(s) \ Ωφ(t). On considère alors les régions Xn comme précédemment,
et les arêtes étant dans Ωφ(t), il existe une sous-suite {nk}k∈N, telle que
Xnk ∈ Ωφ(s).
La suite d’arête (en) correspondante est nécessairement croissante ou

décroissante car on ne peut pas avoir de fourche, et |φ(Xnk)| est borné
donc on en déduit que φ /∈ (Φµ)Q. �

3.6. Arbre attractif

On dira qu’un sous-arbre T ⊂ Σ est φ-attractif si les arêtes de ~Σφ\T sont
toutes orientées vers T . Pour une application φ ∈ Φµ on peut construire
un sous arbre connexe de Σ qui soit φ-attractif, de la façon suivante.

Pour chaque région X dans Ωφ(M), le bord de X est constitué d’une
suite infinie d’arêtes em = X ∩ Ym. On définit le sous-ensemble connexe
d’arête

Jr(X) = {X ∩ Ym | |ym| < r}
On peut définir une fonction H(x) de sorte que H(x) > M et telle que si
x /∈ [−2, 2] et σi(x) 6= 0 alors toutes les arêtes de ∂X qui ne sont pas dans
JH(x)(X) sont φ-orientées vers JH(x)(X).
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On considère alors l’arbre :

Tφ =
⋃

X∈Ωφ(M)

JH(x)(X)

= {e = (X,Y ) ∈ E(Σ) | X ∈ Ωφ(M), Y ∈ Ωφ(Hµ(xi)}

Par construction et en utilisant le lemme 3.6, il est clair que Tφ est φ-
attractif. De plus, l’application φ ∈ Φµ satisfait les conditions (BQ) si et
seulement si l’arbre Tφ est fini.

Lemme 3.10. — Soit φ ∈ (Φµ)Q. Il existe un voisinage U de φ dans Φµ,
tel que ∀φ′ ∈ U l’arbre Tφ′ est inclus dans Tφ.

Démonstration. — Notons T̃φ l’ensemble des arêtes à distance au plus 1
de Tφ, c’est à dire l’union de Tφ et d’une couronne C(Tφ) autour de Tφ.
Cette couronne est constituée d’un nombre fini d’arêtes.
Pour chaque arête de e = (X,Y ) ∈ C(Tφ), on a |x| > M ou |y| > Hµ(x).

On ne considère qu’un nombre fini d’arêtes donc cela donne un nombre
fini d’inégalités strictes. Pour φ′ suffisamment proche de φ, ces inégalités
restent vraies. On en déduit que si φ′ est suffisamment proche de φ, alors
aucune arête de C(Tφ) n’est dans Tφ′ . Par connexité de Tφ′ on en déduit
que Tφ′ ⊂ Tφ. �

On peut maintenant donner la preuve du théorème 3.3. Le fait que le
domaine est ouvert est une conséquence directe du lemme précédent. Pour
montrer la discontinuité on considère K un compact de φ ∈ (Φµ)Q. Comme
K est compact, le lemme précédent montre qu’il existe un nombre fini
d’élément {φi}i∈I tel que pour tout élément ψ ∈ K, l’arbre Tψ est inclus
dans l’un des Tφi . On considère alors T̃ = ∪i∈ITφi qui est un arbre fini.

Il est clair que : {
γ ∈ Γ | γT̃ ∩ T̃ 6= ∅

}
<∞

On en déduit donc directement que

{γ ∈ Γ | γK ∩K 6= ∅} <∞

ce qui prouve que l’action est proprement discontinue.

Remarque 3.11. — La constante M(µ) est optimale puisqu’il existe des
applications φ ∈ Φµ telle que Ωφ(M) est fini, mais telles que pour tout
t > M l’ensemble Ωφ(t) est infini. (voir [12])
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4. Application au cas du tore à un trou

Nous appliquons ici, le résultat du chapitre précédent à l’étude de l’action
du groupe modulaire sur les variétés de caractères relatives du tore à un
trou.

4.1. Variété de caractères

Soit T = Σ1,1 un tore à un trou. Le groupe fondamental de T est donné
par la présentation :

π1(T ) = 〈A,B,K | [A,B] = K〉

Ce groupe est le groupe libre F2 à deux générateurs A et B, qui sont
représentés sur la surface par deux courbes simples qui s’intersectent une
fois. L’élément K correspond à la courbe de bord de la surface T .
D’après la partie 2, on rappelle que la variété de caractères du groupe

libre en deux générateurs est homéomorphe à C3, et la variété de caractères
relative est donnée par :

Xk(T ) := {[ρ] ∈ X (T ) | a2 + b2 + x2 − abx− 2 = k}

Soit C(T ) l’ensemble des classes d’homologie libre de courbes fermées
simples sur la surface T . Alors C(T ) peut s’identifier avec Q ∪ {∞} en
considérant la pente de la courbe. On peut plonger Q∪{∞} dans le bord du
plan hyperbolique H2, et dans ce cas, le complexe de courbe peut s’identifier
avec la triangulation de Farey du plan hyperbolique, où deux sommets
sont reliés par une arête si et seulement si les courbes correspondantes
s’intersectent une fois.
On peut donc considérer l’arbre dual Σ à la triangulation de Farey, de

sorte que les régions du complémentaire H2 \ Σ, notée Ω sont en bijection
avec C(T ).

Une représentation [ρ] : π1(T )→ SL(2,C) définit une application :

φρ : Ω −→ C
X 7−→ tr(ρ(X))

Cela nous permet d’énoncer la proposition suivante :

Proposition 4.1. — Soit µ = (0, 0, 0, k+ 2). L’ensemble Φµ s’identifie
naturellement avec la variété de caractères Xk(T ).
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De même il y a une identification entre Γ et un sous-groupe d’indice
2 de Mod(T ), et l’action de Γ sur Φµ correspond exactement à l’action
de Mod(T ) sur Xk(T ), et les résultats obtenus dans la section précédente
s’appliquent directement.

4.2. Conditions (BQ)

Pour une représentation ρ, les conditions (BQ) sont des conditions sur
les traces des images des éléments de π1(T ) correspondant à des courbes
simples sur la surface. On rappelle que comme µ = (0, 0, 0, k + 2) on a les
paramètres K(µ) = L(µ) = M = 2. On dit que [ρ] satisfait les conditions
(BQ) si :

(1) Pour tout γ ∈ C(T ), ρ(γ) est loxodromique.
(2) l’ensemble {γ ∈ Ω | |tr(ρ(γ))| 6 2} est fini.

On peut noter (Xk(T ))Q l’ensemble des classes de représentations satisfai-
sant les conditions (BQ), et dans ce cas le théorème 3.3 devient :

Théorème 4.2. — L’ensemble (Xk(T ))Q est ouvert et invariant sous
l’action du groupe modulaire Mod(T ). De plus Mod(T ) agit de façon pro-
prement discontinue sur (Xk(T ))Q

Le cas k = −2 est particulièrement intéressant puisqu’il correspond aux
représentations qui préservent le type. C’est cette situation qui a été ini-
tialement étudiée par Bowditch dans [1], où il met en relation les représen-
tation dans (X−2(T ))Q et les représentations quasi-fuchsiennes de π1(T ).
Il est clair que toute représentation quasi-fuchsienne satisfait les condi-
tions (BQ), et Bowditch conjecture que la réciproque est également vraie.
Cela fournirait une caractérisation assez simple des représentations quasi-
fuchsiennes.

4.3. Caractères réels

On se restreint maintenant aux représentations ayant un caractère réel,
c’est à XR

k (T ) = R3 ∩ Xk(T ), ce qui correspond aux représentations de π
dans SL(2,R) ou SU(2).

On note (XR
k (T ))Q) les représentations satisfaisant les conditions (BQ).

On établit le théorème suivant concernant l’action de Mod(T ) sur XR
k (T )

en fonction des valeurs de k.
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Théorème 4.3.
(1) (XR

k (T ))Q) est non-vide si et seulement si k /∈ [2, 18].
(2) Le complémentaire de (XR

k (T ))Q) est non-vide si et seulement si
k > −2, et si k 6= 2, l’action de Mod(T ) est ergodique sur ce
complémentaire.

Ce théorème est un cas particulier du résultat de Goldman [8] qui décrit
entièrement la dynamique sur chacune des composantes connexes de la va-
riété de caractères, en utilisant la correspondance entre les représentation
de π1(T ) et les structures hyperboliques sur T . Nous retrouvons les résul-
tats de façon plus directe grace aux méthodes introduites ici. On rappelle
la topologie de XR

k (T ) qui se retrouve facilement à partir de l’équation :
— Si k < 2, XR

k (T ) possède quatre composantes connexes contra-
ctiles telles que pour tout (x, y, z) dans ces composantes, on a
|x|, |y|, |z| > 2.

— De plus, si k ∈ [−2, 2[, alors XR
k (T ) possède aussi une composante

connexe compacte homéomorphe à une sphère et contenue dans
[−2, 2]3.

— Si k > 2, XR
k (T ) est connexe et homéomorphe à une sphère à quatre

trous.
L’étude revient à étudier les applications de Markov à valeurs réelle que

l’on notera ΦR
µ. Dans ce cas, les conditions (BQ) se réduisent à une expres-

sion beaucoup plus simple.

Proposition 4.4. — Si φ ∈ ΦR
µ et µ 6= 4. Les assertions suivantes sont

équivalentes :
(1) φ ∈ (ΦR

µ)Q

(2) ∀X ∈ Ω, φ(X) /∈ [−2, 2].
(3) Il existe un puits (x, y, z) avec |x|, |y|, |z| > 2.

Il est clair que lorsque µ < 4 (c’est à dire lorsque k < 2), les applications
contenus dans les composantes contractiles sont dans (XR

k (T ))Q, et que la
composante compacte est dans le complémentaire de (XR

k (T ))Q
Dans le cas µ > 4, on suppose qu’il existe un puits (x, y, z) avec |x|, |y|,

|z| > 2. Alors deux cas sont possibles
— Si xyz < 0, alors il est clair que µ=x2+y2+z2−xyz>4+4+4+8=20.
— Si xyz > 0, alors une étude de la fonction montre qu’elle atteint son

maximum lorsque |x| = |y| = |z| = 2. On en déduit que µ 6 4
De plus, lorsque µ > 20 il est simple de montrer que l’équation 3x2−x3−µ =
0 a une solution réelle λ > 2 et que le triplet (λ, λ, λ) définit un puits. Le
domaine de discontinuité (ΦR

µ)Q est donc non-vide.
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4.4. Ergodicité sur le complémentaire

On montre maintenant l’ergodicité de l’action de Γ sur le complémen-
taire de (ΦR

µ)Q. La preuve que nous donnons ici utilise les applications de
Markov, mais est assez similaire à la preuve originelle de Goldman [7].
Il suffit de montrer l’ergodicité de la relation d’équivalence induite par

les orbites de l’action de Γ. On rappelle qu’une relation d’équivalence mesu-
rable est ergodique si toute fonction mesurable constante sur chaque classe
d’équivalence est constante presque partout.
Soit α, β deux régions voisines dans Ω et soit

Eα,β =
{
φ ∈ ΦR

µ | φ(α), φ(β) ∈ (−2, 2)
}

On montre dans un premier temps que presque tout élément du complé-
mentaire de (ΦR

µ)Q est équivalente à un élément φ0 ∈ Eα,β .
Soit φ ∈ ΦR

µ \ (ΦR
µ)Q. D’après la caractérisation des éléments de (ΦR

µ)Q,
il existe X ∈ Ω tel que φ(X) ∈ [−2, 2]. De plus, si on note Yn, Zn les voisins

de x ∈ (−2, 2), et θ = arccos
(
x2 − 2

2

)
alors on a

(
yn
zn

)
= P ·

(
cos(nθ) sin(nθ)
− sin(nθ) cos(nθ)

)
· P−1 ·

(
yn
zn

)
Pour presque tout φ, on a cos−1(x/2) /∈ πQ et les points (yn, zn) sont

denses sur une ellipse centrée en (0, 0). Donc il existe n tel que |yn| < 2.
Comme l’action de Γ sur Σ est transitive, il existe un élément de Γ tel que
γ ·X = α et γ · Yn = β. On a donc φ0 = γ · φ ∈ Eα,β .

L’ensemble Eα,β est un revêtement double de (−2, 2)2 où l’élément de Γ
correspondant à l’arête α ∩ β est le générateur du groupe de revêtement.
Il suffit maintenant de montrer que la relation d’équivalence induite sur
(−2, 2) est ergodique pour pouvoir conclure.

Soit x ∈ (−2, 2). La relation d’équivalence induite sur {x} × (−2, 2) est
celle correspondant à une rotation d’angle θ. Cette relation est donc ergo-
dique pour presque tout x ∈ (−2, 2). On en déduit qu’une fonction mesu-
rable constante sur chaque classe d’équivalence est constante sur presque
toute ligne verticale {x} × (−2, 2). On fait de même pour les lignes hori-
zontales (−2, 2)× {y}.

Comme les lignes horizontales et verticales forment deux feuilletages
transverses de (−2, 2)2, on en déduit que la relation d’équivalence induite
sur (−2, 2)2 est ergodique. Les relations d’équivalence sur Eα,β et sur le
complémentaire de (ΦR

µ)Q sont donc également ergodiques.
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5. La sphère à quatre trous

5.1. Variété de caractères

Soit S = Σ0,4 une sphere à quatre trous. Le groupe fondamental de S
est donné par la présentation :

π1(S) = 〈A,B,C,D | ABCD〉

Ce groupe est le groupe libre F3 à trois générateurs A,B et C. Les élé-
ments A,B,C et D sont représentés sur la surface par des courbes homo-
topes aux composantes de bord. On note que les trois éléments X = AB,
Y = BC et Z = BC correspondent à trois courbes simples séparantes qui
s’intersectent deux à deux de façon minimale sur S.
On note τ = (a, b, c, d) les paramètres de bord. La variété de caractères

relative est donnée par l’équation (2.1) :

Xτ (S) = {x2
1 + x2

2 + x2
3 + x1x2x3 = ł1x1 + ł2x2 + ł3x3 + s}

où les paramètres ł1, ł2, ł3, s dépendent uniquement de τ et sont donnés
par :

ł1 = ab+ cd ł2 = ad+ bc, ł3 = ac+ bd,

s = 4− a2 − b2 − c2 − d2 − abcd
(5.1)

On note C(S) le complexe de courbes de la surface S, où les sommets sont
les classes d’homotopie libre de courbes fermées simples sur la surface S, et
deux sommets sont reliés par une arête si il existe des représentants de ces
courbes qui s’intersectent exactement deux fois. Alors, C(S) peut s’identifier
avec la triangulation de Farey du plan hyperbolique H2. (voir [10])
On déduit donc que si τ = (a, b, c, d) et µ = (ł1, ł2, ł3, s), alors l’ensemble

Φµ s’identifie naturellement à la variété de caractères Xτ (S). De même
l’action de Mod(S) sur Xτ (S) correspond à l’action de Γ sur Φµ à indice
fini près.

5.2. Conditions (BQ)

Soit τ = (a, b, c, d). On pose M = M(µ) comme défini dans la partie 3.2
avec µ = (ł1, ł2, ł3, s). De même C(S) est l’ensemble des classes d’homotopie
de courbes fermées simples. Soit [ρ] ∈ Xτ (S), on dit que [ρ] satisfait les
conditions (BQ) si

(1) Pour tout γ ∈ C(S), ρ(γ) est loxodromique.
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(2) L’ensemble {γ ∈ C(S) | |tr(ρ(γ))| 6M} est fini.
On note (Xτ (S))Q l’ensemble des classes de représentations satisfaisant les
conditions (BQ). Le Théorème 3.3 devient donc :

Théorème 5.1. — L’ensemble (Xk(S))Q est ouvert et invariant sous
l’action du groupe modulaire Mod(S). De plus Mod(S) agit de façon pro-
prement discontinue sur (Xk(S))Q

5.3. Caractères réels

On peut, comme dans le cas du tore, se restreindre aux représentations
ayant un caractère réel, c’est à dire aux représentations dans SL(2,R) ou
SU(2). Dans le cas du tore à un trou, nous avons vu que pour un ensemble
d’intérieur non-vide de paramètres de bord, le domaine de discontinuité est
vide (lorsque s ∈ [4, 20]). Le théorème suivant nous dit que, c’est en fait la
seule situation ou cela se présente.

Théorème 5.2. — [12] Soit τ = (a, b, c, d) ∈ R4. Le domaine de discon-
tinuité (XR

τ )Q est vide si et seulement si |a| = |b| = |c| = |d| avec abcd 6 0
et |a| ∈ {0} ∪

[
2,
√

2 + 2
√

5
]
.

Démonstration. — Soit µ = (ł1, ł2, ł3, s) avec ł1, ł2, ł3 non tous nuls. Par
une simple analyse de l’équation 3.1, on peut montrer que pour tout ε > 0
et m > 0, il existe φ ∈ ΦR

µ et un sommet v = (X1, X2, X3) ∈ V (Σ) tel que

−(2 + ε) < φ(Xi) < −2 et φ(Xj) = φ(Xk) = m

Pour m suffisamment grand, on peut montrer que cet element est dans
(ΦR

µ)Q. (voir [12], Section 5 pour les détails de la preuve).
Le cas ł1 = ł2 = ł3 = 0 correspond exactement au cas du tore à un trou.

Dans ce cas on a |a| = |b| = |c| = |d| = 0 et abcd < 0. On en déduit que
s = 4 − 4a2 + a4, et donc que la condition la condition s ∈ [4, 20] devient
|a| ∈ [2,

√
2 + 2

√
5]. �

Dans le cas du tore à un trou, lorsque la composante de bord est envoyée
sur un hyperbolique et toutes les courbes simples sont envoyées sur des
éléments hyperboliques de PSL(2,R) , alors la représentation ρ est fidèle et
discrète. On montre que la situation est différente pour la sphère à quatre
trous :

Corollaire 5.3. — Il existe un ouvert de représentations ρ : π1(S)→
PSL(2,R) telles que toute courbe simple est envoyée sur un élément hy-
perbolique (y compris les composantes de bord), mais telle que ρ n’est pas
fidèle et discrète.

VOLUME 31 (2012-2014)



156 FRÉDÉRIC PALESI

Démonstration. — Soit a, b, c > 2 distincts et d ∈ (−2− 2a, 2− 2a). Soit
ε > 0, d’après la démonstration du théorème 5.2 on peut choisir [ρ] dans
(XR

τ )Q de sorte que −2− ε < tr(ρ(AB)) < −2.
On considère alors l’élément ABC−1, qui ne correspond pas à une courbe

simple sur S. De plus

tr(ρ(ABC−1)) = tr(ρ(AB))tr(ρ(C))− tr(ρ(ABC) = xa− d

En choisissant ε suffisamment petit, il est clair que xa − d ∈ (−2, 2). Ce
qui prouve que la représentation n’est pas fidèle ou discrète. Les condi-
tions sur a, b, c, d, ε étant ouvertes, on obtient un ouvert de représentations
satisfaisant les conditions. �

5.4. Décomposition dynamique

Proposition 5.4. — Il existe des valeurs de τ = (a, b, c, d) ∈ R4, et une
composante connexe contractile Y ⊂ XR

τ (S) et trois ensembles disjoints D
,E et F dans Y de sorte que :

— D, E et F sont d’intérieur non vide.
— L’action est proprement discontinue sur D.
— L’action est ergodique sur F
— L’action sur E n’est ni ergodique ni proprement discontinue.

Démonstration. — On définit les trois ensembles disjoints suivants :
— D = (ΦR

µ)Q ∩ Y
— E = {φ ∈ Y | |Ωφ(2)| = 1}.
— F = {φ ∈ Y | |Ωφ(2)| > 2}.
Nous montrons sur un exemple que ces trois ensembles sont non-vides et

d’intérieur non-vide et intersectent tous trois une composante connexe de
XR

τ (S). Prenons a = b = c = 1 et d = 3
2 de sorte que µ = ( 5

2 ,
5
2 ,

5
2 ,
−11

4 ).
(Les paramètres dans un voisinage de ces valeurs conviennent également).
D’après la description de la topologie de la variété des caractères par

Benedetto-Goldman, il y a cinq composantes connexes dans XR
τ (S). L’une

d’elles est compacte et correspond aux représentations dans SU(2). Les
quatres autres composantes connexes sont contractiles et l’une d’elles cor-
responds à l’espace de Teichmüller d’une sphère à quatre singularités co-
niques d’angle inférieurs à π.
On va montrer que la composante connexe qui est contenue entièrement

dans [0,+∞[×[0,+∞[×R intersecté les ensembles D, E ,F de façon non-
triviale.
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Le fait que D et F soient non-vide se montre de façon assez directe en
exhibant deux représentations satisfaisant les conditions.
— Soit x = − 9

4 et y = 7
2 et soit z satisfaisant l’équation (2.1). Cela

définit une application φ ∈ (ΦR
µ)Q = D. (Cela peut se vérifier de façon

algorithmique en construisant l’arbre attractif défini précédemment).
Le fait que D est ouvert et l’action est proprement discontinue sur D
est une conséquence directe du théorème 3.3.

— De même en posant x = y = 9
4 , on voit que les deux solutions en z de

l’équation 2.1 sont toutes deux dans (−2, 2). Cela définit donc bien
une application dans F , et on note que cette propriété reste vraie dans
un petit voisinage autour de ce triplet de point. Le fait que l’action
est ergodique sur F se fait de façon similaire à la démonstration de
la section 4.4

Il reste à montrer que l’ensemble E est d’intérieur non-vide.
Soit (X0, Y0, Z0) = v ∈ V (Σ). On prends l’application telle que φ(X0) =

φ(Y0) = 5
2 et φ(Z0) = −1. Si on note Xn, Yn les voisins autour de la région

Z0, on remarque que

∀n ∈ N, φ(Xn) = φ(Yn) = 5
2

Alors, l’arc infini ∂Z0 est un sous-arbre φ-attractif. En effet, soit un
sommet vn au bord de Z0 et e l’arête qui part de Z0 pour aller jusqu’à
une région Z ′. L’arête orientée est dirigée vers Z0 et de plus |φ(Z ′)| =
3.75 > K(µ). Par connexité de l’ensemble Ωφ(K) on en déduit que toutes
les arêtes du sous-arbre situé à l’extrémité de l’arête e sont dirigées vers
l’arête e. Donc Ωφ(2) = {Z0} et donc φ ∈ E .

Soit ψ une application dans un voisinage de φ telle que ψ(Z0) ∈ (−2, 2).
On considère l’ellipse :

E0 = {(x, y) ∈ R2 | (x, y, z) ∈ Xτ}

On peut choisir ψ suffisamment proche de φ pour que l’ellipse E0 soit
contenue dans le carré [2.4, 2.6]2. On peut alors montrer de la même façon
que ∂Z0 est encore un arbre attractif, et que les régions Z à distance 1 de
Z0 satisfont |φ(Z)| > K(µ). Il est donc clair que la représentation ψ est
également dans E .
La fonction définie sur E par f(ρ) = min{tr(ρ(Z)) | Z ∈ Ω} est donc

non-constante sur E mais est invariante par l’action de Mod(S), donc l’ac-
tion de Mod(S) n’est pas ergodique. �
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6. Autres questions

6.1. Surfaces en genre supérieur

On peut essayer de généraliser les méthodes présentées pour une surface
g avec n composantes de bord. Cependant, une des idées essentielles dans
la preuve est la description simple du complexe de courbe du tore à un
trou et de la sphère à quatre trous, et notamment le fait que le dual du
complexe de courbe soit un arbre.

En général, le complexe de courbe a une combinatoire beaucoup plus
riche. Cependant dans un travail en préparation avec S. Maloni, nous éten-
dons les résultats au cas du plan projectif à trois composantes de bord.
Dans ce cas, le dual du complexe des courbes est un arbre, ce qui nous
permet d’utiliser les méthodes présentées ici pour construire un domaine
de discontinuité.

Pour les surfaces plus générales, la question reste ouverte.

6.2. Action de IA3

En étudiant la variété de caractères du groupe libre en trois générateurs,
on voit qu’il y a un sous-groupe de Out(F3) engendré par sept involutions,
qui agit sur la variété de caractères de façon similaire à l’action introduite
ici. C’est à dire qu’une involution agit sur l’hypersurface de C7 donnée
par l’équation (2.1) en fixant 6 coordonnées et en prenant l’autre point
d’intersection de la droite définie par ces 6 coordonnées avec la surface. Le
groupe engendré par ces involutions correspond à indice fini près au groupe
IA3 correspondant au noyau Out(F3)→ PGL(3,Z).
Peut-on construire un domaine de discontinuité pour l’action de IA3 sur

X (F3,SL(2,C)) en utilisant la méthode des applications de Markov ?

6.3. Identités de McShane

Les méthodes utilisées ici one été introduites par Bowditch pour donner
une preuve alternative de l’identité de McShane [1], et ont ensuite été gé-
néralisées par Tan-Wong-Zhang [20, 19, 21]. Il serait intéressant de donner
une autre formulation de l’identité de McShane dans le cas de la sphère à
quatre trous en utilisant les méthodes introduites ici.
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6.4. Lien avec les représentations primitive-stables

Dans [14], Minsky construit un domaine de discontinuité ouvert pour
l’action de Out(Fn) sur la variété de caractères X (Fn,PSL(2,C)). Ce do-
maine est strictement plus grand que l’ensemble de représentation Schottky,
et contient donc des représentations qui ne sont pas fidèles et discrètes. Ce
domaine de discontinuité est l’ensemble PSn défini ci-dessous
Soit Cay(Fn) le graphe Cayley de Fn et soit P l’ensemble des axes dans

Cay(Fn) correspondant aux éléments primitifs.
Pour une représentation ρ : Fn → PSL(2,C) et un point base o ∈ H3, il

existe une unique application ρ-équivariante τρ,o envoyant chaque arête de
Cay(Fn) sur un segment géodésique.

Définition 6.1. — Une représentation ρ : Fn → PSL(2,C) est dite
primitive-stable si il existe K, δ > 0 tel que l’application τρ,o envoie chaque
élément de P sur une (K, δ)-quasi géodésique.
On note PSn l’ensemble des classes de conjugaison de représentations pri-
mitive stables.

Soit ρ ∈ PS3. Alors, pour tout élément primitif x ∈ F3, on a tr(ρ(x)) 6=
[−2, 2]. De plus, pour une représentation primitive stable on a {x ∈ F3 |
x est primitif et , |tr(ρ(x))| < N} est fini pour tout N > 0. Comme les
courbes simples sur la surface S correspondent à des éléments primitifs
de F3, une telle représentation satisfait les conditions (BQ). On en déduit
PS3 ⊂ (X (π,SL(2,C)))Q.
De plus, l’ensemble (X (π,SL(2,C)))Q est strictement plus grand que

PS3 car on peut envoyer les composantes de bord de la surface S sur des
éléments elliptiques. Or les composantes de bord correspondent également
à des éléments primitifs de F3.
Peut-on trouver une caractérisation des représentations primitives stables

en termes de traces des éléments primitifs ?
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