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SUR LES SYMÉTRIES DES STRUCTURES
GÉOMÉTRIQUES RIGIDES

Sorin Dumitrescu

Résumé. — Nous présentons des résultats de classification pour des variétés
lorentziennes de dimension trois avec “beaucoup” de symétries locales.

1. Introduction

Une géométrie, au sens de Klein, est un espace homogène G/I, où G
est un groupe de Lie (de dimension finie) et I un sous-groupe fermé de G.
Le groupe G est alors le groupe des symétries (isométries) de la géométrie
et joue le rôle central suivant : deux parties de l’espace G/I seront consi-
dérées équivalentes si l’une est l’image de l’autre par une transformation
appartenant au groupe G.

L’exemple type est celui de la géométrie euclidienne, associée au groupe
des déplacements G = O(n,R) n Rn, où le stabilisateur d’un point est
le groupe d’isotropie I = O(n,R). Comme le sous-groupe des translations
Rn agit librement et transitivement sur G/I, un modèle de la géométrie
euclidienne sera alors Rn muni de la forme quadratique définie positive
standard dx2

1 + dx2
2 + . . .+ dx2

n.
Autres exemples remarquables de géométries :
– la géométrie pseudo-riemannienne plate de signature (p, q), obtenue

pour G = O(p, q) n Rn et I = O(p, q), avec p, q des entiers positifs
de somme égale à n. Un modèle de cette géométrie est Rn muni de la
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forme quadratique dx2
1 + . . .+dx2

p−dx2
p+1− . . .−dx2

p+q, non dégénérée
et de signature (p, q). La géométrie lorentzienne plate correspond au
cas particulier q = 1.

– la géométrie affine obtenue pour G = GL(n,R)nRn et I = GL(n,R).
L’action de G sur Rn préserve les droites parcourues à vitesse cons-
tante.

– la géométrie projective, où G est le groupe des transformations projec-
tives de l’espace projectif Pn(R) et I est le stabilisateur d’un point.
Dans ce cas G préserve les droites projectives, sans respecter le para-
métrage.

Gauß et Riemann sont les premiers à avoir introduit et étudié l’objet
infinitésimal associé à la géométrie euclidienne : en language moderne, une
métrique riemannienne sur une variété est un champ lisse de formes qua-
dratiques définies positives.

Postérieurement, dans un vaste programme de généralisation, Cartan a
réussi à définir les objets infinitésimaux associés aux géométries de Klein
G/I, qui sont, à ces géométries, ce que les métriques riemanniennes sont
à la géométrie euclidienne [54]. Par exemple, une connexion affine est la
généralisation infinitésimale de la géométrie affine et une connexion projec-
tive est la généralisation infinitésimale de la géométrie projective. Cartan
associe à ces objets un tenseur de courbure qui s’annule si et seulement si
l’objet infinitésimal est plat, autrement dit localement équivalent à G/I.

Cartan et Lie ont longuement étudié les symétries (isométries) de ces
objets infinitésimaux.

Ehresmann est celui qui a posé le cadre moderne (intrinsèque) dans le-
quel ces structures géométriques infinitésimales se définissent [16]. La dé-
finition de structure géométrique, dégagée par Ehresmann et reprise fruc-
tueusement par Gromov dans [26], sera donnée un peu plus tard. Pour
l’instant le lecteur pourra se contenter de penser au cas des métriques
pseudo-riemanniennes, au cas des connexions affines et, éventuellement, à
celui des structures conformes pseudo-riemanniennes.

Rappelons qu’une métrique pseudo-riemannienne de signature (p,q) est
un champ lisse de formes quadratiques non dégénérées de signature (p, q).
Dans le cas particulier q = 1, la métrique est dite lorentzienne.

Une structure conforme pseudo-riemannienne est la donnée d’une mé-
trique pseudo-riemannienne définie seulement à un multiple scalaire près.

Sauf mention explicite du contraire, les structures géométriques considé-
rées dans ce mémoire seront suposées indéfiniment dérivables ou analytiques
réelles.
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1.1. Théorème de l’orbite ouverte de Gromov

La présence d’une structure géométrique sur une variété différentiableM
induit une partition de la variété en classes d’équivalence : deux points se
trouvent dans la même classe d’équivalence s’ils sont reliés par un difféo-
morphisme local qui préserve la structure géométrique.

À l’instar du cadre riemannien, il convient d’appeler isométrie locale un
difféomorphisme local qui préserve la structure géométrique. Les orbites du
pseudo-groupe des isométries locales sont alors les classes de la partition
donnée par la relation d’équivalence précédente.

Dans [26] Gromov montre que cette partition est très régulière pour
les structures géométriques rigides, qui se caractérisent par le fait que le
pseudo-groupe des isométries locales est un pseudo-groupe de Lie de dimen-
sion finie. Par exemple, les métriques pseudo-riemanniennes, les connexions
affines ou encore les structures conformes pseudo-riemanniennes en dimen-
sion supérieure ou égale à trois sont des structures géométriques rigides.
Dans ce cas, il existe un ouvert dense de M dans lequel les orbites du
pseudo-groupe des isométries locales sont des sous-variétés fermées. En
particulier, si une telle orbite est dense, alors celle-ci est ouverte et, par
conséquent, la structure géométrique en question est localement homogène
sur un ouvert dense de M (i.e. le pseudo-groupe des isométries locales agit
transitivement sur un ouvert dense).

Le résultat précédent est connu dans la littérature sous le nom du théo-
rème de l’orbite ouverte et a été commenté et appliqué par de nombreux
auteurs [2], [3],[4], [5],[7]. Il a été utilisé de manière essentielle pour la classi-
fication des structures qui mélangent la géométrie et la dynamique, comme
les flots d’Anosov de contact [7], dans l’étude des actions de “gros groupes”
(par exemple, les réseaux des groupes semi-simples) ou encore dans l’étude
des variétés lorentziennes compactes dont le groupe d’isométries est non
compact. Dans tous ces cas, on montre à un moment de la preuve qu’une
certaine structure géométrique rigide, localement homogène sur un ouvert
dense (d’après le théorème de l’orbite ouverte), l’est en fait sur toute la
variété grâce à la dynamique d’un groupe d’isométries.

Une motivation importante a été pour nous la question naturelle posée
dans [3] :

Question 1.1. — Soit M une variété compacte connexe munie d’une
structure géométrique rigide φ, localement homogène sur un ouvert dense.
Sous quelles conditions φ est-elle localement homogène sur M ?

VOLUME 28 (2009-2010)
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Remarquons que l’homogénéité locale de φ sur un ouvert dense implique
que tout invariant différentiel scalaire de φ est constant sur M .

Dans le cas où φ est une métrique lorentzienne ou riemannienne sur une
surface ceci est suffisant pour conclure. En effet, en dimension deux la cour-
bure sectionnelle est un invariant scalaire qui est constant si et seulement si
la métrique est localement homogène [57]. Pour ce qui est du cadre rieman-
nien, où (grâce à la compacité du groupe orthogonal) les invariants scalaires
suffisent pour séparer les orbites du pseudo-groupe des isométries locales
(voir [22] pour une version effective de cette propriété), ceci est également
suffisant. La question 1.1 est donc réglée pour les variétés riemanniennes,
mais ouverte et intéressante pour les variétés pseudo-riemanniennes de di-
mension supérieure ou égale à trois. En effet, pour une métrique pseudo-
riemannienne les invariants scalaires ne suffisent pas pour tester l’homo-
généité locale [35]. Notamment, il existe des métriques lorentziennes de
dimension trois, non localement homogènes, dont tous les invariants sca-
laires sont nuls.

Dans [13] nous avons pu obtenir un résultat qui règle positivement la
question 1.1 dans le cas des variétés lorentziennes analytiques réelles de
dimension trois. Ceci sera détaillé un peu plus loin. La question 1.1 reste
pourtant ouverte pour les métriques lorentziennes de dimension trois lisses
(indéfiniment dérivables), ainsi que pour d’autres structures géométriques
(par exemple, des structures conformes pseudo-riemanniennes et même
conformes riemanniennes).

Une autre version de ce problème est l’étude de la question 1.1 en pré-
sence d’un groupe d’isométries et formule la conjecture vague suivante qui
se dégage de [26, 59] et qui est explicitement posée dans [3] :

Conjecture 1.2 (Gromov, Zimmer). — Il est possible de classifier les
variétés compactes M munies d’une structure géométrique rigide φ admet-
tant un groupe d’isométries important (par exemple, agissant non propre-
ment).

Dans ce sens Zeghib démontre dans [58] que les variétés lorentziennes
compactes de dimension trois admettant une action isométrique non propre
de R sont nécessairement localement homogènes et il classifie tous les
exemples. Ce résultat est à rapprocher de celui de Ghys qui classifie les
flots d’Anosov en dimension trois dont les feuilletages stables et instables
sont lisses [23]. En effet, dans [23] Ghys construit une structure géométrique
rigide préservée par le flot d’Anosov et montre qu’elle est localement homo-
gène, avant de classifier tous les exemples. Cette méthode a été développée
dans [7].
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Un résultat célèbre qui supporte la conjecture 1.2 est le théorème de
Ferrand-Obata [18, 45] qui affirme qu’une variété riemannienne compacte,
dont le groupe des isométries conformes est non compact, est conformé-
ment équivalente à la sphère standard. Il convient de mentionner ici le
résultat principal de [19], où Frances donne une preuve unifiée du théo-
rème de Ferrand-Obata et d’un résultat similaire de Schoen [52] sur les
structures CR.

Un cas plus précis de la conjecture 1.2 est la recherche d’un théorème du
type Ferrand-Obata dans le cas conforme pseudo-riemannien :

Conjecture 1.3 (Lichnerowicz). — i) Soit M une variété com-
pacte munie d’une structure pseudo-riemannienne conforme φ ad-
mettant un groupe d’isométries essentiel (i.e. qui ne préserve aucune
métrique pseudo-riemannienne dans la classe conforme). Alors φ est
conformément plate.

ii) Soit M une variété compacte munie d’une connexion projective φ
admettant un groupe d’isométries essentiel (i.e. qui ne préserve au-
cune connexion affine représentant la connexion projective). Alors
φ est projectivement plate.

Mentionnons que si le point ii) de la conjecture précédente a été réglé
récemment par Matveev, dans le contexte des connexions projectives asso-
ciées à des métriques riemanniennes [38], il reste ouvert en général.

1.2. Variétés localement modelées sur des espaces homogènes

L’idée générale pour mener à bien le programme de la conjecture 1.2
est la suivante. On montre d’abord que φ est localement homogène, loca-
lement modelée sur une géométrie de Klein G/I. Nous sommes alors dans
la situation décrite par la définition suivante.

Définition 1.4. — La variété M est localement modelée sur la géo-
métrie G/I, au sens d’Ehresmann-Thurston [15, 56], ou encore admet une
(G,G/I)-géométrie, s’il existe un atlas de M à valeurs dans des ouverts de
G/I tel que les applications de changements de carte soient données par
des éléments du groupe G.

Si M est compacte, nous dirons aussi que la géométrie G/I admet une
réalisation compacte sur M .

De plus, la structure géométrique φ sur M proviendra d’une structure
géométrique du même type, G-invariante, sur G/I. Par exemple, si φ est
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une métrique pseudo-riemannienne, elle sera localement modelée sur une
métrique pseudo-riemannienne G-invariante sur G/I. On peut tenter de
classifier toutes ces géométries G/I, ainsi que leurs réalisations compactes.

Rappelons que Thurston a donné cette classification pour le cas où
G/I est de dimension trois et G préserve une métrique riemannienne sur
G/I (voir [55, 56, 53]).

Dans la suite nous présenterons, en particulier, l’article [14] dans lequel,
dans un travail en collaboration avec Zeghib, nous réalisons ce programme
dans le cas où G/I est de dimension trois et l’action canonique de G sur
G/I préserve une métrique lorentzienne. Ceci nous permet de classifier les
variétés lorentziennes localement homogènes compactes de dimension trois
(sans faire d’hypothèse sur le groupe des isométries).

2. Géométrie Lorentzienne de dimension trois

Nous résumons dans ce chapitre les résultats que nous avons obtenus
dans [13] et [14] pour les métriques lorentziennes en dimension trois.

2.1. Extension de l’ouvert dense

Le théorème suivant est le résultat principal de [13]. Il doit être vu comme
un approfondissement du théorème de l’orbite ouverte de Gromov dans le
cas particulier des variétés lorentziennes analytiques réelles de dimension 3.

Théorème 2.1. — Soit (M, g) une variété lorentzienne analytique réelle
de dimension 3 compacte et connexe. Si le pseudo-groupe des isométries
locales de g admet une orbite ouverte non vide dans M , alors celle-ci est
égale à M .

Dans le cadre analytique le théorème de l’orbite ouverte est précisé dans
[3], [26] sous la forme suivante : en dehors d’un ensemble analytique compact
(éventuellement vide), les orbites du pseudo-groupe des isométries locales
sont les fibres d’une fibration analytique de rang constant. Avec ce théorème,
notre hypothèse d’existence d’une orbite ouverte pour le pseudo-groupe des
isométries locales est donc équivalente à l’existence d’une orbite ouverte et
dense.

Nous pouvons alors énoncer le théorème 2.1 sous la forme équivalente
suivante :

SÉMINAIRE DE THÉORIE SPECTRALE ET GÉOMÉTRIE (GRENOBLE)
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Corollaire 2.2. — Si le pseudo-groupe des isométries locales admet
une orbite dont l’adhérence est d’intérieur non vide, alors celle-ci est égale
à M (la métrique g est localement homogène).

Rappelons que nos hypothèses impliquent automatiquement que tout
invariant scalaire de la métrique lorentzienne (par exemple, les fonctions
symétriques des courbures principales) est constant. En effet, un tel in-
variant doit être une fonction analytique constante sur un ouvert de M
et donc partout. En particulier, les 3 courbures principales de g (définies
comme les valeurs propres de la courbure de Ricci par rapport à la métrique
lorentzienne) sont constantes sur M .

Il convient de remarquer qu’en dimension 3 la courbure ne se résume pas
à un scalaire (c’est un tenseur) et la courbure sectionnelle est une fonction
méromorphe (en général non constante) définie sur la 2-grassmannienne.
Cette fonction admet, en général, des pôles situés en dehors de l’ouvert
formé par les plans non-dégénérés.

Notre preuve utilise l’analyticité de manière essentielle et notamment
la propriété suivante de prolongement d’isométries locales : tout point m
de M possède un voisinage ouvert Um tel que toute isométrie locale proche
de l’identité définie sur un ouvert connexe U contenu dans Um se prolonge
à Um. Ce phénomène a été découvert pour la première fois par Nomizu [44]
dans le cadre des métriques riemanniennes analytiques et étendu par la
suite par Amores [1] et Gromov [26] aux structures rigides analytiques.

L’argument précédent combiné avec le principe de monodromie permet
de voir que sur les variétés analytiques compactes et simplement connexes
les isométries locales proches de l’identité se prolongent en des isométries
globales. C’est précisément cette technique qui est utilisée dans [2] pour
montrer que le groupe des isométries d’une variété lorentzienne analytique
compacte et simplement connexe est nécessairement compact.

Avec cette remarque le théorème 2.1 est naturellement complété par le

Corollaire 2.3. — Si de plusM est simplement connexe, alors (M, g)
est la sphère S3 munie d’une métrique lorentzienne invariante par l’action
par translations du groupe de Lie S3 sur lui-même.

La justification du corollaire est la suivante : le pseudo-groupe des iso-
métries locales proches de l’identité agit transitivement sur M [5], ce qui
implique qu’il existe un groupe (de Lie) connexe G d’isométries (globale-
ment définies) qui agit transitivement sur M . Il vient que M s’identifie
au quotient de ce groupe par le stabilisateur d’un point. D’après le résul-
tat de [2], G est compact et donc M est un quotient de deux groupes de
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Lie compacts. Le stabilisateur d’un point s’identifie alors à un sous-groupe
compact du groupe linéaire O(2, 1) : il s’agit nécessairement de l’identité
ou d’un sous-groupe à un paramètre compact (elliptique).

Dans le premier cas M s’identifie avec l’unique groupe compact connexe
et simplement connexe de dimension 3, qui est la sphère S3 et la métrique
lorentzienne g est invariante par l’action de S3 sur lui même. La métrique
lorentzienne s’obtient à partir d’une forme quadratique de signature (2, 1)
sur l’algèbre de Lie de S3 et qui est transportée par les translations de S3

sur lui-même.
Dans le deuxième cas M est le quotient d’un groupe de Lie G compact

connexe de dimension 4 par un sous-groupe isomorphe à S1. Il n’existe que
deux possibilités pour G : ou bien S3 × S1, ou bien S1 × S1 × S1 × S1. Le
tore S1×S1×S1×S1 ne possède aucun quotient simplement connexe non
trivial. Il vient que G est isomorphe à S3 × S1 et que M est un quotient
de S3 × S1 par un sous-groupe à un paramètre compact. Comme M est
supposée simplement connexe, il vient que la projection du stabilisateur
d’un point de M dans S3 × S1 est surjective sur le facteur S1 et donc
le premier facteur isomorphe à S3 agit simplement transitivement sur M .
Nous sommes donc ramenés au cas précédent.

Question 2.4. — i) Le théorème 2.1 reste-t-il valide pour des mé-
triques lorentziennes de dimension trois indéfiniment dérivables lo-
calement homogènes sur un ouvert dense (on pourrait même sup-
poser l’existence d’une action isométrique de Z avec une orbite
dense) ?

ii) Qu’en est-il du cas des métriques pseudo-riemanniennes analytiques
en dimension plus grande ?

iii) Qu’en est-il pour les structures conformes pseudo-riemanniennes en
dimension supérieure ou égale à trois ?

Mentionnons que l’analogue de la question 2.4 dans le contexte des
connexions affines (indéfiniment dérivables ou analytiques) est irrésolu mê-
me en dimension deux (quand il ne s’agit pas de la connexion de Levi-Civita
d’une métrique riemannienne ou lorentzienne).

2.2. Variétés lorentziennes localement homogènes

Soit G un groupe de Lie réel et G/I, où I est un sous-groupe fermé de G,
un espace homogène supposé simplement connexe.
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On dit que G/I est lorentzien et que (G,G/I) est une géométrie lorent-
zienne (au sens de Klein) si l’action canonique de G sur G/I préserve une
métrique lorentzienne, ou de manière équivalente, si l’action adjointe de I
préserve une forme quadratique non dégénérée de signature (n − 1, 1) sur
le quotient G/I des algèbres de Lie correspondantes.

Rappelons que si M est localement modelée sur G/I, tout objet géo-
métrique (par exemple, un tenseur ou une connexion) sur G/I, invariant
par l’action de G, induit un objet géométrique du même type sur M . En
particulier, dans le cas d’un espace homogène lorentzien G/I, la variété M
hérite d’une métrique lorentzienne localement homogène.

La géométrie lorentzienne (G,G/I) est dite maximale, si l’action de G
ne s’étend pas en une action fidèle d’un groupe de Lie de dimension stric-
tement plus grande G′ qui préserve une métrique lorentzienne. Deux mé-
triques lorentziennes sur G/I dont les composantes neutres des groupes des
isométries sont conjuguées dans le groupe des difféomorphismes de G/I dé-
finissent une même géométrie.

Une (G,G/I)-géométrie sur M donne classiquement naissance à une ap-
plication développante qui est un difféomorphisme local entre un revêtement
universel M̃ de M et G/I et à un morphisme d’holonomie ρ : π1(M)→ G
[55, 56, 53]. L’application développante conjugue l’action du groupe fon-
damental π1(M) sur M̃ à l’action du groupe d’holonomie Γ = ρ(π1(M))
sur G/I.

Une (G,G/I)-géométrie est dite complète si son application développante
est un difféomorphisme. Dans ce cas le groupe d’holonomie Γ agit librement
et proprement surG/I etM = Γ\G/I. Lorsque I est compact, ceci équivaut
au fait que Γ soit un réseau cocompact de G.

Lorsque G préserve une métrique lorentzienne ou riemannienne, ou plus
généralement une connexion, on a aussi la notion de complétude géodé-
sique [57]. La complétude géodésique est plus forte que la complétude au
sens ci-dessus (voir lemme 2.8).

On dit qu’une (G,G/I)-géométrie satisfait à une rigidité de Bieberbach
si, pour toute réalisation compacte complète sur une variétéM , il existe un
sous-groupe de Lie connexe L de G contenant, à indice fini près, le groupe
d’holonomie Γ deM et agissant librement et transitivement sur G/I. Dans
ce cas, L s’identifie à G/I et, à indice fini près, M est Γ\L. L’énoncé
classique du théorème de Bieberbach correspond au cas de la géométrie
euclidienne (O(n,R) n Rn,Rn), avec L = Rn, le groupe des translations.

Rappelons que Thurston a classifié les huit géométries riemanniennes
maximales de dimension 3 qui possèdent des réalisations compactes (voir
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[55, 56, 53]). Cette classification contient les trois géométries de courbure
sectionnelle constante, deux géométries produit (entre R et l’espace hy-
perbolique de dimension deux, ou bien entre R et la sphère de dimension
deux), ainsi que trois géométries données par des métriques invariantes à
gauche sur les groupes de Lie suivants : SL(2,R), Heisenberg et SOL. Le
groupe Heisenberg est l’unique groupe de Lie réel de dimension trois, uni-
modulaire, nilpotent et non abélien, tandis que SOL est l’unique groupe
de Lie réel de dimension trois, unimodulaire, résoluble et non nilpotent. La
structure des deux algèbres de Lie correspondates sera décrite un peu plus
loin.

Une spécificité bien connue des (G,G/I)-géométries riemanniennes est
que toute réalisation compacte d’une telle géométrie est nécessairement
complète. Ce phénomène n’est nullement assuré (et souvent faux) pour
les (G,G/I)-géométries générales, mais est démontré dans [14] pour les
(G,G/I)-géométries lorentziennes de dimension 3.

Dans [14] nous nous intéressons aux géométries lorentziennes de dimen-
sion 3 qui sont non-riemanniennes, i.e. l’action de G sur G/I ne préserve
pas de métrique riemannienne. C’est équivalent au fait que l’action adjointe
de I soit à image non bornée dans le groupe des transformations linéaires
de G/I.

Dans la suite on explicitera des exemples de géométries lorentziennes non-
riemanniennes maximales de dimension 3 qui admettent des réalisations
compactes.

Avant de présenter les géométries (G,G/I) qui incarnent, en dimension 3,
les géométries lorentziennes de courbure sectionnelle constante et qui sont
la géométrie plate de Minkowski (courbure nulle), la géométrie de Sitter
(courbure positive) et la géométrie anti de Sitter (courbure négative), pré-
cisons que, d’après un résultat dû à Carrière [11] dans le cas plat et étendu
par Klingler [32] au cas de courbure sectionnelle constante (voir égale-
ment [39, 42]), toute réalisation compacte de G/I est complète. Ce résultat
de complétude est essentiel dans l’étude des géométries lorentziennes de
courbure sectionnelle constante.

Il implique, en particulier, que la géométrie de courbure sectionnelle
constante positive n’admet pas de réalisation compacte. En effet, d’après [9],
seuls les groupes finis agissent proprement sur l’espace de Sitter, qui n’ad-
met donc pas de quotient compact.

Géométrie Minkowski. — Un modèle de la géométrie Minkowski est
R3, muni de la forme quadratique dx2 + dy2 − dz2. Le groupe G de cette

SÉMINAIRE DE THÉORIE SPECTRALE ET GÉOMÉTRIE (GRENOBLE)



SUR LES SYMÉTRIES DES STRUCTURES GÉOMÉTRIQUES RIGIDES 39

géométrie est O(2, 1) n R3, agissant affinement sur R3. L’isotropie I de la
géométrie Minkowski est O(2, 1).

Il est démontré dans [21, 25] que la géométrie Minkowski satisfait à une
rigidité de Bieberbach, avec le groupe L isomorphe à R3, Heis ou SOL.
Par conséquent, la classification des variétés lorentziennes compactes plates
coïncide avec la classification des réseaux cocompacts sans torsion dans les
trois groupes précédents.

Géométrie anti de Sitter. — Un modèle de cette géométrie est le revê-
tement universel ˜SL(2,R) de SL(2,R), muni de la métrique lorentzienne
invariante par translations à gauche qui coïncide en identité avec la forme
de Killing q sur l’algèbre de Lie sl(2,R). Comme la forme de Killing q
est invariante par la représentation adjointe, le groupe des isométries de
la géométrie anti de Sitter contient également les translations à droite. La
composante neutre du groupe des isométries de la géométrie anti de Sit-
ter est (modulo quotient par le noyau de l’action qui est fini, de cardinal
quatre) G = ˜SL(2,R) × ˜SL(2,R), avec isotropie I isomorphe à ˜SL(2,R)
et plongée diagonalement dans G.

Comme le groupe ˜SL(2,R) agit librement transitivement sur G/I, il
suffit de considérer le quotient à gauche de ˜SL(2,R) par un réseau co-
compact Γ de ˜SL(2,R), pour construire ainsi des variétés compactes M =
Γ\ ˜SL(2,R) localement modelées sur la géométrie anti de Sitter.

La rigidité de Bieberbach, valable dans le cas plat, n’est plus valide pour
la géométrie anti de Sitter [24, 51].

Géométrie Lorentz-Heisenberg. — Il s’agit de la géométrie d’une cer-
taine métrique lorentzienne invariante par translations à gauche sur le
groupe de Heisenberg Heis. Désignons par heis l’algèbre de Lie de Heis
et rappelons que heis est engendrée par un élément central X et par deux
autres éléments Z et T tels que [Z, T ] = X.

Proposition 2.5. — Modulo automorphisme et à constante multipli-
cative près, il existe sur Heis une seule métrique lorentzienne invariante
à gauche et affectant une longueur positive au centre de heis. Cette mé-
trique définit une géométrie lorentzienne non-riemannienne maximale, dont
la composante neutre du groupe des isométries est de dimension quatre,
isomorphe à un produit semi-directe R nHeis et dont l’isotropie est semi-
simple (i.e. agit sur l’espace tangent au point base comme un groupe
à un paramètre diagonalisable). Cette géométrie sera appelée Lorentz-
Heisenberg.
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Il suffit de considérer un quotient (à gauche) de Heis par un réseau
cocompact Γ, pour se convaincre que la géométrie Lorentz-Heisenberg se
réalise bien sur des variétés compactes.

Géométrie Lorentz-SOL. — C’est une géométrie obtenue à partir d’une
métrique lorentzienne invariante à gauche sur SOL. Rappelons que l’al-
gèbre de Lie correspondante sol est engendrée par {X,Z, T}, avec seuls
crochets non-nuls [T,X] = X et [T,Z] = −Z. L’algèbre dérivée est donc
R2 = RX⊕RZ. Considérons sur SOL la métrique lorentzienne invariante
à gauche g définie en identité par : X et T sont isotropes, Z est orthogonal
à RX ⊕RT , et g(X,T ) = g(Z,Z) = 1.

Proposition 2.6. — À automorphisme près, g est l’unique métrique
lorentzienne invariante à gauche sur SOL, qui rend l’algèbre dérivée dégé-
nérée et telle que l’une des deux directions propres de ad(T ) est isotrope. La
composante neutre du groupe des isométries de g est de dimension quatre :
il s’agit d’une extension non triviale deHeis (ici,Heis n’agit pas transitive-
ment) et l’isotropie est non compacte (unipotente). Cette métrique définit
une géométrie lorentzienne maximale et non-riemannienne qu’on désignera
par Lorentz-SOL.

Le théorème suivant est le résultat principal de [14]. Il montre, en parti-
culier, que les quatre exemples précédents constituent les seules géométries
lorentziennes non-riemanniennes maximales qui se réalisent sur des variétés
compactes de dimension 3 :

Théorème 2.7. — Soit M une variété lorentzienne compacte connexe
de dimension 3 localement modelée sur une géométrie lorentzienne non-
riemannienne (G,G/I).

(i) La géométrie G/I est alors isométrique à une métrique lorent-
zienne invariante à gauche sur l’un des quatre groupes suivants :
R3, ˜SL(2,R), Heis ou SOL.

La classification de métriques lorentziennes invariantes à gauche
est la suivante :

– Dans le cas de R3, toutes les métriques invariantes par trans-
lations sont plates.

– Dans le cas de ˜SL(2,R), il y a trois géométries lorentziennes
non-riemanniennes qui proviennent des métriques lorentziennes
invariantes à gauche : la seule géométrie maximale est anti de
Sitter, les deux autres sont données par des métriques lorent-
ziennes de courbure sectionnelle non constante, invariantes à
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gauche et également par un sous-groupe à un paramètre uni-
potent (respectivement semi-simple) de translations à droite.

– Dans le cas de Heis, il y a deux géométries lorentziennes non-
riemanniennes invariantes à gauche. L’une est plate et l’autre
correspond à la géométrie Lorentz-Heisenberg.

– Dans le cas de SOL, il y a deux géométries lorentziennes non-
riemanniennes invariantes à gauche. L’une est plate et l’autre
correspond à la géométrie Lorentz-SOL.

(ii) Si la géométrie lorentzienne (G,G/I) est maximale, alors c’est l’une
des 4 géométries suivantes : Minkowski, anti de Sitter, Lorentz-
Heisenberg ou Lorentz-SOL.

La géométrie globale de M est la suivante :
(iii) La (G,G/I)-géométrie est complète.
(iv) On a une rigidité de Bieberbach dans tous les cas où la géométrie

maximale correpondante n’est pas anti de Sitter. Dans le cas des
géométries Lorentz-Heisenberg ou Lorentz-SOL, le groupe d’holo-
nomie est, à indice fini près, un réseau cocompact de Heis ou SOL,
respectivement.

(v) M est géodésiquement complète, sauf si elle est localement modelée
sur la géométrie Lorentz-SOL.

Précisons à présent les implications qui existent entre les différents points
du théorème précédent. Un résultat essentiel qui permet de passer de la
complétude géodésique à la complétude au sens des (G,G/I)-géométries
est le lemme bien connu suivant :

Lemme 2.8. — Soit M une variété qui admet une (G,G/I)-géométrie
telle que l’action de G sur G/I préserve une connexion affine ∇. Si la
connexion induite sur M par ∇ est géodésiquement complète, alors la
(G,G/I)-géométrie de M est complète.

Ce résultat, combiné avec le théorème riemannien classique de complé-
tude géodésique de Hopf-Rinow [57], implique que les (G,G/I)-géométries
riemanniennes sur des variétés compactes sont automatiquement complètes.
En particulier, toute (G,G)-géométrie (où le groupe de Lie G agit sur lui-
même par translations) sur une variété compacte M est complète et M
s’identifie au quotient de G par un réseau cocompact.

Grâce aux résultats de Carrière et Klingler [12, 32] qui affirment que les
variétés lorentziennes compactes de courbure sectionnelle constante sont
géodésiquement complètes, le lemme 2.8 fournit également la complétude
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des variétés compactes localement modelées sur les (G,G/I)-géométries
pour lesquelles l’action de G préserve une métrique lorentzienne sur G/I
de courbure sectionnelle constante. Le théorème de classification des géo-
métries lorentziennes non-riemanniennes maximales (partie (ii) du théo-
rème 2.7) permet alors de restreindre l’étude de la complétude aux variétés
compactes localement modelées sur les géométries Lorentz-Heisenberg et
Lorentz-SOL. La complétude et la rigidité de Bieberbach des réalisations
compactes des géométries Lorentz-Heisenberg et Lorentz-SOL se démontre
via les propositions 8.1 et 7.1 dans [14]. Finalement, on obtient le résultat
de complétude de la partie (iii) du théorème principal, qui peut s’énoncer
également de la manière suivante :

Corollaire 2.9. — Toute variété lorentzienne localement homogène
compacte connexe et de dimension 3 est isométrique au quotient (à gauche)
d’un espace homogène lorentzien G/I par un sous-groupe discret Γ de G
agissant proprement.

Une conséquence du théorème 2.7 est le résultat d’uniformisation sui-
vant :

Théorème 2.10. — Toute variété compacte connexe de dimension 3
qui possède une métrique lorentzienne localement homogène dont le groupe
d’isotropie locale est non compact admet un revêtement fini qui possède
une métrique lorentzienne de courbure sectionnelle constante (négative ou
nulle).

En effet, si la géométrie maximale correspondante n’est pas de courbure
sectionnelle constante, celle-ci coïncide alors avec la géométrie Lorentz-
Heisenberg, ou bien avec la géométrie Lorentz-SOL. Dans les deux cas, la
partie (iv) du théorème 2.7 assure que (à revêtement fini près) la variétéM
est un quotient (à gauche) de Heis ou de SOL par un réseau. Or, aussi bien
Heis, que SOL, possèdent des métriques lorentziennes plates invariantes à
gauche [49, 50] qui descendent bien sur M .

Ainsi, les quotients compacts de la forme Γ\Heis portent deux géomé-
tries lorentziennes maximales différentes : Minkowski et Lorentz-Heisenberg.
Ce phénomène est spécifique à la géométrie non-riemannienne : dans le
contexte riemannien il y a unicité de la géométrie maximale portée par les
variétés compactes de dimension trois [53].

Par ailleurs, les parties (i) et (iii) du théorème 2.7 permettent de ramener
l’étude de la complétude géodésique aux métriques invariantes à gauche sur
les groupes de Lie R3, ˜SL(2,R), Heis ou SOL et d’obtenir la partie (v)
du théorème 2.7, en utilisant des résultats connus dans ce contexte.
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Nous avons vu que la complétude géodésique est acquise dans le cas
de courbure sectionnelle constante. La complétude géodésique de la géo-
métrie Lorentz-Heisenberg est démontrée dans la section 4 de [50], où le
calcul explicite des géodésiques est présenté. Plus généralement, toutes les
métriques lorentziennes invariantes à gauche sur Heisenberg sont géodési-
quement complètes [27].

Le manque de complétude géodésique de la métrique Lorentz-SOL est
prouvé dans [29].

Finalement le cas des métriques invariantes sur ˜SL(2,R) est analysé
dans [28] : le résultat des auteurs implique bien qu’on a complétude géodé-
sique dès que l’isotropie n’est pas compacte (voir [14]).

Par ailleurs, les exemples de [28] et l’exemple de [29] montrent que la
complétude géodésique peut tomber en défaut pour certaines métriques lo-
rentziennes invariantes à gauche sur ˜SL(2,R) ou sur SOL (dans ce dernier
cas, même en présence d’un groupe d’isotropie non compact). Néanmoins
notre résultat de complétude pour les réalisations compactes des (G,G/I)-
géométries lorentziennes persiste même quand le modèle G/I lui-même
n’est pas géodésiquement complet.

Nous n’allons pas donner ici la preuve du théorème 2.7 pour laquelle le
lecteur devra consulter [14], mais la proposition suivante permet de réduire
le problème au cas où la dimension de G est égale à quatre.

Proposition 2.11. — À revêtement fini près, toute métrique lorent-
zienne localement homogène g sur une variété compacte M de dimen-
sion 3 est localement modelée sur une unique géométrie maximale (G,G/I),
avec G connexe.

i) La dimension de G est 6 6, avec égalité si et seulement si g est de
courbure sectionnelle constante.

ii) Si la dimension de G est égale à 3, alors M est (à revêtement fini
près) un quotient Γ\G, de G, par un réseau cocompact Γ. De plus,
l’image réciproque de g sur G est une métrique lorentzienne inva-
riante par translation à gauche.

iii) La dimension de G est différente de 5 et donc I n’est jamais de
dimension 2.

Remarque 1. — En dimension plus grande, en général, l’existence d’un
modèle G/I tombe en défaut, aussi bien dans le contexte riemannien [30,
37], que dans le contexte pseudo-riemannien [47].

Démonstration. — Désignons par G l’algèbre de Lie (transitive) des
champs de Killing locaux de g et par I la sous-algèbre formée par les
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champs de Killing qui s’annulent en un point donné. Un modèle local G/I
existe si et seulement si le groupe I associé à la sous-algèbre I de G est
fermé dans l’unique groupe connexe et simplement connexe G associé à G
(voir le théorème 1.3 de [47]). Or, d’après un résultat de Mostow [43], ceci
est vrai dès que la codimension de I dans G est < 5. La codimension de I
dans G étant ici égale à 3 (la dimension de M), le théorème de Mostow
s’applique. La variété M est alors localement modelée sur une géométrie
dont le groupe est le groupe des isométries de G/I (et pas seulement sa
composante neutre G). Comme le groupe des isométries de G/I admet un
nombre fini de composantes connexes, un revêtement fini de M est locale-
ment modelé sur (G,G/I).

i) La dimension de G est bornée supérieurement par la somme de la
dimension deM et de la dimension du groupe orthogonal correspon-
dant. En dimension 3, la dimension maximale de G est donc égale à 6
et elle caractérise les métriques de courbure sectionnelle constante.
En effet, dans ce cas I est de dimension 3 et agit transitivement sur
les 2-plans non dégénérés contenus dans l’espace tangent au point
base x0 ∈ G/I. Ceci implique, dans un premier temps, que la cour-
bure sectionnelle en x0 ne dépend que de x0 et l’homogénéité locale
permet de conclure que la courbure sectionnelle est constante sur
G/I (pour les notions classiques de géométrie lorentzienne le lecteur
pourra consulter [57]).

ii) Dans ce cas M admet une (G,G)-géométrie, avec G agissant par
translation à gauche sur lui-même. Le revêtement universel de M
s’identifie donc à G et M est isométrique au quotient de G par un
réseau cocompact.

iii) La preuve est basée essentiellement sur le fait que le stabilisateur
d’une orbite d’une action linéaire algébrique de PSL(2,R) sur un
espace vectoriel de dimension finie est un sous-groupe algébrique qui
n’est jamais de dimension 2. Pour la preuve de ce fait il suffit de le
constater pour les représentations irréductibles de PSL(2,R) et de
remarquer que, dans le cas général, le stabilisateur d’une orbite est
l’intersection des stabilisateurs qui correspondent aux projections
de cette orbite sur chaque représentation irréductible.

Considérons l’action de I sur l’espace tangent Tx0M (le groupe d’isotro-
pie locale s’identifie alors à un sous-groupe du groupe orthogonal O(2, 1) '
PSL(2,R)). Cette action préserve le tenseur courbure de Ricci en x0, noté
Riccix0 .
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Considérons l’action du groupe orthogonal PSL(2,R) sur l’espace vec-
toriel S2(T ∗x0

M) des formes quadratiques sur Tx0M . L’action préserve la
métrique gx0 et induit une action de PSL(2,R) sur l’espace vectoriel quo-
tient S2(T ∗x0

M)/Rgx0 .
Le groupe d’isotropie locale est contenu dans le stabilisateur de l’élément

induit par Riccix0 dans l’espace vectoriel S2(T ∗x0
M)/Rgx0 .

Si la dimension du groupe d’isotropie est strictement supérieure à 1, il
vient que le stabilisateur de la courbure de Ricci est de dimension 3 (on a
vu que la dimension ne peut être égale à 2) et que ce stabilisateur coïncide
avec tout le groupe orthogonal. Ceci implique que Riccix0 = λgx0 avec
λ ∈ R (la fonction λ est constante sur M par homogénéité locale) et notre
espace est à courbure sectionnelle constante. Le groupe d’isotropie est alors
de dimension 3. On vient de prouver que le groupe d’isotropie n’est jamais
de dimension 2 et que donc la dimension de G est 6= 5. �

3. Plongements pseudo-riemanniens isométriques ou
conformes

Notre méthode pour démontrer la complétude, dans le théorème 2.7, a été
d’établir la liste de toutes les géométries lorentziennes de dimension trois
admettant des réalisations compactes et de traiter chaque cas séparément.
Même si cette méthode est inutilisable en dimension grande, le résultat de
complétude semble persister.

Conjecture 3.1. — Une (G,G/I)-géométrie lorentzienne sur une va-
riété compacte est complète (en toute dimension).

Une question naturelle liée à la conjecture de Lichnerowicz (pour les
pseudo-groupes) est la suivante.

Nous conviendrons d’appeler conforme pseudo-riemannienne essentielle,
une géométrie pour laquelle l’action canonique de G sur G/I préserve une
structure conforme pseudo-riemannienne, mais aucune métrique pseudo-
riemannienne dans la classe conforme.

Question 3.2. — Classifier les géométries conformes pseudo-rieman-
niennes essentielles (de dimension trois) qui admettent des réalisations com-
pactes.

Remarquons que la question 2.4 reste intéressante et irrésolue dans le
cas particulier où l’ouvert dense localement homogène est isométrique à un
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quotient (à gauche) d’un groupe de Lie G muni d’une métrique pseudo-
riemannienne invariante à gauche, par un sous-groupe discret Γ. Pour ce
cas particulier nous formulons la :

Question 3.3. — Soit g une métrique pseudo-riemannienne invariante
à gauche sur un groupe de Lie G et Γ un sous-groupe discret de G. Existe-
t-il des plongements isométriques ou conformes (à image dense) de Γ\G
dans une variété pseudo-riemannienne (ou conforme pseudo-riemannienne)
compacte connexe M ? Dans ce cas M est-elle nécessairement localement
homogène ?

Rappelons qu’il n’existe pas de tels plongements isométriques rieman-
niens. En effet, une métrique riemannienne invariante par translations
sur G est géodésiquement complète. Il vient que Γ\G est également géodé-
siquement complète.

Dans le cas des plongements pseudo-riemanniens isométriques, Γ doit être
un réseau de G, à cause de la finitude du volume de la métrique pseudo-
riemannienne sur la variété compacte M . Dans ce cas, la question 3.3 a un
sens seulement si G admet des réseaux Γ non cocompacts et un résultat
classique dû à Mostow implique que G est non résoluble [48]. Le premier
cas intéressant de la question 3.3 est celui des plongements lorentziens
isométriques d’un quotient de volume fini Γ\SL(2,R), muni d’une métrique
provenant d’une métrique lorentzienne invariante à gauche sur SL(2,R).

Rappelons que, d’après [28], il existe bien des métriques lorentziennes in-
variantes à gauche sur SL(2,R) qui ne sont pas géodésiquement complètes,
mais l’ensemble des géodésiques non complètes forment un sous-ensemble
explicite qui permettra de comprendre les eventuelles compactifications lo-
rentziennes de Γ\SL(2,R). Ajoutons que, parmi ces métriques, seules celles
avec un groupe d’isotropie compact possèdent des géodésiques non com-
plètes.

S’il s’avère que les seuls plongements isométriques de Γ\SL(2,R) dans
une variété lorentzienne sont des difféomorphismes, alors le même résultat
persistera pour toutes les variétés lorentziennes complètes de dimension
trois. En effet, la preuve de la classification des géométries lorentziennes
de dimension trois qui se réalisent sur des variétés compactes (point (i) du
théorème 2.7), peut être généralisée et semble montrer que toute géométrie
lorentzienne de dimension trois est isométrique à une métrique lorentzienne
invariante à gauche sur un groupe de Lie de dimension trois qui est ou bien
résoluble, ou bien isomorphe à SL(2,R).

Mentionnons le résultat récent de Frances [20] qui affirme que tout plon-
gement conforme riemannien d’un espace symétrique, différent de l’espace
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euclidien et de l’espace hyperbolique, est un difféomorphisme. Le même
résultat est également valide pour des métriques riemanniennes invariantes
à gauche sur un groupe de Lie. En revanche, la question des plongements
conformes riemanniens des espaces localement symétriques est ouverte.
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