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OPTIMALITE SYSTOLIQUE INFINITESIMALE DE
L’OSCILLATEUR HARMONIQUE

J.C. Alvarez Paiva & Florent Balacheff

RESUME. — Nous étudions les aspects infinitésimaux du probléme suivant.
Soit H un hamiltonien de R2" dont la surface d’énergie {H = 1} borde un do-
maine compact et étoilé de volume identique & celui de la boule unité de R2™. La
surface d’énergie { H = 1} contient-elle une orbite périodique du systéme hamilto-

nien

L OH
5 — _OH
b ="
dont ’action soit au plus 7 ?
ABSTRACT. — We study the infinitesimal aspects of the following problem.

Let H be a Hamiltonian on R2" whose energy surface {H = 1} encloses a compact
starshaped domain of volume equal to that of the unit ball in R2”. Does the energy
surface { H = 1} carry a periodic orbit of the Hamiltonian system

. OH
5 — _9H
p = dq

with action less than or equal to 7w ?

Considérons le hamiltonien homogeéne de degré 2 de R?" donné par la

formule
n

Ha(qr, - Gnsp1s--5pn) = (67 + 1)
i=1
et associé au systéme formé de n oscillateurs harmoniques découplés de
méme période propre. Les orbites de ce systéme hamiltonien sont toutes
périodiques de période 7. La surface d’énergie {Hg = 1} borde la boule
unité standard de R?" dont le volume vaut ’Tn—:l Cet hamiltonien est un
exemple d’hamiltonien périodique, i.e. un hamiltonien dont toutes les or-
bites sont périodiques et de méme période. Le type de question auquel nous

nous intéressons ici est la suivante.

Mots-clés: Forme normale, oscillateur harmonique, volume systolique, systéme

hamiltonien.
Classification math. : 37J40, 37J50, 53D10.
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Question 1.1. — Si H : R?™ — [0, 00) désigne un hamiltonien propre,
lisse en dehors de l'origine et homogene de degré 2, tel que le volume du
domaine {H < 1} soit ’;—T;, existe-t-il une orbite périodique du systéme

hamiltonien
s OH
-
. OH
p= —5¢

dont la période (coincidant avec I’action) soit au plus 7 ?

Il n’est pas clair que la réponse a cette question soit positive en toute
généralité, mais nous obtenons ici des résultats allant dans ce sens pour un
hamiltonien suffisamment proche de '’hamiltonien Hy; (pour la topologie
lisse).

Pour énoncer plus précisément nos résultats, replagons notre question
dans un contexte plus général. Soit M2"~! une variété de dimension impaire
munie d'une forme de contact o (i.e. une 1-forme « telle que o A da™~!
soit une forme volume). Le volume de (M, «) est défini comme la quantité

1
vol(M,a) = — [ aAda™ !
n! M

Rappelons qu’étant donné une variété de contact, les orbites du champ de
Reeb X défini par les équations

do(X,)=0c¢et a(X)=1

s’appellent les caractéristiques. Nous définissons la systole par la formule
sys(M,a) = inf/a
T Jy

ou I'infimum des actions est pris sur I’ensemble des caractéristiques fermées.
S’il n’existe pas de caractéristiques fermées, nous poserons sys(M, a) = co.
Enfin définissons le volume systolique comme la quantité

vol(M, a)

6(M,a):m.

Dans le cas ou (M, «) est le cotangent unitaire d’une variété rieman-
nienne muni de sa 1-forme canonique, cette derniére quantité coincide a
une constante dimensionnelle pres avec la notion de volume systolique pré-
sentée dans [1]. Remarquons que si ¢ : M — N désigne un difféomorphisme
entre deux variétés de dimension impaire, et o une forme de contact sur IV,
alors 6(M, ¢*a) = G(N, ).

D’aprés un résultat de Taubes [8], toute variété de contact (M,a) de
dimension 3 admet une caractéristique fermée, et donc &(M,a) > 0.
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Dans le cas du cotangent unitaire d’une variété de Finsler compacte, 1’exis-
tence d’une caractéristique fermée découle des travaux de Lusternik et Fet
(voir [5]), et I’étude infinitésimale du volume systolique a été initiée dans [1].
Dans le cas d’'un hypersurface compacte, lisse et étoilée de R?™ (par étoilée
nous entendons que I’hypersurface borde un domaine étoilé de R?" conte-
nant lorigine dans son intérieur), lexistence d’une caractéristique fermée
est dlie & Rabinowitz [7], et c’est cette derniére situation qui nous intéresse
plus particuliérement ici.

Nous travaillons dans I’espace euclidien standard R?” muni des coordon-

nées (q1,-..,qn,P1,---,Pn), €t nous noterons « la 1-forme
1 n
3 > (pidg; — qidp;).
i=1

Soit ¥ C R?” une hypersurface compacte, lisse et étoilée. La restriction de
la 1-forme « a ¥ est une forme de contact. Nous définissons I’ hamiltonien
associé a ¥ comme 1'unique fonction notée Hy, : R*™ — [0, 00) homogene de
degré 2 et lisse en dehors de l'origine telle que X coincide avec la surface de
niveau {Hy, = 1}. Réciproquement, & tout hamiltonien H propre, lisse en
dehors de 'origine et homogene de degré 2, nous pouvons associer la surface
de niveau {H = 1} qui est une hypersurface lisse et étoilée. Remarquons
que le hamiltonien associé & la sphére unité standard S$?7~! n’est autre que

n

Ho =Y (¢} +1}).

i=1
Les caractéristiques de (¥, ox) (les orbites du champ de Reeb) coincident
exactement avec les orbites du systeme hamiltonien correspondant a la
surface d’énergie {H = 1}, et d’apres [7], (X, ojx;) admet au moins une ca-
ractéristique fermée. Dans ce contexte, nous pouvons noter &(X) le volume
systolique de (3, ;). Remarquons que

1

G(SQn—l) —_ E

Nous reformulons la question 1.1 de la maniere suivante :
Question 1.2. — L’inégalité
1
(1.1) G6(X) > ]
est-elle vérifiée pour toute hypersurface ¥ lisse étoilée de R?" ?

Cette question constitue une variation autour d’un probléme posé par Vi-
terbo dans [9]. En effet, dans le cas ot 3 est convexe, minorer son volume
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14 J.C. ALVAREZ PAIVA & FLORENT BALACHEFF

systolique équivaut & minorer le volume symplectique du domaine K com-
pact bordant ¥ par sa capacité d’Ekland-Hofer-Zender (voir [6]). D’apres [2],
si X est convexe, il existe une constante ¢ > 0 indépendante de la dimension
telle que

&%) > %

Nous commengons par montrer que toute hypersurface ¥ invariante par
le flot du hamiltonien Hy = Y"1 | (¢7 + p?) vérifie
1

S(X) = e
Ces hypersurfaces invariantes par le flot du hamiltonien Hg; correspondent
aux bords des domaines K circulaires, i.e. des domaines tels que e’ K = K
pour tout réel # (R?" étant identifié avec C™). En particulier, les bords des
domaines de Reinhardt (comme par exemple les domaines construits par
Hermann dans [4]) sont circulaires, et satisfont I'inégalité systolique (1.1).

Plus généralement, nous prouvons le résultat suivant.

PROPOSITION 1.3. — Soient ¥ et ¥y deux hypersurfaces lisses et étoi-
Iées, et soient Hs, et Hy les hamiltoniens associés. Supposons que le flot de
Reeb de ¥ soit périodique de période sys(3g) et que le hamiltonien Hy,
soit constant le long des orbites du flot de Hy. Alors

S(%) = 6(X).
De plus, I’égalité n’est possible que si ¥ et ¥ sont homothétiques.

Démonstration. — Nous procédons de maniere analogue a la preuve du
Théoréme 3.1 de [1]. Quitte & transformer ¥ par une homothétie, nous
pouvons supposer que

vol(X) = vol(Z).
Soit p: g — (0,00) la fonction radiale définie par
1

H(q,p)

et soit 0 : X9 — X Dapplication (g,p) — p(q,p)(q,p). Nous noterons abu-
sivement par « les restrictions de a a ¥y et ¥. Nous avons d*a = pa,
d’ou

p(g;p) =

1
vol(¥) = ﬁ/z pa A (da)" "t
: 0

Comme vol(X) = vol(Zy), la moyenne de p" sur ¥y est égale a 1 et donc
le minimum de p est au plus 1.

Soit (g, p) un point de ¥ ou p atteint son minimum et soit -y la caracté-
ristique fermée issue de ce point. L’image de v par I'application radiale §
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est une caractéristique fermée de ¥ et son action vaut min(p) - sys(Xo) <
sys(Xo) (voir [1]). Le cas d’égalité impose que p = 1 et donc X =%y, O

Dire que le hamiltonien H est constant le long des orbites du champ
hamiltonien X, est équivalent a dire que le crochet de Poisson

n

OH 0Hy OH 0H,
H, H() =dH XH = ( - )
{ J (Xm,) ; dq; Op;  Op; 0q;
est identiquement nul. De méme que dans [1], nous pouvons adapter de
maniére directe approche de Cushman dans [3] des formes normales des
systémes hamiltoniens pour prouver le résultat suivant :

PROPOSITION 1.4. — Soit {H,} une famille lisse de hamiltoniens lisses
en dehors de 'origine et homogénes de degré 2 telle que H soit périodique.
Pour chaque entier N, il existe une isotopie ¢§N) R\ 0 — R™\ 0
de 'identité par des transformations symplectiques lisses et homogénes de
degré 1 telle que

Ht0¢§N)=H0+tE1+~-~+tNEN+o(tN),

ot E; : R? — R sont des hamiltoniens lisses en dehors de L'origine et
homogénes de degré 2 tels que {E;, Hy} =0 (1 <i< N).

Nous pouvons alors montrer le théoréeme suivant, analogue du théoréeme
2.1 de [1] dans notre situation :

THEOREME 1.5. — Soit ¥ une hypersurface lisse et étoilée dont le flot
de Reeb est périodique de période sys(Xg). Soit N un entier quelconque.
Fixons un N-jet de déformation de Hy, soit N fonctions Hy, ..., Hy lisses
en dehors de origine et homogénes de degré 2 quelconques. Alors il existe
une déformation lisse H; := Hs,, de Hy telle que

H, = Hy+tH; + ... +tNHy + o(tV)

et
S(Z:) = 6(20).

Démonstration. — D’apres la proposition 1.4, il existe une déformation
lisse cz)EN) : R?"\ 0 — R?"\ 0 de l'application identité consistant en des
transformations symplectiques lisses et homogenes de degré 1 telle que

(Ho+tH, + ...+t Hy) 0 ™) = Hy +tEy + ...+ tVNEy + o(tV),

avec {E;,Hp} =0 (1 <i < N).
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Définissons une famille de hamiltoniens homogenes de degré 2 et lisses
en dehors de lorigine par la formule

Hy = (Hy+tE + ...+ tVNEy) o (¢\") 1.
Comme {H; o (;S,EN),HO} = 0, nous déduisons de la proposition 1.3 et du
fait que (¢§N))*oz = a que

&(Sn,) = 6(6,"(Zn,) = 6(Z ) > 6(Zo).
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