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Séminaire de théorie spectrale et géométrie
Grenoble
Volume 25 (2006-2007) 211-226

PROBLÈMES DE YAMABE GÉNÉRALISÉS ET SES
APPLICATIONS

Yuxin Ge

Résumé. — On étudie quelques équations complètement non linéaires issues
de la géométrie conforme. Par une méthode de flot géométrique, on prouve l’exis-
tence des solutions. En utilisant ce résultat analytique, on obtient un théorème sur
la topologie de la variété : soit M une variété riemannienne compacte de dimen-
sion 3. S’il existe une metrique g à courbure scalaire strictement positive telle que
l’intégrale de la σ2-courbure scalaire soit positive, alors M est difféomorphe à un
quotient de la sphere.

1. Introduction

Soit (M, g) une variété Riemannienne compacte sans bord. On note [g]
la classe conforme, Ricg le tenseur de Ricci et Rg la courbure scalaire de
la métrique g. Le tenseur de Schouten est défini par

Sg =
1

n− 2

(
Ricg −

Rg

2(n− 1)
g

)
.

Il joue un rôle central en géométrie conforme. Plus précisement, on peut
décomposer le tenseur de courbure de Riemann comme suit :

Riemg = Wg + Sg ∧© g,

où ∧© est le produit de Kulkani-Nomizu. Note que g−1·Wg est invariant dans
une classe conforme donnée. Par conséquent, toutes informations concer-
nant cette classe conforme se trouvent dans le tenseur de Schouten.

Si A est une matrice symétrique réelle carrée d’ordre n, on définit σk(A)
la k-ième fonction symétrique élémentaire des valeurs propres λ1, λ2, · · · , λn

de A. Le cône de Garding est défini par

Γ+
k = {(λ1, λ2, · · · , λn) ∈ Rn |σj(λ1, . . . , λn) > 0,∀j 6 k}.
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La σk-courbure scalaire σk(g) est définie comme étant égale à la k-ième
fonction symétrique des valeurs propres de Sg, calculées par rapport à la
métrique g, i.e. σk(g) := σk(g−1 · Sg), où g−1 · Sg est la matrice dont les
composantes sont données par (g−1 · Sg)i

j =
∑

k gik(Sg)kj . Une métrique g

sera dite k-admissible, et on notera g ∈ Γ+
k , si g−1 · Sg ∈ Γ+

k en tout point
x ∈ M . Il est claire que σ1(g) est justement la courbure scalaire usuelle Rg à
une constante près. Donc la σk-courbure scalaire σk(g), qui a été considérée
pour la première fois par Viaclovsky [39], est une généralisation naturelle
de la courbure scalaire. Depuis, l’étude du problème de σk-Yamabe a attiré
beaucoup d’attention.

Le problème de σk-Yamabe est défini comme suit :
Étant donnée une métrique g0 ∈ Γ+

k , peut-on trouver une métrique conforme
g ∈ [g0] ∩ Γ+

k telle que

(1.1) σk(g) = c,

où c est une constante.
L’équation (1.1) est complètement non-linéaire et invariante par des

transformations conformes. De plus, la contrainte g ∈ Γ+
k garantit qu’elle

est elliptique. Malgré sa nature complètement non-linéaire, elle jouit de
belles propriétés, par exemple, les estimations locales à priori ont été prou-
vées dans [19], un théorème de Liouville a été donné dans [31], et il y a
également beaucoup d’applications intéressantes, en particulier, celles pour
des variétés de dimension 4 [5] [8]. Voir le papier récent de résumé par
Viaclovsky [41] et les références le dedans et aussi des notes par Guan [17].
Pour le problème de σk-Yamabe, quand k = 1, ce problème n’est autre que
le fameux problème de Yamabe qui a été résolu par Yamabe [42], Trudinger
[38], Aubin [2] et Schoen [34]. Quand k 6= 1, ce problème a été introduit par
Viaclovsky qui a aussi prouvé l’existence de telles métriques quand k = n

[40]. Le cas important de la dimension n = 4 et quand k = 2 a été résolu par
Chang, Gursky et Yang [6] (voir aussi [5] et [24]). Dans le cas des variétés
localement conformément plates, Guan et Wang [20] et Li et Li [31] ont
démontré l’existence de telles métriques. Quand k > n/2, le problème de σk-
Yamabe a été récemment résolu par Gursky et Viaclovsky [25], [23]. Enfin,
lorsque des variétés ne sont pas localement conformément plates et quand
k = 2, ce problème a été récemment résolu indépendemment par Ge-Wang
[13] pour les variétés de la dimension n > 8 et par Shen-Trudinger-Wang
[36] pour ceux de la dimension n > 4.

Dans cet exposé, on va concentrer sur la σ2-courbure scalaire. Une rai-
son d’étudier la σ2-courbure scalaire provient du fait que σ2(g) a une
structure variationnelle. Ceci est une observation dûe à Viaclovsky [39].
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Cette structure variationnelle est essentielle dans l’analyse suivante. Jus-
qu’à présent, on pourrait traiter une équation plus générale comme

(1.2) σk(g) = f

avec la condition f > 0 ou même f > 0. Cette contrainte provient du
fait que l’on exige l’ellipticité de l’équation. Sous cette hypothèse, on ne
pourrait pas traiter la σ2-courbure scalaire négative (cf. le travail de Gursky
et Viaclovsky [26] pour des métriques dans Γk

−).
Dans cet exposé, au lieu de considérer σ2(g), on étudie une équation

(1.3)
σ2

σ1
= f.

Quand f > 0, il a été étudié récemment dans [14] . Voir également [21],
[23], [18] et [36]. Un point délicat ici est que l’on pourrait également traiter
le cas où la fonction f pour (1.3) est négative.

On divide la présentation en deux parties : dans un premier temps,
on donne une description complètre du problème de Yamabe concernant
l’équation (1.3), et puis, en utilisant ces résultats analytiques, on essaie
de classifier l’ensemble des variétés à courbure scalaire strictement posi-
tive. En particulier, un résultat topologique en dimension 3 est obtenu
sous une hypothèse de pincement intégral de la σ2-courbure scalaire. Les
résultats présentés ici sont inclus dans un travail collaboré avec C.S. Lin et
G. Wang [12].

2. Étude des équations complètement non-linéaires
conformes

Dans cette partie, on voudrais esquisser les propriétés analytiques de
l’équation (1.3), en particulier ses liens avec de nouveaux invariants confor-
mes. La résolution de l’équation (1.3) est difficile. Comme pour le problème
de Yamabe classique, il y a une difficulté connue : la perte de compacité
causée par l’invariance conforme. En outre, l’autre difficulté plus dure pro-
vient du fait que le problème est complètement non linéaire. Pour affranchir
ces difficultés, on a besoin d’étudier des équations perturbées, c’est-à-dire,
celles “sous-critiques”.

Rappelle que la constante de Yamabe classique est definie par

Y1([g0]) = inf
g∈[g0]

∫
σ1(g)dvol(g)

(vol(g))
n−2

n

.

Dans cet exposé, on l’appelle la première constante de Yamabe. Pour sim-
plifier la notation, on note Γ+

k ∩ [g0] par Ck([g0]), ou même Ck s’il n’y a

VOLUME 25 (2006-2007)
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pas d’ambiguïté. Une classe conforme a la première constante de Yamabe
strictement positive si et seulement si cette classe contient une métrique
à courbure scalaire strictement positive. Cette simple propriété est impor-
tante pour étudier des métrique à courbure scalaire strictement positive. En
tant qu’une des applications de l’étude sur l’équation (1.3), on va prouver
un résultat similaire pour la σ2-courbure scalaire. Dès alors, on considère
la classe conforme [g0] avec C1 6= ∅ et dit une métrique à courbure scalaire
strictement positive métrique à cssp. Étant donnée une classe conforme [g],
sous la métrique conforme gu = e−2ug0, le tenseur de Schouten Sgu peut
s’exprimer comme

Sgu = ∇2u + du⊗ du− |∇u|2

2
g0 + Sg0

En conséquence, on a pour tout 1 6 k 6 n

σk(gu) = e2kuσk

(
∇2u + du⊗ du− |∇u|2

2
g0 + Sg0

)
.

Maintenant on définit une “valeur propre non-linéaire” pour σ2(g), plus
précisement, pour un opérateur complètement non-linéair

(2.1) σ2

(
∇2u + du⊗ du− |∇u|2

2
g0 + Sg0

)
.

on définit

(2.2) λ(g0, σ2) = λ(M, g0, σ2) :=


infg∈C1([g0])

∫
σ2(g)dvol(g)∫
e4udvol(g)

, si n > 4,∫
σ2(g)dvol(g), si n = 4,

supg∈C1([g0])

∫
σ2(g)dvol(g)∫
e4udvol(g)

, si n = 3.

On pourrait également définir une constante similaire λ(g0, σk) pour σk.
Quand k = 1, on peut vérifier que λ(g0, σk) n’est autre que la première
valeur propre de l’opérateur laplacien conforme. Donc la constante λ(g0, σ2)
(invariant conforme) est appelé valeur propre non-linéaire de l’opérateur
(2.1).

On définit une seconde constante de Yamabe pour une classe conforme
d’une métrique donnée à cssp.

Y2,1([g0]) :=


infg∈C1([g0])

∫
σ2(g)dvol(g)

(
∫

σ1(g)dvol(g))
n−4
n−2

, si n > 4,∫
σ2(g)dvol(g), si n = 4,

supg∈C1([g0])

∫
σ2(g)dvol(g)×

∫
σ1(g)dvol(g), si n = 3.

On insiste ici que le infimum (ou supremum) dans la définition de λ et Y2,1

est sur l’ensmble des métriques C1, mais pas sur C2. Et il est bien connu

SÉMINAIRE DE THÉORIE SPECTRALE ET GÉOMÉTRIE (GRENOBLE)



PROBLÈMES DE YAMABE GÉNÉRALISÉS ET SES APPLICATIONS 215

que lorsque n = 4,
∫

M
σ2(g)dvol(g) est une constante pour toutes métriques

dans la classe conforme donnée.

Maintenant on énonce le premier résultat analytique dans ce texte.

Théorème 2.1 (Ge-Lin-Wang). — La constante λ(g0, σ2) est atteinte
à condition que λ(g0, σ2) > 0. Plus précisement, on a

1) Suppose n > 3. Si λ(g0, σ2) > 0, alors C2([g0]) n’est pas vide et
λ(g0, σ2) est réalisé par une métrique régulière g = e−2ug0 ∈ C2

vérifiant

(2.3) σ2(g) = λe4u.

2) Suppose n > 4. Si λ(g0, σ2) = 0, alors λ(g0, σ2) = 0 est réalisé par
une C1,1 métrique g = e−2ug0 ∈ C1 vérifiant

(2.4) σ2(g) = 0.

Ici, C1 est la fermeture de C1, c’est-à-dire, C1 est l’ensemble des métriques
à courbure scalaire positive conformes à la métrique g0. Soit Sn l’espace des
matrices symétriques réelles carrées d’ordre n. Soit F une fonction régulière
sur Sn. En prolongeant F sur l’espace des matrices réelles carrées d’ordre
n par F (A) = F ( 1

2 (A + At)), on considère F comme une fonction à n× n

variables wij et définit

F ij =
∂F

∂wij
.

La fonction σ2
σ1

pourrait être considérée comme une fonction sur Sn comme
suit : soit W une matrice symétrique et ΛW = {λ1, λ2, · · · , λn} l’ensemble
de ses valeurs propres. Alors on définit σ2

σ1
(W ) = σ2(ΛW )

σ1(ΛW ) . Soit R1 le sous
ensemble de Sn constitué par matrices symétriques dont le rang vaut 1.

Lemme 2.2. — Pour tout 1 < k 6 n note F = σk

σk−1
. On a

1) la matrice (F ij)(W ) est positive pour tout W ∈ Γ+
k−1 et définie

positive pour tout W ∈ Γ+
k−1\R1.

2) la fonction F est concave dans le cône Γ+
k−1. Quand k = 2, pour

tout W ∈ Γ+
1 et pour tout R = (rij) ∈ Sn, on a

(2.5)
∑
ijkl

∂2

∂wij∂wkl

(
σ2(W )
σ1(W )

)
rijrkl = −

∑
ij(σ1(W )rij − σ1(R)wij)2

σ3
1(W )

.

Cette observation est essentielle à l’étude de la σ2-courbure scalaire. Elle
signifie que σ2

σ1
est un opérateur concave, elliptique dégénéré dans Γ+

1 . Ceci

VOLUME 25 (2006-2007)
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permet de considérer une famille des opérateurs perturbés

Fν : Γ+
1 → R

W 7→ Fν(W ) =
σ2(W )− ν

σ1(W )
.

(2.6)

où ν ∈ R+ est une constante strictement positive.

Une conséquence directe issue du Lemme 2.2 est la suivante :

Lemme 2.3. — La matrice (F ij
ν )(W ) est définie positive pour tout W ∈

Γ+
1 et la fonction Fν est strictement concave dans Γ+

1 . De plus, pour tout
W ∈ Γ+

1 et pour tout R = (rij) ∈ Sn(R)

(2.7)
∑
ijkl

∂2Fν(W )
∂wij∂wkl

rijrkl 6 − 2ν

σ3
1(W )

(∑
i

rii

)2

.

Le lemme 2.3 signifie que pour toute constante strictement positive ν > 0,
l’opérateur Fν est elliptique et strictement concave.

Le résultat suivant décrit la relation entre le signe des invariants Y2,1([g0])
et celui de λ(g0, σ2).

Lemme 2.4. — La valeur propre non-linéaire λ(g0, σ2) est un nombre
fini. De plus, on a

(1) si n > 4, alors λ(g0, σ2) > 0 (resp. = 0, < 0) si et seulement si
Y2,1([g0]) > 0 (resp. = 0, < 0) ;

(2) si n = 3, alors λ(g0, σ2) > 0 (resp. 6 0) si et seulement si Y2,1([g0]) >

0 (resp. 6 0).

Maintenant, on est prêt à démontrer le théorème 2.1. On commence par
l’étude de l’équation suivante

(2.8) Fν(g) =
σ2(g)− νe4u

σ1(g)
= c,

où g = e−2ug0 et ν > 0, c sont des constantes. Pour montrer l’existence
des solutions, on fait appel à la méthode de flot de type de Yamabe comme
dans [20], [13] et [14].

Pour tout ν ∈ (0,+∞) et pour tout g = e−2ug0, on considère la fonc-
tionnelle d’énergie perturbée suivante

Eν(g) :=


2

n− 4

∫
M

(σ2(g)− νe4u)dvol(g), si n 6= 4,

−
∫ 1

0

∫
M

(σ2(gt)− 2νe4tu)udvol(gt)dt, si n = 4,

SÉMINAIRE DE THÉORIE SPECTRALE ET GÉOMÉTRIE (GRENOBLE)
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où gt = e−2tug0. Quand ν = 0, elle a été considérée dans [39], [5] et [3].
Pose

F1(g) =
∫

M

σ1(g)dvol(g) et F2(g) =
∫

M

σ2(g)dvol(g)

Par la formule variationnelle donnée dans [39], [5] et [3], on a

(2.9)
d

dt
Eν(g) =

∫
(σ2(g)− νe4u)g−1 · d

dt
gdvol(g)

et

(2.10)
d

dt
F1(g) =

n− 2
2

∫
σ1(g)g−1 · d

dt
gdvol(g).

Maintenant on introduit un flot géométrique de type de Yamabe, qui fait
décroître Eν et conserver F1 le long du flot

(2.11)
du

dt
= −1

2
g−1 d

dt
g = e−2u σ2(g)− νe4u

σ1(g)
− rν(g)e−2u + sν(g),

où rν(g) et sν(g) sont constantes définies comme suit :

(2.12) rν(g) :=
F2(g)−

∫
M

νe4udvolg

F1(g)

et

(2.13)
∫

M

σ1(g)
{

e−2u σ2(g)− νe4u

σ1(g)
− rν(g)e−2u + sν(g)

}
dvol(g) = 0.

On va prouver que le flot existe pour tout t ∈ (0,+∞) et converge vers une
solution de (2.8) à condition que rν(t) = rν(g(t)) 6 0. On divide la preuve
en plusieurs étapes.

Étape 1. Propriétés élémentaires du flot

Proposition 2.5. — Le long du flot (2.11) la fonctionnelle F1 est con-
servée et celle Eν est décroissante. Par conséquent, lorsque n > 4, alors rν

est décroissant le long du flot, et en revanche, quand n = 3, alors rν est
croissant.

VOLUME 25 (2006-2007)
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Étape 2. Estimations à priori de la norme C2

Étant donné ν > 0, suppose g0 ∈ C1([g0]). Par Lemme 2.3, (2.11) est
parabolique. Il en résulte du théorème de la fonction implicite que l’on a
le résultat d’existence à court terme. Soit T ∗ ∈ (0,∞] tel que [0, T ∗) soit
l’intervalle maximal pour l’existence du flot g(t) ∈ Γ+

1 . On va montrer que
la norme C2 est bornée le long du flot sous l’hypothèse convenable. Plus
précisement, on a le résultat suivant.

Proposition 2.6. — Suppose que n > 3, ν > 0 et g0 ∈ Γ+
1 . Soit u une

solution de (2.11) dans une boule géodésique BR × [0, T ] pour un certain
T < T ∗ et pour un certain R < τ0, où τ0 est le rayon d’injectivité de M .
Suppose que ∀t ∈ [0, T ], on a toujours

rν(t) 6 0.

Alors, il existe une constante C qui ne dépendent que de g0 (ne pas dépen-
dant de ν) telle que pour tout t ∈ [0, T ∗)

(2.14) ‖u‖C2(M) 6 C.

Ici, la preuve est basée sur les estimations locales à priori, qui sont obte-
nues pour la première fois par Guan-Wang [19] pour des équations complè-
tement non-linéaires issues de la géométrie conforme (Voir également [9] et
le papier résumé [41]).

Étape 3. Ellipticité uniforme

Maintenant, étant donné ν > 0, on définit

(2.15) aν :=

infg∈C1([g0])
Eν(g)

(
∫

M
σ1(g)dvol(g))

n−4
n−2

si n 6= 4;∫
M

σ2(g)dvol(g)− ν si n = 4;

Note que si aν est réalisé par une métrique g = e−2ug0, alors g satisfait
l’équation (2.8). Soit ν > 0 tel que aν < 0 si n > 4, ou, aν > 0, si
n = 3. Quand n > 5, sans perte de la généralité, on choisit g0 ∈ Γ+

1

tels que Eν(g0) < 0 et
∫

M

σ1(g0)dvol(g0) = 1. En utilisant la proposition

2.5, on a rν(g(t)) 6 rν(g(0)), ∀t ∈ [0, T ∗). Si n = 3, ou n = 4, par les
hypothèses, on a toujours rν(g(t)) < −c < 0, ∀t ∈ [0, T ∗). Grâce aux
résultats dans les étapes pécédentes, la solution u du flot (2.11) a un borne
uniform en norme C2, qui ne dépend pas de t et ni de ν. On prouve que
(2.11) est uniformément parabolique le long du flot. Plus précisement, on
a la proposition suivante.

SÉMINAIRE DE THÉORIE SPECTRALE ET GÉOMÉTRIE (GRENOBLE)
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Proposition 2.7. — Il existe une constante C0 > 0, qui ne dépend pas
de T ∈ [0, T ∗) (peut-être dépendant de ν) telle que σ1(g(t)) > C0 pour
tout t ∈ [0, T ].

Étape 4. Existence des solutions minimisantes pour les
problèmes perturbés

En vertu des étapes précédentes, le flot est uniformément parabolique et
donc existe pour tout t ∈ (0,+∞). La théorie de Evans-Krylov implique le
borne en norme C2,α. On en déduit que u(t) converge vers u(∞), l’unique

solution minimisante de (2.8) vérifiant
∫

M

σ1(g)dvol(g) = 1.

Pour terminer la preuve de la première partie du théorème 2.1, on choisit
ν > λ(g0, σ2) > 0. Il y a une unique métrique régulière

guν
= e−2uν g0 ∈ C1([g0]),

qui résoud l’équation (2.8) pour c = aν vérifiant
∫

M

σ1(guν )dvol(guν ) = 1.

En faisant ν → λ(g0, σ2), uν converge vers la solution voulue de l’équation
(2.3).

À l’aide du Theorem 2.1 et des résultats dans [6], [25] et [14], on peut
résoudre complètement le problème de Yamabe pour σ2

σ1
.

Théorème 2.8 (Ge-Lin-Wang). — Soit (Mn, g0) une variété Rieman-
nienne compacte avec g0 ∈ Γ+

1 et n > 3. On a les propriétés suivantes :

1) Si Y2,1([g0]) > 0, alors le cône C2([g0]) n’est pas vide. De plus il
existe une métrique régulière g dans C2 satisfaisant

(2.16)
σ2(g)
σ1(g)

= 1.

2) Si Y2,1([g0]) = 0, alors il existe une C1,1 métrique g ∈ C1 satisfaisant

(2.17) σ2(g) = 0.

3) Si Y2,1([g0]) < 0, il existe une métrique régulière g dans C1 satisfai-
sant

(2.18) σ2(g) = −σ1(g).

VOLUME 25 (2006-2007)
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Remarque 2.9. — Dans le premier cas, on peut définir un autre invariant
conforme intégral

Ỹ2,1([g0]) :=


infg∈C2([g0])

∫
σ2(g)dvol(g)

(
∫

σ1(g)dvol(g))
n−4
n−2

, si n > 4,∫
σ2(g)dvol(g), si n = 4,

supg∈C2([g0])

∫
σ2(g)dvol(g)×

∫
σ1(g)dvol(g), si n = 3.

Dans [15], on prouve que Ỹ2,1([g0]) = Y2,1([g0]) à condition que Y2,1([g0]) ∈
(0,+∞)

3. Applications géométriques

Il y a des liens étroits entre la topologie des variétés et leur courbure.
La première application de la σ2-courbure scalaire en cette direction est
obtenue par Chang-Gursky-Yang [5]. Ils ont montré que pour une va-
riété riemannienne compacte de dimension 4 (M, g0), si Y1([g0]) > 0 et∫
|Wg0 |2 < 16π2χ(M) où χ(M) est le caractéristique d’Euler, alors M est

difféomorphe à un quotient de la sphère.
Dans cette partie, on voudrais donner des applications géométriques à

l’aide de la σ2-courbure scalaire, en particulier pour des variétés rieman-
niennes compactes de dimension 3. D’abord, on donne une conséquence
directe du Théorème 2.1.

Théorème 3.1 (Ge-Lin-Wang). — Soit (Mn, g0) une variété rieman-
nienne compacte de dimension n > 2 avec la constante de Yamabe
Y1([g0]) > 0. Si Y2,1([g0]) > 0, alors il existe une métrique g ∈ [g0] telle que
g ∈ Γ+

2 , c’est-à-dire,

Rg > 0 et σ2(g) > 0.

De plus, Y2,1([g0]) > 0 si et seulement si le cône C2([g0]) n’est pas vide.

Ceci permet de charactériser la sphère en dimension 3 par une condition
de pincement intégral sur la σ2-courbure scalaire.

Théorème 3.2 (Ge-Lin-Wang). — Soit M3 une variété riemannienne
compacte de dimension 3. S’il existe une métrique g à courbure scalaire

strictement positive t.q.
∫

σ2(g) > 0. Alors M est difféomorphe à un quo-

tient de la sphère.
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Démonstration. — Si
∫

σ2(g)dvol(g) = 0 est une métrique extrémale,
alors on a σ1(g) > 0 et σ2(g) = 0 partout. Sinon, il vient du Théorème 3.1,
qu’il existe une métrique g̃ telles que σ1(g̃) > 0 et σ2(g̃) > 0 partout. Sans
ambiguïté, on note encore g̃ par g. Par un résultat dû à Gursky-Viaclovsky
[22], le tenseur de Ricci de g est définie positif partout. Grâce au résultat de
Hamilton [27] en utilisant le flot de Ricci, M est difféomorphe à un quotient
de la sphère. �

Il est bien connu que la positivité stricte de la première constante de
Yamabe Y1 soit équivalente à l’existence d’une métrique conforme à la
courbure scalaire strictement positive. À l’aide du théorème 2.8, Y2,1 a
une propriété semblable. Motivé par ce résultat, on espère d’utiliser la
σ2-courbure scalaire pour donner une autre classification des variétés ad-
mettant une métrique à courbure scalaire strictement positive. Rappelle
d’abord les définitions suivantes.

(1+) variétés fermées connexes admettant une métrique Riemannienne
dont la courbure scalaire est positive et non identiquement égale
à 0.

(10) variétés fermées connexes admettant une métrique Riemannienne
dont la courbure scalaire est positive, mais ne pas appartenant à la
classe (1+).

(1−) variétés fermées connexes ne pas appartenant à la classe (10) et ni
à la classe (1+).

Le résultat suivant remarquable est obtenu par Kazdan et Warner en
1975.

Théorème A (Théorème de Trichotomie — [29], [30]). — Soit Mn une
variété fermée connexe de dimension n > 3.

1. Si M appartient à la classe (1+), alors toute fonction régulière peut
être réalisée comme la courbure scalaire d’une métrique Rieman-
nienne sur M .

2. Si M appartient à la classe (10), alors une fonction régulière peut
être réalisée comme la courbure scalaire d’une métrique Rieman-
nienne sur M si et seulement si f(x) < 0 en un certain point
x ∈ M , ou f = 0. Si la courbure scalaire d’une métrique Rieman-
nienne g s’annule partout, alors g est Ricci plat.

3. Si M appartient à la classe (1−), alors une fonction régulière peut
être réalisée comme la courbure scalaire d’une métrique Rieman-
nienne sur M si et seulement si f(x) < 0 en un certain point
x ∈ M .
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L’analyse utilisée dans la preuve du théorème A est basée sur l’étude de
la valeur propre pour l’opérateur conforme Laplacien

(3.1) −∆u +
n− 2

4(n− 1)
Rgu = λu.

Et cette équation est proche de l’équation de Yamabe

(3.2) −∆u +
n− 2

4(n− 1)
Rgu = u

n+2
n−2 .

À partir du théorème A ou d’un résultat d’Aubin plus tôt dans [1] on sait
qu’une fonction négative peut toujours être réalisée comme la courbure
scalaire d’une métrique. Voir également les résultats dans [11] et dans [33]
pour l’existence de la courbure de Ricci négative. Grâce à un résultat de
Futaki [10], la classe (10) est très petite et contient peu de variétés. Le
théorème A implique également que la classe (1+) est justement celle des
variétés admettant une métrique à courbure scalaire strictement positive. Il
y a des obstructions topologiques pour les variétés admettant une métrique
à courbure scalaire strictement positive, voir [32] et [28]. Cette classe attire
beaucoup d’attention pendant plusieurs années, particulièrement après le
travail de Gromov-Lawson[16] et de Schoen-Yau [35]. Le problème le plus
important à ce sujet est la conjecture de Gromov-Lawson-Rosenberg qui a
été prouvée par Stolz [37] dans le cas simplement connexe.

Maintenant en utilisant la σ2-courbure scalaire, on veut diviser la classe
(1+) en 3 sous-classes :

(2+) variétés fermées connexes admettant une métrique Riemannienne à
courbure scalaire strictement positive dont la σ2-courbure scalaire
est positive et non identiquement égale à 0.

(20) variétés fermées connexes admettant une métrique Riemannienne à
courbure scalaire strictement positive dont la σ2-courbure scalaire
est positive, mais ne pas appartenant à (2+).

(2−) variétés fermées connexes dans (1+), mais ne pas appartenant à
(2+) et ni à (20).

Vu le résultat analytique sur la σ2-courbure scalaire dans la partie pré-
cédente, on propose la conjecture suivante.

Conjecture (Théorème de Trichotomie). — Soit Mn (n > 2) variété
fermée connexe dans la classe (1+).

1. Si M appartient à la classe (2+), alors pour toute fonction régu-
lière f , il existe une métrique Riemannienne à courbure scalaire
strictement positive g telle que fσ1(g) soit sa σ2-courbure scalaire.
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2. Si M appartient à la classe (20), alors pour toute fonction ré-
gulière f , il existe une métrique Riemannienne à courbure sca-
laire strictement positive g avec σ2(g) = fσ1(g) si et seulement
si f(x) < 0 en un certain point x ∈ M , ou f = 0.

3. Si M appartient à la classe (2−), alors pour toute fonction ré-
gulière f , il existe une métrique Riemannienne à courbure sca-
laire strictement positive g avec σ2(g) = fσ1(g) si et seulement
si f(x) < 0 en un certain point x ∈ M .

Malgré que l’on ne sache pas comment prouver cette conjecture pour
l’instant, on a quand même les résultats suivants qui pourrait la soutenir.

Théorème 3.3 (Ge-Lin-Wang). — Toute variété Riemannienne com-
pacte connexe Mn de dimension n > 4 dans la classe (1+) admet une
métrique à courbure scalaire positive telle que la σ2-courbure scalaire soit
négative.

Théorème 3.4 (Ge-Lin-Wang). — Soit Mn une variété Riemannienne
compacte connexe de dimension n > 3.

1. Si M appartient à la classe (2+), alors pour toute constante b, il existe
une métrique Riemannienne g ∈ C1 telle que bσ1(g) soit sa σ2-courbure
scalaire.

2. Si M appartient à la classe (20), alors pour toute constante b, il existe
une métrique Riemannienne g ∈ C1 avec σ2(g) = bσ1(g) si et seulement
si b 6 0.

3. Si M appartient à la classe (2−), alors pour toute constante b, il existe
une métrique Riemannienne g ∈ C1 avec σ2(g) = bσ1(g) si et seulement
si b < 0.

La métrique obtenue dans le Théorème 3.4 pourrait avoir des points
sur lesquels la courbure scalaire s’annule. En tels points, le tenseur de
Ricci s’annule également. Quand b > 0, alors la courbure scalaire de la
métrique obtenue est strictement positive. Il est claire que la sphère ap-
partient à (2+). Par le théorème 3.2, en dimension 3, (2+) se constitue
par la sphère et ses quotients et (20) est vide. En dimension 4, beaucoup
d’exemples des variétés avec une métrique dans Γ+

2 sont donnés dans [5].
Toutes ces variétés appartiennent à (2+). D’autant plus, S3×S1 appartient
à (20), c’est-à-dire, il n’y a pas de métriques à courbure scalaire stricte-
ment positive sur S3 × S1 telle que la σ2-courbure scalaire soit strictement
positive. Comme la classe (10), la classe (20) devrait être très petite. Ce-
pendant, quand n > 4, on n’a aucun exemple de variété dans la classe (1+)
qui n’appartient pas à (2+). C’est un peu étrange. Un candidat possible
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est la variété S6 ×H3, où H3 est un quotient compact de l’espace hyper-
bolique H3. Il est facile de vérifier que la métrique produite gP satisfait
σ1(gp) > 0 et σ2(gp) = 0. Cependant, on croit que S6 × H3 admet une
métrique g avec σ1(g) > 0 et σ2(g) > 0. Par conséquent on peut demander

Problème : Est-ce qu’il y a une obstruction topologique pour l’existence de
métrique à cssp telle que la σ2-courbure scalaire soit strictement positive ?

Pour la courbure scalaire, il y a des obstructions topologiques. Ce que l’on
voudrait, c’est de trouver d’autres conditions pour distinguer les variétés
dans (2+), (20) et (2+) pour les dimensions supérieures. Avec l’analyse pré-
sentée ici, ce problème pour trouver une obstruction topologique telle que
la σ2-courbure scalaire soit strictement positive, pourrait être abordable.

Remarque 3.5. — Lorsque l’on a participé à une conférence à Luminy
en juin 2007, on a été tenu au courant par P. Yang que Catino et Djadli
ont obtenu un résultat similaire que le théorème 3.2. Leur prépublication
peut être trouvée maintenant dans [4].
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