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Séminaire de théorie spectrale et géométrie
Grenoble
TSG no 24 (2007), p. 45 – 60

APPLICATIONS MOMENT, POLYGONES DE

CONFIGURATIONS ET GROUPES DISCRETS DE

RÉFLEXIONS COMPLEXES DANS PU(2, 1)

par Julien Paupert

Nous présentons dans cet article des résultats concernant les sous-groupes à
deux générateurs elliptiques de PU(2, 1), groupe des isométries holomorphes
du plan hyperbolique complexe H2

C. Dans la première partie nous énonçons
les résultats principaux de [Pau2] ; ceux-ci décrivent les valeurs propres ad-
missibles pour trois matrices elliptiques A,B, C dans PU(2, 1) telles que
ABC = 1. Notre point de vue est de décrire géométriquement l’image d’une
certaine application moment µ̃ associée à l’action diagonale du groupe (non
compact) PU(2, 1) par conjugaison sur un produit C1 × C2, où C1 et C2 sont
deux classes de conjugaison elliptiques dans PU(2, 1). De façon surprenante,
cette image n’est pas toujours convexe, mais est la réunion d’au plus trois po-
lygones convexes dans la surface T2/S2.

La deuxième partie est consacrée à la description d’exemples de telles images,
dessins à l’appui ; la plupart de ces exemples apparaissaient déjà dans le der-
nier chapitre de [Pau1].

Nous présentons dans la dernière partie des résultats en commun avec
John Parker (voir [ParPau] à paraı̂tre), qui indiquent en quoi ces polygones
peuvent servir de carte pour chercher des nouveaux sous-groupes discrets
(et idéalement des réseaux) dans PU(2, 1). L’étude des réseaux de Mos-
tow construits dans [Mos1] était d’ailleurs le point de départ des questions
précédentes.

Aucune connaissance de la théorie des applications moment (dans le cadre
hamiltonien ou quasi-hamiltonien) n’est nécessaire pour la compréhension de
ce texte. On supposera par contre une certaine familiarité avec la géométrie
de H2

C (sous-espaces, isométries), pour laquelle le lecteur pourra consulter le
traité [G], ou le premier chapitre de [Pau1].
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I – IMAGE DE L’APPLICATION MOMENT ET POLYGONES DE
CONFIGURATIONS

On appellera ici groupe triangulaire elliptique dans PU(2, 1) tout sous-groupe
engendré par deux transformations elliptiques A et B dont le produit AB est
aussi elliptique. La question que l’on se pose est alors la suivante : dans un tel
groupe, quelles sont les classes de conjugaison possibles pour le produit AB
lorsque A et B sont chacun dans une classe de conjugaison fixée ?

C’est un problème classique dans un groupe linéaire de caractériser les va-
leurs propres possibles de matrices A1, . . . , An vérifiant A1 . . . An = 1. Dans
le groupe GL(n, C), cette question est connue sous le nom de problème de
Deligne-Simpson et provient de l’étude des systèmes différentiels dits fuch-
siens sur la sphère de Riemann CP 1. Ce problème est intimement lié au
problème de Riemann-Hilbert (ou 21eme problème de Hilbert) et a fait l’ob-
jet de beaucoup de travaux ; on pourra se reporter à [Ko] pour un panorama
de ces questions et des réponses partielles dont on dispose à ce jour. Le cas
opposé du groupe compact U(n) a aussi été très étudié, et essentiellement
résolu dans [AW], [Be], [Bi2], [Kl1] ; il est lié de façon surprenante à plu-
sieurs branches des mathématiques, voir les panoramas [F] et [Kl2]. Ce cas
du groupe U(n) a aussi été étudié du point de vue des sous-espaces lagran-
giens et des réflexions associées de Cn dans [FW1], dont on a adapté quelques
idées au cadre du groupe non compact PU(2, 1).

Rappelons qu’une classe de conjugaison de transformations elliptiques dans
PU(2, 1) est caractérisée par une paire d’angles non ordonnée (le stabilisateur
d’un point étant une copie de U(2)) ; notre question revient alors à déterminer
l’image dans la surface T2/S2 de l’application µ̃, qui est la composée du pro-
duit du groupe µ, restreint à un produit C1 × C2 de classes de conjugaison,
suivi de la projection π de G = PU(2, 1) sur ses classes de conjugaison :

µ̃ : (C1×C2) ∩ µ−1({elliptiques}) µ−→ G
π−→ T2/S2

Cette application est un exemple d’application moment associée à l’espace
quasi-hamiltonien C1×C2, notion définie dans [AMM] comme généralisation
à valeurs dans le groupe de la notion classique (à valeurs dans l’algèbre de Lie)
d’application moment associée à l’action hamiltonnienne d’un groupe sur une
variété symplectique (voir également [Sf] pour plus de détails sur cet aspect).

Nous décrivons dans [Pau2] l’image de cette application µ̃, qui se révèle être
la réunion d’au plus trois polygones convexes (se recoupant parfois) dans
T2/S2. En particulier l’image n’est pas toujours convexe, ni même localement
convexe, dans les cas où les différents polygones se recoupent.

On dispose dans le cas classique de théorèmes généraux de convexité de
l’image, le plus célèbre étant celui d’Atiyah et Guillemin-Sternberg (voir [A],
[GS1], [GS2]), qui stipule dans les cas d’action d’un tore sur une variété sym-
plectique connexe et compacte que l’image de l’application moment est un
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polytope convexe, l’enveloppe convexe des images des points fixes de l’ac-
tion. Dans le cas d’actions de groupes non compacts, certaines conditions au
but sont requises pour obtenir de tels énoncés de convexité de l’image (voir
[We]).

Notre description de l’image peut être résumée par les deux résultats ci-
dessous ; notons qu’en pratique nos critères déterminent entièrement l’image
pour toute paire de classes de conjugaison elliptiques C1 et C2. Différents
exemples de ces polygones images sont décrits et dessinés dans la partie sui-
vante.

On utilise une approche directe, reposant sur une decription explicite soi-
gneuse de l’image des groupes réductibles (au sens des représentations, à sa-
voir ici les groupes qui fixent un point de CP 2) ; l’idée principale (inspirée de
la question analogue dans U(n) étudiée dans [FW1]) étant que les points cor-
respondant aux groupes irréductibles se projettent sur des points intérieurs
de l’image, laquelle sera donc une réunion de chambres délimitées par les murs
réductibles. (En effet l’image est également fermée ; Falbel et Wentworth ont
montré dans [FW2] que ceci est vrai dans tout espace symétrique de rang 1.)

Les groupes réductibles sont ici de deux types, selon que le point fixe de
l’action sur CP 2 est à l’intérieur ou à l’extérieur de l’espace hyperbolique
complexe H2

C (il ne peut pas être au bord si les générateurs sont elliptiques
et ne sont pas tous deux des réflexions complexes). Lorsque ce point fixe
est dans H2

C, le groupe Γ = 〈A,B〉 est conjugué à un sous-groupe de U(2)
(le stabilisateur d’un point dans PU(2, 1)) ; on dira alors que Γ est réductible
sphérique. Lorsque le point fixe est à l’extérieur de H2

C, le groupe Γ = 〈A,B〉
est conjugué à un sous-groupe de P (U(1) × U(1, 1)) (le stabilisateur d’une
géodésique complexe, ou C-plan) ; on dira alors que Γ est réductible hyperbo-
lique. Il y a alors deux points spéciaux, qui sont à la fois réductibles sphériques
et réductibles hyperboliques : ce sont les points où Γ est abélien (autrement
dit, les deux générateurs ont sous forme matricielle une base commune de
vecteurs propres). On dira que ces deux groupes sont totalement réductibles.

L’image dans T2/S2 de tous ces groupes réductibles est alors un graphe tri-
valent à deux sommets, jouissant des propriétés suivantes (que l’on démontre
dans [Pau1] ou [Pau2]). Les deux sommets sont les images des deux groupes
totalement réductibles. Ils sont joints par un segment de droite de pente−1 qui
est l’image des groupes réductibles sphériques. Deux autres segments sont is-
sus de chaque sommet, l’un de pente 2 et l’autre de pente 1/2, correspondant
aux deux familles réductibles hyperboliques contenant le sommet. Notons que
la pente d’une droite est bien définie dans le tore, mais qu’elle n’est définie
qu’à inversion près dans le quotient T2/S2. On fixe ici une fois pour toutes
une carte affine donnée pour T2/S2, à savoir le demi-carré inférieur comme
dans la figure 1. Il est important de noter que les bords du carré en question
ont un sens géométrique (autrement dit, le tore n’est pas homogène) parce
qu’ils correspondent à des classes de conjugaison spéciales. Il y a en fait une
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FIG. 1 – Une configuration de réductibles

subtilité, parce que ces points du bord représentent chacun deux classes de
conjugaison distinctes, l’une composée de C-réflexions (i.e. des transforma-
tions elliptiques qui fixent un C-plan) et l’autre de transformations parabo-
liques ; ces deux classes sont indiscernables du point de vue des angles ou de
la trace (à comparer avec le ”triangle” de Goldman dans le plan complexe des
traces, p. 204–205 de [G], voir également le premier chapitre de [Pau1]).

On notera Wred ⊂ T2/S2 l’image de tous les groupes réductibles, et on ap-
pellera chaque segment de droite de Wred un mur. Alors Wred avec les deux
axes {0} × S1 et S1 × {0} sépare T2/S2 en une union de polygones convexes
ouverts que l’on appelera des chambres. Une analyse détaillée montre qu’il y a
au plus 9 de ces chambres. On appellera également chambre fermée la réunion
d’une chambre, des segments de murs réductibles qui la bordent, ainsi que
des éventuels points des axes qui sont à la frontière de la chambre et qui cor-
respondent à un produit elliptique.

Théorème I.1. Soient C1 et C2 deux classes de conjugaison elliptiques dans
PU(2, 1), dont une au moins n’est pas une classe de réflexions complexes. Alors
l’image de l’application µ̃ dans T2/S2 est une réunion de chambres fermées, conte-
nant au voisinage de chaque sommet totalement réductible l’enveloppe convexe des
murs réductibles qui contiennent ce sommet.

Ceci évoque le résultat d’Atiyah-Guillemin-Sternberg, sachant que dans notre
cas les groupes réductibles sont ce qui s’approche le plus de points fixes sous
l’action de PU(2, 1) par conjugaison (ce sont eux qui ont les plus petites or-
bites).

En ce qui concerne l’hypothèse faite sur C1 et C2, il est facile de voir que deux
réflexions complexes engendrent toujours un groupe réductible, parce que
leurs miroirs (C-plans fixes) s’intersectent toujours dans CP 2, et que l’image
est donc dans ce cas une réunion non convexe de segments ; voir figure 4.
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On a obtenu dans [Pau2] des critères permettant de déterminer exactement
quelles chambres sont dans l’image de µ̃. Ceci nous permet en particulier de
déterminer quand cette application est surjective :

Théorème I.2. Soient C1 et C2 deux classes de conjugaison elliptiques dans
PU(2, 1), correspondant aux paires d’angles {θ1, θ2} et {θ3, θ4}, avec θi ∈ [0, 2π[,
θ1 > θ2 et θ3 > θ4. Soit :

µ̃ : (C1×C2) ∩ µ−1({elliptiques}) µ−→ G
π−→ T2/S2

l’application moment associée. Alors :

µ̃ est surjective si et seulement si ⇐⇒

{
θ1 − 2θ2 + θ3 − 2θ4 > 2π

2θ1 − θ2 + 2θ3 − θ4 > 6π

Remarquons qu’il n’existe pas de telles conditions dans GL(3, C) : si C1, C2 et
C3 sont trois classes de conjugaison semisimples dans GL(3, C), alors il existe
des matrices Mi ∈ Ci telles que M1M2M3 = Id, par les résultats de Simpson
(voir [Ko]). Autrement dit, µ̃ est toujours surjective. Notons que les classes
de conjugaison semisimples dans PU(2, 1) sont celles de transformations el-
liptiques ou loxodromiques. En ce qui concerne les transformations loxodro-
miques, notre analyse implique que si C1 et C2 sont deux classes de conju-
gaison elliptiques dans PU(2, 1) (dont une au moins n’est pas une classe de
réflexions complexes), alors le produit AB peut prendre ses valeurs dans toute
classe de conjugaison loxodromique lorsque (A,B) parcourt C1 × C2. (Falbel
et Wentworth obtiennent dans [FW2] le résultat analogue lorsque C1 et C2

sont elles-mêmes deux classes de conjugaison loxodromiques). Ceci découle
du fait que l’image des paires réductibles ne sépare pas l’espace des classes de
conjugaison loxodromiques de PU(2, 1) (il n’y a donc qu’une chambre).

Notons enfin que ces questions étaient motivées par l’étude des réseaux Γ(p, t)
de Mostow construits dans [Mos1] ; chacune de ses familles Γ(p, t) pour p
fixé peut se voir dans le polygone image pour les paires d’angles {0, 2π/p}
et {2π/3,−2π/3}. L’image dans ce cas est un trapèze (dégénéré en un triangle
pour p = 3), à l’intérieur duquel la famille considérée par Mostow est un seg-
ment traversant le polygone de part en part, voir figures 5 et 6.

II – EXEMPLES

On étudie dans cette section des exemples précis des polygones image de µ̃
que l’on a décrits. Chacun de ces exemples est donné par deux paires d’angles
{θ1, θ2} et {θ3, θ4}, correspondant aux classes de conjugaison elliptiques des
deux générateurs A et B. Rappelons que l’application µ̃ associe à une paire
d’isométries elliptiques (A,B) (chacune dans une classe de conjugaison fixée)
la paire d’angles du produit AB lorsque celui-ci est elliptique.
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On commence par les cas dégénérés où l’un au moins des générateurs est une
réflexion complexe (un angle est nul) ou une réflexion complexe par rapport
à un point (les deux angles sont égaux).

Le cas qui nous intéresse particulièrement est celui où l’un des générateurs
est une réflexion complexe, puisque c’est le cas des exemples qui ont fourni
la motivation d’origine de ce travail, à savoir les réseaux Γ(p, t) de Mostow
(voir [Mos1], [Mos2] et les figures 5 et 6). On donnera plus de détails sur
ces exemples dans la dernière section, où l’on explique pourquoi et comment
on espère trouver de nouveaux groupes discrets dans ces images. De plus,
dans ces cas le polygone image est exactement l’espace de configurations des
groupes qui nous interessent ; plus précisément :

Proposition II.1. Soient A et B deux transformations elliptiques dans PU(2, 1). Si
A ou B est une réflexion complexe ou une réflexion complexe par rapport à un point,
alors le groupe 〈A,B〉 est déterminé à conjugaison près par les classes de conjugaison
de A, B et AB.

Notons qu’en général il faut fixer 5 classes de conjugaison (ou traces) pour
déterminer 〈A,B〉, par exemple celles des mots A, B, AB, A−1B et [A,B] (voir
[Wi] ou [Kh]). On a ainsi des familles à 4 paramètres de groupes deux à deux
non conjugués, pour lesquelles les classes de conjugaison de A, B et AB sont
fixées. Le résultat dans le cas présent vient de la plus grande isotropie qu’ad-
mettent alors les configurations de points fixes.

Les exemples génériques que l’on donne ensuite parcourent les différents
types de configurations réductibles que l’on a décrits dans [Pau1] et [Pau2].
On espère également qu’ils donneront au lecteur une certaine intuition quant
au comportement possible de ces objets : murs intérieurs et extérieurs, auto-
intersection...

1. Les deux générateurs sont des réflexions complexes par rapport à un point

Ceci constitue le cas le plus dégénéré au sens où les réductibles consistent sim-
plement en un sommet totalement réductible avec un segment réductible hy-
perbolique, et l’image complète est réduite à cela (voir figure 2). En effet, une
réflexion complexe par rapport à un point stabilise tous les C-plans passant
par son point fixe (dans U(2) un tel élément est un élément eiθ.Id du centre) ;
ainsi deux telles transformations engendrent toujours un groupe réductible
hyperbolique : elles stabilisent toutes deux le C-plan passant par les deux
points fixes.

2. L’un des générateurs est une réflexion complexe par rapport à un point

Il n’y a comme ci-dessus qu’un sommet totalement réductible, mais il donne
maintenant lieu à deux familles réductibles hyperboliques, qui délimitent
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FIG. 2 – L’image pour les paires d’angles { 2π
6 , 2π

6 }, { 2π
8 , 2π

8 }

FIG. 3 – L’image pour les paires d’angles { 2π
4 , 2π

6 }, { 2π
8 , 2π

8 }

une enveloppe convexe d’intérieur non vide (voir figure 3), sauf si l’autre
générateur est une réflexion complexe (resp. par rapport à un point). L’image
est alors exactement cette enveloppe convexe par l’argument suivant. Si A
ou B est un elliptique spécial (une réflexion complexe ou une réflexion com-
plexe par rapport à un point) et si AB est aussi un elliptique spécial, alors
tout le groupe est réductible. En effet, ces transformations fixent alors cha-
cune une droite complexe dans CP 2, et celles-ci doivent se couper dans CP 2.
Ceci exclut donc toutes les chambres qui touchent la diagonale ailleurs qu’en
un réductible.

3. Les deux générateurs sont des réflexions complexes : un exemple non
convexe

Ceci est le cas où notre argument de convexité locale autour d’un sommet
totalement réductible est en défaut, et il l’est pour la bonne raison que le
résultat est faux dans ce cas. Il y a maintenant deux sommets totalement
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FIG. 4 – L’image pour les paires d’angles {0, 2π
3 }, {0, 8π

5 } (non convexe)

réductibles distincts, joints par le segment réductible sphérique, ainsi qu’un
segment réductible hyperbolique (les autres sont réduits à un point) qui passe
par les deux sommets, voir figure 4. L’image complète est alors la réunion
non convexe de ces deux segments, parce que deux réflexions complexes en-
gendrent toujours un groupe réductible (leurs miroirs, ou lieux des points
fixes, se coupent dans CP 2).

4. L’un des générateurs est une réflexion complexe : familles contenant les
réseaux Γ(p, t) de Mostow

La configuration réductible est maintenant la réunion du segment réductible
sphérique avec deux segments réductibles hyperboliques (un à chaque som-
met) ; on sait comme ci-dessus que l’image complète est exactement l’envelope
convexe des réductibles (voir figures 5, 6). On a également représenté sur ces
images un segment en pointillés qui est la famille à un paramètre Γ(p, t) de
Mostow (chaque valeur entière de p correspond à un dessin différent). On va
se concentrer dans la dernière section sur ces groupes Γ(p, t) (qui sont avec
nos notations situés sur un segment dans l’image pour les paires { 2π

3 ,− 2π
3 },

{0, 2π
p }).

5. Exemples génériques

On en vient maintenant à des exemples génériques qui illustrent plus
fidèlement notre decription des configurations réductibles. Comme on l’a
dit, les valeurs ont été choisies pour montrer toute la palette des types
de configurations réductibles mentionnés dans notre classification. Notons
également quelques caractéristiques visibles sur ces images. Le cas des paires
{ 2π

3 , 2π
4 }, { 2π

5 , 2π
6 } (figure 7) montre des points d’auto-intersection de la char-

pente réductible, entre différents segments réductibles hyperboliques. On
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FIG. 5 – L’image pour les paires d’angles { 2π
3 , 4π

3 }, {0, 2π
3 } ; le segment en poin-

tillés représente la famille Γ(3, t) de Mostow.

FIG. 6 – L’image pour les paires d’angles { 2π
3 , 4π

3 }, {0, 2π
6 } ; le segment en poin-

tillés représente la famille Γ(6, t) de Mostow.

peut également remarquer qu’un même segment réductible hyperbolique
peut avoir une partie qui est un mur extérieur de l’image, et une autre qui
est un mur intérieur (après avoir rebondi sur la diagonale). L’image contient
également tout un segment de la diagonale. Les images suivantes fournissent
des exemples de sommets intérieurs (des sommets totalement réductibles qui
sont des points intérieurs de l’image).

III – GROUPES DISCRETS ENGENDRÉS PAR DES RÉFLEXIONS
COMPLEXES D’ORDRE SUPÉRIEUR

Cette partie est un travail commun avec John Parker ([ParPau]). Nous
considérons les groupes triangulaires symétriques dans PU(2, 1) engendrés
par trois réflexions complexes d’ordre p. Nous nous intéressons parti-
culièrement aux groupes dans lesquels certains mots sont elliptiques, et
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FIG. 7 – L’image pour les paires d’angles { 2π
3 , 2π

4 }, { 2π
5 , 2π

6 }

FIG. 8 – L’image pour les paires d’angles { 2π
3 ,− 2π

4 }, { 2π
5 ,− 2π

6 }

donnons des conditions nécessaires de discrétude pour de tels groupes. La
motivation principale est que ces groupes sont des candidats de réseaux non
arithmétiques.

Dans [Mos1] Mostow a construit les premiers exemples de réseaux non
arithmétiques dans PU(2, 1). Ces réseaux étaient engendrés par trois
réflexions complexes R1, R2 et R3 ayant la propriété qu’il existe une isométrie
J d’ordre 3 telle que Rj+1 = JRjJ

−1. Dans les exemples de Mostow les
générateurs Rj ont pour ordre p = 3, 4 ou 5. Plus tard Deligne et Mostow ont
construit d’autres réseaux non arithmétiques comme groupes de monodro-
mie de certaines fonctions hypergéométriques dans [DM] (ces réseaux étaient
connus de Picard qui ne considéra pas leur nature arithmétique). Ces réseaux
sont (commensurables à) des groupes engendrés par des réflexions complexes
Rj pour d’autres valeurs de p ; voir Mostow [Mos2] et Sauter [Sa]. Par la suite,
aucun nouveau réseau non arithmétique n’a été construit.

Dans [Par], Parker a considéré le cas p = 2, c’est-à-dire des involutions com-
plexes I1, I2 et I3 avec une isométrie J d’ordre 3 telle que Ij+1 = JIjJ

−1.
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FIG. 9 – L’image pour les paires d’angles {− 2π
10 , 2π

10 }, { 4π
10 , 6π

10 }

FIG. 10 – L’image pour les paires d’angles { 2π
4 , 2π

6 }, {− 2π
5 ,− 2π

7 }

En particulier il a utilisé un théorème de Conway et Jones ([CJ]) pour classer
tous les tels groupes où I1I2 et I1I2I3 sont elliptiques d’ordre fini.

De façon remarquable, trouver les groupes pour lesquels R1R2 et R1R2R3 sont
elliptiques d’ordre fini avec p ≥ 3 demande de résoudre la même équation que
pour p = 2. Dans [ParPau], nous utilisons dans le cas général les solutions de
cette équation trouvées dans [Par] en utilisant [CJ].

Nous décrivons l’espace des configurations de tous les groupes engendrés par
une réflexion complexe R1 d’ordre p et une isométrie elliptique régulière J
d’ordre 3 dans PU(2, 1). Cet espace de configurations est paramétré par la
classe de conjugaison du produit R1J , que l’on représente géométriquement
de deux manières. La première, suivant Goldman, Parker, est de considérer la
trace de R1J ; ceci détermine la classe de conjugaison de R1J lorsque celui-ci
est loxodromique, mais il y a une indétermination d’ordre 3 s’il est elliptique
ou parabolique. La deuxième manière, suivant la dernière partie de [Pau1]
et [Pau2], est d’utiliser les invariants géométriques de la classe de conjugai-
son, à savoir une paire d’angles pour les isométries elliptiques et une paire
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FIG. 11 – L’image pour les paires d’angles { 2π
4 ,− 2π

6 }, { 2π
5 ,− 2π

7 }

FIG. 12 – L’image pour les paires d’angles {ε, 2π − ε}, {η, 2π − η} ; ici µ̃ est
surjective

(angle, longueur) pour les isométries loxodromiques. Nous utilisons les deux
espaces de paramètres dans [ParPau], où l’on se concentre sur le cas elliptique.

Notre premier résultat est l’analogue direct du théorème principal de [Par], et
peut être énoncé comme suit :

Théorème III.1. Soit R1 une réflexion complexe d’ordre p et J un elliptique régulier
d’ordre 3 dans PU(2, 1). Supposons que R1J et R1R2 = R1JR1J

−1 sont ellip-
tiques. Si le groupe Γ = 〈R1, R2, R3〉 est discret alors on est dans l’un des cas sui-
vants :

– Γ est un réseau de Mostow.
– Γ est un sous-groupe distingué d’un groupe de Mostow.
– Γ est l’un des groupes sporadiques décrits ci-dessous.

Les groupes sporadiques correspondent aux 18 solutions exceptionnelles ve-
nant de [CJ], qui ne dépendent pas de p (les groupes, eux, changent bien sûr
avec p). Nous déterminons pour chaque p ≥ 3 lesquels de ces points sont
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FIG. 13 – Groupes discrets dans le triangle des configurations pour p = 3

situés dans notre espace de configurations. On doit alors analyser chacun de
ces groupes pour déterminer s’il est discret, si oui si c’est un réseau, et si oui
s’il est arithmétique. Nous illustrons des manières d’aborder ces questions en
montrant que certains groupes sont arithmétiques, et d’autres sont non dis-
crets. Nous analysons en détail la situation pour p = 3, qui peut être résumée
ainsi :

Théorème III.2. Il y a 16 groupes sporadiques pour p = 3, avec les propriétés sui-
vantes :
– Quatre d’entre eux ont un point fixe dans H2

C.
– Un stabilise une droite complexe.
– Un est contenu dans un réseau arithmétique.
– Les dix autres ne sont dans aucun cas précédent.

La question cruciale est alors de déterminer lesquels des dix groupes restants
sont discrets. Nous donnons une réponse négative pour trois d’entre eux, en
trouvant des mots elliptiques d’ordre infini dans ces groupes.

La figure 13 montre le cas où R1 est d’ordre 3 ; le triangle extérieur est le poly-
gone des configurations décrit dans les parties précédentes. La courbe en zig-
zag a en fait deux composantes qui correspondent aux deux familles évoquées
ci-dessus ; on a également marqué les 16 points sporadiques (deux des points
cités dans le théorème ci-dessus sont à l’extérieur du triangle de configura-
tions).

57



i
i

“Paupert” — 29/5/2007 — 14:08 — page 58 — #14 i
i

i
i

i
i

TSG no 24

6

5

6

3

5

2

0
30 1 4

1

4

2

FIG. 14 – Groupes discrets et polygone de configurations pour p = 2, 3, ...10

Notons que les seuls groupes discrets connus dans cette image sont les réseaux
de Mostow de [Mos1], tous situés sur le petit segment horizontal (voir la
dernière partie de [Pau1]).

Le coup de chance dans cette approche est que les solutions en termes d’angles
(données par le théorème de Conway et Jones) sont les mêmes pour toutes les
valeurs de p ; il n’y a que le polygone de configurations associé qui change
(et il y a alors plus ou moins de solutions possibles). La figure 14 illustre ce
phénomène pour p = 2, 3, . . . 10.
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