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Résumé

Nous étudions le spectre du Hamiltonien d’un gaz de bosons, à la limite
d’un grand nombre N de particules et dans le régime de champ moyen
(l’interaction est multipliée par 1/N). Le premier terme du développement
est donné par le modèle non linéaire de Hartree, alors que le second terme
est donné par la théorie de Bogoliubov.
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nous sommes intéressés à la limite d’un grand nombre N de particules pour un
système quantique bosonique, dans le régime de champ moyen (ce qui signifie
que l’intensité de l’interaction est choisie d’ordre 1/N). Le premier terme du
développement de l’énergie minimale est donné par le modèle non linéaire de
Hartree, alors que le second terme est donné par la théorie de Bogoliubov.
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1 Le système à N corps
Nous considérons un système deN bosons non relativistes soumis à un champ

extérieur V et interagissant entre eux avec un potentiel w. Nous supposons
également que l’intensité de l’interaction tend vers 0 avec N et se comporte en
1/N . Le Hamiltonien du système est donc

HN :=

N∑

j=1

(
−∆xj + V (xj)

)
+

1

N − 1

∑

1≤k<`≤N
w(xk − x`). (1)

Les résultats de [28, 27] sont en fait valables dans un cadre plus abstrait, mais
nous nous restreignons à (1) pour simplifier. Le facteur 1/(N − 1) sert à com-
penser le fait que l’interaction comporte de l’ordre de N2 termes alors que le
premier terme n’en contient que de l’ordre de N . Tous les termes du Hamilto-
nien deviennent alors comparables à la limite N →∞. On pourrait mettre 1/N
à la place de 1/(N−1) sans changer l’étude, mais le choix de 1/(N−1) simplifie
quelques expressions ultérieures. L’opérateur HN agit sur le sous espace HN de
L2(ΩN ) composé des fonctions qui sont symétriques par rapport aux échanges
de leurs variables, c’est-à-dire vérifiant

Ψ(x1, ..., xN ) = Ψ(xσ(1), ..., xσ(N))

pour toute permutation σ de {1, ..., N}. Ici Ω est un ouvert régulier de Rd
que l’on peut supposer borné ou non borné (on peut donc avoir Ω = Rd). Si
Ω 6= Rd, on choisit des conditions au bord, c’est-à-dire une réalisation auto-
adjointe particulière du Laplacien. Les fonctions V et w sont réelles et w est
paire. On suppose, pour que l’opérateur HN soit bien défini, que

(A1) les fonctions V et w sont dans Lploc(Rd) avec max(1, d/2) < p < p∗ où
p∗ = d/(d − 2) en dimension d ≥ 3 et p∗ = ∞ si d = 1, 2. Si Ω est non borné,
on suppose également que T := −∆ + V est borné inférieurement et que w est
comparable à T au sens où

w±(x− y) ≤ α±(Tx + Ty) + C (2)

pour des constantes α+, C > 0 et 0 ≤ α− < 1, au sens des formes quadratiques
sur H2, où w+ = max(w, 0) et w− = max(−w, 0) sont respectivement les parties
positives et négatives de w.

L’hypothèse (A1) sur les potentiels V et w suffit à garantir que l’on a

(1− α−)

N∑

j=1

Txj
− C

2
N ≤ HN ≤ (1 + α+)

N∑

j=1

Txj
+
C

2
N

qui implique que HN définit une forme quadratique fermée sur le même domaine
Q(HN ) que celle associée à

∑N
j=1 Txj

(c’est-à-dire H1(ΩN ) avec les conditions
au bord si Ω est borné). On peut donc définir HN comme un opérateur auto-
adjoint par la méthode de Friedrichs [43].

Nous appellerons λk(HN ) les valeurs propres ordonnées et comptées avec
multiplicité de HN . Plus précisément, λk(HN ) est le kème niveau de min-max

λk(HN ) := inf
V⊂Q(HN )
dimV=k

max
Ψ∈V \{0}

〈Ψ, HNΨ〉
||Ψ||2

Mathieu Lewin
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qui peut également être le bas du spectre essentiel de HN sans être une valeur
propre, siHN a moins de k−1 valeurs propres en dessous de son spectre essentiel.
Pour simplifier, nous utiliserons par ailleurs la notation

E(N) := λ1(HN ) = inf σ(HN )

pour la première valeur propre, appelée énergie fondamentale du système.
Dans cet exposé nous allons voir que, sous certaines conditions, il est possible

d’effectuer un développement des valeurs propres de HN sous la forme

λk(HN ) = NeH + λk(H) + o(1)N→∞. (3)

Le premier terme eH du développement ne dépend pas de k et il est donné par le
modèle non linéaire de Hartree. Le second terme dépend de k puisque λk(H) est
le kème niveau de min-max d’un opérateur linéaire H, qui a été introduit pour
la première fois par Bogoliubov en 1947 dans l’article [9]. Dans la section sui-
vante nous commençons par rappeler la définition du modèle de Hartree, avant
d’introduire le Hamiltonien de Bogoliubov H à la section 3. Nous expliquerons
aussi l’importance du développement (3) d’un point de vue physique.

2 Le modèle de Hartree
Le modèle non linéaire de Hartree est obtenu en restreignant la forme qua-

dratique associée àHN aux fonctions d’onde qui sont complètement décorrélées :

Ψ(x1, ..., xN ) = (u⊗N )(x1, ..., xN ) = u(x1) · · ·u(xN ).

Toutes les particules sont dans le même état u ∈ H = L2(Ω), avec ||u|| = 1.
L’énergie correspondante vaut
〈
u⊗N , HNu

⊗N〉 = N

(∫

Ω

(
|∇u(x)|2 + V (x)|u(x)|2

)
dx

+
1

2

∫

Ω

∫

Ω

w(x− y)|u(x)|2|u(y)|2 dx dy
)

:= N EH(u).

Il est facile de vérifier que l’hypothèse (A1) sur V et w garantit encore que EH
est bien définie et continue sur le domaine de forme de T = −∆ + V , et qu’elle
est bornée inférieurement. On peut alors définir l’énergie minimale

eH := inf
u∈Q(T )
||u||=1

EH(u) (4)

qui apparaît dans le développement (3). Notons que l’on peut restreindre l’infi-
mum aux fonctions positives u ≥ 0, puisque EH(u) ≥ EH(|u|) pour tout u.

En utilisant Ψ = u⊗N comme fonction test, on voit immédiatement que
E(N) ≤ N eH. Comme nous allons maintenant l’expliquer, il se trouve que l’on
a très souvent E(N) = N eH + o(N).

2.1 Validité de Hartree pour des systèmes confinés
Dans cette section, nous expliquons pourquoi on a toujours E(N) = N eH +

o(N) pour les systèmes “confinés” (c’est-à-dire pour lesquels il ne peut y avoir
aucune perte de masse à l’infini). Avant de traiter le cas général nous commen-
çons par un exemple instructif très simple qu’il faut toujours avoir en tête.
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Exemple 1 : Cas répulsif sur un tore de dimension d. Nous prenons
Ω = (−1/2, 1/2)d, V ≡ 0, et nous choisissons des conditions périodiques au bord
de Ω. Enfin, nous prenons pour w une fonction Zd-périodique paire, telle que

ŵ ∈ `1
(
(2πZ)d

)
et ŵ ≥ 0.

La condition ŵ ≥ 0 est importante et c’est une traduction mathématique pos-
sible de l’hypothèse que l’interaction est “répulsive”. Comme on peut écrire

∫

Ω

∫

Ω

w(x− y)|u(x)|2|u(y)|2 dx dy =
∑

k∈(2πZ)d

ŵ(k)
∣∣|̂u|2(k)|2

il est facile de vérifier que l’énergie de Hartree est strictement convexe par rap-
port à |u|2. Ceci permet d’en déduire qu’elle admet u0 ≡ 1 pour unique mini-
miseur (à une phase près), et que

eH =
1

2

∫

Ω

w.

Puisque l’inégalité E(N) ≤ N eH est toujours vraie, on déduit donc que

E(N) ≤ N

2

∫

Ω

w. (5)

Le lemme suivant fournit une minoration de l’interaction à N corps en fonction
de celle de Hartree, qui permettra d’obtenir une borne inférieure sur E(N).

Lemme 1. On a, pour tout N ≥ 2 et presque tous x1, ..., xN ∈ Ω,

∑

1≤k<`≤N
w(xk − x`) ≥

N(N − 1)

2

∫

Ω

w − N

2

(
w(0)−

∫

Ω

w

)
. (6)

Démonstration. On introduit f = w −
∫

Ω
w qui a aussi tous ses coefficients de

Fourier positif, avec f̂(0) = 0. Ensuite, il suffit de remarquer que

Nf(0) + 2
∑

1≤k<`≤N
f(xk − x`) =

∑

1≤k,`≤N
f(xk − x`) =

∑

p∈(2πZ)d

f̂(p)

∣∣∣∣∣∣

N∑

j=1

ei p·xj

∣∣∣∣∣∣

2

≥ 0.

L’argument utilisé dans la preuve de l’inégalité (6) est très utile lorsqu’on
étudie des systèmes à grand nombre de particules avec une interaction vérifiant
ŵ ≥ 0. C’est par exemple un outil de base dans [46]. Des techniques similaires
existent pour des potentiels w non intégrables comme le potentiel de Coulomb
w(x) = |x|−1 en dimension 3 [30, 32].

D’après (6), on voit que l’on a

HN ≥
N∑

j=1

(−∆)xj +N eH −
N

2(N − 1)

(
w(0)−

∫

Ω

w

)
≥ N eH − C (7)

Mathieu Lewin
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où nous avons utilisé que le Laplacien est un opérateur positif. Avec (7) on
déduit immédiatement que l’on a

E(N) = N eH +O(1).

Maintenant que nous avons vu que l’énergie est au premier ordre donnée
par la théorie de Hartree, une question naturelle est de comprendre en quel
sens une fonction propre ΨN associée à la valeur propre E(N) est proche de
l’état de Hartree u⊗N0 . On pourrait vouloir comparer directement les états ΨN

et u⊗N0 dans l’espace HN . Nous allons justement expliquer dans cet exposé que
‖ΨN −u⊗N0 ‖HN n’est en général pas petit quand N →∞. Le lien entre les deux
fonctions est plus subtil et nous aurons besoin de la théorie de Bogoliubov pour
l’expliquer précisément. Par contre, il est assez facile de déduire des informations
supplémentaires en utilisant le formalisme des matrices densité, et c’est ce que
nous allons maintenant expliquer.

Définition 1 (Matrices densité). On appelle matrice densité à une particule
d’un état quantique Ψ ∈ HN , l’opérateur auto-adjoint borné γ(1)

Ψ agissant sur
H = L2(Ω) dont le noyau est

γ
(1)
Ψ (x, y) =

∫

Ω

dx2 · · ·
∫

Ω

dxN Ψ(x, x2, ..., xN )Ψ(y, x2, ..., xN ).

Cet opérateur vérifie γ(1)
Ψ ≥ 0 et Tr γ

(1)
Ψ = 1.

Plus généralement, pour 1 ≤ k ≤ N , on appelle matricé densité à k particules
l’opérateur auto-adjoint borné γ(k)

Ψ agissant sur Hk = L2
s(Ω

k) dont le noyau est

γ
(k)
Ψ (x1, ..., xk; y1, ..., yk)

=

∫

Ω

dxk+1 · · ·
∫

Ω

dxNΨ(x1, ..., xk, zk+1, ..., zN )Ψ(y1, ..., yk, zk+1, ..., zN ). (8)

L’intérêt de ces opérateurs est que l’énergie par particule peut s’exprimer
uniquement à l’aide de γ(1)

Ψ et γ(2)
Ψ comme suit :

〈Ψ, HNΨ〉
N

= TrH (Tγ
(1)
Ψ ) +

1

2
TrH2

(
wγ

(2)
Ψ

)
=

1

2
TrH2

(
H2γ

(2)
Ψ

)
. (9)

Nous voyons que l’énergie, écrite sous cette forme, ne dépend pas de N et que N
apparaît seulement dans la contrainte que γ(2)

Ψ est la matrice densité d’un état
à N corps Ψ ∈ HN . Comme nous allons le voir plus loin, la raison principale
pour laquelle la théorie de Hartree est toujours valable est que la structure
de l’ensemble des matrices densité à k corps se simplifie grandement à la limite
N →∞. Remarquons que pour un état produit Ψ = u⊗N , on trouve par ailleurs

γ
(k)

u⊗N = |u⊗k〉〈u⊗k|. (10)

Nous avons utilisé ici la notation très utile des physiciens |u〉〈v| pour l’opérateur
de rang un défini par |u〉〈v|f = 〈v, f〉u.

Revenons maintenant à notre exemple et définissons Q, le projecteur sur
l’orthogonal de la fonction u0 ≡ 1 qui minimise l’énergie de Hartree, Q =
1− |u0〉〈u0|. Alors on a

〈
Ψ,




N∑

j=1

(−∆)xj


Ψ

〉
= NTr(−∆)γ

(1)
Ψ ≥ µN TrQγ

(1)
Ψ Q

Exp. no III— Gaz de bosons dans le régime de champ moyen : les théories de Hartree et Bogoliubov
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où µ > 0 est la seconde valeur propre du Laplacien périodique sur le tore Ω
(nous utilisons ici le fait que la première valeur propre est non dégénérée). Soit
maintenant (ΨN ) une suite telle que 〈ΨN , HNΨN 〉 = E(N)+O(1). En revenant
à (7) et en utilisant la borne supérieure (5), on trouve

µN TrQγ
(1)
ΨN

Q+N eH − C ≤ N eH +O(1)

et donc TrQγ
(1)
ΨN

Q ≤ C/N . Puisque Trγ
(1)
ΨN

= 1, ceci implique
〈
u0, γ

(1)
ΨN

u0

〉
≥ 1− C/N.

Ceci montre qu’à la limite N → ∞ l’opérateur γ(1)
ΨN

possède une unique valeur
propre d’ordre 1 + o(1), dont le vecteur propre correspondant tend vers u0 :

lim
N→∞

Tr
∣∣∣γ(1)

ΨN
− γ(1)

u⊗N
0

∣∣∣ = lim
N→∞

Tr
∣∣∣γ(1)

ΨN
− |u0〉〈u0|

∣∣∣ = 0.

On parle de condensation de Bose-Einstein complète [40, 34]. Il est en fait pos-
sible de montrer le même résultat pour toutes les matrices densité :

lim
N→∞

TrHk

∣∣∣γ(k)
ΨN
− γ(k)

u⊗N
0

∣∣∣ = lim
N→∞

Tr
∣∣∣γ(k)

ΨN
− |u⊗k0 〉〈u⊗k0 |

∣∣∣ = 0.

Systèmes confinés généraux. L’exemple du tore avec ŵ ≥ 0 est un cas
particulier de systèmes que l’on peut appeler “confinés”. Il se trouve que l’ap-
proximation de Hartree est toujours valable pour ces systèmes, et que la preuve
est assez simple. Cependant la condensation de Bose-Einstein requiert elle l’uni-
cité du minimiseur de Hartree.

Théorème 1 (Validité de Hartree et condensation de Bose-Einstein pour les
systèmes confinés). On suppose que (A1) est vérifiée et, soit que Ω est borné,
soit que V tend vers l’infini à l’infini. Alors on a toujours

lim
N→∞

E(N)

N
= eH.

De plus, si (ΨN ) est une suite quelconque d’états bosoniques tels que
||ΨN ||HN = 1 et 〈ΨN , HNΨN 〉 = E(N) + o(N), alors il existe une sous-suite et
une mesure de probabilité borélienne µ sur la sphère SH de H (invariante par
la multiplication par une phase), supportée sur l’ensemble M des minimiseurs
de eH, telle que

lim
j→∞

γ
(k)
ΨNj

=

∫

SH

|u⊗k〉〈u⊗k| dµ(u)

dans l’espace des opérateurs à trace sur Hk, pour tout k ≥ 1. En particulier,
si eH admet un unique minimiseur u0 (à multiplication par une phase près),
alors on a condensation de Bose-Einstein complète

lim
N→∞

γ
(k)
ΨN

= |u⊗k0 〉〈u⊗k0 |.

Mathieu Lewin
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Nous voyons que l’énergie fondamentale E(N) est toujours donnée au pre-
mier ordre par celle de Hartree, et que la matrice densité à une particule γ(1)

ΨN

converge vers une combinaison convexe des matrices densité des minimiseurs de
Hartree. S’il y a plus d’un seul minimiseur de Hartree, il est facile de construire
des suites particulières (ΨN ) qui convergent vers n’importe quelle combinaison.

Des résultats similaires au Théorème 1 peuvent être trouvés dans [41, 42,
54, 53], mais l’énoncé ci-dessus provient de [27]. Comme nous allons le voir, il
se démontre aisément en utilisant le théorème de de Finetti quantique [50, 24]
qui donne la structure de l’ensemble des matrices densité bosoniques à la limite
N → ∞. L’objectif principal de [27] est de prouver un résultat similaire dans
un cas non confiné et nous y reviendrons dans la section suivante.

L’idée de la preuve du Théorème 1 est la suivante. Considérons une suite
(ΨN ) de quasi minimiseurs, et notons γ(k)

N ses matrices densité. Pour chaque k
fixé, γ(k)

N est une suite bornée dans l’espace des opérateurs à trace et, à ex-
traction d’une sous-suite près, on peut supposer que γ(k)

N ⇀∗ γ(k) faible-∗, ce
qui signifie Tr(Kγ

(k)
N ) ⇀∗ Tr(Kγ(k)) pour tout opérateur compact de Hk. Or,

grâce à nos hypothèses sur T et w, on voit que l’on a Tr(Tγ
(1)
N ) ≤ C pour une

constante C indépendante de N . Comme T est à résolvante compacte, ceci im-
plique aisément que la convergence γ(k)

N → γ(k) est forte pour la norme de trace.
Par ailleurs, l’énergie est une fonction semi-continue inférieure par rapport aux
matrices densité :

lim inf
n→∞

1

2
TrH2(H2γ

(2)
N ) ≥ 1

2
TrH2(H2γ

(2)),

puisqueH2 est aussi à résolvante compacte. Maintenant on utilise le théorème de
de Finetti quantique [50, 24] qui est l’équivalent quantique du célèbre théorème
de Hewitt-Savage pour les mesures classiques [13, 23, 14, 38]. Le théorème de de
Finetti fournit la structure des hiérarchies infinies de matrices densité. Il indique
qu’il existe une mesure de probabilité µ sur la sphère SH de H, telle que

γ(k) =

∫

SH

|u⊗k〉〈u⊗k| dµ(u)

pour tout k ≥ 1. En insérant cette information dans l’énergie limite on trouve

1

2
TrH2(H2γ

(2)) =

∫

SH

EH(u) dµ(u) ≥ eH

où à la dernière ligne nous avons utilisé le fait que µ a une masse totale égale
à 1. Le théorème suit donc.

Un exemple important de système confiné est le gaz de Coulomb 2D et 3D,
dont le modèle classique a été étudié par Sandier et Serfaty dans [45, 44] et dont
l’équivalent quantique est traité dans [28]. Dans ce cas on a

w2D(x− y) = − log |x− y| et w3D(x− y) =
1

|x− y| ,

respectivement en dimensions d = 2 et d = 3. En dimension 2 il faut que V tende
vers l’infini suffisamment vite pour compenser la divergence de w2D lorsque
|x− y| est grand et assurer la validité de (2). La transformée de Fourier de w2D

n’est par ailleurs pas exactement positive puisque c’est la valeur principale de
|k|−2, mais le minimiseur de Hartree est quand même unique.
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2.2 Validité de Hartree pour des systèmes non confinés
Dans cette question nous abordons le cas plus compliqué de systèmes pour

lesquels il peut être avantageux d’envoyer une partie des particules à l’infini,
menant à une possible perte de compacité. Dans ce cas nous supposons que
Ω = Rd et que V et w peuvent tous les deux s’écrire f1 + f2 avec fj ∈ Lpj (Rd)
où max(1, d/2) < pj < ∞ ou alors pj = +∞ et fj → 0 à l’infini. Comme
certaines particules peuvent s’échapper à l’infini, il est utile d’introduire un
problème de minimisation faisant intervenir une masse plus petite

eVH(λ) := inf
u∈Q(T )∫
Rd |u|

2=λ

EVH (u).

Nous utilisons maintenant une notation qui exhibe la dépendance du problème
par rapport au potentiel V car les particules qui s’échappent ne verront plus ce
potentiel. Le résultat principal de [27] est le suivant :

Théorème 2 (Validité de Hartree et condensation de Bose-Einstein pour les
systèmes non confinés [27]). On suppose que Ω = Rd et que V et w peuvent tous
les deux s’écrire f1 + f2 avec fj ∈ Lpj (Rd) où max(1, d/2) < pj < ∞ ou alors
pj = +∞ et fj → 0 à l’infini. Alors on a toujours

lim
N→∞

E(N)

N
= eH.

De plus, si (ΨN ) est une suite quelconque d’états bosoniques tels que
||ΨN ||HN = 1 et 〈ΨN , HNΨN 〉 = E(N) + o(N), alors il existe une sous-
suite et une mesure de probabilité borélienne µ sur la boule unité BH de
H = L2(Rd) (invariante par la multiplication par une phase), supportée sur
l’ensemble

M =
{
u ∈ H1(Rd) : EVH (u) = eVH(‖u‖2) + e0

H(1− ‖u‖2)
}
,

telle que

γ
(k)
ΨNj

⇀
∗

∫

BH

|u⊗k〉〈u⊗k| dµ(u) (11)

faible-∗ dans l’espace des opérateurs à trace sur Hk.
Si on a les inégalités strictes de concentration-compacité

eVH(1) < eVH(λ) + e0
H(1− λ), pour tout 0 ≤ λ < 1, (12)

alorsM est inclus dans la sphère unité SH et eH possède au moins un minimi-
seur. Dans ce cas la convergence (11) est forte en norme de trace dans Hk et
µ est supportée sur SH. En particulier, si eH admet un unique minimiseur u0

(à multiplication par une phase près), alors on a condensation de Bose-Einstein
complète

lim
N→∞

γ
(k)
ΨN

= |u⊗k0 〉〈u⊗k0 |.

Nous voyons que si la validité du modèle de Hartree est toujours vraie au
niveau de l’énergie, la situation est plus compliquée en ce qui concerne les états
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eux-mêmes. En général, on n’a pas convergence des matrices densité γ(k)
ΨN

vers
celles des minimiseurs de Hartree, car il peut tout simplement ne pas y en avoir.
En revanche on a toujours convergence faible vers un minimiseur qui possède
éventuellement moins de particules. Pour cette raison, la mesure µ a son support
dans la boule unité au lieu de la sphère comme au théorème 1.

L’ensembleM contient tous les minimiseurs possibles du problème de Har-
tree, éventuellement après perte d’une partie de la masse. Il est facile de vérifier
que les inégalités larges

eVH(1) ≤ eVH(λ) + e0
H(1− λ),

sont vérifiées pour tout 0 ≤ λ ≤ 1. L’ensemble M contient donc toutes les
fonctions u pour lesquelles EVH (u) = eVH(1) et de plus eVH(1) = eVH(λ) + e0

H(1−λ)
où λ :=

∫
Rd |u|2.

La seconde partie du théorème signifie que si ces inégalités sont strictes
alors il n’est pas avantageux d’envoyer une partie de la masse à l’infini et on
a convergence forte. Que les inégalités strictes impliquent l’existence d’un mi-
nimiseur pour le problème eH de Hartree suit de la méthode de concentration-
compacité [37]. La preuve que la convergence (11) a aussi lieu pour le problème
à N corps est bien plus difficile. Elle repose sur un résultat de type “de Finetti
faible” (dans l’esprit des mesures de Wigner construites par Ammari et Nier
dans [1, 2]) et sur une méthode de type concentration-compacité adaptée à la
structure spéciale du problème à N corps, précédemment introduite dans [26].
Nous n’en dirons pas plus ici et nous renvoyons le lecteur à [27] pour plus de
détails.

Il ne faut pas confondre les inégalités strictes (12) avec le critère correspon-
dant pour le Hamiltonien HN . En effet, le théorème HVZ nous précise que le bas
du spectre essentiel commence lorsque certaines des N particules sont envoyées
à l’infini (voir par exemple [26, Thm. 12]) :

inf σess(HN ) = inf
K=1,...,N

{
E(K) + E0(N −K)

}
≤ E(N − 1).

Ici E0(N) est le bas du spectre de HN lorsque l’on remplace V par 0. Mais en
appliquant le théorème 2 à E(N − 1) on déduit que

lim
N→∞

E(N)

N
= lim
N→∞

inf σess(HN )

N
= eH.

Au premier ordre il est impossible de différencier le bas du spectre du bas du
spectre essentiel. En particulier, toutes les valeurs propres situées entre les deux
se comportent également comme NeH au premier ordre.

Remarque 1. Si V ≡ 0, alors le modèle est invariant par translation et on peut
construire des suites minimisantes qui s’évanouissent complètement, au sens ou
γ

(k)
ΨN

⇀∗ 0 faiblement, même après une translation spatiale quelconque. En fait,
si V ≡ 0, la fonction nulle appartient à l’ensembleM.

Avant de passer à la description de l’ordre suivant du développement, nous
donnons un exemple célèbre.
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Exemple 2 : Atomes bosoniques. Les atomes bosoniques n’existent pas
dans la réalité puisque les électrons sont des fermions et non des bosons (ce qui
est très important pour la stabilité de la matière à l’échelle macroscopique [33]).
Le Hamiltonien du système s’écrit

N∑

i=1

(
−∆i −

Z

|xi|

)
+

∑

16i<j6N

1

|xi − xj |

où N est le nombre d’électrons et Z la charge totale du noyau. On a ici Ω = R3.
Après une dilatation, on trouve que cet opérateur est, à une constante multipli-
cative près, unitairement équivalent à

Ht,N :=

N∑

i=1

(
−∆i −

1

t|xi|

)
+

1

N − 1

∑

16i<j6N

1

|xi − xj |

où t = (N − 1)/Z est le rapport entre le nombre d’électrons et de protons, que
nous allons supposer fixe. L’opérateur Ht,N est exactement sous la forme qui
nous intéresse. La fonctionnelle non linéaire de Hartree est donc

EH(t, u) =

∫

R3

(
|∇u(x)|2 − |u(x)|2

t|x|

)
dx+

1

2

∫

R3

∫

R3

|u(x)|2|u(y)|2
|x− y| dx dy

et nous noterons son énergie minimale eH(t). On peut montrer [7, 5] qu’il existe
un unique minimiseur ut > 0 si et seulement si 0 ≤ t ≤ tc ' 1, 21. Il n’y a aucun
minimiseur pour t > tc.

Même si w(x) = |x|−1 a une transformée de Fourier positive, on ne peut pas
utiliser les arguments de l’exemple 1 puisque

∫
w = w(0) = +∞. Benguria et

Lieb ont cependant pu démontrer dans [7] que l’on a bien

E(t,N) = NeH(t) + o(N)

pour tout t ≥ 0 et que l’on a condensation de Bose-Einstein complète pour
t ≤ tc. La preuve est basée sur l’inégalité de Lieb-Oxford [30, 32], qui remplace
l’argument du lemme 1. Ces résultats ont ensuite été améliorés dans [47, 3, 4].

Le théorème 2 s’applique également à cet exemple et il fournit l’information
supplémentaire que

γ
(k)
ΨN

⇀
∗
|u⊗k0 〉〈u⊗k0 |

faible-∗ lorsque t > tc, où u0 est l’unique minimiseur du problème eVH(tc/t).

2.3 Non dégénérescence du minimiseur de Hartree
Après avoir discuté de la validité du modèle de Hartree à la limite N →∞,

nous passons maintenant au problème de comprendre l’ordre suivant du dévelop-
pement. Afin d’aller plus loin, nous allons faire l’hypothèse que le problème de
Hartree possède un unique minimiseur u0 qui est non dégénéré. Ces hypothèses
sont vérifiées dans les exemples que nous avons mentionnés plus haut.

Précisons ce que veut dire “non dégénéré”. Tout d’abord rappelons que si u0

minimise EH, alors |u0| également et on peut donc toujours supposer que u0 est
réelle positive. Tout minimiseur satisfait la condition du premier ordre

hu0 = 0, où h = −∆ + V + |u0|2 ∗ w − µH (13)
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où µH est le multiplicateur de Lagrange associé à la contrainte ||u|| = 1. Le mini-
miseur vérifie aussi la condition du second ordre que la Hessienne est positive
sur le plan tangent en u0. Un simple calcul montre que

1

2
Hess EH(u0)(v, v) = 〈v, hv〉+

1

2

∫

Ω

∫

Ω

w(x− y)u0(x)u0(y)

(
v(x)v(y) + v(x)v(y)

+ v(x)v(y) + v(x)v(y)

)
dx dy

=
1

2

〈(
v
v

)
,

(
h+K K
K h+K

)(
v
v

)〉

H+⊕H+

(14)

pour tout v dans le plan tangent

H+ := {u0}⊥ =

{
v ∈ H :

∫

Ω

v u0 = 0

}
,

oùK est la restriction à H+ de l’opérateur de noyau k(x, y) = w(x−y)u0(x)u0(y).
En fait, le noyau de K s’obtient en projetant la fonction symétrique k
dans le sous-espace H+ ⊗s H+, c’est-à-dire K(x, y) =

(
P ⊗ P k

)
(x, y) avec

P = 1−Q = |u0〉〈u0|. L’opérateur h préserve lui l’espace H+ et nous n’utilisons
pas de notation particulière pour sa restriction.

Notre hypothèse précise est donc la suivante :

(A2) On suppose que eH possède un unique minimiseur u0 ≥ 0 et qu’il existe
une constante ηH > 0 telle que

(
h+K K
K h+K

)
> ηH sur H+ ⊕ H+. (15)

Par ailleurs on demande que l’opérateur K soit Hilbert-Schmidt ce qui,
puisque H+ est de co-dimension 1, est équivalent à

∫

Ω

∫

Ω

w(x− y)2 |u0(x)|2|u0(y)|2 dx dy <∞. (16)

Comme nous allons l’expliquer, la condition (16) est très importante. Elle
ne suit pas de nos conditions sur V et w dans (A1), puisque nous n’avons a
priori aucun contrôle sur w2. Mais (16) est automatique si ces fonctions sont
des petites perturbations du Laplacien au sens de Rellich, et pas seulement au
sens des formes.

Notons que puisque u0 est positive, ce doit être la première fonction propre de
l’opérateur de Schrödinger h et on sait alors qu’elle est forcément non-dégénérée.
Donc on a h ≥ η′H > 0 sur H+. Si K ≥ 0 (par exemple quand ŵ ≥ 0), on déduit
que (

h+K K
K h+K

)
≥
(
h 0
0 h

)
≥ η′H.

Le minimiseur u0 est donc toujours non dégénéré lorsque ŵ ≥ 0 (il est par
ailleurs aussi toujours unique). Par contre (A2) est une véritable hypothèse si ŵ
n’a pas de signe.

La dernière hypothèse concerne la condensation de Bose-Einstein complète :

Exp. no III— Gaz de bosons dans le régime de champ moyen : les théories de Hartree et Bogoliubov

III–11



(A3) On a condensation de Bose-Einstein complète au sens où, pour toute suite
(ΨN ) telle que ||ΨN || = 1 et 〈ΨN , HNΨN 〉 ≤ E(N) +R,

〈
u0, γ

(1)
ΨN

u0

〉
≥ 1− εR(N) (17)

avec εR(N)→ 0 quand N →∞ et R reste fixe.

Rappelons que Tr(|u0〉〈u0|γ(1)
Ψ ) = 〈u0, γ

(1)
Ψ u0〉 est la proportion moyenne de

particules dans le condensat et que Tr(Qγ
(1)
Ψ ) = Tr(Qγ

(1)
Ψ Q) est la proportion

moyenne de particules excitées, en dehors du condensat. L’hypothèse (A3) signi-
fie exactement qu’il y a N + o(N) particules dans le condensat. D’après le théo-
rème 1, (A3) est toujours vraie pour les systèmes confinés, si (A1) et (A2) sont
vraies. Le théorème 2 indique que (A3) est également une conséquence de (A1)
et (A2) dans le cas non confiné, si les inégalités de concentration-compacité (12)
sont satisfaites.

3 Le modèle de Bogoliubov

3.1 Le Hamiltonien de Bogoliubov
Nous pouvons maintenant définir le modèle de Bogoliubov qui va fournir

l’ordre suivant du développement des valeurs propres au bas du spectre de HN .
Au voisinage de u0 le modèle de Hartree est au second ordre décrit par la
hessienne de EH et il est donc intuitif que cette dernière joue un rôle. La théorie
de Bogoliubov est une version en dimension infinie de la théorie semi-classique
et elle peut être résumée comme suit :

Théorie de Bogoliubov [9]. On a HN ' NeH + H où H est la seconde
quantification de v 7→ Hess EH(u0)(v, v)/2 sur l’espace de Fock bosonique F+ =
Γs(H+), construit à partir de l’espace tangent H+ = {u0}⊥.

Nous allons bientôt donner un sens mathématique précis à l’assertion que
HN ' NeH + H, mais on peut commencer par retenir que l’on a λk(HN ) =
NeH + λk(H) + o(1)N→∞, comme annoncé en (3).

Avant d’expliciter la définition de H, nous faisons quelques commentaires
historiques. Le fait que les valeurs propres λk(HN ) du système à N corps se
comportent (à la constante NeH près) comme celles de H est extrêmement im-
portant d’un point de vue physique. Pour l’exemple 1 du tore qui est celui
considéré par Bogoliubov dans l’article original [9], on peut tout calculer expli-
citement. Dans ce cas l’opérateur H commute avec les translations à cause du
fait que u0 ≡ 1, et son spectre peut être calculé explicitement :

λk(H) = eB +
√
|k|4 + 2ŵ(k)|k|2, k ∈ (2πZ)d, (18)

où
eB = −

∑

k∈(2πZ)d\{0}

(
|k|2 + ŵ(k)−

√
|k|4 + 2ŵ(k)|k|2

)

et où k ∈ (2πZ)d a l’interprétation d’un moment à cause de l’invariance par les
translations. On voit que l’effet des interactions est de transformer la relation
de dispersion parabolique λk(H)w≡0 =

√
|k|4 = |k|2 du Laplacien périodique
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en une dispersion linéaire au voisinage de l’origine, λk(H) ' eB +
√

2ŵ(0)|k|.
Comme proposé en premier par Landau [25], cette linéarité est l’explication ma-
thématique du phénomène de superfluidité à très basse température de certains
systèmes bosoniques (comme l’hélium-4), et elle a ensuite fait le succès de la
théorie de Bogoliubov.

(2πZ)d (2πZ)d∼ |k|2 ∼ eB +
√
2ŵ(0)|k|

Figure 1 – Le spectre de H pour l’exemple 1 lorsque w ≡ 0 (à gauche) et
w 6= 0 (à droite). Si on place le système dans une boîte de taille L au lieu de 1,
en laissant w inchangée, les points sont sur le réseau (2πZ/L)d, et le spectre
converge à la limite vers la courbe.

La validité de la théorie de Bogoliubov a été démontrée mathématiquement
dans plusieurs situations, par exemple pour des systèmes 1D complètement inté-
grables [17, 31, 29, 11, 10, 51, 52], pour les gaz de bosons chargés à une et deux
composantes [35, 36, 48], et pour les gaz très dilués [15, 18, 56]. Très récemment,
Seiringer a été le premier à montrer la validité de la théorie de Bogoliubov dans
un cadre plus général : pour l’exemple 1 dans [46] et pour des systèmes confinés
avec une interactions répulsives dans [19]. Le lecteur pourra aussi lire [34, 12, 57]
pour plus d’information sur la théorie de Bogoliubov. Notons que l’opérateur
de Bogoliubov intervient aussi dans la description au second ordre des solu-
tions à l’équation dépendant du temps (le premier ordre est cette fois décrit par
l’équation de Hartree dépendant du temps) [22, 16, 55, 1, 2, 20, 21, 6].

Nous devons maintenant définir l’opérateur de Bogoliubov H. Formellement,
la seconde quantification consiste à remplacer v(x) par un opérateur d’annihi-
lation a(x) d’une particule de H+ en x et v(x) par un opérateur de création
a†(x), dans la formule (14) de la hessienne de EH. Les opérateurs a(x) et a†(x)
doivent satisfaire les relations canoniques de commutation. Plus prosaïquement,
l’espace de Fock sur lequel agit H est la somme directe de tous les espaces à k
particules dans H+ :

F+ := C⊕ H+ ⊕
(
H+ ⊗s H+

)
︸ ︷︷ ︸

:=H2
+

⊕
(
H+ ⊗s H+ ⊗s H+

)
︸ ︷︷ ︸

:=H3
+

⊕ · · · .

Il est muni de la structure hilbertienne naturelle. Les vecteurs de F+ sont donc
des suites Φ = (ϕn)n≥0 avec ϕn ∈ Hn+ et leur norme est

||Φ||2F+
:= |ϕ0|2 +

∑

n≥1

||ϕn||2Hn
+
<∞.

Maintenant, H est la somme de trois termes

H = H1 + H2 + (H2)∗
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où H1 correspond aux termes de la Hessienne faisant intervenir v(x)v(y) alors
que H2 correspond au terme v(x)v(y). L’opérateur H1 conserve le nombre de
particule, c’est-à-dire est diagonal par rapport à la décomposition de F+ en
somme directe :

H1 = 0 ⊕
(
h+K

)
⊕
(
(h+K)1 + (h+K)2

)
⊕ · · · ⊕




k∑

j=1

(h+K)j




︸ ︷︷ ︸
agit sur Hk

+

⊕ · · · .

L’opérateur H2 est hors-diagonal par rapport à la décomposition de F+ en
somme directe, puisqu’il envoie un vecteur de Hk+ dans Hk+2

+ :

H2

(
0⊕ · · · ⊕ ϕk︸︷︷︸

∈Hk
+

⊕0⊕ 0⊕ · · ·
)

= 0⊕ · · · ⊕ 0⊕ 0⊕
(
K ⊗s ϕk√

2

)

︸ ︷︷ ︸
∈Hk+2

+

⊕ · · · .

Ici l’opérateur K est assimilé à son noyau intégral défini plus haut, qui est
une fonction de H2

+ par construction. Rappelons notre hypothèse (16) que la
fonction K est dans L2, qui est cruciale ici pour définir convenablement l’opé-
rateur H2. Sans cette hypothèse, l’opérateur H2 n’est pas bien défini.

Le produit tensoriel symétrique ⊗s utilisé dans la définition de H2 est défini
par

Ψk ⊗s Ψ`(x1, ..., xk+`)

=
1√

k!`!(k + `)!

∑

σ∈SN

Ψk(xσ(1), ..., xσ(k))Ψ`(xσ(k+1), ..., xσ(k+`)),

pour tous Ψk ∈ Hk et Ψ` ∈ H`.
Le résultat suivant indique que l’opérateur H ainsi défini a priori seulement

sur les vecteurs Φ = (ϕn)n≥0 ∈ F+ qui s’annulent à partir d’un certain rang
(ϕn ≡ 0 ∀n ≥ n0), est en fait auto-adjoint et borné inférieurement.

Théorème 3 (Hamiltonien de Bogoliubov [28]). Sous les hypothèses (A1) et
(A2), l’opérateur H fournit une forme quadratique bornée inférieurement et est
donc auto-adjoint, par la méthode de Friedrichs. De plus, lorsque w 6= 0, sa
première valeur propre est toujours isolée, non dégénérée et strictement négative.

L’opérateur H est un Hamiltonien quadratique en les opérateurs de création
et d’annihilation, une classe qui a été beaucoup étudiée dans la littérature [8, 49].
C’est en diagonalisant H explicitement dans le cas du tore, que Bogoliubov a
obtenu le résultat (18) dans [9].

3.2 Description des fluctuations autour de Hartree
Dans les sections précédentes nous avons défini le modèle de Hartree, et le

Hamiltonien de Bogoliubov, qui interviennent respectivement à l’ordre 1 et à
l’ordre 2 du développement des valeurs propres de HN à la limite N → ∞,
comme annoncé dès le début en (3). Nous devons maintenant expliquer le lien
entre H et HN , qui sont définis sur des espaces de Hilbert complètement diffé-
rents. Comment apparaît H ? Comment apparaît naturellement l’espace de Fock
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F+, alors que le modèle initial était posé dans le sous-espace HN des fonctions
symétriques de L2(ΩN ) ? D’une manière générale, on peut se demander com-
ment décrire les fluctuations autour de l’état produit u⊗N0 de Hartree. Quand
elles-existent, les fonctions propres Ψ

(k)
N associées aux valeurs propres λk(HN )

sont-elles proches de u⊗N0 ? Pour répondre à ces questions, nous allons introduire
un opérateur unitaire UN sur HN qui prend ses valeurs dans F+.

Nous utilisons le fait que l’on peut décomposer HN en une somme directe de
sous-espaces en fonction du nombre de u0 :

HN =
(
u⊗N0 C

)
⊕
(
u
⊗(N−1)
0 ⊗s H+

)
⊕
(
u
⊗(N−2)
0 ⊗s H2

+

)
⊕ · · · ⊕ HN+ . (19)

Ceci signifie que toute fonction Ψ de HN peut s’écrire sous la forme

Ψ = ψ0︸︷︷︸
∈C

u⊗N0 + u
⊗(N−1)
0 ⊗s ψ1︸︷︷︸

∈H+

+u
⊗(N−2)
0 ⊗s ψ2︸︷︷︸

∈H2
+

+ · · ·+ ψN︸︷︷︸
∈HN

+

. (20)

Les vecteurs de cette somme sont orthogonaux deux à deux, car ils ne com-
portent pas le même nombre de u0, et on a donc

||Ψ||2 = |ψ0|2 + ||ψ1||2H+
+ ||ψ2||2H2

+
+ · · ·+ ||ψN ||2HN

+
. (21)

Une manière de justifier (19) et (20) est d’utiliser une base orthonormée (ui)
de l’espace H = L2(Ω), dont le premier élément est notre minimiseur u0 du
problème de Hartree. On sait alors que les produits tensoriels (ui1⊗s · · ·⊗s uiN )
forment une base (non-orthonormée) de l’espace symétrique HN et on peut donc
écrire

Ψ =
∑

1≤i1≤···iN
ci1...iN ui1 ⊗s · · · ⊗s uiN

où la somme est convergente dans L2. Dans la somme ci-dessus il suffit alors de
regrouper les termes en fonction du nombre de fois que u0 apparaît.

Dans (19) nous voyons apparaître les espaces C,H+, ...,H
N
+ dont la somme

directe forme l’espace de Fock F+. Il est maintenant naturel d’introduire l’opé-
rateur

UN : HN → F≤N+ =

N⊕

n=0

Hn+

Ψ 7→ ψ0 ⊕ ψ1 ⊕ · · · ⊕ ψN
(22)

qui est unitaire de l’espace à N corps HN dans l’espace de Fock tronqué F≤N+ ,
d’après (21). Clairement, l’espace F≤N+ peut être identifié à un sous-espace
de F+ et il converge vers celui-ci lorsque N →∞.

Comme UN est unitaire, étudier le spectre de HN est équivalent à étudier
celui de l’opérateur UNHNU

∗
N : F≤N+ → F≤N+ . C’est ce dernier opérateur qui

est relié à H à la limite N →∞.

3.3 Le théorème de convergence
Nous sommes maintenant prêts à énoncer le résultat principal qui concerne,

comme annoncé en (3), le développement des niveaux de min-max de HN . Grâce
à l’unitaire UN nous allons pouvoir être plus précis.
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Théorème 4 (Le spectre de Bogoliubov [28]). Sous les hypothèses (A1) et
(A2), on a la convergence faible de UN (HN −N eH)U∗N vers H, au sens où

lim
N→∞

〈
Φ′, UN

(
HN −N eH

)
U∗N Φ

〉
F+

= 〈Φ′,HΦ〉F+
(23)

pour tous Φ,Φ′ dans le domaine de forme de H, et où U∗N est par convention
étendu à 0 en dehors de F≤N+ .

Si de plus on a la condensation de Bose-Einstein complète au sens de (A3),
alors les niveaux de min-max convergent :

lim
N→∞

(
λk(HN )−NeH

)
= λk(H) (24)

pour tout k ≥ 1 fixé.
Si par ailleurs λk(H) est isolée et de multiplicité finie (par exemple pour

k = 1), alors λk(HN ) est aussi isolée et de multiplicité finie pour N assez grand
et on a la convergence (à sous-suite près) des vecteurs propres associés :

lim
N→∞

∣∣∣
∣∣∣UNΨ

(k)
N − Φ(k)

∣∣∣
∣∣∣
F+

. (25)

Rappelons que (A3) est souvent une conséquence de (A1) et (A2), d’après
les théorèmes 1 et 2. Un résultat similaire à (24) a été récemment prouvé par
Seiringer et Grech dans [46, 19]. En plus d’éclairer la manière dont apparaît H,
l’unitaire UN permet également d’obtenir la convergence des fonctions propres.

En utilisant le fait que UN est unitaire, il y a une autre façon d’énoncer la
convergence (25) :

∣∣∣
∣∣∣Ψ(k)

N − U∗NΦ(k)
∣∣∣
∣∣∣
HN

=
∥∥∥Ψ

(k)
N − ϕ

(k)
0 u⊗N0 −

N∑

j=1

ϕ
(k)
j ⊗s u

⊗(N−j)
0

∥∥∥
HN
−→
N→∞

0

où Φ(k) = ϕ
(k)
0 ⊕ ϕ(k)

1 ⊕ · · · ∈ F+ est le (un) kème vecteur propre de H. Nous
obtenons donc bien un développement de la fonction d’onde Ψ

(k)
N dans l’espace

initial HN . Lorsque w 6= 0, on peut montrer que les vecteurs propres Φ(k) de H
sont tels que ϕ(k)

j 6= 0 pour une infinité de j ≥ 0. Comme on a

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣

N∑

j=1

ϕ
(k)
j ⊗s u

⊗(N−j)
0

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣

2

HN

=

N∑

j=1

∣∣∣
∣∣∣ϕ(k)
j

∣∣∣
∣∣∣
2

Hj
+

≥ ε > 0

où ε > 0 ne dépend pas de N , nous voyons donc que les vecteurs propres de HN

ne sont jamais proches de u⊗N0 dans HN (sauf quand w ≡ 0).
Le théorème 4 s’applique aux exemples de la section 2, en particulier au

gaz de Coulomb 2D confiné (qui avait précédemment été étudié dans le cas
classique dans [45, 44]), et aux atomes bosoniques (pour lesquels le résultat
avait auparavant été conjecturé dans [39]). Pour ce dernier exemple, nous avons
montré dans [28] que H avait une infinité de valeurs propres sous son spectre
essentiel lorsque 0 ≤ t < 1, et seulement un nombre fini pour 1 ≤ t < tc.
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3.4 Idée de preuve
Nous terminons cet exposé par expliquer l’idée de la preuve du théorème 4,

qui est basée sur deux résultats auxiliaires. Le premier quantifie la différence
entre UNHNU

∗
N et H, au sens des formes quadratiques.

Proposition 1 (Estimée sur un espace de Fock tronqué [28, Prop. 15]). Sous
les hypothèses (A1) et (A2), on a

∣∣∣
〈

Φ,
(
UN (HN −NeH)U∗N −H

)
Φ
〉
F+

∣∣∣ ≤ C
√
M

N

〈
Φ,
(
H + C

)
Φ
〉
, (26)

pour tout vecteur Φ dans le domaine de forme de H et tel que Φ ∈ F≤M+ pour
un certain 1 ≤M ≤ N .

L’inégalité (26) se démontre en calculant explicitement l’expression de
UNHNU

∗
N dans F≤N+ et en estimant les différents termes obtenus. Le forma-

lisme de la seconde quantification est alors utile pour gérer tous les termes.
Il est assez facile de déduire la convergence faible (23) de (26).

Nous voyons d’après (26) qu’on peut aisément relier UNHNU
∗
N à H à condi-

tion que l’on travaille dans un espace de Fock tronqué F≤M+ avec M � N .
Il faudra donc projeter la suite de vecteurs propres exacts (Ψ

(k)
N ) de HN dans

F≤M+ et estimer l’erreur, ce qui est l’objet de la proposition suivante.

Proposition 2 (Localisation dans un espace de Fock tronqué [28, Prop. 22]).
Soit f : R+ → [0, 1] une fonction lisse valant 1 sur l’intervalle [0, 1] et 0 en
dehors de [0, 2] et soit g telle que f2 + g2 = 1. On note fM l’opérateur de
localisation sur F+, défini par

fM := 1⊕ f(1/M)1H+
⊕ f(2/M)1H2

+
⊕ · · ·

et on introduit de façon similaire gM . Alors, sous les hypothèses (A1) et (A2)
on a

− CN + H
M2

≤ H̃N − fM H̃NfM − gM H̃NgM ≤ C
N + H
M2

(27)

au sens des formes sur F+, avec H̃N = UN (HN −N eH)U∗N .

L’estimée (27) est inspirée de [35, Theorem A.1] et elle ressemble à la célèbre
formule IMS concernant la localisation du Laplacien par des fonctions lisses,

P 2 = fP 2f + gP 2g − |∇f |2 − |∇g|2

où P 2 = −∆ et f, g sont assimilés à des opérateurs de multiplication. Si f est
sous la forme f(x/M), alors l’erreur est bien un O(M−2). En fait, H et H̃N

contiennent une partie qui est diagonale dans F+ et qui commute donc avec les
opérateurs fM et gM , et une partie hors diagonale qui, cependant, couple un
espace Hk+ avec seulement ses quatre plus proches voisins, Hk−2

+ , ...,Hk+2
+ . Dit

autrement, les opérateurs H et H̃N sont des matrices penta-diagonales par blocs
dans la représentation associée à la décomposition de F+ en somme directe. Les
termes hors-diagonaux donnent naissance aux erreurs de localisation en 1/M2,
comme le ferait un Laplacien discret.
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Avec les propositions 1 et 2 à notre disposition, nous pouvons maintenant
donner l’idée de la preuve de la convergence (24) du théorème 4, pour k = 1
(première valeur propre). L’argument est très similaire pour k ≥ 2.

La preuve contient une borne supérieure et une borne inférieure. Pour obtenir
la borne supérieure sur λ1(HN ), il suffit de construire une fonction test. Sim-
plement, on tronque la fonction propre exacte Φ(1) de H pour la projeter dans
un espace F≤M+ et on utilise la proposition 1. On fait d’abord tendre N → ∞
avant de faire tendre M → ∞. La borne supérieure n’utilise que (A1) et (A2),
elle ne nécessite pas la condensation de Bose-Einstein.

La borne inférieure est habituellement la plus difficile et elle est ici démon-
trée en utilisant la localisation de la proposition 2. Soit en effet ΨN le premier
vecteur propre de HN (ou un vecteur propre approché), et soit ΦN := UNΨN

le vecteur correspondant dans F+. D’après la proposition 2 (et grâce à l’esti-
mée 〈ΦN ,HΦN 〉 = O(N) facile à démontrer à partir de la borne supérieure), on
trouve

E(N)−N eH = λ1(H̃N ) =
〈

ΦN , H̃NΦN

〉
F+

≥
〈
fMΦN , H̃NfMΦN

〉
F+

+
〈
gMΦN , H̃NgMΦN

〉
F+

− C N

M2

≥
〈
fMΦN , H̃NfMΦN

〉
F+

+ ||gMΦN ||2
(
E(N)−N eH

)
− C N

M2

et donc, en utilisant l’estimée de la proposition 1 pour le premier terme,

E(N)−N eH

≥ 1

1− ||gMΦN ||2

((
1− C

√
M

N

)
〈fMΦN ,HfMΦN 〉F+

− C
√
M

N
− C N

M2

)
.

Maintenant il suffit d’utiliser que

〈fMΦN ,HfMΦN 〉F+
≥ λ1(H) ||fMΦN ||2F+

= λ1(H)− λ1(H) ||gMΦN ||2F+

et on trouve l’estimée

E(N)−N eH ≥
1

1− ||gMΦN ||2

(
λ1(H)− C ||gMΦN ||2F+

− C
√
M

N
− C N

M2

)
.

Nous voyons qu’il faut prouver que ||gMΦN ||2 → 0, avec M tendant vers l’infini
moins vite que N . Afin d’utiliser l’hypothèse (A3), nous avons besoin de la
formule suivante.

Lemme 2 (Nombre de particules excitées). Soit Ψ ∈ HN une fonction norma-
lisée que l’on écrit comme dans (20) sous la forme

Ψ = ϕ0︸︷︷︸
∈C

u⊗N0 + u
⊗(N−1)
0 ⊗s ϕ1︸︷︷︸

∈H+

+u
⊗(N−2)
0 ⊗s ϕ2︸︷︷︸

∈H2
+

+ · · ·+ ϕN︸︷︷︸
∈HN

+

.

Alors on a
TrH+

(Qγ
(1)
Ψ Q) =

∑

n≥1

n

N
||ϕn||2Hn

+
. (28)

Rappelons que Q = 1 − |u0〉〈u0| est le projecteur orthogonal sur l’espace
H+ ={u0}⊥.
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Démonstration. On a

TrH(Qγ
(1)
Ψ Q) = TrH(Qγ

(1)
Ψ ) = N−1

〈
Ψ,




N∑

j=1

Qxj


Ψ

〉
.

Or un simple calcul montre que



N∑

j=1

Qj


u

⊗(N−n)
0 ⊗s ϕn = nu

⊗(N−n)
0 ⊗s ϕn,

ce qui fournit le résultat.

En revenant à notre problème, on peut écrire d’après (28) et (A3)

||gMΦN ||2 =
∑

0≤n≤N
g
( n
M

)
||ϕN,n||2Hn

+
≤

∑

0≤n≤N

n

M
||ϕN,n||2Hn

+

=
N

M
Tr Qγ

(1)
ΨN

Q ≤ N

M
εR(N) (29)

avec la notation ΦN =
⊕N

n=0 ϕN,n ∈ F≤N+ . La condensation de Bose-Einstein
garantit donc exactement que ||gMΦN ||2 tend vers 0, à condition de prendre M
tel que NεR(N)/M → 0.

En posant M = Nδ, nous obtenons

E(N)−N eH ≥
1

1− δ−1εR(N)

(
λ1(H)− C εR(N)

δ
− C
√
δ − C 1

δ2N

)

et la preuve est terminée en prenant δ → 0 suffisamment lentement.
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