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R e l a t i o n s c o n g r u e n t i e l l e s a d d i t i v e s e n t r e f o n c t i o n s l_ d e Q 

Introduction : 
Soi t S un ensemble fini de nombres premiers , contenant ou non le nombre 
p r e m i e r p , e t s o i t Q l ' e x t e n s i o n a b é l i e n n e m a x i m a l e d e Q n o n r a m i f i é e e n 

dehors de S {oo}. On a mis en év idence dans [G2, § 3 ] l e s "Z - d i s t r i b u -u p 
tions de S t i c k e l b e r g e r " ^ et rappelé l eurs pr inc ipa les p r o p r i é t é s ; on Q s 

sait que, uniquement lorsque p f S , leur "transform ée de Mellin" p-adique 
n ' e s t a u t r e q u e l a Z - p s e u d o - m e s u r e d e D e l i g n e - R i b e t , a s s o c i é e à l a 

P Q s 

construct ion des fonct ions l_ p -ad iques de Q. 

Nous montrons ic i que, d'une part la proprié té de Ga|(Q^/Q) d'être somme 
directe des groupes d ' inert ie des n o m b r e s premiers qÇS, et d'autre part l e s 
propr ié té s fonct ionne l les des distr ibut ions (j, , conduisent à une famil le de 

Q S 
re la t ions congruentie l l e s addit ives entre d i f f érente s d is tr ibut ions p attachées 
à des s o u s - c o r p s Lj convenables de L (essent ie l lement des corps d ' iner -
tie d'é léments de S) ; c e s re la t ions conduisent a l o r s naturel lement à des con-
gruences addit ives entre nombres de B ernaull i ^ e t / o u fonct ions L 

p-adiques L (x, , s ) , s ç Z ; c e s congruences mettent en jeu d i f férents ca -
P j p 

r a c t è r e s ^ des s o u s - c o r p s l_T et apparaissent comme entièrement nouvel les . 
L I 1 

Avant d'énoncer l e s r é s u l t a t s obtenus, donnons toutes l e s notations n é c e s s a i -
r e s à leur ut i l i sat ion pratique : 

). i) Notations, (i) So i t v un c a r a c t è r e d 'ordre f ini de Q , et so i t S l 'ensemble 
X 

des d i v i s e u r s p r e m i e r s du conducteur de ^ ; 

(ii) on f ixe un nombre premier p et on dés igne par S l'un des en-
sembles S ou S , , {p} ; 

X XU 
(i i i) on dés igne par UJ, ( ) et N l e s c a r a c t è r e s habituels du corps 

Q^pj (cf. [G1, (1 .4 ) ] ) , mais on l e s c o n s i d è r e comme c a r a c t è r e s de Qgy^pj, 

( c ' e s t - à - d i r e que lorsque pj^S, l e s r e s t r i c t i o n s de uu, ( ) et N à 
Gai (Q , , /Q, «t - G a l ( Q / Q ) s o n t l e c a r a c t è r e u n i t é ) ; •3U1.P}/ {P ; > 

(iv) pour tout q 7^2, q Ç S , on dés igne par h^ un progénérateur de 



H =Ga|(Q / q . ) ; pour q = 2 ç S, on dés igne par h , (resp . h ) un (pro) q o o - ^ q j- - 1 o 

générateur de H_ ] = G a | ( Q s / Q s _ ^ ^ QJ (resp. de HQ = G a l ( Q s / Q s _ ^ ( \ p f ) ) 

ou Gai (Qs/Qs_ {2} <V -2))) , où est la Z 2 ~extens ion cyclotomique de Q; 
(v) lorsque 2^ S , on pose P = S , sinon on pose P = ( S - { 2 } ) U { - 1 , 0} ; 

on f i x e une fo i s pour toutes une partie E de P. 

Pour toute partie J de P on pose H .= © H , et on désigne par K le s o u s -
J t ç j 1 J 

corps de K p = Q s f ixe par ; 

si 2 4 S, on a K J = Q J > pour tout J ç S ; s i 2ÇS, le schéma c i - d e s s o u s indique 
les re lat ions entre l e s corps K ,, J ç P , et l es corps Q , V c S (on a pr i s i c i 

<J — V 
V ç S - { 2 } ) : 

K V = QV 

v u { - 1 , 0 } V U{2} 

K{0}=QOO 

Pour tout I ç E , on pose Lj = KjyQ> Q = P - E (l_j est f ixe par 

Comme K p = Q g est le composé direct sur Q des corps ' - j e t ^ ^ j> pour 
tout I ç E , le c a r a c t è r e x s e décompose de façon unique sous la forme 
X = X, x u » où x. (resp. x ) es t un c a r a c t è r e de l_T (resp. K J . 

k E - I L I ^ E - I 1 •=• 1 

On désigne par Qq le s o u s - c o r p s de Q^p^ f i x e P a r hp" ' (resp. hQ) si p ^ 2 

(resp. p =2) et on décompose sous la forme X„ = X X > X (resp. 
Q{P) Q{P> ° 00 ° 

X ) c a r a c t è r e de Q (resp. de la Z - e x t e n s i o n Q de Q) ; oo O p oo 

(vi) on dés igne par Z (x) l'anneau engendré sur Z par l e s va leurs 
P P 

de x > o n dés igne par TR son idéal maximal et par v sa valuation d'image 
Z U {oo} ; 

(vii) on décom pose x sous la forme x = t̂y» d'ordre étranger à p, 
âb \Jl d 'ordre pu i s sance de p ; on dés igne par M le s o u s - c o r p s de Q f ixe par 

Ker(uu -1x) et on désigne par Mq le s o u s - c o r p s de M f ixe par K erfcu ' cp) 

(resp. K er(cp)) lorsque p ^ 2 (resp. p = 2 ) ; 

- 1 



d f 
(vii i) pour tout nombre premier q on d é s i g n e par p q ( r e s p . p q ) l ' in-

dice de décomposi t ion ( re sp . le d e g r é r é s i d u e l ) de q dans M/M ; on p o s e 

R = E P € , sommation sur l e s £ Ç ( E n S ) - { p } non r a m i f i é s dans M /Q . D'une 
i ° 

manière g é n é r a l e , q d é s i g n e un élément de S et £ un élément de S dist inct de p. 

( 0 . 2 ) Théorème. S i p ^ 2 o u s i P ^ S , on a la congruence suivante : 
S 

I Ç E 
p rami f i é 
dans L j 

II n 
an 

dans L 

( - i ) ' 1 ' L (X|_ , s ) n ( i - u T 1 x L u ) < e > 
M I £ Ç S non ramif ié I 

I 

- Z 
I c E 

p non ramif ié 
dans l_j 

( - D ' ^ B ^ X L ) n 
I q ç S non ramif ié 

dans L ^ 

( 1 —X| (q)) = c modîïï , 
I 

où c et 7R sont donnés par le tableau suivant : 
X X 

c 
X 

VRA ) 
x 

p ^ 2 , p i s 0 R 

p = 2 ^ S et : 
E / S OU il e x i s t e Pf S , 
€=1(4 ) 

E = S , X d'ordre 1 ou 2 
l 1(4) pour tout £ € S 

0 

2 I s M 

R 

R ( = | s | ) 

p / 2 , p f S e t : 
p^ E ou p ramif ié dans 
M q /q , et ou P - E ^ {p} 

. pÇ E non ramif ié dans M 
ramif ié dans M 

pç E non r a m i f i é dans M 

XQ=1, E=P ou P - { p } 

0 

0 

0 

( - 1 ) I P _ E 1 + 1 1 og( 1 +p) TT ( 1 - q _ 1 ) 
q ç S 

R 
d +f 

R+p P P 

R+v(p s) 

R 

p / 2 , p f S e t : 
p^ E ou p ramif ié dans 
M q /q , et ou P - E ^ {p} 

. pÇ E non ramif ié dans M 
ramif ié dans M 

pç E non r a m i f i é dans M 

XQ=1, E=P ou P - { p } ( 1 - X ( 1 + p ) ( i + P ) 1 _ S ) oo 

R 
d +f 

R+p P P 

R+v(p s) 

R 

( 0 . 3 ) Théorème. S i p = 2 Ç S , on a la congruence su ivante : 

Z ( - i î ^ ' l cx, , s ) TT (1-U)"1 X («) <€>"S) 

I C E I ZÇS non ramif ié I 

Q ( 2 } c L I d a n s L I 



n ( i - u i j x , («)<«> 
mifié 

dans Ln 

+ E ( - 1 ) 1 X 1 L 9 ( W O
1 X , > s ) „ „ „ 

I ç E z u c ç S n o n ramifié ° 
q 3 o ç L I , Q o ^ L I "I 

Z ( - i j l ^ B / m ' x , ) | i w A.| 
I c E 1 ° g ç S non ramifié ° L I 

S 
I ç E 

2 non ramifié 
dans L ̂  

n 
ior 

dans L 

n - u u J x , 

I 

( - 1 ) ' 1 ' B ^ X L )(1-XL (2)) n 
; n 
dans L 

( 1 -x. ( e ) )=c modTÏÏ 
I ""I i Ç S non ramifié I x ; 

i 

où c et ffl sont donnés par le tableau suivant : 
X X 

C 
X 

v(TR ) 
X 

ou R - E ^ { - 1 , 0} e t : 
0 R 

O^E, -1Ç E 0 R +v(2) 
d +f 

06E, - 1 ^ E > l J U x J h o ) ^ + 1 0 R + 2 
II n = _ j 0 R + v(2) 
II n = j 0 R + v(4 s) 

d _ + f _ 
0 ç E , - 1 € E , u ) x J h Q ) jé+1 0 R + 2 +v(2) 

H n = _ i 0 R + 2v(2) 
n i' = 1 0 R + v(4 s)+ v(2) 

x 0
= 1 e t : 

E = P - { - 1 , 0) 

E = P - {0} 

E = P - { L } , U ) X J H o ) ^ l 1 
n =_ i 
n = j 

E= P, ou y (h I 
ÔO O ' 

"I = _ 1 
Il = ] 

( - 1 ) ' P _ E I 1 og 5 n ( 1 - q - 1 ) 
q ç S 

n - x ^ s 1 " 5 ) 

( - 1 ) 1 P - E I log 5 J] (1 -q~ 1 ) x 
q ç S 

1 ' , - . - ' » 1 - X ( 5 ) 5 ' 5 1 - 5uu(h ) OO o 

R 

R +v(2) 
d +f 

R + 2 2 2 

R + v(2) 
R + v(4 s) 

d +f 
R + 2 2 + v(2) 
R + 2 v ( 2 ) 
R + v ( 4 s ) + v ( 2 ) 

Remarques. IL semble que le seul cadre où des ré su l ta t s analyt iques v o i s i n s 
(i. e. de type additif) aient é té o b s e r v é s so i t ce lui des c o r p s quadratiques 
(voir notamment c e r t a i n e s formules dans [ L ] et [H]) . S igna lons que l e s con-



g r u e n c e s que nous obtenons i c i sont n o u v e l l e s et indépendantes des "congru-
e n c e s c l a s s i q u e s " (cf . [ W , 4. 17, 5. 2 4 ] ou Ieurs g é n é r a l i s a t i o n s (cf. [G2, 
( 0 . 3 ) ] ) , car c e s d e r n i è r e s rev iennent e s s e n t i e l l e m e n t à comparer i L (X, t) 

1 ^ et L (X,, s ) , s , t Ç Z c o n v e n a b l e s , c e qui conduit à des c o n g r u e n c e s en tre l e s z p p 
i n v a r i a n t s ar i thmét iques c o r r e s p o n d a n t s . 

P a r contre , l e s r é s u l t a t s de d i v i s i b i l i t é s obtenus dans [G 1, (0. 3)] et [ G 2 , (0. 2 ) ] 
montrent que l e s c o n g r u e n c e s ob tenues i c i ne s e r édu i sen t pas , en généra l , à 
la c o n g r u e n c e t r i v i a l e . P o u r p = 2 et à part ir d'un c a r a c t è r e quadratique, l e s 
t h é o r è m e s ( 0 . 2 ) et ( 0 . 3 ) conduisent à des c o n g r u e n c e s addi t ives g é n é r a l e s en-
tre nombres de c l a s s e s et l ogar i thmes 2 - a d i q u e s d 'uni tés fondamental e s , de 
c o r p s quadrat iques r é e l s et i m a g i n a i r e s . 

§ 1. Groupes de G a l o i s : 
So i t S un ensemble f ini de nombres p r e m i e r s ; l e s c o n s i d é r a t i o n s g é n é r a l e s de 
c e paragraphe sont indépendantes du cho ix d'un nombre premier p ou d'un c a -
r a c t è r e X-

( 1. 1 ) Déf in i t ions g é n é r a l e s , (i) P our toute p a r t i e U de S , on d é s i g n e par Q. l ' e x -
cib 

tens ion max imale de Q dans Q , non r a m i f i é e en d e h o r s de U u , et on 
p o s e 6 ^ = 6 3 1 ( 0 ^ / 0 ) ; l e c o r p s Q ^ e s t le composé d i rec t sur Q d e s c o r p s 
Q. , , q € U , et on a G. ~ Z*. wj «j q € U q 
(ii) P o u r tout q Ç S , on d é s i g n e par H le groupe d ' iner t i e de q dans Q^/Q ; 

q s 
c ' e s t a u s s i le groupe de G a l o i s Gai L_es g r o u p e s H^ sont p r o -
c y c l i q u e s pour tout q ^ 2 ; s i 2 ç S , on peut é c r i r e H = H ©H , où Z ] o 

H_ j = Gai Q ĵ) ( ( ^ d é s i g n a n t , dans c e cas , la ZG -extens ion c y c l o -
tomique de Q ) , et H o = G a l ( Q S / Q s _ { 2 } ( \ p ï ) ) ou G a | ( Q S / Q S _ ^ {\f=2)) ; on a 
donc f ina lement G = © H ( r e s p . G = © H ) s i 2 i S q Ç S q 53 tç ( S - {2} )l){ - 1 , 0 } 
(resp . 2 ÇS). 

Remarque. I_e cho ix e n t r e l e s deux p o s s i b i l i t é s concernant H o pourra dépendre 
du c a r a c t è r e x qui s e r a u t i l i s é . 
C e r t a i n e s des notat ions s u i v a n t e s ont déjà é t é données en (0. l) : 

( 1 . 2 ) Notat ions , (i) On p o s e P = S ( r e s p . P = ( S - { 2 } )u{-1, 0} ) dans le c a s où 2 ^ S 
(resp. 2 ç S ) ; 

(ii) pour toute par t i e J de P on p o s e H . = © H , et on appe l l e K le s o u s -
J t ç j 1 J 

c o r p s de Qg f i x e par ; on a en p a r t i c u l i e r O = K0, Q g = K p et 

H _ = H ,©H_. . ( i . e . K _ e s t le corrposé d i rec t sur Q de K . et K_. .) ; 
1 J M — *J i U H - 0 

(iii) on f i x e une par t i e E de P , et on p o s e Q = P - E . 



Afin de f a i r e jouer à E un r ô l e p r i v i l é g i é , on introduit l e s notat ions supp lé -
menta ires su ivantes : 

( 1 . 3 ) Notat ions , (i) On p o s e L = Q S , et pour tout I ç E , on d é s i g n e par L^ le s o u s -
c o r p s de L f i x e par H ^ j j on a donc, en supposant que pour tout I ç E on 
p o s e systémat iquement J = I UQ, l ' éga l i t é ; en par t i cu l i e r , on a 
L.0 = K q , l _ E = K p = L . P o u r tout I ç E , on a et L e s t le com-
p o s é d i rec t sur KQ de L^ et ; en résumé on a le schéma suivant : 

"0 

K 

H E - I 

Kr 

L =QC 

H, L I _ K I U Q ' I Q 

(ii) on p o s e T^ = G al(l_j/Q)~ g s / H E - P p o u r t o u t ' 

(iii) pour tout t ç P on d é s i g n e par h>t un p r o g é n é r a t e u r de t-^, et on p o s e 

y t = 1 - h " 1 € Z [ G S ] . 

( 1 . 4 ) Remarque. L e cho ix de E e s t a r b i t r a i r e et on obt iendra autant de r e l a t i o n s 
congruentiel l e s ; il s e r a toujours p o s s i b l e de prendre E = P , cependant, r e l a -
tivem ent au choix d'un nom bre premier p, I a p a r t i e E la plus i n t é r e s s a n t e 
(notamment en ce qui c o n c e r n e le module de I a congruence) s e r a cons t i tuée 
des t ç P t e l s que 1-U)~1X(ht) e s t non i n v e r s i b l e modulo p ( i . e . , s i l 'on écr i t 
y = cp\j(, cp d ' o r d r e é t r a n g e r à p, ty d 'ordre p u i s s a n c e de p, la condition é q u i -
vaut à o)~V(h t) = 1 ( r e s p . cp(h{) = 1) s i p ^ 2 ( r e s p . p = 2 ) , c ' e s t - à - d i r e à des 
condit ions é l é m e n t a i r e s portant sur la ramif icat ion dans le s o u s - c o r p s M 

3b -j ^ de Q correspondant au noyau de uu ?p ( re sp . cp)). 

A v e c c e s notat ions on va pouvoir déf in ir et é tud ier l e s m e s u r e s et d i s tr ibut ions 

p -ad iques sur G g . 

§ 2. A l g è b r e s d e s Z - m e s u r e s et d i s tr ibut ions sur G_ - congruence généra le . On rap-
2 — 

pe l l e que l ' a lgèbre A, d e s Z -m e s u r e s sur G_ e s t par définit ion 
P 

lim Z [ G _ / f i ] , où Q parcourt l ' ensemble des s o u s - g r o u p e s ouver t s de G_ ; ^ —— P O w 
n 

on a appelé , dans [ G 2 , (2. I l ) ] , Z p -d i s tr ibut ion , tout é lément de l'anneau total 



des f rac t ions de A~ • 
S S 

(2. 1) Notat ions . Pour tout s o u s - c o r p s F de L = Q g , on dés igne par Ap l 'a lgèbre 
des Z - m e s u r e s sur Gal(F/Q), et on dit, par abus, qu'un élément de a f es t 
une Z - m e s u r e de F . De même, Ap dés igne l 'ensemble des Z -d i s tr ibut ions 

P * P 
de F . 

(2 .2 ) Définit ions, (i) Pour tout s o u s - c o r p s F de L, on dés igne par proj^ p : a^-» Ap 
l 'application qui prolonge par Zp- l inéar i té et continuité l 'application canonique 
G g -> Gai ( F / Q ) ; 

(ii) pour toute part ie I de E , on dés igne par ext . l ' i somorphisme canonique 
L r L 

A, -> AL, I®I_I (OÙ AL, A U es t c o n s i d é r é e comme s o u s - a l g è b r e de A ~ = A , ) 
L I H Q I H I m Q G S l 

et qui e s t induit par l ' i somorphisme canonique T j ( c f . (1 .2) , (1 .3) ) . 

Remarque. On sa i t que proj ne s 'é tend pas néces sa i rement à l 'ensemble 
des Z - dis tri butions de L : il faut pour cel a que le dénominateur des dis -

tributions c o n s i d é r é e s ait une project ion non div iseur de 0 dans Ap> ce qui 
s e r a le c a s en pratique, et ce, pour tout F ç L ; par contre l 'application 
ext. . a ce t t e propr ié t é : en effet , s i v. ôi"1 es t une distribution de L , Lj, L_ i 
(6, ÇA, i non div iseur de 0 dans A, )» ext. . ( 6. ) e s t non div iseur de 0 

L I L I L I L I , L L I 
dans A. , et c ec i définit s a n s ambiguité la distribution 

'— _ 1 ext (v. )(ext . (6. )) de L. i— i— j i—j, i— i—j 

(2. 3) Notat ions . Pour toute mesure (ou distribution) v L de L, et tout F ç L , on pose 
•g. =proj (v. ) ; de même, pour toute distribution v. de L , , I ç E , on L_f I L.) r I— I—j i 
p o s e v. • = ext . (v. ). 

i—j, i— I' I 

(2 .4 ) Remarque. L ' e x p r e s s i o n v, , . r e p r é s e n t e donc ext o proj (v, ) i_, i_ i— j, i— i—, i—j i— 
qui es t en général d i s t incte de v^. 

L e s re la t ions congruent i e l l e s que nous avons en vue reposent sur le résul tat 
e s sent i e l suivant : 

(2 .5 ) Théorème. S o i t v L une Z p - m e s u r e de L ; a l o r s on a la congruence (cf. (1 .3) , 
(2 .2) , (2 .3) , (2 .4)) : 

S ( - 1 ) ' 1 ! v. . , = 0 modulo ( n y t) A. • 
I C E L - . L J , ! - T € E L 

Démonstration. 
Soi t G' un s o u s - g r o u p e ouvert de G,-, de I a forme G' = © Hj- (cf. (1 .2)) , HJ 

t Ç P 



ouvert dans H t . O n c o n s i d è r e le s o u s - c o r p s L de L f i x e par G 1 ; on p o s e 

G_ = G a | ( L / Q ) ~ G _ / G ' = © H., où H. = H . / H ' . 
t € P _ _ On définit a l o r s de façon év idente , H ., K ., pour tout J ç P , l_T, F,, A » proj , J «J i 1 j— ,— .— 

L I L ' L I 
e x t _ pour tout ICE, pu i s h , y , pour tout t Ç P (cf. (1 .2 ) , (1 .3 ) ) . . . t t 

1 

Pour toute part ie J de P on p o s e Y . = (Y.) et y = (y ) . Ici on a u t t ç j j t t ç j 
AQ=Z p CG s ]= Z p [ y p ] , et de même, Z ^ H j ] = Z p [ y I ] , pour tout I ç E . On r e -
marque que Aj-=A[y E ] , où A = Z p [ y Q ] ( Q = P - E ) . 

D ' a p r è s [G2, ( 2 . 9 ) ] , s i v e s t un polynôme de A C Y £ ] , tel que = v ( y E ) , 

il vient, en écr ivant y = (yT, y,= _T)> V _ = ( - l ) ^ E ^ ~ 1 E ( - l ) ^ v ( y T , 0 ) mo-
L I ^ E 1 

dulo ( n y t ) A - ; or d ' a p r è s [G2, (2. 10)], on a v(yT , 0) = v _ (cf. (2 .3 ) , 
t ^ E L 1 L , L r L 

(2 .4 ) ) , pour tout I ç E , d'où la congruence 

v _ = ( - l ) l E l - 1 S ( - 1 ) ' 1 ' v mod ( ]~[ y ) A_ . 
L I ^ E L , L r L t Ç E L 

Comme v = p r o j (v. , . ), la compaci té de A, conduit immédiate-
C , C V C L , L L ' L I ' 1 -

ment au résu l ta t . 

§ 3. D i s t r ibut ions de S t i c k e l b e r g e r . F a i s o n s cho ix d'un nombre premier p non n é c e s -
sa irement dans S . 

( 3 . 1 ) Définit ion. So i t c h o i s i de tel I e s o r t e que <<j> ^ 1 ( i . e . N a ^ tor(Zp)), 

et so i t = 1-Na c - 1 ; on sa i t (cf. CG2, ( 3 . 4 ) 1 ) que pour tout s o u s - c o r p s F 
Q s 

de Q s , ô F - p r o j F (ô ) e s t non d iv i seur de 0 dans A G a | ( p / Q ) . 
O Sa' 

On sa i t que pour tout U ç S , il e x i s t e une distr ibution (J, de Q. de dénomi-
U 

nateur 6 , que nous avons appe lée dans [G2, § 3 ] I a d is tr ibut ion de 
U 

S t i c k e l b e r g e r de Q u . Rappe lons l e s p r i n c i p a l e s p r o p r i é t é s fonc t ionne l l e s 
de c e s Z - d i s t r i b u t i o n s (cf . [ G 2 , (3. 6) à ( 3 . 9 ) ] ) : 

P 

( 3 . 2 ) 6_ € î 
u °u G u 

O / O - 1 
( 3 . 3 ) = ^ n (1 - ( — — ) ), pour tout V ç U , 

j ' u V ° V q € U - V q 

où ( — - — ) es t le F r o b e n i u s de q dans Q^/Q ; p lus généralement on a 



( 3 . 4 ) ¥ j F , = ( i - ( ^ Z â ) - 1 ) , 

pour tous s o u s - c o r p s i m a g i n a i r e s F , F ' , F ' Ç F Ç Q , où q parcourt l ' e n s e m -
ble des nombres p r e m i e r s r a m i f i é s dans F / Q et non r a m i f i é s dans F ' / Q , OÙ 

l'on a p o s é d'une façon g é n é r a l e |A,p_ = JJ, , U étant le s o u s - e n s e m b l e mini -
Qijj • 

mum de S tel que F ç Q^; l or squ 'on a en o u t r e [ F : Q ] < on sa i t que 

( 3 . 5 ) , p = - L ( E / Q ) " 1 ( « - ' ) , 

(a, U) = 1 
où f d é s i g n e le conducteur de F ç Q ^ ; enf in on a 

( ^ p ) F c Q Ç lin? Q[Gal(F / Q ) ] (où [ F : Q ] < Œ , F ^ Q V s i U) ; 
^ F 

(3. 6) on a m(u )=Xn » pour tout U contenant p, où \ e s t la Z - p s e u d o - m e s u r e 
° u ° u Q u p 

de D e l i g n e - R i b e t a s s o c i é e à la cons truc t ion d e s f o n c t i o n s l_ p - a d i q u e s des 
c a r a c t è r e s de Q. m étant la t r a n s f o r m é e de Mellin p - a d i q u e (cf. [G2, (3. 10)]), 

— 1 qui à T€G. . a s s o c i e NT T 
Z 

S i p Ç S , et s i I ' on c h o i s i t CT € G tel que G _ = A © A p , où A =Ga| (Q /Q ) O O O O O 00 
(choix qui e s t compatible a v e c (3. l)), on a (cf. [ S , (1. 15)]): 

( 3 . 7 ) \ = C a A ( 1 - C T ) - 1 m o d Ar t , C_ Ç Z * , 
Q s Q s A s ®S S 

où a A e s t la m e s u r e de H aar s u r A g , n o r m a l i s é e de t e l l e s o r t e que 

< 1 , a A > = | A _ | ( l ' o r d r e du p - S y l o w de A _ ) . A g P S 

* 
( 3 . 8 ) Lemme. L ' u n i t é p - a d i q u e c^ e s t I a composante sur Z de 

Q s P 

log (ct> 11 (1-q"1)» 
qÇ S 

Kl * c o n s i d é r é dans Z - { 0 } =p xZ . 
P P 

Remarque. U Itér ieurement on prendra CT tel que N a = 1+P s i p ^ 2 , N o = 5 s i 

p =2. 

Démonstrat ion du l emme (voir a u s s i [ S ] ) . 
Il suf f i t de c a l c u l e r le r é s i d u en s = 1 de la fonct ion zêta p - a d i q u e (non pr imi -
tive) < < > 1 _ S , X„ > = ( < > 1 " S , X „ > ïï ( 1 - < € > 1 _ S e" 1 ) , d ' a p r è s l e s p r o -

s Q { p ) t ç s - { p } 



p r i é t é s e u l é r i e n n e s de (cf. [G. 1, (4. 6)]) ; or la s e c o n d e i n t é g r a l e es t 
S 1 L ( 1 , s ) ( fonction z ê t a p -ad ique de Q) dont le r é s i d u en s=1 es t 1 - - . D'où 

P v -1 P 
le r é s i d u c h e r c h é égal à f ] (1-q ). P a r a i l l e u r s , d 'après (3 .7 ) , on a 

q ç S 
< < > 1 _ S , > = I A _ I ( 1-<a> , _ S r 1 m od 1 et le r é s i d u précédent e s t Q s Q s

 1 S , p1 

auss i égal à c | A _ | (log <a>)~1 ; 
Ug P 

o r l A s , p l = n s i p ^ 2 
e e s - { P ) 

= 2 n Cl — € ) , Si p = 2 (cf. (3 .9 ) , ( iv ) ) . 
e e s - { 2 } 2 

D'où _ 

= log<g> Bzl n , où p< =p ou 4 ; 
s p € € S - { P ) d - r 1 ) p 

d'où Ie résu l ta t . 

[3 .9) Déf ini t ions , (i) On d é s i g n e par Q^ la Zp-extens ion cyclotomique de Q (on a 
évidemment O^ç Qg s i et seulement si pç S) ; 

(ii) pour tout s o u s - c o r p s F de Qg, on p o s e Gp = Gal(F/Q) et on 
définit le s o u s - g r o u p e A p de Gp de la manière su ivante : on p o s e A p = G p 
s i le p - S y l o w G,- de G,_ e s t f in i ( c e qui équivaut à Q a^F), dans le c a s F, p F oo r 
contra ire , on a Q00ÇFr et on p o s e A p = GaKF/d^) ; l o r s q u e F ~Qy> o n p o s e 
a u s s i A^ = A . . (pu i squ 'a lors G„, a toujours é t é noté G. . ) ; U 

(iii) on d é s i g n e par a . la Z - m e s u r e de Haar sur A-_, norma-
A p p I-

l i s é e de tel le s o r t e que O J O I ^ ^ 3 1 I A p ; 

(iv) pour tout rationnel c ^ O , ( c ) p dé s igne l a p - p a r t i e de c. 

Congruences g é n é r a l e s e n t r e Ies d i s t r ibut ions de S t i c k e l b e r g e r . 

Par commodité, on d is t ingue les c a s p ^ 2 et p = 2 ; on rev ient aux notations 

introdui tes dans l e s p a r a g r a p h e s 1 et 2 (cf. (1 .2 ) , ( 1 .3 ) , (2. 1), ( 2 . 2 . ) , (2 .3) ) 

(i ) c a s p ^ 2 . O n s u p p o s e dans (3. l) a c h o i s i tel que N a = 1 mod p, 
2 2 

Na ^ 1 mod p (i. e. (No) p = 1 + p Zp). On rappel le que l'on a p o s é P = S s i 
2 ^ S et P = ( S - { 2 ) ) U { - 1 , 0} s i 2 Ç S , et que l'on f i xe une part ie E de P . 

(3. 10) Lemme. (i) S i p ^ 2 et pj^S, on a p,L Ç AL ; 

(ii) s i p 2 et pÇ S , on a ^ H ^ m l a ^ l ô ^ ' m o d A|_. 



Le c a s (i) prov ient d irec tement de ( 3 . 5 ) appliqué à U = S lorsque p ^ 2 et p ^ S ; 
le c a s (ii) prov ient du théorème de s t r u c t u r e de S e r r e r a p p e l é en (3. 7) , compte-
tenu du cho ix de a : il suf f i t de t rans former ( 3 . 7 ) par m . 

Dans le c a s (i) de (3. 10), le théorème (2 .5 ) conduit à la c o n g r u e n c e suivante : 

Iii i . = 0 mod ( n y t ) A. ; 
» I* t f E 1 L 

z (-1 ) '11 
I ç E t € 

LT/Q -1 
or on a p,. . = 11 ( 1 - ( ) ) d ' a p r è s ( 3 . 4 ) , d'où la c o n g r u e n c e 

L , L I I H c H T
 q 

q - E -I 
(P 7^2, p ^ S ) : 

L T I L / Q - 1 

( 3 . 1 1 ) Z ( -1 ) ' ' h , TT ( 1 - ( - V - ) . ) = 0 mod ( n yt) A. . 
I ç E L I , I - H CH t

 q L t ç E 1 L 
q - E - I 

Dans le c a s (ii) de (3. 10), é c r i v o n s 

M.| = c L m ( a ^ ) ô^1 + v L , v L Ç AL , 

et appliquons le théorème (2. 5) à v ^ ; il conduit à la c o n g r u e n c e 

E ( - l ) l ^ v, , , s 0 m o d ( f ] y J A. , 
I ç E ^ « - j » 1 - t £ E L 

soit 

S M ) ' 1 ^ , , , - c m(aA ). , ô"1 , ) = 0 m o d ( n yJ A, , 
I ç E L , L I , L l n . 1 " ! ' 1 - L T t ç E 1 L 

d'où, en ut i l i sant ( 3 . 4 ) , 

I T I L T / Q " 1 

Z ( - i ) 1 1 1 i TT > s 

I C E L I , L - H CH T
 Q L 

q - E - I 

c. S ( - I ) ' 1 ' m(a A ). , ô"1 , mod( n y t)A. . 
I ç E n _ L I ' L L I , L t Ç E 1 L 

P o s o n s n = G a l ( L / Q s ^ Q^) ; a l o r s on a 

A,_ = n © B L , où B L = G a l ( L / Q ^ j ) , 

et il v ient 

a A
 = a _ a . 1 

( S T)ar 

"Al " n " B L P"1 \ ç a " b L ' 
d'où 

m(ot » ) = ( S UJ(T)T ] ) A . A (cf. ( 3 .6 ) ) . 
P T € Q B L 

Si p Ç E - I ( ce qui implique L j Ç Q s _ ^ p j ) il e s t c l a i r que m ( a ^ = 0 ; s i 



pj^E-I, on a Q^pj çL^ et on a donc 

m(CtA \ = 2 UHTK""1)^ n ^ - « " ^ n ' LI P_1 T€n 4 b4 «Ç(E-I)ns p 

Gal(L^/Q^J) ; mais ^ = T , et par conséquent, on obtient la ou B. 
L I 

congruence (p^2 , pÇ S) : 

I T I L _ T / Q - 1 
( 3 . i 2 ) s ( - i ) 1 4 , , Il ). ) 

I c E L I ' L H c H j q L 
q - E - I 

E (JI)(T)T h £ ( - i ) ' 1 ' TT 4 a R , 6. 1 , P _ 1 IçE z € (E-i)ns p l t 4 ' l 

P i E - I 1 

mod ( f f y ) A, . 
t ç E 

C A S P = 2. On suppose dans (3. 1) A chois i tel que l'on ait Nff = ! 1 
mod 4, No ^ t 1 mod 8. 

On a toujours E ç S si p = 2 ^ S et E ç P = ( S - { 2 } ) U { - 1 , 0} s i p =2Ç S. 

(3. 13) Lem me. (i) S i p =2 ^ S , on a ^ = ^ a ^ mod A ^ ; 

(ii) s i p = 2Ç S , on a ^ = c ^ m ( a ^ ) ôĵ 1 m od A l . 

Le c a s (i) résul te fac i lement de (3 .5 ) , et le c a s (ii) de (3 .7 ) compte- tenu du 
choix de a . 

Dans le c a s (i) de (3. 13), posons 

^L = 3 a A , _ + VL ' V L Ç AL ; 

le théorème (2. 5), appliqué à v^» conduit à la congruence 
| T | L T / Q " I 

ï - i ) l L | (n.. n ( i - ( _ t — ) ) s ( - 1 ) v. . , = s ( - i ) | M ( ^ . , n ) 
I ç E I ç E I' £ Ç E-I E L 

d'où la congruence (p =24. S) : 

I t I l / Q - 1 
(3 .14) E (-1 ) 1 1 1 p,, , 11 ( 1 - ( - V - ) L ) = 

I C E I' Z € E-I * 

» i L ' " " 1 1 1 / ' - « " V a , l m o d , n V a L -I Ç E £ÇE-I L p £€E 



Dans le c a s (ii) de (3. 13), on p o s e 

|o.| = c |_ ô ^ 1 + V L , V l € A l , 

et on applique toujours le théorème (2. 5) à v ^ : 

on obt ient la c o n g r u e n c e 

Z ( - 1 ) ' 1 ' v. . , = 0 mod( T1 y t ) A, 
I C E L , L r L t ç E 1 L 

soit 
L Î L L - T / Q - 1 

s ( - i ) 1 1 ' ( n L , n ( i - t - T - ) . ) -
I ç E L I , L H ç H c T

 q L 
q E - I 

c, m(a A )• - 6."1 , ) = 0 mod ( ff y t ) A. , l_ A,_ Lj.L. I_ r l t L_ 

d'où 

v r n 1 n L t / Q - 1 S ( -1) 1 n, L II M_r_I ) ) = 
I c E I' H c H j . , U 1 q L — q — E-i 

c. E ( - l ) ^ m(a A ). . ô"1 , m o d ( n y t) A. . 
L I Ç E I I ' t € E 

On a a A
 = ( 1 + h _ 1 ) a B , où B L = G a | ( L / Q ^ ), d'où m ( a A ^ ) = ( 1 - h _ ] ) a B ; 

donc s i - 1 6 E - I , m(a A ). = 0 ; s i - 1 i E - I , on a m, fat ). =(1-h , , ) a 0 . = 
i—j |_ J ' I [_' j 

(1-h ) a R N ( 1 - R 1 ) , , où B =Ga|(L / Q . . ) , et m(a A ). , = 
" 1 ' L I B L I g ç ( E - I ) n S 2 4 1 I 

( 1 " h i ) a R L n ( i - e ~ 1 ) 2 . 
« 6 ( E - I ) n s 2 

Dans c e c a s , on obt ient la c o n g r u e n c e (p=2 Ç S ) : 

I TI L / Q ~ 1 

( 3 . 1 5 ) Z (-1) ' ' M-. , f l ( 1 - ( - 7 — ) . ) -
I c E L-I , L- H ç H T

 q L 
q ~ E - I 

c. ( 1 - h ) S ( - l ) l 1 ! 11 a R , ô"1 . 
L " 1 I Ç E E E ( E - I ) n s 2 b l t

L L I ' L 

- 1 ^ E - I 1 

mod ( n y t ) A, . 
T Ç E 

Remarque. L o r s q u e 2 ^ S , la condit ion H ç H , dans (3. I l ) , (3. 12), (3. 15), 
q ^ ^ 

équivaut à qç E - I , et l o r s q u e 2 Ç S , on a 

L T / Q - 1 L /Q - 1 
n n - ( - V - ) ) = n ci-c—4—) ) SI { - i , o > g E - I , 

H ç H . q « Ç ( E - I ) n s * q E - I 



on 

L /Q - J L /Q -1 
= ( 1 - ( — ) 11 ( 1 - ( - ^ — ) ) s i n o n . 

« ç ( E - i ) n s e 

C a r a c t è r e s . So i t X. le groupe des c a r a c t è r e s d 'ordre fini de L =Q_ ; CD 
peut é c r i r e (cf. (1 .2) ) : 

(3. 16) X. = © X. . , 
L t ç p K { t } 

où X.. e s t le groupe des c a r a c t è r e s du c o r p s K , . . f i x e par H_ r , . 
i 1 ; P - 0 ) 

Tout c a r a c t è r e X^ s e d é c o m p o s e donc de façon unique, dans 

X = © X © X =X © x , s o u s I a forme 
t ç Q u I {t} t € E - I K { t } L I * E - I 

(3. 17) X = y, Xk 
n E-I 

où ^ (resp. ) e s t u n c a r a c t è r e de L^ (resp . K^. 

§4. Intégrat ions . 
(4. l) Définit ions, (i) On f ixe un nombre p r e m i e r p et un c a r a c t è r e x d 'ordre f ini 

de Q3*3, de pari té quelconque, et on dés igne par S l 'ensemble des d iv i seurs 
X 

p r e m i e r s du conducteur de x • Enfin on p o s e S = S ou S = S U {p} (autrement 
. X X 

dit, s i p ç S on a S = S , s i pj? S , on c o n s e r v e l e s 2 p o s s i b i l i t é s S = S 
X X X X 

ou S = S U {p}). 
X 

(ii) On f ixe une part ie E de P = S ( resp . de P = ( S - { 2 } ) U { - 1 , 0} ) 
s i 2s^S (resp . 2Ç S) . 

Intégral e s . On a rappel é dans [G2, (3. 8),(3. 2) ] que s i p ç S , on a L p (X, s) = 
<X< > 1 " S ^ L > = <U)X_1<>S, pour tout s ç Z p (cf. (3 .6 ) ) . D'après (0. l) , 

(iii), s i p ^ S , on a a l o r s <uuX_1 < >S , m,|_> = <X_1> M-L> = - B (X), où B^X) est 
le premier nombre d e B e r n o u l l i g é n é r a l i s é (primitif) du c a r a c t è r e X (cf. [W, 
ch. 4 ] ) : en effet , s i f e s t le conducteur de x > on obtient à partir de (3 .5 ) 
l ' e x p r e s s i o n : 

f 
X 

(4 .2 ) <X_1 , = - Z XU) ( j ^ - g ) = - B (%). 
a=1 x 

On c o n s i d è r e maintenant l e s d i f f é r e n t e s c o n g r u e n c e s g é n é r a l e s (3. I l ) , (3. 12), 
(3. 14) et (3. 15) ; on in tègre le c a r a c t è r e œ x" 1 ( ) S P a r rapport aux deux 
membres de c e s congruences , et en tenant compte de (3. 17). 



(4 .3 ) Notations, (i) On dés igne par c ( resp . W ) l ' intégrale de aux 1 <> S P a r r a p -
X X 

port au second membre de c e s congruences ( re sp . par rapport au module l e s 
déf inissant) : . P P 

(ii) on p o s e R = E p , où { parcourt l ' ensemble des é léments de 

E n S , d i s t inc t s de p et non ramif iés dans Mq/Q (cf. (0. l ) , (vi) à (vii i)) . 

(i) Congruence (3. I l ) (p^ 2, p 4 S ) . Comme m { ) S e s t , sur 
G a ' ® S U { p } ^ { p } ' " le c a r a c t è r e unité, on obtient 

E (-1 ) 111 ( -B t (X, )) n 
I c E 

11 ( l - ^ l q l l ^ O m o d l ^ , 
1 H q ^ H E - I 

où m = n (1-X(h )) Z (x) ; on a 1-y(h Z (X)* s i et seulement s i cp(h ) =1 ; 
X t ç E

 p 

s i 2 Ç S , 1-X(h_ 1 ) et 1-X(hQ) sont i n v e r s i b l e s (p^2) , et par conséquent, on 
peut s e r e s t e i n d r e aux Ef) S te l s que cp(h ) = 1 ; comme par a i l l eurs u)(g) = 1 

v 

pour de te l s £ (ramif iés n é c e s s a i r e m e n t dans M/M q ) , on obtient facilement 
vOR ) = R. AI 

D'où la congruence ( p ^ 2 , p ^ S ) : 

I ( 4 .4 ) S (-1) 
I ç E 

(cf. (4 .3 ) , (ii)). 

B (x, ) ff U-X, (q)) = 0 mod TR 
1 L I H c H j I q ~ E - I 

(ii) Congruence (3. 12) (p^ 2, p Ç S) . On a de même TU = 7R si p n'est 
X s R 

pas dans E ou s i pÇ E s e r a m i f i e dans M q /q ; on a ( 1 - < h p ) ~ si 
pÇ E es t non r a m i f i é dans M q / q . 
On a donc (cf. (4. 3), (ii)) le tableau suivant : 

(4. 5) v ( f ) X 
P Ï E R 

P€ E, p ramif ié dans M q /q R 

P€ E, p non ramif ié dans MQ /q 
et ramif ié dans M/M ' o 

d +f 
R + p P P 

P€ E, p non ramif ié dans M/q R + v(ps) 

Cons idérons le c o r p s Q des r a c i n e s p - i è m e s de l 'unité et décomposons 
(p) 

s o u s la forme X * produit d'un c a r a c t è r e de Q et d'un c a r a c t è r e de o ; O OO O Hv, 7 



on remarque a lors que <uuX 1 < >S , E CU(T) T 1 > = <a)XQ
1, E U)(T) T 1 > = 0 

Tçn T ç n 
s i et seulement si X ^1 . o ' 

E n s u i t e , p o u r l ç E , p ^ E - I , on a ( ^ " ' O ^ t t g L > = , a & > = 0, 
L I 1 L I 

sauf si X, est le c a r a c t è r e unité sur B. ( i . e . si X, est un c a r a c t è r e de 
L I L I L I 

Q {p} ^ ' o r p a r h y P o t h è s e on a Q ^ ç L ^ et la s eu le poss ib i l i t é est L^ = > 

auquel cas B ^ ={1} et ^ est carac tère de Q{pj >' cec i ne peut s e produire 

que si E = P (I = {p} ) ou E = P - { p } (1=0). 

Enfin, en supposant v = 1, on a < t o x _ 1 < > S , 6„ , > = <UJ X~1 < >S» 
Q {p} ' 

1-NCTCT~1 I > = 1-X ( a ) < a ) 1 ~ S . D'où finalement, compte-tenu de ( 3 . 8 ) : 
•[ p }' 

(4. 6) c 
X 

0 

y o = î, P - E ^ { p } 0 

% o = 1, E=P ou P - { p } ( _ l ) | P - E | + 1 | o g ( 1 + p ) n d - q - ^ d . ^ d + p J d + p ) ! " 5 ) - ! 
q ç S 

D'où la congruence (p^2, pç S) : 

(4. 7) E ( - 1 ) ' 1 ' ( - B ^ x . )) f ] (1-X. (q)) 
IÇE 1 n H c H T

 L I 
PÇE-I " " ^ 

+ e ( - i ) i L | L p ^ , S ) n (1-uu \ U) <8>~S) 
1 H ^ H E - I 1 I ç E 

P i E-I 

s e modTC (cf. (4 .5) , (4 .6)) . 
X X 

(4. 8) Remarque. On v é r i f i e sans peine que s i \|i ty' , ty' de conducteur étranger 
à p, avec ^ / I et a l or s le second membre c est nul modulo 7TÏ . 

(iii) congruence (3. J4) (p = S) . Comme dans le ca s (i), ou < > S 

est, sur G a l ( Q s u { 2 } / / q { 2 ) l e c a r a c t è n e unité, et par conséquent l ' intégrale 

du premier membre de (3. 14) est (puisqu'ici E ç S ) : 



Z ( - i ) 1 * 1 ( - B , (x, )) n (1-Y, (*)). 
I ç E 1 L I «ÇE-I U I 

On a fac i lement v(îR ) = R (cf. ( 4 .3 ) , (ii)). 
X 

Pour le s e c o n d membre c , l e s i n t é g r a l e s < y . ~ ' , a A ) sont nul les pour tout 
y I a L x 

I ç E sauf dans l'unique c a s où E = S , I =0, auquel c a s on obtient 

c = 1 n (i 
X 2 C€S 2 

I Si S' i l e x i s t e au moins un {Ç S , { = | mod 4. a l o r s c E Omod 21 so i t c = 0 
X X 

mod ÎR . 
X 

I S i -1 
Supposons tout £ÇS congru à - 1 mod 4 ; a l o r s c =2 ' 1 et ty es t n é c e s s a i -
rement d ' o r d r e 1 ou 2. O n a dans ce c a s R = | S ' | , où S ' = { g ç S , £ n o n rami-
f i é dans Mq /Q}, et on a 2̂  ~ 1 = 0 m od 2^ S ^ sauf dans l 'unique c a s où S ' = S 
qui implique cp= 1 (en ef fe t , M q / q e s t toujours rami f i ée s i cp^ 1 ). D'où la con-
g r u e n c e ( p = 2 ^ S ) : 

( 4 . 9 ) £ ( - 1 ) ' 1 ' B . f x , ) f l H-X, U)) = c modmR 

I ç E 1 U I £ € E - I L I 
(cf. (4 .3 ) , (ii)), où c = 0 sauf dans l'unique c a s suivant : E = S , cp = 1 et ty 

X . . 
S — 1 d 'ordre 1 ou 2, et tout £ £ S congru à - 1 mod 4, où c =2 ' 1 

X 

Remarque. S o i t ( r e s p . y^) le c a r a c t è r e quadratique de conducteur 3oo (resp . 
7oo) ; la c o n g r u e n c e p r é c é d e n t e conduit, pour x = X 3 o u ^ Bj(y,)=1 f1100' 2. 

, < X 3 > = - 3 e t q u e Or on v é r i f i e faci l em ent que B j ( y . j ) = - ^ et que et I a congruence 
(4. 9) ne peut ê t r e am é l i o r é e . 

(iv) Congruence (3. 15) (p = 2Ç S) . L e calcul de v(7TC ) r e p o s e sur 
les f a c t e u r s 1 -uuij / (h ) ( g £ E f | S non ramif ié dans M /Q), qui apportent la con-

^ — 1 s 

tribution R , et, le c a s échéant , sur l e s f a c t e u r s 1 -uuy, ( ) +y,(h ) 

s i - IÇE, et 1-cu x" 1 < ) S ( h~ ' ) s i 0 ç E. 
So i t Q le s o u s - c o r p s de O » - . f i x e par h (cf. (1. 1)) (on a Q = Q(V^7) ou Q[\f^2)) ; O | o o 
s i on décompose y s o u s la forme X=XQX00> Xq c a r a c t è r e de Qq, c a r a c t è r e de 

les f a c t e u r s c i - d e s s u s s ' é c r i v e n t r e s p e c t i v e m e n t 1 + (h (=0ou 2) et 

l - ^ X o o ^ o X h o ) " 8 . 
— 1 s Lemme. S i - I Ç E et s i x o ^ '» a ' 0 , " s l ' in tégrat ion de ou x ( ) par rapport à 

(3. 15) conduit à 0 = 0 m o d ® . 
X 

P o s o n s E' = E - { - l } , et pour tout I ' ç E ' , p o s o n s 1 = 1 ' U { - 1 } . L e premier 
membre de (3. 15) s ' é c r i t s o u s la forme su ivante : 



E (-1)1
 l |)L_ - L ^ |_) J or pour tout I ' ç E ' , on a p, I l L i "-> 1—j r L-» l "-[i I ' ç E ' ""I' 

(car 2 es t ramif ié dans L j / L j , , (cf. (3 .4) ) ; cons idérons le schéma suivant : 

E-I 
On v é r i f i e a l o r s fac i l ement que : 

, i ~ i . ) , ~ 1— » ^ |» 1— L-l'-j»1- | 

et on en déduit que I e term e p, . - (j, e s t dans (1-h ) A, ; d'où 
> -r | » '— I—, I— j» '— - 1 L. 

le lemme par intégration. 1 1 

On peut donc désormais supposer que s i - I Ç E , a lors = 1. 

L e tableau suivant donne a l o r s v(?ïï ) en fonction des d i f f érentes s i tuat ions 
X 

p o s s i b l e s (cf. (4 .3)) : 

(4. 10) vflTC ) 
X 

{ - i , o} n E = 0 R 

O ^ E , - 1 Ç E ( X Q = 1) R +v(2) 

O Ç E , - 1 ^ E , 

« X O O ^ O ^ 1 

d 2 + f 2 R + 2 Z 2 

W X J H O ) = - 1 R +v(2) 

w*oo ( ho ) = 1 R + v(4s) 

{ - 1 , 0 } ç E ( x o = l) , 

uu y (h ) é t 1 Aoo O ' 
d +f 

R + v(2) + 2 2 2 

^oo O R +2v(2) 

"oo O R +v(2) + v(4s) 



Cal cu lons m aintenant c J on a c —0 dès que v t- 1 et il r e s t e a étudier l e 
X * v ^ - i s c a s où X0

 = 1- Pour I ç E t e l l e que - 1 £ E - I , l e s i n t é g r a l e s (w y ( ) > Ctg L > = 

L I 
(X. > Ct,,-, ) sont nu l l e s sauf s i v. e s t , sur B. , le c a r a c t è r e unité, c e qui l_I B ^ L j LJ 

équivaut à L^ç Q|2} ' c e c i conduit aux p o s s i b i l i t é s s u i v a n t e s : 

E = P (I = { - 1 } , { - 1 , 0} ; L j =Q o , 

E = P - { - 1 > U = 0 , { 0 } ; L J = Q O , Q { 2 ) ) , 

E = P - { 0 } (I = { - 1 } ; 4 = Q { 2 ) ) , 

E = P - { - 1 , 0} (I = 0 ; LJ = Q { 2 ) ) ; 

on v é r i f i e fac i lement que <(JUX~'< )S> 1-Nct ct"' l > = 1-u)(hQ) ( a ) et que 

<U)X
_1< > S , 1 - N j o q ) L > = l - X o o ^ X c ) 1 _ S J d'où c ^ : 

{ 2 } 

dans l e s deux p r e m i e r s cas , 

c = e 2 c [T ( i - e ~ 1 ) v 9 i n c o rr^' 
* 2 L K S - { 2 } 2 1 - ^ a X a ) 1 

dans l e s deux d e r n i e r s , 

où e = + 1 si E = P, si E = P - { - 1 } , 

e2=-i Si E=P-<0}, e2 = +i si E = P-{-1, 0}. 
Comme dans l e c a s (i i) , la c o n g r u e n c e obtenue comporte des nombres de 
Bernoul l i et d e s f o n c t i o n s l_ , l ' e x p r e s s i o n d e s c a r a c t è r e s Xi étant compl i -

quée par I e fa i t que H„ =H © H , et que le groupe H u t i l i s é peut contenir 
Z* — 1 O C. 

HG, ou seulement H ^ ou H q ; d é s i g n o n s par UUq l e c a r a c t è r e non trivial de 
Q , on obtient la c o n g r u e n c e ( p = 2 ç S ) : 

( 4 . 1 2 ) Z ( - 1 ) ' 1 ' ( - B . Ï X , ) ) ( 1 - X , ( 2 ) ) TT ( 1 ~ X I U ) ) 
I Ç E 1 i i « e ( E - i ) n s 

{ - 1 , 0}çE - I 

+ Z (-l)l1! (-B (uu"1 x )) ïï ( 1-w"1 x, U)) IÇE 1 ° LI JÇ(E-I)ns ° 4 
0 € E - I 

- 1 jÉE-I 

+ z M)111 L JW~\, ,s) ïï "̂̂ X, U)<£>"S) 
IcE I (E-I)NS ° 4 

- 1 € E - I 



+ E ( - I ) l 1 ! L_ (X, , s ) n (1-ou 1 x , (e ) <e> ) 
I ç E z L i ( E - i ) n s L i 

{ - i , o}n(E- i ) = 0 

= c mod % , où TU es t donné par le tableau (4. 10) et c par Ie tableau s u i -
X X X x 

vant (cf. (3. 8), (4. 1 l)) : 

c 
X 

0 

X C =1, - 1 , 0} 0 

X 0 = 1 et : 

E= P ou P - { - 1} (-1) P _ E I l o g 5 n ( 1 - q _ 1 ) ( ( 1 - X (5)51 " S )~ 1 - ( 1-5uj(h ))~1 ) 
q ç S 

E = P - { 0} ou p - { - i , 0 ) (-1) P _ E I 1 og 5 n ( l - q ' ^ d - X j 5 ) 5 1 " 3 ) " 1 

q ç S 

L e s é n o n c é s des théorèmes (0. 2) et (0. 3) s e reconst i tuent a l o r s à part ir des 
r é s u l t a t s r é s u m é s dans l e s po ints (4. 4), (4. 7), (4. 9) et (4. 12). 
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