THEORIE DES NOMBRES
BESANCON

Années 1984/85-1985/86

Fascicule 2

RELATIONS CONGRUENTIELLES ADDITIVES
ENTRE FONCTIONS Lp DE @

Georges GRAS



Relations congruentielles additives entre fonctions Lp de Q

§ 0. Introduction :

(0. 1)

Soit S un ensemble fini de nombres premiers, contenant ou non le nombre
premier p, et soit Og I'extension abélienne maximale de Q non ramifiée en
dehors de SU{OO}. On a mis en évidence dans [G2, §3] les "Zp—distribu—

tions de Stickelberger! ba et rappelé leurs principales propriétés ; on
S
sait que, uniquement lorsque p € S, leur 'transform ée de Mellin" p-adique

, associée a la

n'est autre que la Zp-—pseudo—mesur*e de Deligne-Ribet )\@
S

construction des fonctions L p-adiques de Q.

Nous montrons ici que, d'une part la propriété de Gal(@S/@) d!étre somme
directe des groupes dl!inertie des nombres premiers q€S, et d'autre part les

propriétés fonctionnelles des distributions ba’ conduisent a une famille de
S

relations congruentielles additives entre différentes distributions y attachées
a4 des sous-corps I_I convenables de L =@S (essentiellement des corps d'iner-
tie d'éléments de S) ; ces relations conduisent alors naturellement & des con-
gruences additives entre nombres de B ernaulli BI(XL ) et/ou fonctions L

p-adiques L’p(XL_ ,S), S€ Zp ; ces congruences mettent en jeu différents ca-

I

ractéres XL des sous-corps L_I et apparaissent comme entiérement nouvelles.
1

Avant d'énoncer les résultats obtenus, donnons toutes les notations nécessai-

res a leur utilisation pratique :

a
Notations. (i) Soit x un caractére d'ordre fini de @ b, et soit S I'ensemble
X

des diviseurs premiers du conducteur de yx ;

{ii) on fixe un nombre premier p et on désigne par S |'un des en-
sembles S ou S ;

. xU{p} 5

(iii) on désigne par w, {( ) et N les caractéres habituels du corps

@{p} (cf. [G1, (1.4)]), mais on les considére comme caractéres de @Su{p}

(c'est-a-dire que lorsque p¢ S, les restrictionsde w, {( ) et N a

Gal(@su{p}/@{p}) =~ Gal(@s/@) sont le caractére unité) ;

(iv) pour tout q 752, q €S, on désigne par hq un progénérateur de



H9 =}Ga|(®s/@5_{q}) ; pour q=2¢ S, on désigne par h_l(r‘esp. ho) un (pro)
générateur de H =G al(@s/@s_{z} @oo) (resp. de H_ =Gal(@S/@5_{2}(\j’—_1'))

ou Gal(@S/@S—{z}(V_Z)))’ ou g est la Zz—extension cyclotomique de @ ;
(v) lorsque 2¢ S, on pose P =S, sinonon pose P=(S-{2})U {-1, 0} ;
on fixe une fois pour toutes une partie E de P.

=® H, eton désigne par K, le sous-
J ted t J

Pour toute partie J de P on pose H

corps de KP=@S fixe par HP—J ;
si 2¢S, on a K ;=@ pour tout JcS ; si 2¢S, le schéma ci-dessous indique

les relations entre les corps K JcP, et les corps @V, Vg S (on aprisici

J’
Ves-{2}):
K hg K “a
//////\’U{"} - Vui-1, 0} v u{2)
, -1

“vTOy Kvu{ o)

///’5{_]} ,//// K{"’O}=@{2} K (_1y=0W=T) oual/-2)
“g “{0) Koy "%

Pour tout IcE, on pose l_I =KILQ’ Q=P -E (LI est fixe par HE—I)'

Comme K est le composé direct sur Q des corps I_I et KE—I’ pour

p-Gs
tout IcE, le caractére y se décompose de fagon unique sous la forme
X=X, X , ol x (resp. x ) est un caractére de L, (resp. K_ ).
L.I KE—I LI KE—I I E-1
On désigne par @o le sous-corps de @{p} fixe par hg_l {(resp. ho) si p7£2

(resp. p =2) et on décompose X sous la forme X =X _%x 5 X_[(resp.
Q{p} Qipy ©7™= °
xoo) caractére de @ (resp. de la Zp—extenswn a_ de Q) ;

(vi) on désigne par Zp(x) I'anneau engendré sur Zp par les valeurs
de ¥ ; on désigne par M son idéal maximal et par v sa valuation d'image
ZVU {oo} 5

(vii) on décompose X sous la forme X, =%y, % d'ordre étranger a p,
§ d'ordre puissance de p ; on désigne par M le sous-corps de @ab fixe par
Ker (w—lx) et on désigne par Mo le sous-corps de M fixe par K er‘(u)_] i)

(resp. Ker(®)) lorsque p #2 (resp. p =2);



(0. 2)

(0. 3)

d f
(viii) pour tout nombre premier g on désigne par p 9 (resp. p 9) I'in-

dice de décomposition (resp. le degré résiduel) de q dans M/Mo ; ON pose
d _+f
R=Yp ¢ E’ sommation sur les gc(ENS)-{p} non ramifiés dans MO/Q. D'une

e
maniére générale, q désigne un élément de S et p un élément de S distinct de p.

Théoréme., Si p#2ousi p¢S, on a la congruence suivante :

S S I A m (0™ Tx (2) (&)™)
IcE P I 2€S non ramifié I
p ramifié dans I_I
dans L
1
- (—l)ll‘ B (x,l_ ) 11 (I—XL (g))=c modm ,
IcE 1 I g€ S non ramifié 1 X X
p non ramifié dans LI
dans L1

ol ¢ etm sont donnés par le tableau suivant :

c vim )
X X
P#2, P£S 0 R
p=2¢S et :
E# S ou il existe g¢S, 0 =
p=1(4)
E =S, X d'ordre 1 ou 2 |s|-1 -
9=~1(4) pour tout geS 2 R(=|s|)
p# 2, pES et:
p¢ E ou p ramifié dans
Mo/@, et Xo#l ou P-E¢ {p} 0 R
+
p€ E non ramifié dans Mo 0 R+ dp fp
ramifié dans M P
p€ E non ramifié dans M 0 R+v(p s)
—E|+ -
(-I)lp E| Vogl14p) TT (1-q"")
x,=1, E=P ou P-{p} %S R
(1-x_(14p) (1+p) " 7)

Théoréme, Sip=2€S, on a la congruence suivante :

R L s R I (e I O RO
IcE 1 geSnonramifié 1

@{z}gl_l dans LI



+ T (—i)mt_z(w;]xl_ y s) I (1—w;'xL (2) ()™
IcE 1 te Snhon ramifié 1
@OogLI,@O¢LI dans L,
- z (—1)11’B](w;'xL) [l (l—w;'xl_(e))
IcE I 2€S non ramifié 1
@D#LI, ac LI dans LI
1]
- z (—1)I B,(x, Ni1-x, (2)) I (1-x, (2))=c modm
IcE T L g #2€S non ramifié L X
2 non ramifié dans LI
dans L
I
ol CX etM sont donnés par le tableau suivant :
c vim )
X X
xo%l ou P—E¢{—], 0} et:
OfE, -14E 0 R
O¢E, -1cE 0 R+ v(2)
d2+f2
E, -1¢E,wx (h )#¥1 0 R+2
" " =_1 0 R+v(2)
" " = R +v(4s)
d2+f2
0CE, - 1€E,w x_(h ) #%1 R+ 2 +v(2)
" n =_1 0 R+ 2v(2)
i p = 0 R+ v({4 s)+ v(2)

xo=] et :

E=P- {0}
E=P-{1},wxoo(ho)7él‘1

" =-1

1 = ]

wx th ) # X1
] = w1

" = 1

(—1)\P—El|095 T t1-q~ 1
q€s
l—s)

(l—xoo(S)S

(--1)“::"-":'l log5 ] (l—q_l) %
Q€S

1 1 )

( _
1-% (5)517S 1 5w(h )
00 (0]

R

R+ v(2)

d_+f
R+2 2 2

R+ v(2)
R +vi(4s)

d_+f
2 2,02)

R+ 2
R+ 2v(2)

R+ vi4 s)+v(2)

Remarques. Il semble que le seul cadre ol des résultats analytiques voisins

(i.e. de type additif) aient été observés soit celui des corps quadratiques

(voir notamment certaines formules dans [L] et [H]). Signalons que les con-



gruences que nous obtenons ici sont nouvelles et indépendantes des !"congru-
ences classiques! (cf. [W, 4. 17, 5.247 ou leurs généralisations (cf. [ G2,

(0. 3)7), car ces derniéres reviennent essentiellement & comparer %I_p(x, t)

1
2
invariants arithmétiques correspondants,

et I_p(x, s), s,te Zp convenables, ce qui conduit & des congruences entre les

Par contre, les résultats de divisibilités obtenus dans [G 1, (0. 3)] et (G2, (0. 2)]
montrent que les congruences obtenues ici ne se réduisent pas, en général, a
la congruence triviale. Pour p =2 et a partir d'un caractére quadratique, les
théorémes (0. 2) et (0. 3) conduisent & des congruences additives générales en-
tre nombres de classes et logarithmes 2-adiques d'unités fondamentales, de

corps quadratiques réels et imaginaires.

§ 1. Groupes de Galois :

(1. 1)

(1.2)

Soit S un ensemble fini de nombres premiers ; les considérations générales de
ce paragraphe sont indépendantes du choix d'un nombre premier p ou d'un ca-

ractére Y.

Définitions générales. (i) P our toute partie U de S, on désigne par @u ITex-
a 2

tension m aximale de § dans @ b, non ramifiée en dehors de Uy {x}, eton

pose Gu =G al(@u /@) ; le corps @u est le composé direct sur Q des corps

%*
Q, +, gq€U, et ona G ,~ [l zZ._.
U

{a} qeu @
{ii) P our tout q¢€S, on désigne par Hq fe groupe d'inertie de q dans QS/@ ;
clest aussi le groupe de Galois Gal (@S/@S—{q})' L.es groupes HCI sont pro-
cycliques pour tout q;éz ; Sl 2€S, on peut écrire Hz= H—I@Ho’ ol
H_] =Ga|(@s/@5_{2} O%o) (@oo désignant, dans ce cas, la Zz—extensmn cyclo-
tomique de Q), et H, =G a'(@s/@s-{z} (V=1)) ou Gal(@S/@s_{z} y=2)); ona
donc finalement Gg= ® H_ (resp. Gg= ® Ht) si 2¢S

ges ¢ te (S~ {2})u{~-1, 0}

(resp. 2 €9).
Remarque. Le choix entre les deux possibilités concernant Ho pourra dépendre
du caractére ¥ qui sera utilisé.

Y

Certaines des notations suivantes ont déja été données en (0. 1) :

Notations. (i) On pose P =S (resp. P=(S-{2})U{-1,0}) dans lecas ol 2¢ S
(resp. 2¢S);

(ii) pour toute partie J de P on pose H\J = @ Ht , et on appelle K'J le sous-
ted

corps de @S fixe par HP-J; on a en particulier @=K¢, @S=Kp et

HP=HJ®HP—J (i. e. KP est le conposé direct sur Q de KJ et KP—J) ,

(iii) on fixe une partie E de P, et on pose Q =P-E.



Afin de faire jouer @ E un rdle privilégié, on introduit les notations supplé-

mentaires suivantes :

{1. 3) Notations. (i) On pose L =Q@g, et pour tout IcE, on désigne par l_I le sous-
corps de L fixe par H_ ;; on adonc, en supposant que pour tout IcE on
pose systématiquement J=1 {Q, ['égalité LI=KJ ; en particulier, on a
L¢ =KQ, LE= KP=L’ Pour tout I cE, on a HE=HI®HE—I’ et L estle com-

posé direct sur L_¢= KQ de L.I et I_E _13 en résumé on a le schéma suivant :

He 1
LI L —@S
L L I -
o) E-1 Hg L, =Kiq IEE

/ I /lﬁi
Q
{ii) on pose T =G aI(LI/@)’: GS/HE—I’ pour tout ICE ;

(iii) pour tout t€ P on désigne par ht un progénérateur de Ht’ et on pose

= -1
y,=1-h eZ[GS].

(1. 4) Remarque. L e choix de E est arbitraire et on obtiendra autant de relations
congruentielles ; il sera toujours possible de prendre E =P, cependant, rela-
tivem ent au choix d'un nombre premier p, lapartie E la plus intéressante
(notamment en ce qui concerne le module de |la congruence) sera constituée
des teP tels que l—w-]x(ht) est non inversible modulo p (i.e., si ['on écrit
X=9Py, @ d'ordre étranger a p, { d'ordre puissance de p, la condition équi-
vaut & w—lcp(ht) =1 (resp. cp(ht)= 1) si p#2 (resp. p=2), c'est-a-dire & des
conditions élémentaires portant sur |la ramification dans le sous-corps MO

de @ab correspondant au noyau de w_]cp (resp. ®)).

Avec ces hotations on va pouvoir définir et étudier les mesures et distributions

p-adiques sur GS'

§ 2. Algébres des Zp—mesur‘es et distributions sur GS - congruence générale. On rap-

pelte que I'algébre A des 7 -mesures sur G_ est par définition

G s P S
lim Z [G_/n7, ol 0 parcourt |'ensemble des sous-groupes ouverts de G_ ;
«— P S S

9]
on a appelé, dans [G2,(2.11)], Zp—distribution, tout élément de I'anneau total



des fractions A de A .
s Cs
(2. 1) Notations. Pour tout sous-corps F de L =@S, on désigne par N I'algébre

des Zp-—mesures sur Gal(F/qQ), et on dit, par abus, qu'un élément de = est
une Zp—mesure de F. De méme, AF désigne l'lensemble des Zp—distributions
de F.
(2. 2) Définitions. (i) Pour tout sous-corps F de L, on désigne par pr‘ojL EiALD A
]

I'application qui prolonge par Zp-linéar‘ité et continuité |'application canonique

Gg ~ Gal(F/a) ;

(ii) pour toute partie I de E, on désigne par extL L l'isomorphisme canonique
I’

N PAL BH (ol A OH est considérée comm e sous-algébre de A =p, )

L HQETL HP o Ge L

et qui est induit par I'isomorphisme canonique I‘I - HQ®HI (cf. (1.2), (1.3)).

Remargue, On sait que projL F ne sfétend pas nécessairement a l'lensemble
’

AI_ des Zp—distributions de L :1il faut pour cela que le dénominateur des dis-

tributions considérées ait une projection non diviseur de 0 dans /\F, ce qui

sera le cas en pratique, et ce, pour tout FclL ; par contre |'application

2.2 , -1 ) . ‘
a :
eXtLI,L cette propriété : en effet, si \)LI 6"1 est une distribution de L_I
(6I_I€ AI_I’ non diviseur de O dans /\L_I), eXtLI’ L( 6LI) est non diviseur de 0
dans AL et ceci définit sans ambiguité la distribution
-1
extLI’ l_(\)L_I)(extl_P L(e,LI)) de L.

(2. 3) Notations. Pour toute mesure (ou distribution) VL de L, et toutFc L, on pose

\’I_,F =pr‘OJL’F (\)L) ; de méme, pour toute distribution \)LI de LI’ I1cE, on
pose v L Text , LV ).
1 1 1
' . P4 .
(2. 4) Remarque., L.'expression VL,I_I,L représente donc extLI,L ° pr‘OJL’LI(‘\)L)

qui est en général distincte de Ve

Les relations congruentielles que nous avons en vue reposent sur le résultat

essentiel suivant :
(2. 5) Théoréme. S oit v une Zp-mesure de L ; alors on a la congruence (cf. (1. 3),
2.2), (2.3), (2.4))

s nltly
CE

= 0 modulo ( ] yt) AL -

L,LI,L tEE

Démonstration,

Soit G'un sous-groupe ouvert de Gg, de laforme G'= @ Hi (cf (0. 2)), Hi
te P



ouvert dans H On considére le sous-corps L de L fixe par G ; On pose

GS—GaI(L/@ ~ G /G'= @ H ol H, =H/H'.

tepP
On définit alors de fagon évidente, H , K, pour tout JCP, I_ T, A ,proj
NN 10 A _
LI L,L
ext_ _» pour tout ICE, puis h yt, pour tout t ¢P (cf. (1.2), (1.3)).
I,
Pour toute partie J de P on pose Y, (Yt)ted ety =(yt)ted Ici on a

ACS p*G 1=z [yP], et de méme, Z [HI] 7 EyI], pour tout IcE. On re-
marque que A /\[yE], ol A=Z EyQ] (@Q=P- E)

D'aprés [G2, (2.9)], si vest un polyndme de /\CYE 1, tel que \)E=\)(§/E),

il vient, en écrivant y_ =(y,, Y_ ), Vv = (—I)‘E‘—l % (—l)lIl vly;, 0) mo-
E I’ "E-1 — 1
L IG;E
dulo { T] y JA-; or d'apres [G2, (2.10)], on a \)(371, 0)=v_ _ _ lcf. (2.3),
tee @ L C,CpE

(2. 4)), pour tout IcE, d'ol la congruence

v_=(-nlEl-T 3 1l Vo mod (TT vy JA_ .

C IgE C, L.I, teE C

Comme v_ _ _ =proj (Vl_ L L.) la compacité de AL conduit immédiate-
CpC L, C I’

ment au résultat,

§ 3. Distributions de Stickelberger, F aisons choix d'un nombre premier p hon héces-

sairement dans S,
*
(3. 1) Définition. Soit g€ GSU{p}’ choisi de telle sorte que {@) #1 (i.e. No¢ tor(Zp)),

et soit 6@ = 1-Ng 0—1 ; on sait (cf. [G2, (3. 4)]) que pour tout sous-corps F
S
de Qg b =pr‘OJ@S’ e (5@5) est non diviseur de 0 dans AGaI(F/@)‘
On sait que pour tout Uc S, il existe une distribution ba de @u, de dénomi-
U

nateur 6@ , que nous avons appelée dans [G2, §3] la distribution de
U
Stickelberger de Qg - Rappelons les principales propriétés fonctionnelles

de ces Zp—distr‘ibutions (cf. [G2, (3.6) & (3.9)]) :

(3.2)

) V8 € A
Gy Oy

. = -\ — tout
(3. 3) p@u,@\/ p,@V qgu-v“ { ), pour tout Vg U,

/Q

ou {

) est le Frobenius de q dans @V/@ ; plus généralement on a



1 -
(3. 4) b o uF,ﬂ(l—('-:F/g) ]),
’ q

pour tous sous-corps imaginaires F,F!, F'QFC_.‘._@S, ol q parcourt I'ensem-

ble des nombres premiers ramifiés dans F/Q et non ramifiés dans F!/qQ, ol

0

mum de S tel que F¢ @u; lorsqu'on a en outre [F :Q]< ®, on sait que

I'on a posé d'une fagon générale e =i U étant le sous-ensemble mini-

f
(3.5) - -z &yt

1
e = (7-3)s
F am F 2

(a, U)=1

olu f désigne le conducteur de Feg s enfin on a
(u,:),:gﬂu € '(}I_:"j alGallF /@)] (ol [F :@l<e, FEQq,, siVgUu);

(3. 6) ona m{y , pour tout U contenant p, ol ) est la Zp—pseudo—mesur‘e

)=A
0, "y 0
de Deligne-Ribet associée a la construction des fonctions L p-adiques des

caractéres de @u, m étant la transformée de Mellin p-adique (cf. [ G2, (3. 10)]),

qui a TEG , @ssocie Nr 1,

z
. .1 .. = P S =
SipeS, et sil'on choisit UGGS tel que GS AS® o, ou AS Gal(@S/Qoo)
(choix qui est compatible avec (3. 1)), ona(cf. [S, (1.15)]):
(3.7) A c (1-0)" ! mod A ez
. = 64 -0 H C H
@S @S AS @S @S p
ol A est la mesure de H aar sur AS’ normalisée de telle sorte que
S
= 1 -
(],q,AS> \AS,pl (I'ordre du p SylowdeAS).
*
(3.8) Lemme. L 'unité p-adique c@ est la composante sur Zp de
S
log o TT (1-q~ "),
qe S
sz N *
considéré dans Zp—{O} =p pr.

Remargue. U ltérieurement on prendra ¢ tel que Ng= 1+p si p#2, Ng =5 si
p=2.

Démonstration du lemme (voir aussi {S1]).

Il suffit de calculer le résidu en s=1 de la fonction zéta p-adique {(non primi-

tive) ¢ (5178, ‘o Y= (178, g > 1T (1-¢e>""% ¢~ "), d'apres les pro-
s {pY eesS-{p}
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priétés eulériennes de K@ (cf. [G. 1, (4.6)]) ; or la seconde intégrale est
S
L (I s) (fonction zéta p-adique de @) dont le résidu en s=1 est |- é D'oU

Ie résidu cherché égal a || (1-q ]) Par ailleurs, d'apres (3.7), on a

q€S
178, Y=c. |A l (1-<ad) "% " mod1 et le résiduprécédent est
aussi égal & c@5 ‘AS, pl {log <0>)_1 ;
_‘I .
or |A | = 11 (1-27 ') si p#2
SiP pes-{p} P
=2 1] (-¢""), sip=2 (cf (3.9), (iv).
pES-{2}
Dfoll
p-1 =g N
“a =log{o) = Tl ———7—» oU p'=p ou 4
s P* pes-{p} (1-¢7")

p
d'ol le résultat,

(3.9) Définitions, (i) On désigne par @oo fa Zp-extension cyclotomique de  (on a

évidemment Q_c Qg si et seulement si p¢ S);

(ii) pour tout sous~corps F de @S, on pose GF = GaI(F/@) et on

définit le sous-groupe AF de G_ de la maniére suivante : on pose AF=GF'

F_‘
si le p-Sylow GF, b de GF est fini (ce qui équivaut a @00¢F), dans le cas
contraire, on a @oog:_F et on pose AF= GaI(F/@w) ; lorsque F=@u, on pose
aussi A@u =A {puisqu'alors (3@u a toujours €été noté Gu);
(iii) on désigne par O‘A la Zp mesure de Haar sur A norma-

lisée de telle sorte que <1,G.AF3— |AF

(iv) pour tout rationnel c# 0, (c)p désigne la p-partie de c.

Congruences générales entre les distributions de S tickelberger,

Par commodité, on distingue les cas p%z et p=2 ; on revient aux notations

introduites dans les paragraphes 1 et 2 {cf. (1.2), (1.3), (2. 1), (2.2.), (2.3)
) cas p 7_52. On suppose dans (3. 1) o choisi tel que Ng=1 mod p,

Z
Ng #1 mod p2 li.e. Ng) P=1+p Zp). On rappelle que l'on a posé P =S si
2¢s et P=(S-{2}) U{-1,0} si 2¢S, et que I'on fixe une partie E de P.

(3. 10) Lemme. (i) Sip #2 et pgS, on a b €A

(ii) si p#2 et pe S, on a b =C m(aAL) 5L—_1m0d A



(3.11)
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Le cas (i) provient directement de (3, 5) appliqué @ U=S lorsque p#2 etp ¢S
le cas (ii) provient du théoréme de structure de Serre rappelé en (3.7), compte-

tenu du choix de ¢ : il suffit de transformer (3.7) par m.

Dans le cas (i) de (3. 10), le théoréme (2. 5) conduit & |a congruence suivante :

I
by (—1)I o =0mod (|| vy,)A ;

lee L,LpL e tL

L,/a -1

oronapu | T M (1- (—-———) ) d'apreés (3. 4), d'ol la congruence

1 I H cH

q E-I
p#2,p¢S) :
)1l m S0 o s (Tl )
(-1 " (1= {——— = 0 mod YA .
IcE LI’LHqc_:HE_I Q L tee ' b

Dans le cas (ii) de (3. 10), écrivons
W ~¢ m(“Al_ 5 +VL’ VL EAL

et appliquons le théoréme (2. 5) a VIR il conduit & la congruence

I|
X (—1)\ Vv =0 mod( T yJ)A
IcE L.,LI,L. teE t 'L
soit l \
1 -1
)M CF DN 1) - ¢ mia )= Omod( T y)/\ ,
IcE L, LI,L ALLI’L L L tc E L
d'ol, en utilisant (3. 4),
> I 11 1l (LI/@)—' )
(-1 W (1-(—— =
L, q 'L
IcE I HngE—I
¢ .z (—1)lIl mic |_ L L' L mod{ T yt)/\l_.
IcE AL r te E
Posons 0 =Ga|(l_/@s_{p} g ); alorson a
A =ae®B , ol B =G al(l_/@{p}),
et il vient
1
a =Q .a =—— (¥ Ta ,
A‘_ Q Bl_ p-1 Ten BL_
d'oli
1 -1
ma, )==— (= wit)lt a (cf. (3. 6)).
AT P e B_

SipeE-I (ce qui implique L‘Ig@S-—{p}) il est clair que m(aAL)LI= 0; si
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péE—I, on a @{p} gLI et on a donc

-1 -1
— (T winr a T (1-¢ ')
AL L p“ req by BL, ec E-Dns P’
ol BL1=G al(I_I/Q{p}) ; mais TLI’L‘ T, et par conséquent, on obtient |la
congruence (p#2, p€ S):
(3. 12) 5 el 1l 1 /@)_1)
.1 (-1 W (1-(—- =
IcE Lpb oo a L
q E-1
C
Lz worh s el g -2 ag | o'
TEQ IcE g € (E-I)NS PR I’

mod ( T] y)/\

teE L

(12) Cas p=2. On suppose dans (3. 1) o choisi tel que I'on ait Ng=11
mod 4, Ng# * 1 mod 8.

On a toujours EcCS sip =2¢S et EcP=(S-{2})u {-1,0} si p=2¢S.

N _1 .
(3.13) Lemme. (i) Sip=2¢S, on ap =3 a,AL mod A ;

(ii) sip=2€S, on a “‘I_Ecl_m(c‘AL L mod/\L_

Le cas (i) résulte facilement de (3. 5), et le cas (ii) de (3.7) com pte-tenu du

choix de ¢,

Dans le cas (i) de (3. 13), posons

= + .
b z“AL VLt VLEAL S

le théoreme (2.5), appliqué a Vo conduit & la congruence
5 ol _ 3 ol T (1-(ﬂ)_1) -
IcE Lybpl e Lpl peear ¢ L

%QAL,LI’L')E 0 mod(e];E NI
d'oll 1a congruence (p =2¢ S) :
(3. 14) z enllly A
IcE Lpb e e ¢ L

1 |1} -1
= 2 (-1 0 (1-2 '), a mod(J] y.)A
IcE QcE-1 2 AL.I,L 9CE Yol
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Dans le cas (ii) de (3. 13), on pose
-1
Al_ L

et on applique toujours le théoréme (2. 5) a v

C m(a +\) ) \)Le /\L ]

b T
LG
on obtient la congruence

_])\I‘

)X v = 0 mod( ] v, ) A
IcE Lbpl ~ tee ' b
soit
5o(=1) (p,'_ L 1 (1-—(——) ) -
H
IcE 1 H CHE—I
-1
c, mia, ) 8 )= 0 mod (] YA
L. AL LI’L LI,I_ tEE L ?
d'ol
by (—1)'“ |-L|_ ,L. ﬂ (]_(il_/_(.]l)_])z
IcE 1 HngE—I q 'L
o = (—I)m mla L_ L I_I L mod ( T] yt) AL e
IcE ALy te E
Onaa, =(1+h )a ol B, =GaliL/g,,y), d'ol mla, )=(1-h )« ;
AL -1 BI_’ L ) {2} "’ /-\_ -1 Bl_
doncsi -1€ E-I, mla, ) =0; si —-1€d E-], on a mia, ), =(1-h ) o =
AL l_I A|_ I_I -1, LI BL_’LI
...‘| N
(1-h o T (1-¢" '), olu B, =GalL./Q,..)s et mig, ) =
“hhDBL reE-Dns 2 L 7742} A Lpl
-1
(1-h Ja m (1-¢ '),.
-1 BI_IL' LE(E-INS 2
Dans ce cas, on obtient la congruence (p=2¢S) :
5) 5 el T L/@)—1)
L, L
IcE I Hqc_:_HE__I
qu-n) £ ol g -y ey o'
IcE pe(E-IINS |_I~ 1’
-1¢E-1

mod ( T Yy YA
tecE L

Remargue., L orsque 2¢ S, la condition Hqc_:_H dans (3. 11), (3.12), (3.15),

E-T
équivaut & qe E-1, et lorsque 2¢S, on a

1l (1-( ) ) =T (1-t—=—) ) si {-1,0} & E-I,
4 pe(E-1)NS ¢




(3. 16)

(3.17)
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5 ) ) T (1-(——) ) sinon.

={1-( 7
pe(E-1)nS

Caractéres, Soit XL le groupe des caractéres d'ordre fini de L =@S; on

peut écrire (cf. (1.2)) :

X = ® X ,
L oter Ky
ou XK{t} est le groupe des caractéres du corps K{t} fixe par HP—{t} .
Tout caractere Y€ Xl_ se décompose donc de fagon unique, dans
= @ X @ X =X, @®X , sous | a forme

g teau (1) tee-1 Ky b1 Kea

X = ’

L. XKE_I
ol X (resp. X ) est un caractére de I_I (resp. K 1).
I E-I -

§4. Intégrations,

(4, 1)

(4. 2)

Définitions., (i) On fixe un nombre premier p et un caractére x d'ordre fini

a z rd . . .
de Q b, de parité quelconque, et on désigne par S I'ensemble des diviseurs
premiers du conducteur de y . Enfin on pose S =SX ou S=S U {p} (autrement

dit, si pe¢ SX on a S=SX , si pg Sx, on conserve les 2 possibilités S = S’X.

ou S =qu {p})

(ii) On fixe une partie E de P =S (resp. de P ={S-{2})U{-1, 0})
si 2¢S (resp. 2¢S).

Intégrales. On a rappelé dans [G2, (3.8),{(3.2)] que sipe S, on a L_p(X,, s) =
_ -1 ‘
(x5 0=y OF, u s pour tout s¢ Z, (cf. (3.6)). D'apres (0. 1),

(iii)r si pds’ on a alors <wX_1<>s, LLL> =<X_], IJJI_> =_BI(X)’ ol BI(X) est
le premier nombre de Bernoulli généralisé (primitif) du caractére X {cf. W,

ch. 47) : en effet, si fX est le conducteur de ¥, on obtient & partir de (3. 5)

Itexpression :
fX
-1 - a 1 _
K= - T x(a (=-3) = -B,x.
a=1 X
(a, f )=1
hs

On considére maintenant les différentes congruences générales (3. 11), (3. 12),
(3. 14) et (3. 15) ; on intégre le caractére w x_' ¢ 5% par rapport aux deux

mem bres de ces congruences, et en tenant compte de (3, 17).
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(4. 3) Notations, (i) On désigne par CX (resp. ?RX) Itintégrale de wx_] (>° par rap-

(4. 4)

(4. 5)

port au second membre de ces congruences {resp. par rapport au module les

définissant) ; d +f

g ¢

(ii) on pose R=3% p , ol p parcourt |'ensemble des éléments de

2
E NS, distincts de p et non ramifiés dans Mo/@ {cf. (0. 1), (vi) & (viii)).

(i) Congruence (3. 11) (p#2, p¢ S). Comme  { }° est, sur

Gal(@su{p}/@{p})’l‘ GallL/q), le caractére unité, on obtient

|
z (—1)I B, )) T (1-%, (9))=0 mod W
IcE by eH I X’
q= E-I
~ ¥*
o, =T UU-xh)) Z {x) ; ona 1-x{h)e Z (X) siet seulement si @(h,) =1;
teE t p t p t

si 2€S, 1-%(h_,

peut se resteindre aux g€ ENS tels que q:(he)=l ; comme par ailleurs w(g) =1

) et I—X(ho) sont inversibles (p#2), et par conséquent, on

pour de tels ¢ (ramifiés nécessairement dans M/Mo), on obtient facilement
vim ) =R,
X

D'oli la congruence (p#2, p¢S):

by (—l)ll\ B, X ) T (1=%_ (g))=0 mod M
IcE I HyeHg | I

(cf. (4.3), (ii)).

(i) Congruence (3. 12) (p#2, p€ S). On ade méme W_= e si p nlest
- R .
pas dans E ou si p€ E se ramifie dans MO/@ ; on a ‘mx= (]—\y(hp) (hp) S si

pe E est nhon ramifié dans Mo/@.

On a donc (cf. (4. 3), (ii)) le tableau suivant :

me)
p¢ E R
pe E, p ramifié dans Mo/@ R
. .4 d +f
pe E, p non ramifié dans MO/@ R+p P P
et ramifié dans M/Mo
pe E, p nonramifié dans M/Q | R+ vips)

Considérons le corps @o des racines p-iémes de |'unité et décomposons %
{p)

sous la forme XOXOO produit d'un caractére de @O et d'un caractére de q ;
o0



(4, 6)

(4. 7)

(4, 8)
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on remarque alors que <wX_1< ¥, ¥ wlr) 'T—]> = {w X;I, z w('r)'r-l> =0
TERN TEQN
si et seulement si XO# 1.

Ensuite , pour ICE, pdE-I, on a (wX-] ()5, Gy L > =<X1—_l, T >=0,
L. I L
I 1

est le caractére unité sur BL (i.e. si XL est un caractére de
I 1 1

) ; or par hypothése on a cL. et la seule possibilité est L=

sauf si XL

auquel cas BLI={1} et XLI
que si E=P (I={p})ou E=P-{p} I=9)

est caractére de @{p} y cecl ne peut se produire

Enfin, en supposant X, =1, on a {w x_l S, 8 |_> =(w x-1< >S,

Opy’

1-Ng 0&1 L S = l—xbo(c) (o) l~s. D'ol finalement, compte-tenu de (3. 8) :
{pY
C
X
Yo 7 1 °
Xo© s P“E¢ {p} Y
%= 1, E=P ouP={p} | - DIPE* log(1ap) 1T (1-a™ hi-x_(14p)14p) 797!
gcS

D'oli la congruence (p#2, pe S):

z ol By )T G e

IcE H cH
peE -1 a= E-l
+ lIl -1 ]
b -1 (xL_,s) il (1-w™ 'y, (e) {e>77)
ICE PLT M eH I
pf E-1 ¢

=c modm (cf. (4.5), (4.6)),
X p 4

Remargue. On vérifie sans peine que si y =¥, V'» U' de conducteur étranger

ap, avec Yoo 741 et {'#1, alorsle second membre CX est nul modulo mX'

{iii) congruence (3. 14) (p=2¢ S). Comme dans le cas {i), w{ )°

est, sur Ga'(@SU{Z}/@{z})’ le caractére unité, et par conséquent |'intégrale

du premier membre de (3. 14) est (puisqulici ECcS) :
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5 -pHl -8, ) T G-y, (@)
IcE I eeE-I 1

On a facilement Vm‘)()=R (cf. (4.3), (ii)).

Pour le second membre CX , les intégrales <XI__] N Y sont nulles pour tout
I L

1
IcE sauf dans l'unique cas oUE=S, | =¢, auquel cas on obtient
1 -1
c.=5 11 (1-¢g '), .
2 2
X € pes

Slil existe au moins un g€ S, g=1 mod 4, alors CXE 0 mod Z\Sl, soit CXEO
mod M .
p. ¢

Supposons tout €S congru a -1 mod 4 ; alors c =2\S\_1 et | est nécessai-
rement d'ordre 1 ou2, On adans ce cas R =|S!|, oll S'={p¢ S, ¢ non rami-

- !
fié dans Mo/@}, et on a le\ 10 mod ZIS l

qui implique ®=1 (en effet, Mo/@ est toujours ramifiée si CP# 1). D'ol la con-

sauf dans l'unique cas ol S'= S

gruence (p=2¢S) :

(4.9) z (—T)‘I‘ B & ) T (-x, (g))=c modm
IcE I geE-I I X
(cf. (4.3), (ii)), ol °y =0 sauf dans l'unique cas suivant : E =S, ®=1 et |

d'ordre 1 ou 2, et tout £€S congru & -1 mod 4, ol CX=2| S|_1.

Remarque, Soit x3 {resp. X7) le caractére quadratique de conducteur 3« (resp.
7x) ; la congruence précédente conduit, pour X = X3 OU Xos a B](X)E] mod 2.
Or on vérifie facilem ent que B](x3) =—-% et que B](x,?) =~1, et la congruence

(4. 9) ne peut étre am éliorée,

{iv) Congruence (3. 15) (p=2¢ S). L e calcul de v(m ) repose sur

les facteurs 1 —w\v(he) (€ ENS non ramifié dans Mo/@), qui apportent la con-

tribution R, et, le cas échéant, sur les facteurs l—wx—] { )S(h__])=1 +X(h_])
si —1€E, et r—w{'( >S(h;‘) si O¢ E.
Soit @ le sous-corps de @{2} fixe par h_ {(cf. (1.1)) (on a @o=@(\(""_1) ou Q\=2)) ;

i on décompose sous la forme x= caractére de caractére d
S1 P X %X XOXOO, Xo @0’ XOO e de

, les facteurs ci-dessus s'ecrivent respectivement 1 =0ou et
Q. lesf i-d écrivent ti t 1+x {h_,) (=0ou 2)

-s
l—wxw(ho) <h0> .
Lemme, Si -1¢cE et si Xo# 1, alors l'intégration de wx_]< )S par rapport a
(3. 15) conduit a OEOmod‘mX.

Posons E!'=E - {-1}, et pour tout ['cE', posons I=1' U{-1}. Le premier

membre de (3. 15) s'écrit sous la forme suivante :
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!
z (—I)II \(“‘L L ) ; or pour tout I'CE!,
H

I'ee! AN

(car 2 est ramifié dans LI/L

e

- on a = )
LM, “L,LI, "J'L,I_IL.I,

I’

1 (cf. (3. 4)) ; considérons le schéma suivant :

LI-—————L =L

e

1y /LE—I'
K

l_¢ —Le
E-T

Q— K¢

On vérifie alors facilement que :

( ) =0,
1

I I L T Ll

I" I’
. . - _ - dlodl
et on en déduit que le terme “‘L,LI,,L “L,LI,L est dans (1 h-1)AL ; dlol
le lemme par intégration.

On peut donc désormais supposer que si —1€ E, alors X0= 1.

Le tableau suivant donne alors me) en fonction des différentes situations

possibles (cf. (4, 3)) :

4,10 m )
(4. 10) V(x

{—1,0}0E=¢ R
O¢E, -1¢ Ex,=1|R +v(2)

OGE, -1 {E’

d,*f,
wx th)#¥1 R+2
wxoo(ho)=—1 R +v(2)
wxoo(ho) = R+ v(4s)

{_', O} .C.E(Xo = ]):
d,*f,
wy (h)# 50 R+v(2) +2
wy {h ) =-1 R +2v(2)

wx (h) =1 R+ v(2) + vi4s)




(4.11)

(4, 12)

Calculons m aintenant c¢_; ona c_ =0 des que Xoyél et il reste a étudier le

cas ol X = 1. Pour IcE telle que -1¢E-I, les intégrales (w X—l< )%, og L>

Ly

<XL'I, c:,BL ) sont nulles sauf si X, est, sur BLI, le caractére unité, ce qui
équivaut éILIg @{2} ; ceci conduit aux possibilités suivantes :

E=P (I={-1}, {-1,0} ; L; =q_, @{z})’

E=P-{-1} =9, {0}; L;=0,, Q)

E=P- {0} (I={-1}; "I=@{z})’

E=P-{-1,0} I=0;L; =@{2}) ;

on vérifie facilement que <wx_1< >s, 1-Ng o{;' L> = l—w(ho) {(g) et que
o’

wy TS 1-No o L2~ % (0) <o) 7% ; drots Sy

@{2}’

-1 -1 1
c. =e,2c T (1-¢ ), ¢( + )
x 17 7L peS-{2} 2" 1-wth ){a> ]_xw(c) <0>1-s

dans les deux premiers cas,

-1 1
ﬂ (1-8 ) ’
2eS-{2} 2 1-y_(o) <c>'"s

CX= ez ch_

dans les deux derniers,
ol e, ~t1 st E=P, ¢, ,=-1 si E=P-{-1},

=-1 si E =P-{0}, ¢,=*1 si E=P-{-1, 0},

€2 2

Comme dans le cas (ii), la congruence obtenue comporte des nombres de

2 I'lexpression des caractéres XL étant compli-
1

quée par le fait que Hz =H _1@ HO, et que le groupe HE utilisé peut contenir

HZ’ ou seulement H 1 ou Ho ; désignons par W, le caractére non trivial de

Qg on obtient la congruence (p=2¢ S) :

Bernoulli et des fonctions L

I|
s ollles.x, Na-x @) T (1-x, (@)
IcE 1 X‘-1 ceE-InsS L1
{-1, Ol CE -1
+ T (—1)lIl (—B](wglx‘_ ) 17 (I—w;'xl_ (g))
IcE I pelE-INS 1
0€E-1
-1¢E-1
Il -1 -1 -s
+ 5 (—1)\ Lw "%, »s) T] (1-w_"x, (2)<e> 7)
IcE 270 MLy pcE-D NS ° "
—1€E-1

0 E-1
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. . 1l Lytx, »9 Ti n-w“XLIm ()%

IcE
{-1,0n(E-D)=¢

I pe(E-I)nS

ch mod *)RX , ol ‘mx est donné par le tableau (4, 10) et CX par le tableau sui-

vant (cf, (3.8), (4.11)) :

X
%o 7 1 0

%=1 P-E£{-1, 0} 0

xo-—-l et :

E=P ouP-{-1} nlPEliogs 11 (-~ 1-x_ (505 7%) 7 =(1-50(h_))™1)

E=P-{0} ou P-{-1, 0}

q€S

0P Eliogs 11 =g (1-x_(5)5175)"
[o.0]
Q€S

Les énoncés des théorémes (0. 2) et (0. 3) se reconstituent alors a partir des

résultats résumés dans les points (4. 4), (4.7), (4.9) et (4. 12).
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