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ANIMAUX PLANS ET GROUPES CRISTALLOGRAPHIQUES 

p a r R . Ban tegn ie . 

Introduct ion. 
2 

P o u r KcIR ( K es t supposé borné et de mesure s t r ic tement pos i -

t ive) , et un groupe c r i s t a l log raph ique § d ' i somé t r i e s de IR2 , T^CK) dés i -

gne la bo rne s u p é r i e u r e , pour , de la dens i té d'empilement de la famille 

(K , E)= 1 a K i a £ E « ( Les dens i tés d 'empilement sont déf inies comme le fa i t , 

F e j e s Toth dans [ 5 ] ou comme dans [ 2 ] ) . 

T^(K)= 1 équivaut à d i re qu ' à un ensemble de mesure nulle p r è s 

on peut t r o u v e r £<=«$ tel que K soit une p a r t i e fondamentale pour E. 

Il e s t fac i le de t r ouve r K te l que ^ ( K ^ l a lo r s qu'on peut t rou-

v e r § avec T^(K) = 1 . ( -q(K ) = t^^ÇK ) où p l es t le groupe c r i s t a l l o g r a -

phique engendré p a r deux t r ans l a t i ons non pa ra l l è l e s s 'appel le densi té r égu-

l i è r e d 'empilement de K ) . 

On a étudié a i l l e u r s C[2 ] ) la généra l i sa t ion de ce phénomène à 

lRn pour n > 2 et pour n = 2 le c a s de s animaux p l a n s . 

Nous voulons ic i p r é c i s e r un état pa r t i e l de nos conna issances sur 

c e s animaux et donne r , quand $ e s t un groupe d ' i somét r i e s d i r e c t e s ( le cas 

g é n é r a l s e r a étudié a i l l e u r s ) quelques p r é c i s i o n s s u r l e s K compacts sim-

plement connexes t e l s que ^ ( K ) = 1 . 

En pa s san t nous avons donné quelques indicat ions su r l e s polygones 

p a v a n t s . 



w 

^ g r o u p e s c r i s t a l log raph iques du p lan . 

2 
Dans 1R , il y a 17 groupes c r i stallo graphique s non isomorphes 

qui sont ( n o u s employons la notation in te rna t iona le et pour l ' ins tan t l ' o r -

d re de [14-] )• 

p l , p2 , pm,pg , cm, pmm, pmg, pgg, cmm, p4, p4m, p4g, p3, p3ml , p3lm, 

p6, p6m. 

C On t rouve une desc r ip t ion complète de c e s groupes dans [2CT} et on peut se r e 

r e p o r t e r à [ 4 ] ou à [ 7 ] pour leur déterminat ion ) . 

Notons : 

a) pmm, p3ml , p4m, p6m sont l e s 4 groupes engendrés uniquement 

pa r des symé t r i e s ; 

b) p l , p2, p3, p4, p6 sont l e s 5 groupes ne contenant que des i s o -

mé t r i e s d i r e c t e s ; 

c) p l , p2 , p3, p4 , p6, pg , pgg sont l e s 7 groupes ne contenant pas 

de symét r ie ; 

d) - p l , pm, pg, cm n 'admettent que l ' ident i té comme r o t a t i o n , 

- p2, pmm, cmm, pmg, pgg n 'admettent que des ro ta t ions d 'o rd re 

2 ou 1, 

- p3 , p3ml , p3lm que des ro t a t i ons d ' o r d r e 3 ou 1, 

- p4 , p4m, p4g que des ro ta t ions d ' o r d r e 4 , 2 ou 1, 

- p6, p6m que des ro ta t ions d ' o r d r e 6 , 3 , 2 ou 1 . 

polygones c r i s tal lo graphique s et mosa ïcaux. 

2 
KclR es t dit pavant s ' i l ex is te une famille r d ' i somé t r i e s telle 

que \ y K \ y ( . r pave 1R2. 

Rappelons qu'une famille infinie dénombrable de polygones fermés 

( un polygone es t t ou jou r s supposé ic i d ' i n t é r i e u r non vide simplement con-2 nexe ) Cn. )• TNJ es t une mosai'que de TR quand simultanément : 



Ci) pour i distinct de j dans IN, IL fin. es t soit un côté commun 

à ïli et rij , soit un point, soit 0 ; 

Cii) IR2 = U n . . 
i GIN 1 

C On suppose souvent les n̂  convexes ) . 

Un polygone P est appelé mosaïcal si à l 'a ide d ' i sométr iques de P , on 
2 

peut former une mosaïque de IR , il es t appelé c r i s ta l lo graphique si l 'on 

peut t r ouve r un groupe cr is ta l lo graphique § tel que rj^CP) = 1 , il est ap-

pelé cr i s tamo saïcal si l 'on peut t rouver E c r i s t a l lo graphique tel que les 2 
t r ans fo rmés de P par £ forment un pavement mosaïcal de IR . 

On peut montrer qu'un polygone ne peut ê t r e mosaïcal s ' i l a au 

moins 7 c ô t é s . 

Les t r i ang les et les quad r i l a t è r e s sont c r i s tamosa ïcaux . 

Pa rmi l e s polygones r é g u l i e r s seuls l es t r i ang les équilatéraux, les 

c a r r é s et les hexagones r égu l i e r s sont mosaïcaux. Ils sont cristamo saïcaux. 

On connait les hexagones convexes cr is tamo saïcaux. On les décr i t 

comme Ker schne r dans [ l 6 ] C noté K dans la suite ) . 

Soit AB C D E F un hexagone, a , b , c , d , e , f ses côtés numérotés 

de façon que a et b soient les côtés de A, b et c ceux de B, e t c . . . 

Il exis te 3 types d 'hexagones convexes cristamo saïcaux : A A A 

type 1 : A + B + C = 2 n , a = d Ca et d sont équipollents ) 

type 2 : A + B + D = 2 n , a = d , c = e A A A 2 type 3 : A = C = E = ^ l i , a = b , c = d , e = f 
A 

C dans ce cas, A c E est équilatéral) 

De plus si un hexagone convexe est pavant, il est obligatoirement 

d'un des types précédents Ccf [3] et [ 16] )• 

On conjec ture que les hexagones mosaïcaux sont ceux des t ro i s 

types c i - d e s s u s où les hexagones ne sont pas supposés convexes . 



En tout c a s , le fait que ces hexagones sont c r i s tamosaicaux se voit fac i le -

ment, ceux du type 1 permettent un pavement du plan à l'aide de p2, ceux 

du type 2 à l ' a ide de pg et ceux du type 3 à l ' a ide de p3 . Notons p a r exemple 

que l e s hexagones c e n t r é s sont.du type 1 . On ne connait pas l e s pentagones 

convexes mosa icaux . 

C La l i s te donnée pa r _K des pentagones convexes pavants es t incomplète 

comme il r é s u l t e d'un exemple de R . James C cf [15] et [ 2 l ] ) et d 'exemples 

t rouvés par M.Rice [19] ) . 

On ne connait pas non plus l e s pentagones convexes mosaicaux C la 

l i s te de K_ es t incomplète même pour ce ca s ) . 

P a r con t r e , une étude r é c e n t e de Griïnbaum et Shephard ( [12]noté 

GS dans la suite ) permet de dé te rmine r l e s pentagones convexes c r i s tamo-

sa i caux . 

K n o t a n t A B C D E u n p e n t a g o n e d e c ô t é s a , b , c , d , e C l e s c ô t é s 

d e A s o n t a e t b , e t c . . . ) a c o n s i d é r é n o t a m m e n t l e s t y p e s 1 - 5 de p e n t a -

g o n e s c o n v e x e s . 

Type 1 : Â + B + C = 2n Cou D + Ê = n ) ; 

Type 2 : Â + B +D = 2n , a = d ; 

Type 3 : Â = C = D = | n , d = c + e ; 

Type 4 : Â = C = | n , a = b , c = d ; 

Type 5 : Â = ^ n , C = - | n , a = b , c = d . 
3 ^ 

Il a montré que ces pentagones sont c r i stallo graphique s , ceux des types 

4 et 5 étant c r i s t amosa i caux . 

Si l 'on cons idère les pentagones c r i s t a l log raph iques , d ' a p r è s GS, 

l e s types 2 et 3 ne sont jamais c r i s t amosa icaux et le type 1 n ' e s t cr is tamo -

sai'cal que dans le cas pa r t i cu l i e r du type 1* : Â + B + C = 2 n , a = d C a e t 

d sont équipollents ) . 



P a r con t re si un pavement c r i s t a l l o g r a p h i q u e est obtenu i l ' î tde 

d 'un pentagone du type 4 ou du type 5 , ce pavement es t nécessai re~er . t 

m o s a i c a l . 

Dans la f i gu re 1 page 5 bis, f igurent le s pavements cr is tamo saicaux q u ' o r , ut c": 

t e n i r pou r le type 1 et a u s s i ceux que de p lus on peut obtenir pour le cas 

p a r t i c u l i e r du-type 1 : A + B + C = 2 n , a = d , b = c . 

On p ré sume que l a convexi té n ' a r i e n à vo i r dans la quesiier.. 

Notons que _K_ a in t rodui t a u s s i les types 6 - 7 - 8 de pentagor.es cor.-

v e x e s : 

Type 6 : Â + B + D = 2 n , A = 2 C , a = b = e , c = d ; 

Type 7 : 2 B + C = 2n , 2 D + Â = 2 n , a = b = c = d ; 

Type 8 : 2 Â + B = 2 n , 2 D + C = 2 n , a = b = c = d 

et a p rouvé que c e s pentagones sont mosa icaux C i l s ne sont pas cr is taUogra-

ph iques , mais on peut fo rmer avec eux un pavement périodique ou semi-cr is 

t a l l og raph ique ( c f . [ 2 ] ) ) . 

M . R i c e [ 1 9 ] , [ 22 ] a t r o u v é un a u t r e type de pentagones posséder 

l e s mêmes p r o p r i é t é s à savo i r le type 9 : 2 D + C = 2 n , 2E +B = 2 H ,a=b=c=c. 

( E X . p l u s p a r t i c u l i e r en d e g r é s Â = 7 9 , B = l 3 6 , C = 6 6 , D=147 , È =112 

Il en r é s u l t e , comme dé jà ind iqué , qu 'on ne connait pas les pentago 

n é s convexes m o s a i c a u x . On c o n j e c t u r e que l e s types 1 -9 sont tous l e s types 

p o s s i b l e s pou r ces p e n t a g o n e s . 

P o u r s u g g é r e r l a d i f f icu l té du p rob l ème , notons que l 'on doit fa i re 

la d i s t i nc t ion e n t r e un type de pentagone pavant et un "type" de pavement à 

l ' a i de d ' un t e l pen tagone , à un même type pouvant c o r r e s p o n d r e p lus ieurs 

" t y p e s " d i s t i n c t s . Cela e s t v r a i a u s s i pour l e s pentagones mosaicaux. Ce 

phénomène a d é j à é té r e m a r q u é pour l e s pen tagones du type 1* pour l e s q u e l s 

on a donné deux " types" de pavement c r i s t a m o s a i c a l ( pour ces p e n t a g o n e s , 





il y a d ' a u t r e s " types" de pavements mosai'caux non c r i s t a l lograph iques ) et 

de plus d ' a u t r e s " types" de pavements c r i s tamo saïcaux poss ib le s seulement 
y y 

pour le type pa r t i cu l i e r 1 

Dans la f igure 2 page 6 bis f iguren t quelques exemples supplémenta i res . 

Les pentagones ( n o n n é c e s s a i r e m e n t convexes ) du type : 

A + B + C = 2 n , a = d + e c o s E , b = c sont mosa ïcaux . Notons que le pavement 

mosaïca l pér iodique qu'on obtient avec eux n ' e s t pas c r i s ta l lographique mais 

semi -c r i s t a l log raph ique d ' indice 2 . 

Ces pentagones permet tent a u s s i de cons t ru i r e des pavements mo -

sa ïcaux non pé r iod iques . 

Animaux p l a n s . 

Soit P un polygone r é g u l i e r d ' adhé rence P . 

On dit que n^est un k-animal f e r m é ( r égu l i e r ) cons t ru i t sur P si l 'on a : 

~k k — 
n, = u P- = U P- avec simultanément K 1 1 . 1 

1 = 1 1 = 1 

(i) pour i = l , . . . , k , P / es t isométr ique à P ( P ~ P ) 

(ii) pour i = 1 , . . . , k - 1 , ( J j P J n P, . , = 0 
j=l 3 1 1 

(iii) pour i = 1 , . . . , k - 1 , P . n P i + 1
 e s t un côté commun à P. et P . + 1 _ 

. On en déduit que pour k > 1 , u P. e s t un ( k - 1 ) -animal construi t 
i = 1 1 2 s u r P , et que, si mes A désigne l a mesu re de A c TR , mes n^ = k m e s P . 

On peut dans ce qui p r écède r e m p l a c e r P p a r l ' i n t é r i e u r d'un poly-

gone mosa ï ca l . On obtient a lo r s un animal dit mosa ïca l . ( La notion introduite 

ic i géné ra l i s e pour l e s animaux p lans cel le introdui te dans [2 ] et portant le 

même nom, l es animaux mosaïcaux in t rodu i t s là cor respondan t au cas où P 

es t un para l lé logramme ou un hexagone cen t ré ) . Notons qu'en général un 



n 
6 bis 

Figure 2 

C dans chaque rangée suggérée pa r une f lèche les cotes égaux à e 

sont p a r a l l è l e s ) . 

Pavements mosaicaux pér iodiques p a r des pentagones du type 1*** 

(dans chaque rangée suggérée pa r une f lèche l e s cctés égaux à e sont 
p a r a l l è l e s sauf dans la colonne marquée 0 où le côté égal à e a une 
d i rec t ion non pa ra l l è l e aux p récéden te s ) 

Pavements mosaicaux non pér iodiques p a r des pentagone s du type 1 



animal mosaica l n ' e s t pas un polygone m o s a ï c a l . 

S i "K es t un animal p l an , i l e s t c r i s t a l log raph ique si l 'on peut 

t r o u v e r un groupe c r i s t a l l o g r a p h i q u e I t e l que T ^ ( K ) = 1 autrementd. i t 

si l 'on peut t r ouve r z<=* $ te l que (K , e ) e s t un pavement de E . Dans ce 
n 

c a s , de ce pavement on déduit na tu re l l emen t un pavement de IR à l ' a ide du 

polygone P sur lequel K e s t c o n s t r u i t . On dit que X e s t s t r ic tement 

c r i s t a l l o g r a p h i q u e , s i E peut ê t r e chois i de façon que ce d e r n i e r pavement 

soi t m o s a i c a l . Cela ipiplique évidemment que P es t un polygone mosa ica l . 

Quand P es t r é g u l i e r , c ' e s t n é c e s s a i r e m e n t un t r i ang l e équ i la té ra l , 

un c a r r é ou un hexagone r é g u l i e r . L e s animaux c o r r e s p o n d a n t s sont appelés 

r e spec t ivemen t polyamonds, polyminos et polyhexes C k- iamonds , k-minos, 

k - h e x e s pour l e s k-animaux ) . 

Notons qu'un animal peut ê t r e mosaical sans ê t r e pavan t . C 'es t Le 

c a s p a r exemple de l 'hept iamond 43 c i - con t re 

C on t rouve une p reuve que cet hept iamond ne pave pas IR dans [ 8 ] ; c 'es t 

d ' a i l l e u r s le seul heptiamond qui ne soit pas c r i s t a l log raph ique C c f . [2~! ) . 

Dans la sui te un animal plan s e r a t o u j o u r s un polyamond, un polymino ou 

un po lyhexe . 

Si K^ ei I<2 sont deux t e l s animaux, on dit qu'iLs sont "égaux" 
2 

s ' i l s sont dans une même c l a s s e v i s à v i s du groupe des s imil i tudes de IR . 

Ei quand on pa r t e p a r exemple du nombre 12 de pèntaminos , i l s ' ag i t du 

nombre de cLasses modulo la r e l a t ion d 'équiva lence déf inie p a r ce groupe . 

( On peut a u s s i si l 'on veut c o n s i d é r e r l e s c l a s s e s modulo le groupe des s i -

mil i tudes d i r e c t e s ; a l o r s pa r exemple en ce sens i l y a 18 pèntaminos ) . 

On dit qu'un animal e s t multiplement connexe s ' i l contient au moins 
un t r o u . 



Signalons les r é su l t a t s suivants concernant le nombre de k -an imaux . 

On s ' e s t se rv i notamment du texte de K l a m e r [17]. 

t k ' c k ' ^k désignent respect ivement le nombre de k-iamonds, de k-ominos 

et de k -hexes ; t^ , c^ , k^ désignant le nombre d 'en t re eux qui sont 

multiplement connexes . On obtient a l o r s la table I . 

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

\ 1 1 1 3 4 12 24 66 160 

.XX1 
0 0 0 0 0 0 0 0 1 

c k 1 1 2 5 12 35 108 369 1285 4655 17073 63600 

** c k 0 0 0 0 0 0 1 6 37 384 1 ? 

h k 1 1 3 7 22 83 

h** 0 0 0 0 0 1 

Table I 

A 

De plus on sait que pour k suffisamment grand on a : 

t k > ( 2 , l 3 ) k , c k > ( 3 , 7 2 ) k , h R > 4 k 

el que lim ( t ^ ) ^ ^ = Û- existe avec a < 2 7 / 4 . J 
k-»+ «3 

Je ne connais pas d ' au t r e s r é s u l t a t s . Notons que la détermination de c, a 

été faite notamment par Read [18 ] qui s ' e s t trompé pour C^q, e r r e u r qu'il 

a ensui te co r r i gé mais qui a été reprodui te dans le l ivre [ 9 ] de Golomb. 

Les poss ib i l i tés de pavement de ce r t a ines régions du plan par des 

polyminos ont été étudiées par Golomb dans [1(5] pour un seul polymino et 

dans [11 ] pour un ensemble fini de polyminos. Dans ce même a r t i c l e , Golomb 

cite des r é s u l t a t s analogues concernant les polyamonds dus à Ikeno. Te ne 



sa is pas si l 'on connait les poss ib i l i t é s de pavement des po lyhexes . 

Donnons ici quelques indica t ions provenant en gros de [ 9 ] . 

' Les 12 pentaminos d i s t inc t s p r i s ensemble ont une mesure de 60. 

Etant donné un 60-mino , peut-on le p a v e r à l ' a ide de ces 12 pentaminos ? 

De même les 35 hexaminos p r i s ensemble peuvent - i l s paver un 210-mino 

donné ? 

On peut pa r fo i s r épondre négat ivement de façon immédiate à des 

ques t ions analogues par les cons idé ra t ions su ivan tes . 

Cons idérons les c a r r é s d 'un polymino A colorés comme dans un 

éch iqu ie r ( on emploie deux cou leurs ) de façon que deux c a r r é s adjacents 

pa r un côté soient de couleur d i f f é r en t e et appelons jeu du polymino la 

va l eu r absolue de la d i f fé rence e n t r e le nombre de c a r r é s c o l o r é s d'une 

couleur et le nombre de c a r r é s c o l o r é s de l ' a u t r e . Si A et B sont deux 

polyminos d ' i n t é r i e u r s d i s jo in ts , on a jeu ( A u B)=-
jeu A + jeu B 

ou 
jeu A - jeu B 

On voit qu ' i l y a 24- hexaminos de jeu 0 et 11 hexaminos de jeu 2 . 

Il en r é s u l t e qu'un 210-omino formé de 35 hexaminos a un jeu qui peut ê t re 

2, 6,10,14-, 18 ou 22 ( < 2 2 et congru à 2 mod 4 ) . 

P a r exemple un rec tangle de su r f ace 210 ( 3x70,5x42,6x35,7x30,10x21 ou 

14x15 ) ne peut ê t r e pavé par l e s 35 hexaminos puisqu'un rec tangle a pour 

jeu 0 . 

P a r con t r e , parmi les 12 pentaminos i l y en a 11 de jeu 1 et 1 de 

jeu 3 , de s o r t e que le jeu j d'un 60-mino formé pa r ce s pentaminos es t 

j = 1 + 2 k + 3 ( 0 < k < 5 , j > 0 ) soit 1 4 , 1 2 , 1 0 , 8 , 6 , 4 , 2 ou 0 . 

Cela n 'exclut pas le fait que ce 60 -mino puisse ê t r e un rec tangle 

de jeu 0 . En fa i t , on peut former avec l e s 12 pentaminos les r ec tang les 

6x10 ,5x12 ,4x15 et 3 X 20. 



Trouve r une solution d'un de c e s problèmes consti tue un puzzle et 

par exemple on peut t rouver dans le commerce un rec tangle 6yl0 couvert 

pa r l e s 12 pentaminos d i s t i nc t s . 

Deux solutions d'un de c e s problèmes sont cons idé rés comme 

" ident iques" si l 'on passe de l 'une à l ' a u t r e pa r une i somé t r i e . 

On a u t i l i sé des computers pour t rouver le nombre de solutions 

d i s t i n c t e s . Je sa i s pa r exemple que le r ec tang le 6x10 peut ê t r e couver t par 

l e s 12 pentaminos de 2 .339 façons essent ie l lement d i f f é ren tes et que le 

r ec tang le 3x20 peut ê t re couver t exactement de deux façons d is t inc tes re -

p r é s e n t é e s dans la f igure 3 . 

( la pa r t i e cen t r a -
l e l im i t ée p a r -H-H-V 
possède un centre 

0 de symétr ie ) " r i gare o 

On peut u t i l i s e r la notion de jeu pour les polyamonds en uti l isant 

le pavement du plan par des t r i ang l e s équi la té raux co lorés à l ' a ide de deux 

c o u l e u r s de façon que deux t r i ang les équi la té raux ayant un côté commun sont 

de cou leu r s d i s t i n c t e s . 

P a r exemple , des 12 hexiamonds, 10 ont pour jeu 0 et l e s 2 au t res 

pour jeu 2 . Un polyamond formé à l ' a ide de ce s 12 hexiamonds r é p é t é s au plus 

une fois a donc un jeu égal à 0 , 2 ou 4-

On en déduit immédiatement p a r exemple l ' impossibi l i té de paver un 

t r iangle équ i l a t é ra l de c ô t é 6 cons idé ré comme un 36-iamond de jeu 6 à l ' a i -

de de 6 hexiamonds d i s t i n c t s . 

Je ne sa is pas si en u t i l i sant le color iage du pavement r égu l i e r h e -

xagonal du plan a l ' a ide de 3 cou leurs te l que 2 hexagones ayant un côté com-

mun soient de cou leu r s d i f fé ren tes , il e s t poss ible d ' é c a r t e r c e r t a ine s con-

f igura t ions formées pa r des polyhexes . 



Les compacts de Jordan c r i s t a l log raph iques d i r e c t s . 

Dans ce paragraphe K es t un compact de Jordan ( compact K de 
2 0 

IR tel que f r K es t une courbe de Jordan ; K es t a l o r s simplement connexe). 

Soi t § un groupe d ' i s o m é t r i e s d i r e c t e s C $ es t p l , p2, p3, p4 ou 

p6 ) ; on dit que K es t c r i s t a l log raph ique d i r ec t p a r r appor t à $ ( on dit 

c r i s t a l log raph ique d i rec t quand $ n ' e s t pas p r é c i s é ) lo r squ 'on a TT" ( K ) = 1. 
§ 

On c a r a c t é r i s e les K c r i s t a l l og raph iques d i r e c t s p a r rappor t à $ 

pour chacun des $ poss ib les pa r des p r o p r i é t é s por tant sur f r K . 

Les r é s u l t a t s s 'appl iquent évidemment aux animaux plans simplement 

c o n n e x e s . 

Ces r é s u l t a t s r é su l t en t de l ' é tude de Heesch et Kienzle faite dans 

[ 1 3 ] et a u s s i de l 'é tude de Delone dans [ 5 ] . On peut auss i se s e rv i r des r é -

su l ta t s é tab l i s dans [1 ] pour § = p l , d 'où peuvent se déduire l e s r é su l t a t s , 

au moins pour § = p2 C c f . [ 2 ] ) . 

S i un polygone d 'au moins 3 cô tés a se s sommets su r frK on cite 

s e s sommets dans l ' o r d r e de l ' o r i en ta t ion induite sur frK p a r une or ien ta -
2 

tion de IR . S i a , P sont deux sommets d 'un te l polygone, i l s sont consé-

cu t i f s s ' i l s sont consécu t i f s v i s à v i s de l ' o r d r e p r é c é d e n t . 

P a r l ' a r c noté ap on désigne a l o r s la pa r t i e de frK ayant 

pour ext rémi té a et p et ne contenant aucun au t re sommet du polygone. 

Dans la sui te , l e s points a , P , y , ô , Ç , e son t tou jou r s supposés 

ê t r e s u r f r K , ôy veut d i r e que o-p se déduit p a r t rans la t ion de "ôy' 

et ap ( * ) que c*p admet un cen t r e de symétr ie C qui évidemment est le mi-

l i eu du segment a p ) . 
K es t c r i s t a l lograph ique 

(a) pour p l s s i 



(a^) on peut t rouve r un hexagone c e n t r é a p y 6e Ç te l que 

ou 

('a2) on peut t r o u v e r un pa r a l l é l og ramme a p 6 e te l que 

a- p # e ô , p cT? 

C (.a-^) aPPéLrait comme le cas p a r t i c u l i e r de (a^) co r r e spondan t à ô = y , 

( (d ' où £=<*)) 

Cb) pour p2 s si 

Cb^) on peut t r o u v e r un hexagone a P y ô e Ç t e l que 

cT5 # e~ô , P y C* ) , y~6 C* ) , T ç ( * ) , Ta- C* ) 

ou 

0 ^ ) on peut t r o u v e r un pentagone a fi y à e tel que 

c T p # e ô , p~v(*) > y ^ ^ * ) » e"aC*-) 

( c a s p a r t i c u l i e r de (b^) c o r r e s p o n d a n t à Q = a~) 

ou 

(b^) o n peut t r ouve r un q u a d r i l a t è r e a p Y e te l que 

a P r~Y* , PYC*) , T a C * ) 

( c a s p a r t i c u l i e r de 0 ^ ) c o r r e s p o n d a n t à Y= 6 ) 

ou 

(b^) on peut t r o u v e r un q u a d r i l a t è r e p Y S C avec 

P~y(* ) , y"ÔC*), Ô C C*'), c p ( * ) 

( c a s p a r t i c u l i e r de (b^) c o r r e s p o n d a n t a or= p et ô = e ) 

ou 

(b^) on peut t r o u v e r un t r i a n g l e ay à avec 

o y C * ) , Y T ( * ) , 'TCÏGO 

( c a s p a r t i c u l i e r de Cb^) c o r r e s p o n d a n t à £ = a = p et ô = e et a u s s i ca s pa r -

t i c u l i e r de (b^)) . 



1 ^ l o 

Ce) pour p3 s s i 

Cc^) on peut t r o u v e r un hexagone a p y ô e C te l que d e s r o t a t i o n s 

d ' a n g l e éga l va l an t + 2 ï l / 3 de c e n t r e s r e s p e c t i f s p , 6 , C t r a n s f o r m e n t 

r e s p e c t i v e m e n t p q- en p Y , Ty" en ôe et Çe en Q a C le t r i a n g l e pôG 

e s t a l o r s é q u i l a t é r a l ) . 

ou 

Cc2) on peut t r o u v e r un l o sange a/fi y 6 union de deux t r i a n g l e s équi -

l a t é r a u x ayant ps comme côté commun te l que des r o t a t i o n s d ' a n g l e égal 

va l an t + 2 n / 3 t r a n s f o r m e n t p a en ffy et Ty" en Ta* C c a s p a r t i c u l i e r 

de (c^) c o r r e s p o n d a n t au c a s Q = e = a ) 

(d) p o u r p 4 s s i 

Cd^) on peut t r o u v e r un pen tagone a p y 6 e te l que d e s r o t a t i o n s 

d ' a n g l e égal va l an t + lî / 2 de c e n t r e s r e s p e c t i f s p et e t r a n s f o r m e n t pa 

en py et e ô e n e o - et que yôC*) 

ou 

Cd2) on peut t r o u v e r un c a r r é a p y e t e l s que des r o t a t i o n s de 

c e n t r e s r e s p e c t i f s p et e d ' ang le éga l va lan t + n / 2 t r a n s f o r m e n t 'pa<erL 

Py e t e 6 en e a C c a s p a r t i c u l i e r de (d^) c o r r e s p o n d a n t à y = ô) 

ou 

Cd^) on peut t r o u v e r un t r i a n g l e a ôe r e c t a n g l e en e te l qu 'une 

r o t a t i o n de c e n t r e e d ' a n g l e + n / 2 t r a n s f o r m e e 6 en eor et que aôC*) . 

Ce) p o u r p6 s s i 

(e^) on peut t r o u v e r un pen tagone a p y 6 e t e l qu 'une r o t a t i o n de 

c e n t r e p d ' a n g l e cp = + n / 3 t r a n s f o r m e pa en pY , qu 'une r o t a t i o n de cen t r e 

6 d ' a n g l e 2cp t r a n s f o r m e ôy en ôe et que e^C*) . 

ou 



(e 2 ) on peut t rouver un q u a d r i l a t è r e Y5 d 'angles mass i f s n / 2 , n / 3 , 

n / 2 , 2 n / 3 te l qu'une rota t ion de c e n t r e p d 'angle n / 3 t r ans fo rme en pY et 

qu 'une ro ta t ion de cent re ô d 'angle 2 n / 3 t r ans fo rme ôY en 6e ( c a s pa r t i cu -

l i e r de (e^) co r re spondan t à e = a ) . 

(e^) on peut t rouver un t r i ang le équ i l a té ra l a-g Y tel qu'une r o t a -

tion de cen t r e 0 d 'angle n / 3 t r ans fo rme ^ e n p ^ et que a ^ O ) . 

( c a s p a r t i c u l i e r de (e^) co r r e spondan t à Y = 5 = e ) 

ou 

(e^) on peut t rouver un t r i ang le a à e d 'angle n / 6 , 2 n / 3 , n / 6 

tel qu'une rota t ion d 'angle 2n / 3 de cen t r e à t r ans fo rme 6cTen /6?et que 

e a ( * ) C c a s p a r t i c u l i e r de (e^) c o r r e s p o n d a n t à a = p = Y ) . 

Notons qu'on a obtenu 2 c a s pour (p i ) , 5 c a s pour (p2), 2 cas pour 

(p3), 3 c a s pour (p4) et 4 cas pour (p6). 

P a g e l 5 b i s , l a f i g . 4 donne un exemple t i r é de [ 1 3 ] pour chacun des l ô c a s 

p o s s i b l e s . 

Dans un quelconque de c e s exemples - O - i n d i q u e que le point marqué 

O e s t un c e n t r e de symétr ie pour l ' a r c qui le por te et aus s i pour le pavement 

c o r r e s p o n d a n t ; deux pa r t i e s sont marquées de f l èches p a r a l l è l e s si el les 

peuvent se dédu i re l 'une de l ' a u t r e p a r t r a n s l a t i o n . 

Notons a u s s i qu'un polymino ne peut ê t r e des " types" (c^), (.Cq)' (e^), 

( ^ ^ C e ^ ) - En ef fe t .sinon le pavement possède des c e n t r e s de ro ta t ion d 'o rd re 

3 et un élément du pavement possède au moins deux cô tés formant un angle de 

2 n / 3 ce qui es t exclu pour un polymino. 

Do façon analogue, un polyamond ne peut ê t r e des types (d^), ^ 2 ) , 

(d^) qui font i n t e r v e n i r p4 , ni un polyhexe des types (d^), ^ ^ C d ^ ) faisant 

in t e rven i r p4 ou des types (e^), ( e ? ) , fe^), (e^) fa isant p 6 . ( C e l a avait déjà 

élé noté dans [ 2 ] ) . 



Notons encore qu'un compact de Jordan K peut v é r i f i e r simultané 

ment p lu s i eu r s des c r i t è r e s . P a r exemple pour l l ieptamino K=40 (cf [2]) 

les 2 f igu res suivantes 

» TT 

montrent respect ivement que les c r i t è r e s (e^) et ( t^) sont vé r i f i é s pour K 

et on a 

T l p6 ( : K ) = 1 ( P a r c o n t r e e t nCK) = 14/15 
d ' a p r è s [ 2 ] ) . 



p -

Pl : 

p3 : 

?4 : 

15 bis 

Cal) Ca2) 

po : 

F igure 4-
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