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ANIMAUX PLANS ET GROUPES CRISTALLOGRAPHIQUES

par R. Bantegnie.

Introduction.

Pour KCIR2 (X est supposé borné et de mesure strictement posi-
tive), et un groupe cristallographique & d'isométries de IRZ, ?{Q(K) dési-
gne la borne supérieure, pour £~?%, de la densité d'empilement de la famille
(K, )={cK }062' ( Les densités d'empilement sont définies comme le fait.
Fejes Toth dans [5] ou comme dans [2]) .

‘ﬁ;(K)= 1 équivaut a dire qu'a un ensemble de mesure nulle pras
on peut trouver I=~?$ tel que K soit une partie fondamentale pour ¥.

Il est facile de trouver K tel que n(K)#1 alors qu'on peut trou-
ver & avec ;]‘;(K)= 1. ( q(X)= -r\pl(K) ou pl estle groupe cristallogra-
phique engendré par deux translations non paralleles s'appelle densité régu-
lizre d'empilement de K ).

On a étudié ailleurs ([27]) la généralisation de ce phénoméne &
R" pour n>2 etpour n=2 le cas des animaux plans.

Nous vou_lons ici préciser un état partiel de nos connaissances sur
ces animaux et donner, quand ¢ est un groupe d'isométries directes (lecas
général sera étudié ailleurs) quelques précisions sur les K compacts sim-
plement connexes tels que ?\ECK)= 1.

En passant nous avons donné quelques indications sur les polygones

pavants.




5 groupes cristallographiques du plan.

Dans IR2, il y a 17 groupes cristallographiques non isomorphes
qui sont (nous employons la notation internationale et pour l'instant l'or-
dre de [14]).
pl, p2, pm,pg, cm, pmm, pmg, pgg, cmm, p4, p4m, p4tg, p3, pdml, p3im,
p6, pbm.

(On trouve une description compléte de ces groupes dans [20] et on peut se re
reporter & [4] ou a [7] pour leur détermination ).
Notons

a) pmm, p3ml, p4m, pbm sont les 4 groupes engendrés uniquement
par des symétries ;

b) pl, p2, p3, p4, pb sont les 5 groupes ne contenant que des iso-
métries directes ;

o) pl, p2, p3, p4, pb, pPg, pgg sont les 7 groupes ne contenant pas
de symétrie ;

d) - pl, pm, pg, cm n'admettent que 1'identité comme rotation,

- p2, pmm, cmm, pmg, pgg n'admettent que des rotations d'ordre
2o0ul,

- p3, p3ml, p3lm que des rotations d'ordre 3 ou 1,

- p4, p4m, p4g que des rotations d'ordre 4,2 ou 1,

- p6, pbm que des rotations d'ordre 6,3,2 ou 1.

Polyoones cristallographiques et mosaicaux.

KCIR2 est dit pavant s'il existe une famille I' d'isométries telle
2
ave R”,
que {vK] . P
Rappelons qu'une famille infinie dénombrable de polygones fermés
( un polygone est toujours supposé ici d'intérieur non vide simplement con-

. 2 . .
nexe ) (Hi )ielN est une mosaique de IR™ quand simultanément




(1) pour i distinct de j dans IN, HinHj est soit un c8té commun

a 1. et Hj , soit un point, soit @ ;

(i) R? = U 0.
ielN )
( On suppose souvent les I, convexes J.

Un polygone P est appelé mosaical sia l'aide d'isométriques de P, on

peut former une mosaique de ]R2, il est appelé cristallographique si 1'on

peut trouver un groupe cristallographique ¢ tel que ﬁg(P )=1,1il est ap-

pelé cristamosaical si l'on peut trouver £ cristallographique tel que les

2

transformés de P par ¢ forment un pavement mosaical de R

On peut montrer qu'un polygone ne peut étre mosaical s'il a au

moins 7 cdOtés.

Les triangles et les quadrilatéres sont cristamosaicaux.

Parmi les polygones réguliers seuls les triangles équilatéraux, les
carrés et les hexagones réguliers sont mosaicaux. Ils sont cristamosaicaux.

On connait les hexagones convexes cristamosaicaux. On les décrit
comme Kerschner dans [16] (noté K dans la suite ) .

Soit ABCDE F un hexagone, a,b,c,d,e,f ses c8tés numérotés
de fagon que a et b soient les cOtés de }L, b et ¢ ceux de }A3, etC...

Il existe 3 types d'hexagones convexes cristamosaicaux :

~ ~ ~

typel : A+B+C=211, a=d (a et d sont équipollents)
type 2 ;k-klg+]5=2n, a=d , c=e
type 3 : A=E:=13:=%n ,a=b, c=4d, e=f
( dans ce cas, AéE est équilatéral)
De plus si un hexagone convexe est pavant, il est obligatoirement
d'un des types précédénts (cf [3] et [16]D-
On conjecture que les hexagones mosaicaux sont ceux des trois

types ci-dessus ol les hexagones ne sont pas supposés convexes.
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En tout cas, le fait que ces hexagones sont cristamosaicaux se voit facile -
ment, ceux du type 1 permettent un pavement du plan a laide de p2, ceux
du type 2 a l'aide de pg et ceux du type 3 & 1'aide de p3. Notons par exemple
que les hexagones centrés sont du type 1. On ne connait pas les pentagones
convexes mosaicaux.
( La liste donnée par K des pentagones convexes pavants est incompléte
comme il résulte d'un exemple de R.James (cf [15] et [217]) et d'exemples
trouvés par M.Rice [19] ).
On ne connait pas non plus les pentagones convexes mosaicaux ( la
liste de K estincompléte méme pour ce cas ).
Par contre, une étude récente de Griinbaum et Shephard ( [lZ]noté
GS dans la suite ) permet de déterminer les pentagones convexes cristamo -
saicaux.
K notant ABCDE un pentagone de cétés a,b,c,d,e (les cdtés

de A sont a et b, etc...) a considéré notamment les types 1-5 de penta-

gones convexes.

Type 1 : C=21 Cou D+E=1) ;
Type2:1’\:+}§+f3=2n, a=d ;
Type3:1§=é=f)=%n , d=c+e ;
Type 4 : ;\=é=%n, a=b, c=4 ;
Type 5: A=%H,é=%n,a=b, c=d.

I1 a montré que ces pentagones sont cristallographiques, ceux des types

4 et 5 étant cristamosaicaux.

Si 1'on considére les pentagones cristallographiques, d'apres GS,

les types 2 et 3 ne sont jamais cristamosaicaux et le type 1 n'est cristamo -

~

saical que dans le cas particulier du type 1* s A+B+C=21 , a=d (Caet

d sont équipollents ).




Ul

Par contre si un pavement cristallographique est obtenu % ':ide

d'un pentagone du type 4 ou du type 5, ce pavement est nécessaire—e-"

—a .

mosaical.

Dans la figure 1 page 5bis, figurent les pavements cristamo saicaux qu'en peutc: -
tenir pour le type 1% et aussi ceux que de plus on peut obtenir pour iz cas

~ -~

particulier du-type 1 . A+B+C=21 , a=d, b=c.
On présume que la convexité n'a rien & voir dans la question.

Notons que K a introduit aussi les types 6-7-8 de penta

goTgs COT~
=

vexes

Type6:j&+é+f)=2n, A=2C, a=b=e, c=d

’

Type 7 : 2B+C=2n, 2D+A=201 , a=b=c=d ;
Type 8 : 2A+B=21n,2D+&=201, a=b=c=4d

et a prouvé que ces pentagones sont mosaicaux (ils ne sont pas cristallogra-

phiques, mais on peut former avec eux un pavement périodique ou semi-cris-

tallographique (cf. [2])).

M.Rice [19], [22] a trouvé un autre type de pentagones possédan:
les mémes propriétés & savoir le type 9 : 2 D+C=2m , 2F +B =21 ,a=b=c=C
(EX. plus particulier en degrés A=79, B=136, =66, D=147 E=1121.

Il en résulte, comme déja indiqué, qu'on ne connait pas les pentage-
nes convexes mosaicaux. On conjecture que les types 1-9 sont tous les types
possibles pour ces pentagones.

Pour suggérer la difficulté du probléme, notons que l'on doit faire
la distinction entre un type de pentagone pavant et un "type" de pc;wement a
l'aide d'un tel pentagone, a un méme type pouvant correspondre plusieurs
"types" distincts. Cela est vrai aussi pour les pentagones mosaicaux. Ce
phénomeéne a déja été remarqué pour les pentagones du type i pour lesquels

on a donné deux '"types'' de pavement cristamosaical ( pour ces pentagones,




5 bis
Figure 1
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Pavements cristamo sdicaux pour le type 1

Pavements cristamosaicaux valables seulement pour le type 1




il y a d'autres "types' de pavements mosaicaux non cristallographiques ) et
de plus d'autres "types" de pavements cristamosaicaux possibles seulement
pour le type particulier 1%,
Dans la figure 2 page 6 bis figurent quelques exemples supplémentaires.

Les pentagones ( non nécessairement convexes ) du type 17,
A+B+C=21, a=d+e cosE , b=c sont mosaicaux. Notons que le pavement
mosaical périodique qu'on obtient avec eux n'est pas cristallographique mais

semi-cristallographique d'indice 2.

Ces pentagones permettent aussi de construire des pavements mo -

salcaux non périodiques.

J. Animaux plans.

|
|
|
|
l
|
‘i

|
|
|
|

Soit P un polygone régulier d'adhérence P.

On dit que myestunk-animal fermé (régulier) construit sur P sil'on a

k k —
Hk = P. = y P. avec simultanément
i - B

i=1 i

@) pour i=1,...,k , Pi‘ est isométrique & P(Pi:P)

i
(11) poul‘i=1,...,k-l, (UPJ)nP

i-1 41 =P

Gii) pouri=1,...,k-1, Pi N Pi+1 estuncotecommunaPietPHl.

. On en déduit que pour k>1, U ﬁi est un (k-1 )-animal construit
i=1

sur P, et que, si mes A désigne la mesure de A CIRZ, mes I, = kmesP.

On peut dans ce qui précede remplacer P par l'intérieur d'un poly-
gone mosaical. On obtient alors un animal dit mosaical. ( La notion introduite
ici généralise pour les animaux plans celle introduite dans [2] et portant le
méme nom, les animaux mosaicaux introduits la correspondant au cas ou P

est un paralldlogramme ou un hexagone centré ) . Notons qu'en général un




6 bis

- ‘?

( dans chaque rangée suggérée par une fléche les cotes égaux a e

|
i sont paralleles ),

Pavements mosaicaux périodiques par des pentagones du type 1

Q

(dans chaque rangée suggérée par une fleche les c&és égaux & e sont

paralléles sauf dans la colonne marquée O ou le cbtd égal & e a une

direction non paralléle aux précédentes )

Pavements mosaicauxnon périodiques par des pentagone s di type 1




animal mosaical n'est pas un polygone mosaical.

S5i K estun animal plan, il est cristallographique si l'on peut

trouver un groupe cristallographique & tel que ﬂ(K)= 1 autrement dit
si l'on peut trouver £~$% tel que (K, £) est un pavement de 1R2. Dans ce
cas, de ce pavement on déduit naturellement un pavement de ]R2 a 1'aide du

polygone P sur lequel K est construit. On dit que K est strictement

cristallographique , si © peut étre choisi de fagon que ce dernier pavement
soit mosaical., Cela implique évidemment que P est un polygone mosaical.
Quand P est régulier, c'est nécessairement un triangle équilatéral,
un carré ou un hexagone régulier. Les animaux correspondants sont appelés
respectivement polyamonds, polyminos et polyhexes ( k-iamonds , k-minos,
k-hexes pour les k-animaux ).
Notons qu'un animal peut étre mosaical sans &tre pavant. C'est le

cas par exemple de 1'heptiamond 43 ci- contre

( on trouve une preuve que cet heptiamond ne pave pas [R2 dans [8] ; c'est
d'ailleurs le seul heptiamond qui ne soit pas cristallographique (cf. [27).
Dans la suite un animal plan sera toujours un polyamond, un polymino ou
un polyhexe.

St Kl et K, sont deux tels animaux, on dit qu'ils sont "égaux”
s'tls sont dans une méme classe vis a vis du groupe des similitudes de IRz.

Ei quand on parle par exemple du nombre 12 de pentaminos, il s'agit du

nombre de classes modulo la relation d'équivalence définie par ce groupe .

( On peut aussi si l'on veut considérer les classes modulo le groupe des st-
militudes directes ; alors par exemple en ce sens il y a 18 pentaminos ).
On dit qu'un animal est multiplement connexe s'il contient au moins

un trou.




Signalons les résultats suivants concernant le nombre de k- animaux.

On s'est servi notamment du texte de Klarner [17].

Ler Sy hk désignent respectivement le nombre de k-iamonds, de k-ominos

*K% .
et de k-hexes ; b c-})i* , k?(*-demgnant le nombre d'entre eux qui sont

multiplement connexes. On obtient alors la table I.

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 110 11 12

e | 1| 1t 1] 31 4] 12|24 |66 [160

n
<y 1 1 2 5 12 35 108} 369 | 1285|4655 | 17073 63600 &)

c§*0000001637384??

A

|

Table 1

® De plus on sait que pour k suffisamment grand on a

5 >(2,13%, ¢ > (3,720, n_> 48

et que lim (tk)l/k = o existe avec o=<27/4. (-u)
ko+ o0

Je ne connais pas d'autres résultats. Notons que la détermination de ¢y a
été faite notamment par Read [18] qui s'est trompé pour cyqg» erreur qu'il

a ensuite corrigé mais qui a été reproduite dans le livre [9] de Golomb.

Les possibilités de pavement de certaines régions du plan par des

polyminos ont été étudiées par Golomb dans [10_] pour un seul polymino et

dans [11] pour un ensemble fini de polyminos. Dans ce méme article, Golomb

cite des résultats analogues concernant les polyamonds dus & Ikeno. fe ne

14 . —
(x) bapir 24) en w € 323359]}(1?:50,3/,/95: sy2¢Sfe Uécn:ﬁo7325>

73

/ - ) 1
{x3) )apu,&“l} £om ("’ﬁ) k—@ w0l e 12 Cééﬁ—,
£t - e /




sais pas si l'on connait les possibilités de pavement des polyhexes.

Donnons ici quelques indications provenant en gros de [9].

' Les 12 pentaminos distincts pris ensemble ont une mesure de 60.

Etant donné un 60-mino , peut-on le paver a l'aide de ces 12 pentaminos ?
De méme les 35 hexaminos pris ensemble peuvent-ils paver un 210 -mino
donné ?

On peut parfois répondre négativement de facon immédiate a des
questions analogues par les considérations suivantes.

Considérons les carrés d'un polymino A colorés comme dans un
échiquier ( on einploie deux couleurs ) de fagon que deux carrés adjacents
par un cdté soient de couleur différente et appelons jeu du polymino la

valeur absolue de la différence entre le nombre de carrés colorés d'une

couleur et le nombre de carrés colorés de 1l'autre. Si A et B sont deux

jeu A + jeu B
polyminos d'intérieurs disjoints, on a jeu ( A U B)= ou

ljeuw A = jeu B

On voit qu'il y a 24 Hexaminos de jeu O et 11 hexaminos de jeu 2.

Il en résulte qu'un 210-omino formé de 35 hexaminos a un jeu qui peut 8tre
2,6,10,14,18 ou 22 (<22 etcongrua 2 mod 4).

Par exemple un rectangle de surface 210 ( 3x70,5x42,6%x35,7x30,10x21 ou
14x15) ne peut étre pavé par les 35 hexaminos puisqu'un rectangle a pour
jeu O.

Par contre, parmi les 12 pentaminos ily en a 11 de jeu 1l et 1 de
jeu 3, de sorte que le jeuj d'un 60-mino formé par ces pentaminos est
j=1+2k+3 (0=<ks5, j=0) soit 14,12,10,8,6,4,2 ou 0.

Cela n'exclut pas le fait que ce 60-mino puisse &tre un rectangle

de jeu O. En fait, on peut former avec les 12 pentaminos les rectangles

6%x10,5x%x12 ,4x15 et 3x20.
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Trouver une solution d'un de ces problémes constitue un puzzle et
par exemple on peut trouver dans le commerce un rectangle 6x10 couvert
par les 12 pentaminos distincts.

Deux solutions d'un de ces problémes sont considérés comme
"identiques" si l'on passe de l'une & l'autre par une isométrie.

On a utilisé des computers pour trouver le nombre de solutions
distinctes. Je sais par exemple que le rectangle 6x10 peut étre couvert par
les 12 pentaminos de 2.339 fagons essentiellement différentes et que le

rectangle 3x20 peut étre couvert exactement de deux facons distinctes re -

présentées dans la figure 3.

' ( la partie centra-
; [-LJ——J ‘L le limitée par 44y
r «1" posséde un centre

de symétrie )

e

1

‘Figure3

On peut utiliser la notion de jeu pour les polyamonds en utilisant
le pavement du plan par des triangles équilatéraux colorés a 1l'aide de deux
couleurs de fagon que deux triangles équilatéraux ayant un c6té commun sont
de couleurs distinctes. .

Par exemple , des 12 hexiamonds, 10 ont pour jeu O et les 2 autres
pour jeu 2. Un polyamond formé & l'aide de ces 12 hexiamonds répétés auplus
une fois a donc un jeu égala 0,2 ou 4.

On en déduit immédiatement par exemple l'impossibilité de paverun
triangle équilatéral de c 8té 6 considéré comme un 36-iamond de jeu 6 al'ai-
de de 6 hexiamonds distincts.

Je ne sais pas si en utilisant le coloriage du pavement régulier he-
xagonal du plan a 1'aide de 3 couleurs tel que 2 hexagones ayant un c5té com-
mun soient de couleurs différentes, il est possible d'écarter certaines con-

figurations formées par des polyhexes.

e et s 2 A
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. Les compacts de Jordan cristallographiques directs.

Dans ce paragraphe K est un compact de Jordan ( compact K de
-}
]R2 tel que fr K est une courbe de Jordan ; K est alors simplement connexe).
Soit & un groupe d'isométries directes (& est pl, p2, p3, p4 ou

p6) ; on dit que K est cristallographique direct par rapport & & (on dit

cristallographique direct quand % n'est pas précisé ) lorsqu'on a ;QCK) =1.

On caractérise les K cristallographiques directs par rapport & &
pour chacun des ¢ possibles par des propriétés portant sur frk.

Les résultats s'appliquent évidemment aux animaux plans simplement
connexes.

Ces résultats résultent de 1'étude de Heesch et Kienzle faite dans
[13] et aussi de 1'étude de Delone dans [5]. On peut aussi se servir des ré-
sultats établis dans [1] pour & = pl, d'ol peuvent se déduire les résultats,
au moins pour & =p2 (cf. [2]).

Si un polygone d'au moins 3 cStés a ses sommets sur frK on cite
ses sommets dans l'ordre de l'orientation induite sur frK par une orienta-
tion de IRZ. Si o, sont deux sommets d'un tel polygone, ils sont consé-
cutifs s'ils sont consécutifs vis & vis de l'ordre précédent.

Par l'arc «f noté E\B on désigne alors la partie de frK ayant
pour extrémité ¢ et p et ne contenant 4aucun autre sommet du polygone.

Dans la suite, les points «,B,y,8,(,¢ sonttoujours supposés
étre sur frK, 3‘3 4 5’; veut dire que Z§ se déduit par translation de /5?

> ~
et op (¥) que B admet un centre de symétrie ( qui évide mment est le mi-

lieu du segment «B).

K est cristallographique

(a) pour pl ssi
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(al) on peut trouver un hexagone centré gfyse( tel que

~~ I - — N
aBHed, ByH Ce , yOoF ol

(a2) on peut trouver un parallélogramme g 6e¢ tel que
Vi —~~ —~
aBtt et , ot ac
( (a2) apparait comme le cas particulier de Cal) correspondant a s=vy

(a0t ¢=0a))

(b) pour p2 ssi

Cbl) on peut trouver un hexagone wfysec{ tel que

B 47 , a(*), @(*), Q(*),a(*)

Cb2) on peut trouver un pentagone «fybde tel que
—~~ ~ Yo a
aBHFed , py(x) , yolx), ecalx)

(cas particulier de Cbl) correspondant & (=q)

ou

('b3) on peut trouver un quadrilatére opye tel que
gr\a% e/\? , a(*), T o (%)

(cas particulier de (bz) correspondant & y=6 )

ou
¢ 4) on peut trouver un quadrilatére gy s¢ avec
B, TeGe), eG), Tae) |

(cas particulier de Cbl) correspondant & o=8 et §=c¢)

ou

Cbs) on peut trouver un triangle oy 8 avec
h /\
av@®), vy, salx)

(cas particulier de (bl) correspondant & { =o=8 et §=¢ et aussi cas par-

ticulier de 0)4)) .




() pour p3 ssi

(cl) on peut trouver un hexagone qofvyée{ tel que des rotations

d'angle égal valant 4_—2II/ 3 de centres respectifs 8, 6-, ¢ transforment

) — Vo P [ ™~ —
respectivement Bo en By, &y en e et (e en o (le triangle B¢

est alors équilatéral ).

ou

(c2) on peut trouver un losange «By s union de deux triangles équi-

latéraux ayant Bs comme c6té commun tel que des rotations d'angle égal
N —~ ~~ N
valant +21/3 transforment o en By et 6y en 6o (cas particulier

de (cl) correspondant au cas (=e¢ =qg)

(d) pour p4 ssi

(dl) on peut trouver un pentagone «fvy §e¢ tel que des rotations

~
d'angle égal valant + n/2 de centres respectifs B et ¢ transforment B«

o e

P
en By et esenca et que ys(x)

ou

(d2) on peut trouver un carré opBye tels que des rotations de

. -
centres respectifs g et ¢ d'angle égal valant +1/2 transforment pa en

S~ T~ ~ .
By et ed en eq (cas particulier de (dl) correspondant & y=§)

ou

(d3) on peut trouver un triangle o §¢ rectangle en ¢ tel qu'une

— ~~ e
rotation de centre ¢ d'angle + /2 transforme ¢sen co et que g6(%).
g t q

(e) pour pb ssi

(e,) on peut trouver un pentagone g 6¢ tel qu'une rotation de
1 Y q

—~ T~
centre B d'angle ¢ = + 1/ 3 transforme B« en By, qu'une rotation de centre
~~ —~ o~
5 d'angle 2¢ transforme &y en 8¢ et que ecal*).

ou
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(e,) on peut trouver un quadrilatére oBys d'angles massifs 11/2,1n/3,
n/2,20/3 tel qu'une rotation de centre g d'angle 1/3 transforme Bx en By et

qu'une rotation de centre § d'angle 21/3 transforme 8y en se ( casparticu-

lier de (el) correspondant & ¢ = ¢ ).

(e3) on peut trouver un triangle équilatéral gy tel qu'une rota-
tion de centre g d'angle n/3 transforme Ba en E; et que Gy (%) .
( cas particulier de (el) correspondant & y=g§=¢ )
ou

(e4) on peut trouver un triangle o ée¢ d'angle 1/6,2n/3,1/6
tel qu'une rotation d'angle 21/3 de centre & transforme 5o en be et que

Talx) (cas particulier de (el) correspondant & g=f=y).

Notons qu'on a obtenu 2 cas pour (pl), 5 cas pour (p2), 2 cas pour

(»3), 3 cas pour (p4) et 4 cas pour (p6).

Page 15bis,la fig. 4 donne un exemple tiré de [13] pour chacun des 16cas

possibles.

Dans un quelconque de ces exemples =O-indique que le point marqué
O est un centre de symétri;z pour l'arc qui le porte et aussi pour le pavement
correspondant ; deux parties sont marquées de fléches - paralleles si elles
peuvent se déduire l'une de l'autre par translation.

Notons aussi qu'un polymino ne peut &tre des "types" (cl),(c2),(el),
(ez),Ce3). En effet .sinon le pavement posséde des centres de rotation d'ordre
3 et un élément du pavement posséde au moins deux c8tés formant un angle de
21/ 3 ce qui est exclu pour un polymino.

De fagon analogue, un polyamond ne peut étre des types (dl)’ (d2)’
(d3) qui font intervenir p4 , ni un polyhexe des types (dl), (dz),(d3) faisant

intervenir p4 ou des types Cel), (ez), (es), (eA) faisant p6. ( Cela avait déja

é1é notéd dans [ 2]). ‘
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\ Notons encore qu'un compact de Jordan X peut vérifier simultané
[ -

ment plusieurs des critéeres . Par exemple pour l'heptamino K =40 (cf [ZD

les 2 figures suivantes
¢ & 2 &
o ¥ ol 'Y

P
b

montirent respectivement que les critéres (el) et (bl) sont vérifiés pour K

et on a

;]‘PGC'K)=;p2(K)=1 ( par contre :LP3CK)#1 et n(K)=14/15
d'apres [ 2]).
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