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1 Résultats qualitatifs

Cet exposé est consacré à l’étude des valeurs aux points entiers s ≥ 2 de la fonction ζ de
Riemann, définie par ζ(s) =

∑
n≥1 n

−s. Pour s pair, on a ζ(s) = csπ
s, où les cs sont des nombres

rationnels liés aux nombres de Bernoulli. Cette formule était connue d’Euler. Or Lindemann a
démontré en 1882 que π est transcendant (voir l’appendice de [8] pour une démonstration). Donc
ζ(s) est transcendant pour tout entier s pair.

En ce qui concerne les entiers s impairs, on ne connâıt pas d’analogue de la formule d’Euler, et
on conjecture qu’il n’y en pas (pour un énoncé précis, voir la conjecture 1 ci-dessous). La nature
arithmétique des valeurs de ζ aux entiers impairs est beaucoup plus difficile à déterminer. Le
premier résultat dans cette direction date de 1978 :

Théorème 1 (Apéry, 1978) ζ(3) est irrationnel.

Apéry a annoncé ce résultat [1] lors des Journées Arithmétiques de Luminy. Les détails de la
preuve (qui sont loin d’être triviaux) ont été publiés par Van Der Poorten [15], grâce à des contribu-
tions de Cohen et Zagier. Par la suite, plusieurs autres démonstrations du théorème d’Apéry sont
parues, en particulier celle de Beukers [3]. Des versions quantitatives ont également été obtenues ;
c’est l’objet des paragraphes suivants.

La grande percée suivante est due à Rivoal ([2], [13]) :

Théorème 2 (Rivoal, 2000) Il existe une infinité d’entiers s impairs tels que ζ(s) soit irration-
nel.

Le théorème de Rivoal est en fait un peu plus précis : le Q-espace vectoriel engendré par 1 et
les ζ(s) pour s impair est de dimension infinie. Cela signifie qu’on peut trouver une suite infinie
strictement croissante s1, s2, . . . d’entiers impairs tels que 1, ζ(s1), ζ(s2), . . . soient linéairement
indépendants sur Q. On peut donner des versions quantitatives de ce théorème : Rivoal a montré
[14] que parmi les neuf nombres ζ(5), ζ(7), . . . , ζ(21) l’un au moins est irrationnel. Ce résultat a
été amélioré ensuite [18] :

Théorème 3 (Zudilin, 2001) L’un au moins des quatre nombres ζ(5), ζ(7), ζ(9), ζ(11) est
irrationnel.

Malgré ces développements récents, il n’existe aucun entier s ≥ 5 impair pour lequel on sache
si ζ(s) est rationnel ou non. On est encore bien loin de ce qu’on espère :

Conjecture 1 Les nombres π, ζ(3), ζ(5), ζ(7), . . . sont algébriquement indépendants sur Q. En
particulier ils sont tous transcendants, donc irrationnels.

Cette conjecture est un cas particulier de la conjecture diophantienne énoncée dans [17] en
termes de polyzêtas.
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2 Exposant d’irrationalité

Dans tout ce paragraphe, on désigne par α un réel irrationnel. On s’intéresse à la précision à
laquelle α peut être approché par des rationnels.

Définition 1 On dit qu’un réel positif ν est un exposant d’irrationalité de α si, pour tout ε > 0,
il n’y a qu’un nombre fini de rationnels p/q tels que

|α− p

q
| < 1

qν+ε
.

La théorie des fractions continues ([5], §11.1), ou le principe des tiroirs de Dirichlet ([5], §11.3),
montre qu’il existe une infinité de rationnels p/q tels que |α − p

q | < 1
q2 . Donc un exposant d’irra-

tionalité est toujours supérieur ou égal à 2.
Il est clair que si ν est un exposant d’irrationalité de α alors tout ν′ ≥ ν l’est aussi. L’ensemble

des exposants d’irrationalité de α est donc un intervalle fermé de R, qui est vide ou bien de la
forme [µ,+∞[.

Définition 2 L’exposant d’irrationalité de α est le plus petit élément de l’ensemble des exposants
d’irrationalité de α ; on le note µ(α). Si cet ensemble est vide, on pose µ(α) = +∞.

On a toujours µ(α) ≥ 2. Si α est un nombre algébrique (toujours supposé irrationnel), Liouville
a démontré ([9] ; voir aussi [5], §11.7) qu’il existe une constante c(α) telle que, pour tout rationnel

p/q, on ait |α− p
q | >

c(α)

qdeg(α) . Cela implique µ(α) ≤ deg(α). Ce résultat a été amélioré par Roth en

1955 : il a démontré qu’on a µ(α) = 2 pour tout nombre algébrique (irrationnel) α.

En ce qui concerne les nombres transcendants, la situation est moins uniforme. Posons λ =∑
n≥1

1
10n! . Ce nombre, considéré par Liouville [9], possède des approximations rationnelles extrê-

mement bonnes (obtenues en tronquant la série) ; on en déduit facilement qu’il vérifie µ(λ) = +∞.
C’est d’ailleurs de cette manière que Liouville a montré que λ est transcendant. Une variante
de cette construction permet, pour tout réel µ0 > 2, de construire un réel λµ0 (nécessairement
transcendant, d’après le théorème de Roth) tel que µ(λµ0 ) = µ0.

Il faut noter que les approximations rationnelles qui interviennent dans la définition de µ(α)
sont toujours des convergents du développement en fraction continue (voir [5], §10.15, théo-
rème 184). Quand on connâıt explicitement le développement de α en fraction continue, on peut
espérer mesurer avec précision la qualité des meilleures approximations rationnelles de α. C’est le

cas pour α = e : Davis a démontré (voir [10], §5.1) que l’équation |e− p
q | < c log(log(q))q2 log(q) a une infinité

de solutions si c > 1
2 , mais seulement un nombre fini si c < 1

2 . On en déduit immédiatement que
µ(e) = 2.

Les exemples donnés jusqu’à présent montrent que l’exposant d’irrationalité mesure très gros-
sièrement la qualité des approximations rationnelles de α. Presque tout nombre α (au sens de la
mesure de Lebesgue) vérifie µ(α) = 2 (voir [6], théorème 32). On conjecture que toute période α
(au sens de [7]) vérifie µ(α) = 2 ; ceci s’applique en particulier à tous les ζ(s) pour s ≥ 2 entier.
Les seuls nombres α explicites pour lesquels on sait que µ(α) > 2 sont des nombres construits à
cet effet.

Très souvent, lorsqu’on démontre directement qu’un réel α est irrationnel, on peut rendre cette
preuve quantitative et obtenir une majoration de µ(α). Par exemple, la preuve d’Apéry donne
µ(ζ(3)) ≤ 13, 41782. En revanche, bien qu’on sache montrer que eπ est transcendant, on ne sait
pas si son exposant d’irrationalité est fini. Pour plus de détails, on pourra consulter [16].

La méthode d’Apéry s’applique aussi pour démontrer l’irrationalité de ζ(2). Ce résultat n’est

pas nouveau (puisque ζ(2) = π2

6 ), mais il permet d’obtenir la majoration µ(ζ(2)) ≤ 11, 85078.
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Cette majoration, ainsi que celle pour ζ(3), a été améliorée successivement par plusieurs auteurs ;
le meilleur résultat connu à ce jour est dû à Rhin-Viola, en 1996 [11] pour ζ(2) et en 2001 [12]
pour ζ(3) :

Théorème 4 (Rhin-Viola) On a µ(ζ(2)) ≤ 5, 441243 et µ(ζ(3)) ≤ 5, 513891.

3 Groupe de Rhin-Viola

Dans ce paragraphe, on définit la structure de groupe qui est centrale dans la preuve du
théorème 4. Tous les détails sur cette structure, et sur l’ensemble de la méthode mise en jeu, se
trouvent dans [11] pour le cas de ζ(2). Le cas de ζ(3) n’est pas étudié dans la suite de ce texte, car
il est tout à fait analogue à celui de ζ(2), mais plus long à présenter. Le lecteur intéressé pourra
consulter [12].

Soient h, i, j, k, l cinq entiers naturels. Rhin et Viola considèrent l’intégrale suivante :

I(h, i, j, k, l) =

∫ 1

0

∫ 1

0

xh(1− x)iyk(1− y)j

(1− xy)i+j−l

dxdy

1− xy
.

C’est une intégrale convergente. Quand tous les paramètres sont égaux à un même entier N , on
retrouve les intégrales introduites par Beukers [3] pour donner une nouvelle preuve de l’irrationalité
de ζ(2). Beukers a démontré que dans ce cas, l’intégrale s’écrit uNζ(2) + vN , avec uN entier et
vN rationnel. Rhin et Viola montrent que l’intégrale I(h, i, j, k, l) s’écrit toujours sous la forme
uζ(2)+ v, avec u entier et v rationnel qui dépendent des paramètres h, i, j, k, l. Ils obtiennent (par
des méthodes classiques) une certaine majoration du dénominateur de v, et utilisent un groupe
de transformations pour améliorer cette majoration. C’est cette structure de groupe, et le gain
arithmétique qu’ils en déduisent, qui constitue le cœur de leur méthode.

Pour définir cette action de groupe, on travaille formellement (c’est-à-dire qu’on considère
h, i, j, k, l comme des indéterminées) et on définit α1, . . . , α5 par les formules suivantes :

α1 = h+ i

α2 = i+ j

α3 = j + k

α4 = k + l

α5 = l + h

Le changement de variables réciproque est donné par :

h =
1

2
(α5 + α1 + α3 − α2 − α4)

i =
1

2
(α1 + α2 + α4 − α3 − α5)

j =
1

2
(α2 + α3 + α5 − α4 − α1)

k =
1

2
(α3 + α4 + α1 − α5 − α2)

l =
1

2
(α4 + α5 + α2 − α1 − α3)

On considère l’action naturelle de S5 sur {α1, . . . , α5} (par permutation des indices). On l’étend
par linéarité : par exemple, pour γ ∈ S5 on a γ(h) = 1

2 (αγ(5) + αγ(1) + αγ(3) − αγ(2) − αγ(4)).
Si, dans le pentagone de sommets 1, 2, 3, 4, 5, les sommets γ(2) et γ(4) ne sont pas consécutifs,
alors γ(h) est l’un parmi h, i, j, k, l. Sinon, on voit facilement qu’on obtient l’une des cinq valeurs
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suivantes :

h+ i− k =
1

2
(α5 + α1 + α2 − α3 − α4)

i+ j − l =
1

2
(α1 + α2 + α3 − α4 − α5)

j + k − h =
1

2
(α2 + α3 + α4 − α5 − α1)

k + l − i =
1

2
(α3 + α4 + α5 − α1 − α2)

l + h− j =
1

2
(α4 + α5 + α1 − α2 − α3)

Posons S = {h, i, j, k, l, h+i−k, i+j−l, j+k−h, k+l−i, l+h−j}. Le groupeS5 agit transitivement
sur S. Sous l’action du groupe diédral D5, l’ensemble S se décompose en deux orbites : d’une part
{h, i, j, k, l}, qui correspondent (via la position des signes moins dans les formules ci-dessus) aux
paires de sommets non consécutifs du pentagone (c’est-à-dire aux diagonales), et d’autre part
{h + i − k, i + j − l, j + k − h, k + l − i, l + h − j}, qui correspondent aux paires de sommets
consécutifs, i.e. aux côtés du pentagone. L’action de D5 sur {h, i, j, k, l} est la même que sur un
pentagone de sommets h, i, j, k, l ; mais l’action de S5 ne stabilise pas {h, i, j, k, l}.

Un point crucial de la méthode de la Rhin-Viola pour ζ(2) est le théorème suivant, qu’ils
démontrent à l’aide de deux changements de variables et d’une identité intégrale liée à la fonction
hypergéométrique de Gauss :

Théorème 5 Pour l’action de S5 sur S définie ci-dessus :

– L’intégrale I(h, i, j, k, l) est invariante par D5.

– Le quotient I(h,i,j,k,l)
h!i!j!k!l! est invariant par S5.

C’est en exploitant les valuations p-adiques du produit de factorielles h!i!j!k!l!, et de ses images
sous l’action de S5, que Rhin et Viola améliorent sensiblement leur majoration du dénominateur
de v.

4 Interprétation géométrique

Dans ce paragraphe, on donne une interprétation du théorème 5 en termes d’automorphismes.
Davantage de détails, ainsi que l’interprétation analogue pour ζ(3), se trouvent dans [4].

Notons V la sous-variété algébrique affine de R5 définie par les équations suivantes :

x1x2(1 + x5x3) = 1

x2x3(1 + x1x4) = 1

x3x4(1 + x2x5) = 1

x4x5(1 + x3x1) = 1

x5x1(1 + x4x2) = 1

On note Ω l’ensemble des points de V à coordonnées strictement positives, et ω la 2-forme différen-
tielle d×(xi−1xi)∧d×(xixi+1) sur V , avec d×f = df

f pour toute fonction f . On montre facilement

que V est de dimension 2, et que ω ne dépend pas du choix de l’indice i ∈ {1, . . . , 5} (en posant
x0 = x5 et x6 = x1). On peut paramétrer bijectivement Ω par ]0, 1[2, ce qui permet de faire le lien
avec les intégrales du paragraphe 3 (dont on conserve les notations) :

I(h, i, j, k, l) =

∫

Ω

xα1
1 xα2

2 xα3
3 xα4

4 xα5
5 ω.

On peut alors interpréter comme suit la première partie du théorème 5 :

Théorème 6 Le groupe D5, qui agit naturellement sur R5, stabilise V, Ω et ω (au signe près).
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Ce théorème n’est pas difficile à démontrer (par exemple, on voit immédiatement que les
équations de V sont globalement stables par D5). Il suffit alors, pour chaque γ ∈ D5, d’effectuer
un changement de variables pour en déduire la première assertion du théorème 5.

Notons U l’ensemble des (t1, . . . , t5) ∈]0, 1[5 tels que t1+. . .+t5 = 1, et η la 4-forme différentielle
dt1 ∧ dt2 ∧ dt3 ∧ dt4 sur U . Pour tout i ∈ {1, . . . , 5} on définit une fonction zi de Ω× U dans R
par la formule suivante (dans laquelle les indices sont pris modulo 5) :

zi(x1, . . . , x5, t1, . . . , t5) = xi

(
ti−1titi+1

ti−2ti+2

) 1
2

.

On montre, à l’aide de la représentation intégrale de la fonction Γ d’Euler, la formule suivante qui
fait le lien avec le paragraphe 3 :

I(h, i, j, k, l)

h!i!j!k!l!
=

∏
n∈S n!

(α1 + . . .+ α5 + 4)!

∫

Ω×U

zα1
1 zα2

2 zα3
3 zα4

4 zα5
5 ω ∧ η.(1)

Sous l’action de S5, le produit
∏

n∈S n! est invariant car S5 agit sur S. Le dénominateur (α1 +
. . . + α5 + 4)! étant lui aussi invariant, pour démontrer la deuxième assertion du théorème 5 il
suffit de montrer que l’intégrale qui figure au membre de droite de (1) est invariante par S5. Ceci
provient du théorème suivant (dans lequel les automorphismes sont des fonctions algébriques) :

Théorème 7 Il existe un groupe H d’automorphismes de Ω×U (qui fixent, au signe près, ω∧ η)
et un homomorphisme de groupes surjectif π : H → S5 tels que, pour tout f ∈ H et tout i ∈
{1, . . . , 5}, on ait :

zi ◦ f = zπ(f)−1(i).
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