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Sur le développement en fraction continue d’une
généralisation de la cubique de Baum et Sweet

par ALiNA FIRICEL

RESUME. En 1976, Baum et Sweet ont donné le premier exemple
d’une série formelle algébrique de degré 3 sur Fo(T) ayant un
développement en fraction continue dont les quotients partiels sont
tous des polynoémes en T' de degré 1 ou 2. Cette série formelle est
I'unique solution dans le corps Fo((T~1)) de I'équation TX3 +
X —T = 0. En 1986, Mills et Robbins ont décrit un algorithme
permettant de calculer le développement en fraction continue de
la série de Baum et Sweet.

Dans cet article, nous considérons les équations plus générales
TX™1 + X — T =0, ol r est une puissance du nombre premier
p. Une équation de ce type admet une unique solution dans le
corps F,((T71)). En appliquant une méthode déja utilisée par
Lasjaunias, nous décrivons le développement en fraction continue
de ces séries algébriques.

ABSTRACT. On the continued fraction expansion of a generaliza-
tion of the Baum and Sweet’s cubic

In 1976, Baum and Sweet gave the first example of an algebraic
power series of degree 3 over the field Fo(T") and whose continued
fraction expansion has partial quotients with degree at most 2.
This power series is the unique solution in the field Fo((771))
at the equation TX3 + X — T = 0. In 1986, Mills and Robbins
described an algorithm that allows one to compute the continued
fraction expansion of the Baum and Sweet power series.

In this paper, we consider the more general equations TX" ! 4
X — T = 0, where r is a power of a prime number p. Such an
equation has a unique solution in the field F,((7~!)). Applying an
approach already used by Lasjaunias, we described the continued
fraction expansion of these algebraic power series.

1. Introduction

Il y a une trentaine d’années, les travaux de Baum et Sweet [1] ont ouvert
un nouveau domaine de recherche sur I’approximation diophantienne dans
les corps de séries formelles a coefficients dans un corps fini, par le biais
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du développement en fraction continue. Ces auteurs ont notamment donné
I’exemple d’une série formelle & coefficients dans le corps fini Fo, algébrique
de degré 3 sur Fo(T'), ayant un développement en fraction continue avec
des quotients partiels qui sont tous des polyndémes en 1" de degré 1 ou 2.
Dix ans plus tard, Mills et Robbins [5] ont décrit un algorithme qui leur a
permis de donner le développement explicite en fraction continue pour la
série formelle cubique de Baum et Sweet. Ces travaux ont mis en lumiére un
sous ensemble de séries formelles algébriques, obtenues comme points fixes
de la composée d’une homographie a coefficients entiers (polynomes) avec le
morphisme de Frobenius ; ces séries sont alors appelées hyperquadratiques.
Le développement en fraction continue a pu étre donné explicitement (voir
[2, 5, 6] pour plus de références) pour de nombreux exemples de ces séries
formelles.

Nous avons observé que pour tout nombre premier p et r = pt, ’équation

TXH 4+ X-T=0

a une unique solution dans le corps F,((7T1)). Pour 7 = p = 2 cette so-
lution est la cubique de Baum et Sweet. Dans cet article, nous donnons
le développement en fraction continue de cette solution pour r > 2 (voir
la partie 3). On peut par ailleurs remarquer que si 'on remplace r par
2 dans les formules obtenues, alors le développement obtenu est impropre
(une sous-suite de quotients partiels tend vers 0 dans F,((7~1))). Cepen-
dant, cette expression, lorsqu’elle est tronquée et rendue propre, donne le
développement qui a été obtenu dans [5].

Pour obtenir ce développement nous utilisons une méthode déja utilisée
par Lasjaunias dans [3], qui, bien que proche de l'algorithme de Mills et
Robbins, en differe un peu. Pour illustrer cette méthode, nous ’appliquons
dans un premier temps a un autre exemple de série formelle hyperqua-
dratique, a coefficients dans IF,,. Cet exemple, trés célebre, a été introduit
par Mahler [4] dans un article fondateur sur ’approximation diophantienne
dans les corps de fonctions.

Nous rappelons briévement les notations utilisées. Dans ce texte, p est
un nombre premier, F, désigne le corps fini & p éléments, F,[T], F,(T)
et F,((T71)) sont, respectivement, I'anneau des polynomes, le corps des
fonctions rationnelles et le corps des séries formelles (en 1/7") de la variable
T sur F,. Ainsi

Fp(T71) = {0} U Y wT" ko € Z,uy, € Fy,up, #0
k<kg

Ce corps de séries formelles est muni d’une valeur absolue ultramétrique
définie par |a| = |T|* et |0 = 0, ot1 |T| est un réel fixé strictement supérieur
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a 1. De plus, il est connu que F,((T1)) est le completé de F,(T) pour cette
valeur absolue.

Dans la suite, r est une puissance de p, r = p', avec t > 1 entier. Le
morphisme de Frobenius défini dans F,((71)) est noté a — a”. Une série
formelle, a € F,((T71)), est dite hyperquadratique si 'on a a = f(a”) ol
f est une homographie & coefficients dans F,[T’].

Tout élément o € Fy,((T')) a un développement en fraction continue
(infini si o n’est pas une fraction rationnelle) que I'on notera

(11) a = [a07a17a27"'7an7an+1]

ot les a; € Fp[T] (avec deg(a;) > 0 pour i > 0) sont appelés les quotients
partiels et les a; € F,((T71)) sont les quotients complets.

2. Méthode employée et exemple de Mahler

Dans cette partie nous présentons le raisonnement sur lequel les preuves
reposent. Nous commengons par un lemme élémentaire concernant les frac-
tions continues. Une courte démonstration en est donnée dans l'article [3].

Nous rappelons déja la notation suivante. Soit P/Q € F,(T') tel que

P/Q := a1, a2, ...,ay]. Pour tout x € F,(T), nous noterons
P 1

[[al,ag, .. .,an],x} = 0 + .

Lemme 2.1. Soient ai,...,an,x € Fp(T). On a la relation suivante :
[[al,ag,...,an],w] = lay,az,...,an,2'],

avec
(2.1) ' = fox + gn,
ou les fn, gn sont des éléments de Fp(ai,az,. .., an) (voir [3], page 330).

A Texception du paragraphe 2.2, nous utilisons ce lemme uniquement
dans les cas n = 2 et n = 3, qui s’énoncent comme suit.

Lemme 2.2. Soient a1,a2,a3,z € Fp(T). On a les relations suivantes :

|:[a17 a2]7$:| = [CLl,CLQ,y], ot y= —GQ_Ql' - a’2—17

{[ah as, as), 90} = [a1,a2,a3,y], 0ty = (agaz + 1) "% — az(agaz + 1)~ .
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2.1. Premier exemple. Nous allons a présent décrire la suite de quo-
tients partiels d’'un ensemble de séries formelles vérifiant un certain type
d’équation. Comme corollaire, nous obtenons le développement en fraction
continue de la série de Mahler :

(2.2) O, =1/T+1/T" +1/T" + -+ 1/T" +--- € F,((T"Y).

On peut remarquer que O, est une série algébrique de degré r vérifiant
I’équation

(2.3) T2z' —Tz+1=0.

Il convient de noter que le développement en fraction continue de ©,., donné
dans le corollaire 2.1 est déja connu, méme s’il n’a jamais été présenté sous
cette forme. En effet, il est exposé dans [2] (p. 215) et peut aussi étre déduit
de travaux plus anciens de Shallit sur les fractions continues de certains
nombres réels [7].

Théoréme 2.1. Soit p un nombre premier et r = pt, t > 1, avec r > 2. Soit
L eN, l>1 etsoit (ar1,as,...,a;) un l-uplet de polynomes dans F,[T], avec
a;(T) € TF,[T], pour tout i impair, 1 < i <1. Si z est la fraction continue
z = lai,az,...,ap, ze+1] vérifiant 'équation :

(2.4) 2= —T%z — T,

alors la suite de quotients partiels de z, (an)p>111 € (Fp[T))Y est définie
pour k >0 par :

aT
2k+1
Aftaktl =~ apyapte = =T,
a = ah =T
0+4k+3 = A2k425 Qpt+dk+4 = 1.

Remarque. L’existence de la fraction continue vérifiant (2.4) découle du
théoréme 1 de l'article [3].

Revenons maintenant a la série ©,. On pose y := 1/0, et y =

[a1,a9,...,an,...]. D’aprés (2.2), pour r > 2, on a

1 1 1

‘T Tl T e Tt

et par conséquent y =T + 1/ya = [T, y2]. D’apres (2.3) on a

T T 1

vy Typ+l
et donc yo vérifie la relation :
(2.5) y" =Ty —T.

En remarquant que ’équation (2.5) est un cas particulier de 1’équation
(2.4), ou £ = 1 at a; = T, nous en déduisons directement le corollaire
suivant.



Généralisation de la cubique de Baum et Sweet 633

Corollaire 2.1. On a ©, = [0,a1,a2,...,0an,...] ot la suite (a;);>1 est
définie par récurrence, pour k > 0, par :

r 2
agpr1 =T, Qapt2 = —ag1 /17,

agp+3 = =T, A4k+4 = a5k+2-

Démonstration du théoréme 2.1. Nous partons de la relation :

2= =T T,
qui peut étre écrite aussi sous la forme [af, 23] = —T22,,1 — T, ou encore :
a’g 2. r
[[—ﬁ,— ], =T 2’2} = 2041

En utilisant le lemme 2.2 et en tenant en compte du fait que aq est divisible
par T, nous en déduisons les relations suivantes :

ay _
Zp41 = [_ﬁ’_T’ 2], avec 2/ = 25 + T1.

Puisque |2’| > 1, on en déduit que 2’ = 2;,3. On a donc
aT

1 T
ap+1 = —ﬁ, ap+o2 = —T et 2|43 = %9 + T
Nous appliquons de nouveau le méme raisonnement et nous obtenons :

1
ak Zg] = [a£7 T7 Z//],

1
zl+3:z§+—:[a§+T

T

avec 2" = —T72z5 — T~'. Puisque r > 2, on a |2”| > 1 et alors, par

identification, 2” = 2z;,5. On a donc
-2 -1
apy3 = ay, appa =T et zpp5 = =T “25 =T .

En résumé,

aj

T2’
Plus généralement, par une simple récurrence sur k, on obtient que :

241 = [_ _T7 agv T7 Z€+5]'
2 = —T7? -T
2k+1 = Z0+4k+1 .
Puisque agyy1 € TFp[T], nous obtenons comme précédemment :

ar
o 2k+1
Z04+4k+1 = [_ T2 ) _T7 agk+2a T) Z€+4k+5]7

ce qui termine la démonstration. O
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2.2. Le contexte général. Dans cette partie nous énongons le raisonne-
ment général et les notations utilisées dans les preuves qui suivent. Ceux-ci
restent proches de ceux utilisés par Mills et Robbins dans [5].

Soit (P,Q, R) € F,[T]3 et soient m,n deux entiers strictement positifs,
m < n. On dit que z satisfait une relation du type (P,Q, R, m,n) si on a :

(2.6) Pz, = Qz + R,

ou la notation zg, pour k£ € N*, designe un quotient complet de z, comme
défini en (1.1).

Dans la suite, nous considérons une série z = [ay,as,...] € F,((T71))
satisfaisant (2.6), avec un triplet (P, @, R) bien choisi. En fait, il est pro-
bable que cette relation soit vraie pour presque toutes les séries formelles
hyperquadratiques, mais a notre connaissance, aucun résultat général ne le
confirme (le lecteur peut consulter [3]|, page 333, pour quelques commen-
taires a ce sujet).

On suppose connus les n—1 premiers coefficients partiels : a1, as, ..., an—1
(qui peuvent étre vus comme une “donnée de départ”). La relation (2.6)
implique :

Pa,, +

=Qz + R,

r
Zm+1

car, par définition, 2z, = [am, Zm+1]. Ainsi, nous obtenons :
T
Pa;, — R P

(2.7) + = Zn.

Q Rz "
Puisque

Pal — R

—n L e Fy(T),
cette expression a un développement en fraction continue qui est fini. Il
existe ainsi des polynémes Ai, Ag,..., Ay € F,[T], que l'on peut calculer,
tels que :

Pal — R
La relation (2.7) devient :
QZ:nJrl
[[)\17 )\27 ey Af]a T] = Zn,

et le lemme 2.1 implique alors que :
Zn — [)\1, )\2, ey )\g, Z/].
A ce moment, si |2/| > 1, nous pouvons déja identifier a,, = A\, ap41 =
A2y ey Qi1 = Ap €t Zpyp = Z.
Par le lemme 2.1 on déduit donc :

Qz,
Znye = [ ;H + 9e,
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ou fy et gy appartiennent a F,(7") (voir la formule (2.1)). II existe donc
trois polynémes Pi,Q1, R1 € Fp[T], qu'on peut déterminer explicitement,
tels que :

Pizy 41 = Q1znte + R

En résumé, la connaissance de P, @, R et a,, nous permet de détermi-
ner les ¢ nouveaux quotients partiels : ay, @n41, ..., an1¢—1 €t une nouvelle
équation :

Pz, = Qiznte + Ra.
Dans la suite, nous noterons ce raisonnement par :

(PanRvman : am) - (P17Q17R17m+ 17n+£ Qn,Ap41y - - - 7an+f—1)'
Plus généralement, si X := (P,Q, R,m,n) et Y := (Pp, Q¢, Ry, m+{,n+k),
nous noterons :

(2.8) (Xt amyamsty -y mpo—1) = (Y i anyapg1y -y Gpak—1)

pour désigner la suite des raisonnements suivants :

(X :am) — (X1 Gn, Gnt1y -y Ontky—1)
(Xl : am—i—l) - (X2 P Qntkyy Ontky+1y - - - a’n—i—kg—l)
(Xe—1:amye—1) — (Y Antky_1yAn+kp_1+1y- -+ s Onyk—1)-

ou X; := (P, Q;, Ri,m+i,n+k;), pour 1 <i</{—1. La nouvelle équation
va donc relier z,,1¢ et 2,4k de la maniére suivante :
Pyzyy g = Quznyr + Ry.

Nous remarquons que, lorsque £ = n — m, la relation (2.8) s’écrit :

(P,Q,R,m,n : Qmy Qg 1y -+ oy Ap—1) —

(Pn—m7 Qn—ma Ry_m Qp, An4+1 - - - 7an+k—1)’
ce qui signifie que la connaissance de @, @m+1,- .-, an—1 NOUs permet de
calculer les k quotients partiels suivants, a savoir a,, @n11, - - ., Gpik—1- NOus
pouvons alors appliquer de nouveau le méme raisonnement, a une équation
du type (Pnh—m, @n—m, Rn—m,n,n + k) ayant comme “donnée de départ”
les quotients partiels an, ap+1,. .., Gn+k—1. L'itération de ce procédé permet
ainsi d’obtenir tous les quotients partiels de la série z.

Soient W, W' deux suites finies de polynémes a coefficients dans F,. On
note || la longueur de W, c’est-a-dire le nombre de ses termes. Alors la
relation (2.8) peut étre écrite aussi :

(P,Q,R,m,n: W) — (Pw|, Quwl|, Rw|,m + [W|,n+ [W|:W).
Pour alléger les notations, nous nous permettons parfois d’écrire :

(P,Q,R,m,n : W) - (P|W|’ Q|W|5R|W| : W,)
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3. Généralisation de la cubique de Baum et Sweet

Avant d’énoncer notre résultat principal, nous allons tout d’abord intro-
duire quelques définitions.

Définition. On définit la suite de liste de polynémes a coefficients dans
Fp, (I'k)k>1, de la facon suivante. On pose I'y := =T, 7", T. Pour k > 1, Ty,
est défini récursivement par :

Iy :=ai,a2,...,69x+1_7 €t Tk :=b1,b2,. .. bor+2_q,

boi_1 = (—1)i+kT pour 1 < < 2k+1
et
by = ab;/T? pour 1 <i <28 — 1, by o= —ah, , pour 1 <i <2k

Définition. On définit la suite de liste de polynomes a coefficients dans
Fp, (Ag)k>1, de la fagon suivante. On pose Ay == T + 1,7 — 1, Ay :=
T,—T"+1,-T. Pour k > 3, A est défini récursivement par :

Ap i= Ao, =T Ty o,
ot (Ag)g>1 est défini comme suit :
Al =71, A1 =TAp — 2.

Etant donnée une suite W = a1,...,a, & valeurs dans F,[T], on note
W =—-ay,...,—am et W:=anm,am_1,...,01.

Définition. On définit la suite de liste de polynémes a coefficients dans
Fp, (Qk)k>1, de la facon suivante. On pose ; := —T“1. Pour k > 2, Qj, est
défini récursivement par :

(3.1) Qp = 1, Mgy, —T9%, —Ap_1, =1,
ot (wg)k>1 est défini comme suit :
Wi =7r—2, Wgpy1 =Trwi — 2.
Nous notons 24, la suite infinie commengant par €, pour tout k > 1.

Avec les notations ci-dessus, nous présentons maintenant notre résultat
principal.

Théoréme 3.1. Soit p un nombre premier et r = pt, ot t > 1, avec r > 2.
L’équation
TX™ 4+ X-T=0
a une unique racine dans le corps Fp((T~Y)) dont le développement en
fraction continue est :
1, -7 —1,Q].
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3.1. Démonstration du théoréme 3.1. Tout d’abord, nous montrons
que I’équation :

(3.2) TX™ 4+ X -T=0

a une unique solution dans le corps F,((T71)).
En effet, de (3.2), on déduit que :

T
O TX 4+ 17

Nous considérons maintenant 'application f(X) = T/(TX" + 1) définie
sur F,((T71)) & valeurs dans F,((T71)). I n’est pas difficile de voir que f
est une application strictement contractante (puisque r > 2) et nous savons
que F((T71)) est un espace complet pour la distance ultramétrique usuelle.
Ainsi, par utilisation du théoréeme du point fixe, ’équation f(X) = X a
une unique solution dans F,((771)). Celle-ci est donc 1'unique solution de
I'équation (3.2), que nous noterons dans la suite B.S,.
Soit z la série définie par :

(3.3)

1
(—-T—1)+1/z

A partir de (3.3) et (3.4), un calcul simple nous conduit a :

(—=T"+T—-1)z"+1
(35) Z= T2 7 )

(3.4) BS, =1+

ce qui entraine

T 4+T-1 11
T2 - ’T22T| ‘T4"

z —

inegalité |2"| > |T?| etant due au fait que |z| > |T| et r > 2.

Autrement dit, (=T" + T — 1)/T? est une réduite de z, donc les trois
premiers quotients partiels de z sont =772, T + 1 et T — 1. Ainsi z =
[-T"=2, T+ 1,T — 1, 24] et d’aprés (3.5) on obtient la relation suivante :

2" =T?2 4+ (T +1).

Le théoréme 3.1 est alors une conséquence directe de proposition ci-
dessous.

Proposition 3.1. Soit z la fraction continue infinie z := [T 2T +
1,T — 1, z4] satisfaisant :

(3.6) 2 =T%2 + (T +1).

Alors la suite de quotients partiels de z est Q.
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Notation. On dit qu'une équation est du type Ay si P =1, Q = T2 et
R=T+1 et onnote Ay := (1,72, T +1). De la méme maniere, nous allons
définir les équations des types suivants :

Ay = (1,T% -T + 1),
Az = (T, —T,—-1),
Ay = (1,T% -T),
As = (T,-T,1),

Ag = (1,72, T)

Dans ce qui suit, nous utiliserons les notations décrites dans la partie
2.2.

Lemme 3.1. Soient m,n € N tels que m < n et soit a € Fp[T]. On a les
relations suivantes :

r

o) (A 1043 25

(a—1)"
T2

T—{—l,T—l) si a=0[T],

—T—i—l,—T—l) si a = 0[T],
(Al,m,n:a)—>(A5,m+1,n+2: ,—T) si a = 1[T],

T

a
(Ag,m,n :a) — (Al,m—l—l,n—l—?):p,

(a— 1)
T2
(Ag,m,n:a) — (Ag,m+1,n+2:—a",=T) pour tout a € Fy[T],

(Ag,m,n:a)—>(A3,m—|—1,n—|—2: ,T) st a = 1[T7,

,
ﬁ?
(a+ 1)

T2
(As,m,n:a) — (As,m+1,n+2: —a",T) pour tout a € F,[T],

(Ag,m,n :a) — <A3,m+1,n—|—2: a T) si a = 0[T],

(A4,m,n:a)—>(A2,m+1,n+3: T+1,T—1) si a = —1[T,

T
(Ag,m,m :a) — (A5,m+1,n+2 : ;2,—T> si a = 0[T],
(a+1)"

(Ag,m,n:a)—><A2,m+1,n—|—3: ,—T—i—l,—T—l:)

T2
sia = —1[T].

Démonstration. Nous allons prouver le premier cas, c’est a dire le cas ou z
satisfait une relation du type Ay, avec a = 0[T] :

2 =T?%2, + (T +1).
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Cette relation s’écrit aussi sous la forme : [a", 2], 1] = T?2, + (T + 1) ou

bien
a” T+1 1

— +
T2 T2 T2z 41
Puisque a est divisible par T', nous obtenons :

= zp.

T
72
En appliquant le lemme 2.2, on en déduit que

T

~T+1,-T — 1],T2z;+1] = 2.

a

ﬁ: -T+ 17 —T — 1) Zn+3]

zn = |

et
Zya1 = T?2p43 + (=T +1).

Nous remarquons que z, 43 est bien un quotient complet puisque |z;,+3| >
1 (en utilisant la relation précédente, le fait que |z,+1| > 1 et le fait que
r>2).

Ainsi nous obtenons les nouveaux quotients partiels a,, = %,anﬂ =
~T 4+ 1,a12 = =T — 1 et une équation du type A := (1,72, —T + 1).

Les autres cas se déduisent de maniére analogue, en appliquant le rai-

sonnement précédent et, en particulier, le lemme 2.2. O
Notation. Soient i, € N*, i, j <m et W = ay,a9,...,a,. On notera
(i)W = Q415 Aj4-25 - - - 5 Ay et W(j) =a1,a02,...,0m—j.

Lorsque 7 + j < m — 1, on notera
O .= Aig 1y Am—j-
La proposition 3.1 est une conséquence immédiate de la proposition 3.2.
Proposition 3.2. Pour tout k € N*, on a la relation suivante :
(A1,1,4: Q) — (A27 1+ Q%] [Qpa] : (3)921421) :

Remarque. Soit £ € N. Nous notons ¢; la longueur du mot fini ;. La
proposition précédente peut étre traduite de la maniere suivante. On sup-
pose connus les ¢, premiers quotients de z. Alors, si on applique ¢, fois le
procédé énoncé dans le paragraphe 2.2 a ’équation (3.6) nous obtenons :

4 = [(3)91(@14217 Zék+1]

et la nouvelle relation sera :
Rlp+1 = T2Z€k+1 + (7T + 1)'

Pour démontrer la proposition 3.2, nous allons utiliser les lemmes sui-
vants.
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Lemme 3.2. Soient k,m,n des entiers strictement positifs, m <n. On a
les relations suivantes :
— si k est pair, alors :

(As,m,n:Tg) — (Ag : DTep1),

(As,m,n: —T}) — (Ag : (1)(—fk+1));
— st k est impair, alors :

(Az,m,n:Ty) — (Ay: (I)Fk+1),

(Ag,m,n: —Tp) — (Ag : W(=Thp1)).

Démonstration. Tout d’abord, on remarque que, pour tout k € N, les
termes de I'y sont des polynoémes divisibles par T.
Soient a,b € TF,(T"). Alors, a I'aide du lemme 3.1 on peut déduire :

(As,m,n:a,b) — (As,m +2,n+4: —a", T,b"/T? —T).

Plus généralement, si a1, as, ..., az € TF,[T] alors :
(As,m,n :aj,as...,a) —
2 2
(As : —ay,T,a5/T*, —T,...,—as_,T,a5 /T, =T).
Soit k € N et I'y := ay,a2,...,aqr+1_;. La suite I'y a un nombre impair

d’éléments ; ainsi, nous devons appliquer le lemme 3.1 a son dernier terme
aussi. On obtient :

(As,m,n: Ty) —

(A6 : _a’gv Ta a;/TQ’ _T7 ceey _agi—b Ta agz’/T27 _Tv _agi—l—lv T)
Dans le cas ou k est pair, le premier terme de 'y est by := —T. Donc,
par définition,
DTy =boy oo bgksa_y = —a}, T, ..., —ah;_y,Tyab; /T, ~T, —ab; 1, T,
ce qui coincide avec notre résultat.
Les autres cas se démontrent de maniere analogue. O

Lemme 3.3. Soient k,m,n des entiers strictement positifs, m <n. On a
les relations suivantes :
— st k est pair, alors :

(3.7) (Ag,m,n: Ap) — (Ag : TTfQ,Ak_H),

(3.8) (As,m,n: —Ag) — (A : D(=Apy), 7772, T +1,T —1).
— si k est impair, alors :
(39) (Ag,m,n : Ak) — (A4 : Tsz,Ak_._l),

(3.10) (Az,m,n: —Ag) — (Ar: D (=App), T2, T +1,T —1).
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Démonstration. Nous allons démontrer ici la relation (3.7). Les relations
(3.8), (3.9) et (3.10) peuvent étre démontrées de maniere analogue. On
raisonne par récurrence sur k.

Nous commencons par le cas ou k = 2. Par définition :

Ao =T, -T"+1,-T
et
As=T+1,T—1,-T"72, -T,7T",T.
En appliquant les formules du lemme 3.1, on a :
(Ag,m,n:T) — (A;,m+1,n+3: T2 T+1,T—-1)
(Ai,m+1,n+3:-T"+1) = (As,m+2,n+5: —TT2_2,—T)
(As,m+2,n+5:-T)— (4g: —T",T)

Par conséquent, (3.7) est prouvé pour k = 2.

Nous supposons a présent que k est un entier pair, k > 2, et que la
relation (3.7) est vraie pour k — 2. Nous allons la montrer maintenant pour
k.

Par définition,

A = Ao, =T, Ty _s.
Par ’hypothese de récurrence,
(A2, m,m : Ap_o) — (Ag,m+ [Ap_al,n+ [Ap_1| +1: T2 Apy).
En appliquant les lemmes 3.1 et 3.2 nous avons aussi :
(Agym + |Ap_al,n + [Ag_1| +1: =TM=1) — (A5 : =T -T)
(A5,m + |Ak,2’ +1,n+ ’Akfl‘ +3: Fk72) — (Aﬁ : (1)Fk,1).

En réunissant tous ces relations et en tenant en compte que, pour tous les
k pairs, I',_1 commence par —71', on obtient le résultat. O

Démonstration de la proposition 3.2. Nous allons prouver par récurrence
sur k que, pour tous m,n tels que m < n, on a les relations suivantes :

(3.11) (A1, m,n: Q) — (AQ: (3>Q,§1+>1),
(3.12) (A, m,n: —Q) — (Az : (3)(—§k+1)(1)) .

Lorsque m = 1,n = 4, la relation (3.11) implique la proposition 3.2. On
commence par lecasou k=1. On a :
QO = _T’!’—Q’ _Qil — TT_2,
Q=-T"2T+1,T—-1,-T*,-T+1,-T—1,T"2,
Qo =-T"2T+1,T-1,T**,-T+1,-T—1,T"2.
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D’autre part, le lemme 3.1 implique que pour tous m,n, m <n :
(Ay,mun: £T77%) — (Ay +77=)=2 41 T — 1),

et puisque wy = 7(r — 2) — 2 les relations (3.11) et (3.12) sont établies pour
k=1

Soit k& > 1. Nous supposons maintenant que (3.11) et (3.12) sont vraies
pour k — 1 et tous m,n, m < n. A cause du lemme 3.3, nous devons
distinguer deux cas : le cas ou k est pair et le cas ou k est impair. Nous
allons supposer maintenant que k est pair.

Fixons m,n € N, m < n.

D’apres (3.1) on peut écrire les deux relations suivantes :

Qk = Qk—lv Ak—la 7TWk7 7Kk—15 7§k—17
_ﬁk = Qk—17 Ak—17 TWku _Kk—ly _ﬁk—la

afin d’appliquer notre algorithme a chaque sous-suite qui apparait dans les
expressions de Q, et —Q,.

Soient 1 < ¢,7" < 6 et W, W' des suites finies de polynémes sur F,. Pour
alléger ’écriture, nous nous permettons d’utiliser la notation :

(Ai W) — (Ay : W),

les indices m et n étant sous-entendus.
Par 'hypothese de récurrence, on a :

(Ar: Q1) = (4 D),
(Ar: =0 1) — (A2 O(= ).
Les lemmes 3.3 et 3.1 impliquent :
(Ag i Ap—1) = (Ag : T772, A),
(Ag : £T%%) — (Ag : T+ T),
(As: —Ap_1) — (A1 : D(=AL), T2 T+1,T—1).
En résumé, on a :
(Ay: Q) — (Ag: @D 7r=2 Ay —Terer 7, (R,
T2,T+1,T -1, ®(=0,)W),
(Ar: =) — (Ag: @ 772 A, Torn T, D(ZRy),
T"2T+1,T -1, ®(=0,)D).

Nous remarquons que pour tous les k > 1, € commence par —717" 2,
T+ 1, T —1 et il se termine par —T + 1,—T — 1,772, De méme, —A}
commence par 7' (puisque I'y,_o se termine par —7'). En combinant les
relations précédentes, nous en déduisons (3.11) et (3.12).
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Le cas ou k est impair se traite de maniere analogue. O

Nous avons observé que tout le raisonnement ci-dessus pour obtenir le
développement en fraction continue de BS, est basé sur le fait que le pre-
mier des 3 quotients partiels de départ (=772, T + 1,T — 1) est divisible
par T. Ainsi, nous pouvons obtenir un résultat plus général en rempla-
cant —7" 2 par un polynéme P arbitraire, divisible par 7. En utilisant les
mémes notations qu’au début de ce paragraphe, nous avons le théoreme
ci-dessous dont la preuve s’obtient comme précédemment.

Théoréme 3.2. Soit P € TF,[T]. On définit la suite des polynomes a
coefficients dans Fp,, (Q(P))r>0, de la fagon suivante.
On pose Q1 (P) := P. Pour k > 2, Qi(P) est défini récursivement par :

Qk(P) = Qkfl(P), Ak,h ka*l (P/T)rk_l, —kal, —ﬁkfl.
Si z est la fraction continue infinie z :== [P, T+ 1,T — 1, z4] satisfaisant :
(3.13) 2" =Tz + (T +1),

alors la suite de quotients partiels de z est Qoo (P), 0t Qoo (P) est la suite
infinie commengant par Qi (P), pour tout k > 1.

Remarque. L’existence de la fraction continue z vérifiant (3.13) découle
aussi du théoreme 1 de larticle [3]. De plus, il est facile de voir que z
satisfait I’équation algebrique :

T2 = (PT? +T —1)2" + 1.
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