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Journal de Théorie des Nombres
de Bordeaux 31 (2019), 385-402

Concentrations simultanées de fonctions additives

par ELIE GOUDOUT

RESUME. On étudie les concentrations simultanées de plusieurs fonctions ad-
ditives, évaluées sur des valeurs polynomiales. Sous une légere restriction, on
étend un résultat de 1975 di a Halész.

ABSTRACT. We study the simultaneous concentrations of the values of several
additive functions along polynomial shifts. Under a slight restriction, this
yields an extension of a result from Haldsz in 1975.

1. Introduction et énoncé des résultats

Etant donné f une fonction additive et 7 > 0 une fonction multiplicative,
pour tout x > 2 on note

E¢(z;r) =1+ Z —p,
p<T p
f(p)#0
et on pose E¢(x;1) := E¢(x). En 1975, Haldsz [4] montre qu'uniformément
pour f additive et z > 1, on a

sup#{n<z: f(n)=k} < i
keR

VEf(x)

Dans le cas ou f = w est la fonction nombre de facteurs premiers, lorsque
z est grand on a! E¢(x) = logyz + O(1), et la majoration est optimale &
constante pres lorsque Uentier k vérifie k = log, x + O(V1og, ).

On s’intéresse a une généralisation de ce théoréeme lorsqu’on fixe plusieurs
valeurs de fonctions additives. Il s’agit entre autres, étant données f et g
deux fonctions additives, de majorer le cardinal

sup #{n<xz: f(n)=k, gln+1)=k}.

k,k'€R
Le cas f = g = w a été traité dans [2], puis repris avec plus de généralité
dans [13]. Il y est notamment montré

(1.1) sup #{n<z:wh)=k wh+1)=F} <
kK €Z

logy

Manuscrit regu le 25 septembre 2018, accepté le 25 janvier 2019.
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Mots-clefs. Fonction de concentration, fonctions additives, systemes translatés.
Mci et dans la suite, on note log;, la k-iéme itérée de la fonction log. (k > 2)
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Dans ces deux articles, la majoration est méme explicite en k, k' < log, z.
Ici, on traite le cas de fonctions additives quelconques, mais prenant peu de
valeurs distinctes sur les puissances de grands nombres premiers. On note
qu’en considérant

A= {n <z :logyr — 10V1ogy x < w(n),w(n + 1) < logy z + 10V1og, x} ,

qui vérifie | A| > /2 lorsque z est assez grand, avec (1.1) on obtient

x

su n<z:wh) =k wh+1) =)= .
s # () = k. wln+1) = Ky = o

On définit maintenant le cadre général d’étude. Etant donné r > 1 un
entier fixé, comme dans [13], on considere une famille {Q;}1<j<, de po-
lyndémes irréductibles de Z[X], deux a deux premiers entre eux et sans
diviseur fixe. On pose Q) := [[;¢;<, @j. Pour m > 1, on note pj(m) (resp.
po(m)) le nombre de racines de Q; (resp. de Q) dans Z/mZ, et D; (resp.
D) le discriminant de @; (resp. de @). On note

gj ::deng, (0<]<7a) g:=9o = Z 9j,

1<G<r
QLX) = > X' Bi=f  [Qll:=max |5,
0<i<g S
@j(n)::nH(l—pj(p)), (n>1,0<j5<r)
b
pln

ou ici et dans la suite, p désigne un nombre premier. On rappelle quelques
bornes classiques (cf. [8, Thm. 51-52] et [9, (44)]). Pour 0 < j <retv > 1,

(1.2)  pij(p") <min(g;p”~ L, g;p" /9%, p" L pi(0),  (p=2)

(1.3)  pj(0") = pj(p) < min(gj,p — 1). (ptDj, p>2)

D’apres [7, Satz 191] et [10, Lem. 3.1], il existe des constantes Mj,Mj’- >1
et une constante ¢ = ¢(g) telles que pour 1 < j < retz > 2,

(1.4) Z le()p) —logy x| < M;
(1.5) > pilp) =li(z) + O(M] + we~Vioa ),

pP<T

Onpose M := 1o, Mj et M' := 37 e, M. Etant donnée une fonction
additive ou multiplicative définie sur N, on I’étend naturellement & Z par
parité et en fixant arbitrairement sa valeur en 0 a 0.
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Théoréme 1. Soit r,g,0 > 1 des entiers et 0 < &,5, A < 1 des réels, tous
fixés. Pour x > 1, on pose z := e(082)' ™[] existe des constantes K,cg>0

telles qu’uniformément pour x > col|Q°, 2° < y < z, et fi,..., [ des
fonctions additives vérifiant, pour tout 1 < j < r,
(%) #{fi(n) : n <t P (n) >t} <V, (t=z u>l)
on a
D K e3M+M'/z
(1.6) sup Z 1« ( B D ) / ;
ki, kr €R r<n<z+y %y (BD) ngjgr Efj( ;0j)

fi(Qj(n))=k;  (1<j<r)
La constante implicite, K et ¢y dépendent au plus de r,g,0,¢,d et \.

On note que dans beaucoup de cas d’étude, M’ < z. En particulier, si

les polynémes @1, ..., Q, sont fixés, on obtient
sup Z 1« 4 .
ki,....kr€R r<n<r+y ngjgr Ef7 (‘7;’ p])

[i(Q;(n)=k;  (1<j<r)

Par ailleurs, 'hypothese (*) ne fait pas intervenir les f;(p”) pour p < z, et
elle est automatiquement vérifiée si f;(p”) ne dépend que de v pour p > z.
Par exemple, cela est vrai pour la fonction nombre de facteurs premiers,
avec ou sans multiplicité. On mentionne aussi que

%fé)D) < (@?B%)y ’

Il serait intéressant de pouvoir se passer de I’hypotheése (), qui semble
n’étre qu'un artefact de la méthode employée.

Pour compléter le résultat, on s’intéresse a une borne inférieure pour le
membre de gauche de (1.6).

Théoréme 2. Soit r,g,0 > 1 des entiers et 0 < £,6 < 1 des réels, tous
fixés. On pose ¢ := €/(50g) et on note (x') la condition (%) restreinte
auxr t = x0. Il existe une constante co > 0 telle qu’uniformément pour
x> cl|Q°, et fi,...,fr des fonctions additives vérifiant ('), on a

(1.7) sup Z 1

Fiokr€R gy he
[i(Qj(n))=k;
oM

) pi(a;)¢(a;)
(log )" w1l 2 B
g ki kr€R1gi<r  ay,...ar<a%0 I
fila;)=k;
(a,a5)=(aj,fD)=1
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et en particulier, en notant wy la fonction nombre de facteurs premiers
distincts inférieurs ou égaux a y, uniformément pour yi,...,yr = 1,

(1.8) sup Z 1> (SO(/BD))Q My

ki k€N g cnlaty pD [licj<r Ewyj(x?pj)
oy, (Q; (n)=k;

Les constantes itmplicites et ¢y dépendent au plus de r,g,°0, e et §

Dans le cas ou les polynome @1, ..., Qr sont fixés et f; = wy, pour tout
J, les estimations (1.6) et (1.8) sont du méme ordre de grandeur.

2. Majoration

Dans cette section, on démontre le Théoreme 1. Pour cela, on commence
par démontrer deux lemmes.

Lemme 3. Uniformément pour By, >0 (n € Z*) des réels, on a

1 2 1
1+ sin?(mnt) B, Je” 2inezr ST B gy :
/O ( n%* ") V 1+ ZneZ* By,

Démonstration. On montre d’abord qu’uniformément pour B > 0, on a

1 .2 1
e~ sin (ﬂt)Bdt &
/O v1+ B

En posant sin(7t)v/B = u, on obtient

2
du <«

/ e—sinQ(ﬂ't)BC-[t_/\/E e " 1 ]
0 TJo VB—u? vV1i+B

Dans le cas général maintenant, quitte & ne sommer que sur les B, # 0,
on peut supposer que tous les B, sont non nuls. De méme, quitte a ne
considérer que les sommes partielles pour 0 < [n| < N puis a faire tendre
N vers 400, on suppose que ), 7. BB, < 0o. On définit alors, pour n € Z*,
le réel ¥y, tel que ¥, B,, = Y ;cz+ B;i =: B. On vérifie que Y, cp- 1/9, = 1.
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Il vient
1 .
/ (1 + ) SinQ(Wnt)Bn) o™ Lonens ST Bn gy
0

nez*
! —1sin2(nnt) By,
<2 /0 [T (2 )at

nez*

1 g 9 1/9n
<2 H </ e~ sin (ﬂnt)Q"Bndt>
0
T 1/9n
o T ([t
0

ot 'on a successivement utilisé 1 + z < 2e*/2 pour z > 0, I'inégalité de
Holder et la 1-périodicité de t — sin?(nt). O

On démontre maintenant une généralisation du théoréme de Halasz pour
une seule fonction additive, dans le cas de poids non constants. Dans la
suite, pour 1 < y < z, on note

(2.1) S(x,y) = {n <z : Pf(n)< y},

I’ensemble des entiers y-friables inférieurs ou égaux a x. On utilise aussi la
notation classique

todt
Li(t) := e — t>2
i) = [ o (22

Lemme 4. Soient £,b,A > 0 et 0 < A\ < 1 des constantes. Etant donné
y = 1, on pose z := ellogy)' ™ Uniformément pour C;C" > 1,2 <y <=
tels que (logy)°=N > (logy )2, f une fonction additive telle que

(2.2) #{fp) - t<p<}<A  (2<t<y)

et 7 > 0 une fonction multiplicative telle que

(2.3) maxr(p) < 4, 3 (") log(p") <A,
Py pY

(2.4) > r;p) — blog, t

p<t

<G, (2<t<y)
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pour laquelle il existe une fonction multiplicative 7 telle que

(2.5) ZM < A,

PY p

> F(p) — bLi(t)

p<t

(2.6) <A(c’+t), (2<t<y)

(log t)l+z—:

on a, en posant u = (logx)/logy,

2C+C" [z (] b=1150(]
sup Z r(n) <<e z(log ) og(1l+ u)

keR neS(z,y) ub \/ Ef(y7 T)

f(n)=k
ot la constante implicite dépend au plus de £,b, A et \.

On note que la condition (2.2) peut étre affaiblie en
#{fp) t<p<ttl<a  (z<t<y)

avec ¢ := (logy 2)2/(logy)*~Y < 1, par adaptation directe de la méthode.
Il est par ailleurs possible de démontrer une version uniforme en e. La
démonstration est fortement inspirée de [1, Thm. 1.1].

Démonstration. Comme le fait remarquer Haldsz au début de la démons-
tration du théoréme de [4], quitte & modifier f d’une maniére précise, on
peut supposer qu’elle est a valeurs entieres. La construction qu’il emploie
garantit que le nombre de valeurs prises par f(p) n’augmente pas, et que
la somme étudiée ne peut qu’augmenter tandis que Ey(y;r) demeure iden-
tique. Ainsi, en posant R(t) := > nes( r(n)e? Mt pour tout k € Z

> rm= [

neS(z,y) 0
f(n)=k

En utilisant (2.3) et (2.4), on applique le théoreme 1.1 de [12] avec le para-
meétre T := (logy )% et on utilise la démonstration du corollaire 2.1 de ce
méme article, pour obtenir uniformément pour ¢ € [0, 1],

p—qlog(1l 4 u) { 1+m(t) 1 }
ub em(t) log, @

z,y)

. 1
R(t)e 2kt qt < / |R(t)|dt.
0

(2.7) |R(t)| < e“z(log x)

r(p)(1 — cos(2nf(p)t — 7 logp))
p

m(t) ;==  min

- 2
Irl<(log; )2 £=
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On pose, pour k > 0 et t € [0,1],

Vet (V) :=1— s O cos(2m f(p)t — ), (¥ € R)
2<pyY
o1 o A /(7
sy :=min o ; Vie,e(9)dd > 1 — —sin (A) > 1,

avec la convention maxy = 0. Dans la définition de <4, on rappelle que
f(p) prend au plus A valeurs différentes lorsque k < log,p < k + 1. Pour
tous z < yo < y, on a alors pour un certain |7| < (logy )2,

MOED D (). (T log p)

k>0 k<log, p<k+1 p
Yo<p<y

SN r(p)wme(rlogp)

k>0 k<log, p<k+1 b
Yo<p<y

)

ou l'on a utilisé (2.5). De maniére analogue & [11, Lem. II1.4.13], on estime
la somme ci-dessus a ’aide de (2.6), par sommation par parties. On obtient
ainsi, uniformément pour z < yp < y et t € [0, 1], lorsque 7 # 0,

1
m(t) > siblog <1ogy )

+0< 3 |T|1¢J€+(1+|T|)<@,1)€+fe;>)

log, yo—1<k<log, y

1 1 1 o4
>stblog< ogy>+0 +(1+’TD< =t 1/e> '
log o 7| log yo (logyo)* 5

Si 1 < |7] < (logy )2, on pose yo := 2% Puisque (logy) = > (log, )2,
on obtient

C/
m(t) = Asiblogyy + O (1 + 22) :

On définit ensuite w tel que

logw = 2e(log y) exp (— 2{ Z sin?(wvt) Z r;p) - 20}).

vEL* Py
f(p)=v

D’aprés (2.4), on a w > 2%¢. Si w > y, on retient trivialement que m(t) > 0.
Dans le cas contraire, si 1/logw < |7] < 1, avec yp := w, on obtient

m(t) > /\st{ > sin®(rot) ’";p) — 20} +0 (1 + g) :

vEL* Py
f(p)=v
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Enfin, lorsque |7| < 1/logw, on minore trivialement

m(t) > Z T(p)(l — CO;(27Tf(p)t)) + O(l)
pPSW
=2 Z sin?(mot) Z r®) +0(1)
vEL* psw p
flp)=v
2 "®)  oproe (108 _
> 2@%2:* sin”(mot) g} » 2b1 g(logw) 4C' 4+ O(1)
flp)=v
>2(1— )\){ > sin®(mvt) > ) _ 20} +0(1).
vEL* Py p

f(p)=v

Ainsi, quelle que soit la valeur de 7, en posant
n :=min (As¢h, Asy, 2(1 — X), 1/2),

lorsque z (et donc z) est suffisamment grand, on a

m(t) =n Z sin?(wvt) Z ) _ (C’ + CZN + O(l))

veZ* <y P
f(p)=v
et m(t) > 0. Ainsi, avec (2.7), on obtient le résultat désiré en intégrant
selon t, par application directe du Lemme 3. O

On démontre désormais le théoreme. Soit 2 < y < z et n € (x,2z]. Un
élément clé de la preuve de (1.1) est que si I’on note n, la partie y-friable de
n, alors w(n) —w(n,) ne peut prendre au plus qu'un nombre fini de valeurs
lorsque logy < logz. Cela est toujours vrai lorsqu’on remplace w par une
fonction additive vérifiant (x). C’est la seule hypothése du théoréme sur
les fonctions additives, et il serait intéressant de pouvoir s’en passer. La
démonstration differe peu de celle de [13].

Démonstration du Théoreme 1. On suppose que les parameétres de I’'énoncé
sont donnés. Durant la démonstration, on note K une constante positive
qui sera toujours prise suffisamment grande au besoin. Puisque @) n’admet
qu’un nombre fini de racines dans Z, on peut, sans perte de généralité, faire
tous nos raisonnements en supposant Q(n) # 0. On se donne ky,..., k. € R
fixés. Pour tout entier n > 1 avec Q(n) # 0, on note &, le plus grand entier
tel que la partie &,-friable de Q(n) soit inférieure ou égale a z2/3. On
obtient ainsi la décomposition canonique Q(n) = b, [1<j<, ajn ol b, est
la partie &,-criblée de Q(n), et pour tout 1 < j < r, aj,|Q;(n). On note
pn = P~ (by) et vy, tel que p2n||Q(n).
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On note Ni(z) le nombre d’entiers n apparaissant dans la somme de (1.6)
pour lesquels a1, . .. arp < 2¢/3. On note Ny () le nombre des autres entiers
n de la somme de (1.6). Pour la suite, on pose

vyi=g+1/5+1,

de sorte que |Q(n)| < z7 pour z suffisamment grand et x <n <z +y; et
on note

Vui={fi(n) 1< < n<a?, P ) > a7} (w1

D’apres (%), on a [V,| < r0% dés que z7/* > 2.
Considérons n compté dans Nj(zx). Alors pn > x°/3. Par ailleurs, si

pn > /(09 en posant 1, := 6g7/e, on a f;(Q;(n)) — fi(ajn) € Vy, pour
tout 1 < 7 < r lorsque x est assez grand. Ainsi,

(2.8) NMi(z)< ), > I+ > > 1L

ai...ar<zc/3 r<n<r+y p<as/ (69) a<n<T+y
kj—f3(a;)€Vn, a;|Q;(n) pr>ee/s PUIRM)
P=(Q(n)/(a1...ar))>z*/ (€9
On majore en premier la seconde double somme. Pour les p considérés,
quitte & remplacer v par v/ < v le plus petit tel que p¥’ > /3 et p”[|Q(n)
par p”'|Q(n) (auquel cas p*'~' < /3 et donc p*’ < z/3 < 25/2 < y), on
peut supposer p” < y. On obtient

Yyp, (p”) y
> X s X ) 12 ) T < s

74
p<t! ©9) T<n<aty p<ae/(69) a<n<a-+y p<acl @) P
prsge/s PUIRM) 2= Bepr<y PIQM) oS ae/3

ou la derniére inégalité est une conséquence directe de (1.2).

On majore maintenant la premiére double somme de (2.8). Comme
dans [13], pour tout 1 < j < r, on décompose a; sous la forme a; = t;d;
ou t;|(BD)* et (dj, D) = 1, de sorte que k; — f;(t;) — fj(d;) € Vy, et
(di,d;) =1 pour tous i # j. En posant T :=t; ...t,, on a alors

2 by 1

ai...ar<zt/3 z<n<x+y
kj—fj(a;)€Vn, a;|Q;(n)
P~ (Q(n)/(a1...ar))>z=/(69)

< > > 1.

tidy...trdp<at/3 r<n<z+y
T|(BD)> T|Q(n)
(di,dj)=(d;,8D)=1 dj|Q;(n)

kjffj(tj)ffj(dj)evno p|Q(n):>p|Td1.‘.dT ou p>x5/(69)

Avec le méme raisonnement de crible que [13], on majore la derniére somme,
sous les hypothéses Td; ... d, < 2°/3, (d;,d;) = (dj, D) = 1 et T|(8D)>,
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par
3 1< My ( 8D >’" po(T) I p;j(d;)
r<n<r+y (10g ':E)T SDO (/B‘D) 1§j§1" (Pj (d])
TIQ(n)
d;1Q;(n)
p|Q(n)=p|Tds...d, ou p>x</(69)
En posant
D '
H := eM( B ) ,
‘Po(/ﬁD)
Sjlty) = > pilds) (1<)
d:<x @j(d])
7
(dj,6D)=1
k}j—fj(tj)—fj(dj)evno
on obtient alors
Hy po(T) y
Ni(z) < Y : I Sit) + —-
(log x) bt D) T 1<i<r ¢/ (69)

Lorsque x est assez grand, on a ]Vn0| <r¥h 1. Pour 1 <j<r,on
définit la fonction multiplicative p; par

<y Pi(PY)p”
pi(p?) == 2= ptBD, v>1
f( ) ;i (P”) v :
pi(p”) =0, (pIBD, v =2)
i (p) := pj(p), (plBD)
de sorte que
Sj(tj) < sup pj(n) .
keR n
fi(n)=k
Puisque p;(p) < min(p —1,g;), on a
p<t p p<t p
On pose
(210) xo = e(logx)l—)\/Q‘

Soit A > 0 tel que (1 —A/2)(1 —X) > 1— A Avec (1.4), (1.5) et (2.9),
on applique le Lemme 4 & p;. Ainsi, pour tout 2’ € (zo,z], en posant
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/)1—A/

2 = ellogz , on obtient
2M;+M:)2
_ e it x
sup Y py(n) « S——L,
keR n<a’ Ef](aj/7p])
fi(n)=k

puisque Ey, (2; p;j) < Ey, (:U’ ; pj). Par ailleurs, on a facilement

Z pj << eMilog zg = eMi(log z)! =2,

n<xo
Finalement, via une sommation par parties sur (xg, |, on obtient pour tout
1<5<r,

. /
e2MJ+Mj/z log =

Ey (x5 pj)

La majoration voulue pour Ni(z) découle alors de 'inégalité

po(T)7:(T) BD \¥
|(ﬂzl;)oo T < <%(5D)) ’

qui est une conséquence facile de (1.2).

On majore désormais Na(z). On introduit g, :== Pt (a1, ...ar,) et on
pose n(dn) = (log) log g, de sorte que f;(Q5(n)) — f5(ajn) € Vi)
pour tout 1 < j < r lorsque x est assez grand. Avec (%), pour ¢, > z, on a
Vitgn)| < rm’?(q”). En décomposant les a; comme dans le cas de Ni(z), on
obtient

(2.12) Ny(z) < ) > > 1.

(2.11) Sj(tj) <

q<x2e/3 ge/3<t1dy . tpdp<a2e/3 r<n<T+y
PH(Tdy...d,)=q T|Q(n)
T|(8D)> dj|Q;(n)

(di,d;)=(d;,BD)=1 p|Q(n)=p|Td;...dy ou p>q
kj—f;(t5)—fi(d;)EVn(q)

Comme précédemment, sous les hypotheses T'd; . .. d, < x2¢/3, T|(8D)>
(d;,dj) = (dj, BD) = 1, on majore la derniere somme

3 ) Hy p,(T) pild;)
r<n<z+y (logq)r T 1<g<r C‘Oj(dj)
T|Q(n)
d;|Qj(n)

plQ(n)=p|Tds...dr ou p>q
Soit C' > 0 une constante que 'on fixera plus tard. Pour ¢ > 2, on pose

a=a(q) :=C/logg.
Dans (2.12), on majore trivialement la contribution des ¢ < €%9¢. Pour
cela, on remarque qu’avec (1.2), lorsque P*(m) < e29¢ et 0 < j < 7, on



396 Elie GoubpouT

a les inégalités @;(m) > m et p;(m) < m'~Y%. Pour le reste, on utilise
P’astuce de Rankin en introduisant (T'd; . .. d,/z¥/3)® > 1. On obtient alors

(2.13) Nao(z)

1 po(T) pj(d;)d;
<Hy ), DY v 1~y
e290 <q<a?e/3 (log g)ra=e RO b #3(d;)
PH(Tdy...dy)=q
T|(BD)>
kj—1;(t) 1 (di)EVy(q)
_Hy
xe/(4g)”

Pour €%9¢ < ¢ < 20, on a o < 1/(2g) et avec (2.10), /3 > e2(log®)*/?

On majore alors la contribution des ¢ € (€29¢, ] avec (1.2) et (1.3) en
négligeant la condition sur les valeurs de f;(d;). Pour cela, on remarque
notamment qu’uniformément pour p < q et v > 1,

o (P”) (1 1
(214) py(lfa) < min (p, W ,
(VP 1 )
(2.15) Pa;?(;f) e (ptBD, 1<j<r)
J

On obtient alors

3 1 3 po(T)7:(T) 11 p;(d;)ds
29C Zp< (logq)fxea/?: Ty g ea?el Tl 1<igr ng(dj)
PH(Tds...dy)=q
T|(B8D)*°

,BD )K 7(1 )A/3
<K e~ \oB® ,
<s00 (BD)

Par ailleurs, on montre que pour g € (:co,m2€/ 3], la somme intérieure
de (2.13) est

BD )K e2M+M'/z(10g x)r;z]rn(q)

< ’
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Pour cela, on montre que pour 1 < j <,
() 2M+M’/zl
sup 21 )d € 0g T

kR 15 (z,q) vi(d) Ey.(q;p5)

(d,8D)=1

fi(d)=k

(g’ d) (¥ d)™ e2M+M//zlo T

Z sup Z pi(g"d)(¢"d) < g

v>1 keER dGS(IL‘,Q71) SO](qu> qW/Efj (q, ,0])

(¢¥d,8D)=1
fi(g¥d)=k

Avec (2.15), la premiere inégalité implique facilement la seconde. De ma-
niére analogue a (2.11), la premiére inégalité est conséquence du Lemme 4.
Afin d’en vérifier les hypotheses, on remarque que

11—«
p<q p p<q

Par ailleurs, de maniére analogue au cas ¢29¢ < ¢ < xg, la somme sur 7" se
majore avec (2.14). Pour conclure, il suffit de noter que 'on a

(log x)"5(a) 1
vo<qeazess Qlog Q) a= BT e A/ Er (q:0)  Thicjer \/ By, (3 p5)

des que eC > 3rvylog(V). O

3. Minoration

Démonstration du Théoreme 2. On suppose que les parameétres de I’énoncé
sont donnés. Pour tout x < n < x+y tel que Q(n) #0et 1 < j <7, on
pose a;j, la partie z°0-friable de Q;(n). Pour x suffisamment grand, on
a |Q(n)| < x9tY/0+1 Ainsi, puisque fi,... f, vérifient (x) pour t > z°°,
fi(Q;(n)) — fj(ajn) ne peut prendre qu’un nombre fini de valeurs lorsque
x <n < x+y. On peut donc, sans perte de généralité, supposer que pour
tout p > 20, on a f;(p”) = 0 lorsque v > 1 et 1 < j < r. Dans ce cas-la,
pour tout ki,...k. €R, on a

>, 1z Y 3 1,

r<n<z+y ai...ar€S(x,x0) r<n<z+y
1i(Qj(n)=k; filag)=k; a;|Q;(n)
P=(Q(n)/(a1...ar))>x0
ot 'on a utilisé la notation (2.1).
On introduit quelques notations utilisées dans [5] et [6]. Pour n > 1, on
note x(n) le noyau sans facteurs carrés de n. Si de plus m > 1 est un autre
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entier, on écrit n|/m pour signifier n|m et (n,m/n) = 1. Par ailleurs, pour
ai,...,ar = 1, on pose
plat,...,ar) :=#{n mod [ai1k(a1). ..am(aT)] :
V1<j<r q4|Qj(n), ai... ar|Q(n)}.

D’apres la version corrigée dans [6] de [5, Lem. 6], on a alors

Yo 3 ey -2,

r<n<r+y a...ar€8(x3/25 1°0) ( )] g<p<a©o
15(Qj(n))=k; £;(a;)=k; plai...ar

Puisque p,(p) < X1<j<r j(p), avec (1.2) et (1.4), on a

1 <1 B po(p)> S (eM

9<p<uto log x)"

plai...ar
Pour obtenir (1.7), il suffit de montrer qu’en imposant (a;, a;) = (a;, D) =
1 pour tous 1 < ¢ < j < r, alors

(3.1) plai, H Py a] o(a )

o) o) © k@

Pour cela, on commence par noter comme dans la démonstration du Théo-
reme 1, que lorsque p { 5D, alors pour tous ¢ # j, on a p{ (Qi(n), Q;(n)).
Donc lorsque p 1 8D, si p”||Q;(n) pour un certain j, alors p”||Q(n). La
minoration (3.1) découle alors de la multiplicativité de p et de (1.3).

Il reste & démontrer (1.8). Pour cela, on utilise entre autres le « W-trick »,
technique introduite par Green [3], afin de gérer les conditions (a;, a;) = 1.
Soit w > 1 un entier, que I'on fixera plus tard, et W := [, p. On se donne
par ailleurs C' > 1, une autre quantité a fixer plus tard. Soit y1,...,y, = 2.
Pour 1 < j < r, on introduit yj = min(yj,:ceo/c) et on pose

Li(a):= > Pi(P)eP)p” ; (0 < o < (logz)~=/€)

w<pY;
ptBD

pj(p)
Lj = Z J
w<pY; p
piBD

Puisque 0 < pj(p) < g; pour tout 1 < j < r, une sommation par parties
fournit

(3.2) Lj(a) = Lj(O) + 0(1) =L;+ O(1).
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On démontre que la minoration (1.8) est valable pour les valeurs particu-
lieres

(3.3) ko= L) (1<g<r)
Pour cela, on commence par démontrer le lemme suivant.

Lemme 5. Avec les notations ci-dessus, lorsque w et C' sont suffisamment
grands, pour tout 1 < j < r, uniformément pour 0 < k:; <kjona

5 pﬂn)go(n)x;ffexp{ > p<p>}

n<x0 y; <p<w p
wy; (n)=k} piBD
(n,WBD)=1
pu(n)*=1

Démonstration. La majoration est aisée en remplacant la condition n < z®°

par PT(n) < x. En effet, on obtient

> pi(n)e(n) _ L;(0)" 10 pﬂp)}

< 1+
2 /1
n<xto n kj' y]’.‘ <p<z p
wy; (n)=k; piBD
(n,WpBD)=1
p(n)*=1
Ly ()
< —fexp Z Pi\b ,
k ! * p
J Y3 <p<z
plBD

ou l'on a utilisé (3.2). On démontre maintenant la borne inférieure. Pour
cela, on introduit les notations

21 = Z M 22 = Z M

2 ) 2 )
n n
P+(n)ga§50/c P+(n)ga}50/c
wyj (n):k; n>a:5i) /
(n,WBD)=1 wy; (M) =k}
u(n)?=1 (n,WpBD)=1
pu(n)*=1

de sorte que 'on a

n<xo n

wy; (n):ké
(n,WpBD)=1
p(n)?=1
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En utilisant 1'astuce de Rankin, avec a := 1/ log (25°/¢), on a

Sycam 3 pilneln

2
P (n)<zc0/C "
wy; (n):k;
(n,WBD)=1
p(n)*=1
k'
< o—CLi(a) m (i+ pi(P)(p — 1)p"‘>
~ ," 2
gl y; <p<aco/C P
pIWBD
’ pi(p
<Le k/'exp{ Z Pj\P) }
y *<p<Lx p
pIWBD

Par ailleurs, on minore ¥; pour k; > 1 par

L;(0)" 1 L)% pi(P)(p—1)
s (Ao 2 B4, I (re2s=)

w<p<y;f y*<p<a0/C p
ptBD ptWBD
K’ k' —1

L 7 L’ <
Pi(0) | g,
> ( ; +O<f>>exp{ Z }C 95,

K" w(k; —1)! v p<a D

pWBD

La méme inégalité est valable sans le terme d’erreur dans la parentheése pour
k‘; = 0. Finalement, puisque k; < Lj, lorsque w et C' sont assez grands, on
obtient bien le lemme énoncé. [

On peut désormais démontrer (1.8) pour le choix particulier (3.3). Gréace
au « W-trick », les conditions (a;, a;) = 1 sont négligeables lorsque w est
assez grand. On introduit donc

H Z pjla;)p(a;)
a2
1<g<r a;<x0 J
wy, (a;)=k;
(aj,WpBD)=1
plaz)?=1
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et

Yy = Z (gW}

dz<z®0 (ZCP([1,r]),IZ1>2)

HI dz#1
(dz,WBD)=1
u(dr)?=1
pila;)p(a;)
< ]I > 2
1<j<r a;<x0 J
Wy (aj):kj_ZJgj Wy (d7)
(aj, WBD)=1
nlaz)?=1
de sorte que
)3 (5,5
1>-— 23 — 24
r<n<x+y (log x)T

Wy (Qj(n))=k;
Dans la définition de X4, les variables dz encodent les relations de coprima-

lité entre les a; pour ¢ € Z. Dire que les a1, ..., a, ne sont pas tous premiers
entre eux est exactement dire [[7 d7 # 1. Avec le Lemme 5, on a d’une part,

5 s Li] pi(p)
’ 1<1_'[ k]' P *Z p ’
<JSr yi <p<z
ptBD

et d’autre part, puisque p;(p) < g et k; < L; pour tout 1 < j <7,

rw(ds) )

g 3
IR — Yy K —=.
; > (gl <

dz<a®0 (ZCP([1,r]),1Z1>2) J
szﬁél
(dz,WBD)=1
p(dz)*=1
Ainsi, lorsque w est suffisamment grand, pour ce choix de ki,...,k, on

obtient avec (1.4),

Z 1 H ;i (B ilogx
z<n<aty Ing 1<j<r BD V1I+L;
wy,; (Q;(n))=k;

et donc le résultat désiré. O
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