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Journal de Théorie des Nombres
de Bordeaux 31 (2019), 81-99

Irrationalité des valeurs de (,(4, x)
par PIERRE BEL

RESUME. Nous donnons un condition suffisante sur un rationnel o pour que
le nombre (,(4, &) soit irrationnel. En particulier, pour tout nombre premier
p > 19, le nombre ¢, (4, %) est irrationnel. Si cette condition est remplie, nous
donnons de plus une borne pour la mesure d’irrationalité de (,(4, cv).

ABSTRACT. We give a sufficient condition on a rational « to get the irra-
tionality of (,(4, o). In particular, for a prime p > 19, the number (,(4, %) is
irrational. If this condition is satisfied, we give a bound for the irrationality
measure of (,(4, a).

1. Introduction

L’irrationalité des valeurs de la fonction Zéta aux points entiers est
connue pour les entiers pairs. Pour les entiers impairs, cela est beaucoup
plus ouvert, méme si les travaux récents (Apéry, Ball, Rivoal en particulier
cf. [1, 2]) ont fait de belles percées.

Dans 'analogue p-adique, les connaissances actuelles sont pauvres.

Les premiers résultats sont obtenus par F. Calegari et F. Beukers. (cf. [4,
5]), ils obtiennent des résultats d’irrationalité. Par exemple, les nombres
(2(3) et (3(3) sont irrationnels.

L’auteur a obtenu des résultats d’irrationalité sur les valeurs de la fonc-
tion Zéta de Hurwitz p-adique, cela permet de prouver ’existence de valeurs
de fonctions L p-adique irrationnelles. (cf. [3])

Une introduction aux fonctions Zéta de Hurwitz p-adiques est fournie
dans les annexes.

On rappelle que g, est définie par ¢, = p si p impair et go = 4.

De plus, si [z|, =1 alors w(z) est définie comme I'unique racine (p —1)-
éme de I'unité telle que |z — w(w)\p < gp et on prolonge pour z € Qj, par
w(x) — pvalp(z)w(xp—valp(x)).

On rappelle de plus la définition de la mesure d’irrationalité :

Manuscrit regu le 12 janvier 2018, accepté le 16 janvier 2018.
Classification Mathématique (2010). 11J72, 11J82, 11M35.
Mots-clefs. Irrationality, p-adic Hurwitz zeta function, measure.
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Définition 1.1. Un réel p est une mesure d’irrationalité d’un nombre ir-
rationnel p-adique «, si pour tout € > 0, il existe C. > 0 tel que

Ce
— max(|al, [b])#Fe’

a

b

’a_

p

pour tout (a,b) € Z x N*.
On définit la mesure d’irrationalité p(a) de o comme 'inf des réels p
vérifiant cette propriété.

On se propose ici de démontrer le théoréme suivant.

Théoréme 1.2. Soient p un nombre premier et x un nombre rationnel de
forme réduite ¢ tel que |$|p > qp, St

1
4log [b] + 6log [b],, + 4 Z %% 1 5<0
qlb ¢-1
q premzier

alors w(z)3¢,(4, ) est irrationnel et sa mesure d’irrationalité est majorée
par
6log [b],,
; .
6logb|, +4log|b| +43° g5 EL+5

q premier

Corollaire 1.3. Sip > 19 est premier, alors (,(4, %) est irrationnel et sa
mesure d’irrationalité est majorée par

6logp
210gp—41;%f -5

= g(p)-

On remarque en particulier que la fonction g est décroissante de limite 3,
alors que la mesure d’irrationalité conjecturée est 2 pour toutes les valeurs
G4, D).

Le résultat obtenu dans le corollaire est meilleur que celui donné dans
([3]), en particulier on obtient ici que si p > 19, alors (,(4, %) est irrationnel
(le résultat antérieur de l'auteur donnait 582360139111, avec toutefois un
résultat plus fort d’indépendance linéaire sur Q de

o). 66l). 6(sd)

La démarche de la démonstration se découpe en quatre étapes.

La premiere étape est la construction d’approximants de type Padé de
((4,x) dans un cadre archimédien en utilisant des séries hypergéométriques,
la démonstration de ce résultat n’est pas détaillée, car issu de [10].

La deuxieme étape est ’étude du comportement arithmétique et asymp-
totique des coefficients de ces approximations.
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La troisieme étape est de démontrer la non nullité d’'un déterminant
associé aux approximations obtenues a la deuxiéme étape, cette hypothese
étant nécessaire a ’application du critéere d’irrationalité dans la quatrieme
étape.

La quatriéme étape est de transférer ces approximants dans un cadre
p-adique en utilisant les séries formelles pour pouvoir leur appliquer un
critere d’irrationalité.

La fraction rationnelle introduite pour la construction des approximants
de type Padé permet aussi de donner une suite de combinaisons linéaires a
coefficients rationnels (,(3,z) et de 1, mais celle-ci n’a pas de bonnes pro-
priétés de convergence, on ne peut pas en déduire un critere d’irrationalité.
(cf. [10] pour le probléeme de convergence).

La fraction rationnelle utilisée a un lien avec les travaux précédents de
T. Rivoal (cf. [9]) et ceux de F. Beukers (cf. [4]). On détaille en derniére par-
tie le lien entre les approximations obtenues dans ce texte avec les travaux
précédents. On explicitera, de plus, les mesures d’irrationalité de ((3,z)
que 'on peut obtenir au moyen des résultats du texte de F. Beukers.

Remerciements. Je tiens a remercier Tanguy Rivoal pour son aide et
son soutien et le referee, pour ses nombreuses propositions qui ont permis
d’améliorer le texte initial.

2. Une série hypergéométrique auxiliaire

Le symbole de Pochhammer est défini pour un nombre « et un entier
naturel n par

(@) =ala+1)(a+2)...(a+n—1).

Dans [10], pour tout entier naturel n, T. Rivoal introduit la fraction
rationnelle de variables complexes k et x

B n\ (k+1)2(k +2x)32
Rn(k,a:)—<k:+:r+) v

2

et la série
> d

Sp(z) = — —
P dk

R(k, )
qui converge si x n’est pas un entier négatif.

Le développement en éléments simples par rapport a la variable k de la
fraction R, (k,z) donne
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De plus, pour j € [1,n] et s € [1,4], on a

T. Rivoal montre le résultat suivant qui permet d’obtenir de bons ap-
proximants de type Padé de ((4,x). Il utilise pour cela un développement
en éléments simples de la fraction pour obtenir un approximant de type
Padé de (¢(3,),((4,2),((5,2)).

Le fait que la série soit équilibrée (c’est-a-dire Ry, (k) = —R,(—k—2x—n))
permet de montrer que les coefficients devant les quantités (3, x) et ((5,x))
sont nuls. (cf. [11] pour plus de détails sur la notion d’équilibrage)

Proposition 2.1 (Rivoal). On a
1
u() = 3Q0n(2)C(4,2) + Qan(e) = O 5057 ).

quand x — oo dans un secteur angulaire |arg(z)| < ™ — € avec € > 0 fixé,
avec

n 4 n j—1 SEj,n,s(x)
) =S5 B, 1 Quat =~ 55 G
7=0 s=175=0k=0

De plus, on a

Qon (), Q2n(x) € Qunlz].
3. Notations et résultats auxiliaires

On pose pour tout entier b non nul et pour tout entier positif n

fin(b) = 0" H qu21 .

qlb
q premier

et d, = ppem(1,...,n).
Pour a € Qy, on note |«| » la valeur absolue p-adique usuelle, c’est-a-dire
‘a‘p =p- valp(a).

On rappelle que d,, = e"+o(").
On a par ailleurs (cf. [3]) :

Lemme 3.1. Six est un nombre rationnel § (b>0) et k un entier appar-
tenant a l’intervalle [0,n], alors les nombres

@) et Bl b,

n! nl(x + k)
sont des entiers et on a
log q
(3.1) Jlim o (1 () = log o] + 2|bj el
q

q premier
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De plus, si p est un nombre premier divisant b, on a

1 log p
(3.2) Jim 1oz | (0)], = log ], + 1.
Le transfert des approximants de type Padé obtenus par T. Rivoal dans
un cadre p-adique permet d’obtenir de bonnes approximations rationnelles

de (p(4,x) et on peut alors appliquer le criteére d’irrationalité suivant :

Lemme 3.2. Soient o € Q et (un)n>0 = (an, by )n>0 une suite d’éléments
de Z%, p €10,1[ et A € |1, +o0] vérifiant

(1) max(|az|, [b,]) < Am+etm)

(2) lan — bno‘|p < Pn+0(n)

(3) pour tout n, det(un, unt1) # 0.
alors si Ap < 1, a est irrationnel et sa mesure d’irrationalité est au plus

log p
logp+log A

Démonstration. Montrons, dans un premier temps, l'irrationalité. Raison-
nons par I'absurde en supposant que Ap < 1 et a = % € Q avec (z,y) €
7 X 7*.

Comme det(uy, up41) # 0, il existe une infinité de n tel que

oo () 0

Comme D,, = det(uy, (z)) € Z, pour tout n tel que

el () 0

on a
(33) 1< DDl
Or, pour la place infinie, on a
(3.4) IDal < (Jo] + [yl A+,

puis pour la place p, on a

D _ | x| |ap, —aby, x—ay‘_an—abn 0
"l oy by Y b yl’
comme y € Z*, on obtient donc
(3.5) | Dyl < p™ o),

En regroupant les équations (3.3), (3.4) et (3.5), pour n tel que

el () 0
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on obtient
1< (‘.’1?| + |y|)An+o(n)pn+0(n).

Comme cette inégalité est vraie pour une infinité d’entiers n, on passe a
la puissance % et a la limite et on obtient alors

1 < Ap,

ce qui est contradictoire, donc « est irrationnel.
Supposons que 1 > 0 et M > 0, tel qu’il existe une infinité de couples
d’entiers (z,y) tel que

- M
p (max(lz], [y])"

xr
(3.6) 0< ’oz T
Yy

Soit (zy,yr) une suite de couples d’entiers solutions de 'inégalité (3.6),
tels que (zg, yx) tend vers U'infini. Sans perdre de généralité, on peut suppo-
ser que pour tout k, les entiers xy et y; sont premier entre eux. On pourra
alors supposer, que, pour tout k, on a

M
(max(|zx| , [yr])"”

(3.7) 0 <|og —yral, <

oit M est une nouvelle constante indépendante de k. Comme Ap < 1 et
grace aux hypotheses (1) et (2) sur (uy), pour tout € > 0, tel que

(a) (A+e)(pte) <1,
il existe M7 > 1 et My > 1, tel que, pour tout n,

(b) max(lan, [bn]) < Mi(A+€)"
(c) lan — bno"p < Ma(p+¢€)".

Fixons k, soit ny le plus petit entier tel que
’ank - bnka’p < |CCk - yka|p .

log|zy—yral

Grace a (c), on sait que ny < oa(rr T 1. On en déduit que

logley—ukely log(A+o)
(3.8) max(|an,|,|bn,|) < Mi(A+ €)™ Toelera = M | — year| 50

ot M est une constante indépendante de k.

Supposons que det(uy,, (;:)) # 0 (si ce n’est pas le cas pour ng, grace a
I’hypothese (3), ce sera vrai en remplagant ny par n; + 1 et les majorations
resteront vraies a des constantes multiplicatives pres indépendantes de k).

Comme les coefficients sont entiers, on a alors

et (s (29))] -t (o (2))

(3.9) 1<

p
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En utilisant la méme manipulation que précédemment, on a

Uy Tk| _ |Gy, — Obny Tk — QY

bn, Yk bn,, Yk |
Comme [an,, — by, af, < |z — yral, et que by, et yj sont des entiers, on en
déduit
(3.10) det <unk, (mk)> < |zp — ykarl, -

k) )|,
Puis
x

Ga1) et (e (1) )] < 2max(lan, | o) max(fon o)

En regroupant les équations (3.9), (3.10) et (3.11), on a
1< 2max(fan, |, b [ max(lzil o) loy — v,

Soit, en utilisant I’équation (3.8),

log(A+e€)
log(p+e€)

1 < 2Mj max(|zg|, [ye|) |2k — yralp

log(A+e)
log(p+e)

r log(A+e)
M }D* e (10
(max(|zg|, [yx[)"

Comme (A+¢€)(p+e)<l,onal<1+ , donc, en utilisant (3.7),

1 < 2M{ max(|zk|, |ykl) (

En passant a la limite en &, on en déduit qu’on doit avoir

log(A + e)>
0<1-n(14+—=22""1))
= < log(p + €)
soit
log(p + €)

NS T oglAra 1 log(A+e)
(1+24d)  loglp+e) +log(A +¢)

Cela étant vrai pour tout € > 0 tel que (A+¢€)(p+¢€) <1, on a donc

log(p)
~ logp+logA

On déduit donc que si n > log(p)

Tog ptlog A° il existe M tel que

T M
0< ’a —— < .
ylp — (max(|z], |y]))"

n’admet qu'un nombre fini de solutions (z,y) € Z x N*, il existe donc M’
tel que

< M
p - (max(falJy))"

x
0<’a—
Yy
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n’admet aucune solution (z,y) € Z x N* et on conclut

1
n(a) < oglp)
logp +1log A

4. Propriétés arithmétiques des polynémes Q;
Proposition 4.1. Pourn € N et i € {0,2}, on a
21) L=t Qz n(T) € Zplz].

En spécialisant en ¢, ou (a,b) € Z x N*, on a alors

24, (b )4bd5Qm< > € Z.

Le texte de F. Beukers, ainsi que les différents travaux (cf. [7]) sur la
recherche de dénominateurs communs dans les approximants de type Padé
nous font conjecturer que d: devrait suffire & la place de d>, ce qui per-
mettrait d’améliorer les bornes dans le théoréme et dans son corollaire (On
aurait en particulier (13(4, 1) irrationnel).

Démontrons dans un premier temps, le cas ¢ = 0.

Lemme 4.2. Pourn €N, j € [0,n], s € [1,4] et (a,b) € Z x N*, on a
2! T By () € Zyla]
et
24t ()b dA 5 Ej s <Z) € Z.
Démonstration. En écrivant R, (k) sous forme d’un produit, on obtient
(k+1)2(k + 27)?

Ru(k)(k+j+2) = (k:+ + 2) i+ o)i, "k + 5+ a)t
= H(k)G1(k)*Go(k)?
H(k) = (k: Vot Z) . Gik) = Hwi’“(;?; -
o
et
B (k +2x),
Galk) = [o<e<n(k + 2+ £)°
i

En développant G1(k) et Ga(k) en éléments simples, on obtient

j— 4 j— £
Gil) =1+ 3 (li+£)flaf et Gak)=1+ 3 (}Zw)f?f
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ou

et = (0 D () g = 0O ()

n! 14 n!
On obtient donc que nlag ¢(z),nlag(x) € Z[z], d’ou
pLﬁJal,g(x) et ptﬁjalg(x) € Zplx].

De plus le lemme 3.1 implique que pour x = ¢, les nombre

pin ()t g (Z) et pn(b)agy (Z)

sont des entiers. On note D) = %(%)A, on a alors pour tout entier A € [0, 3]

ette[l,2]:

o B ag ()
(D)\Gt(k)>|k:—j—l‘ 50,)\ e; (] _ 5))‘

0<tl<n

Il en résulte que

dﬁpbnfﬂ (DAG(K)) k=—j—z

_n_ dy, Al
= dyp' 7o — Y <M) plrTay(z) € Z,[a).

(7]
0<t<n

En spécialisant en z = 7, on obtient
dypin (D) (DAG(K)) jh=—j

— &b - Y (5= K)Auna))au () ez

(4
0<t<n

De plus, pour tout A € N,
2D)\(H(k))g=—j—z € Zplx] et 2b[Dx(H(k))k=—j—a) v=2 € L.
En utilisant la formule de Leibniz généralisée, on a

Ejns(x) = Dy [R(k)(k +7+ 1")4} |k=—j—z

) 1Yy

= lz Dy, (H(k))DVQ(Gl(k))Dug(Gl(k))Dm(Gz(k))Dus(G2(k))] [——

ou v parcourt les quintuplets d’entiers naturels de somme égale & 4 — s, on
en déduit alors que 2p4LPdef’lEj7n,s(x) € Zy[z] et 2un, (D)0 d3Ej 0 5($) € Z.
Par sommation, on en déduit que

2p4LﬁJdiQo7n(az) € Zylx] et 2un(0)*0d3Qon (Z) eZ.
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Traitons maintenant le cas i = 2.
On utilise ’expression du polynéme ()2, sous forme de dérivée 3-cme
(cf. [10] pour la preuve). On a

Quale) =4S (Mo

=0 k=0 (k—m —j)

On utilise de nouveau un développement en éléments simples sur

R(m)(m + j + x)*

= H(m)G1(m)*Ga(m)?
(k_m_j)Q (m)G1(m)“Ga(m)
ou G2 et H sont définis comme précédemment et (~§1 est défini par
m+1),
Gi(m) = ( ) ‘
(k m — ) Hogzgn(m +x + E)
LF£]

On obtient alors
~ | — 0oy o(x
Gl(m): 2 : (] )E 1,5( )7
0<t<n m+4L£+x
Z3

ou aj e(x) = ?‘i;fx) = (—1)6%(2). Le lemme 3.1 permet d’obtenir

le résultat en utilisant la méme démarche que pour Qo (z). (|

5. Comportement asymptotique des polynémes Q;

Proposition 5.1. Pour z € C\Z~ fizé et i € {0,2}, on a

3|~

limsup |Qin ()| < 1.

n—-+o00

Démonstration. Grace aux expressions des polynomes @); ,, données dans la
partie 1, il suffit de démontrer que

3=

lim sup | Ejn,(z)| 7 < 1,

n—-+00
uniformément par rapport & j. La formule des résidus donne

Bjna(®) = 7/ (z Tt n) Sas )n(zj P (j+z+2)°1dz.
20T Jjztjital=3 2 (2 + 2)ny1

On en déduit que

(z+1)2(z + 22)2

|Ejns) <27° max
" (z +2)p4

|+i+al=3

zZ+x+

g
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Soit un entier m tel que ||+ 2 < m, on a

n—1 n—1
(5.1) Jz+Dal=]]lz+1+kl=]]lz+i+a+14+k—2—]
k=0 k=0
n—1 1
<TI (5 +1+1k= 31+ al)
k=0
n—1 n
< [T (k= jl+m) < I (|k = jl+m).
k=0 k=0

D’ou

(52) |(=+1)n] < (H<m+k>) ( ] <m+k>)
k=0 k=1

De méme, on a

—1
(5.3)  |(z +22), H|z+2x+kz| H|z+j+x+k+x—j\
k=0 k=0

gH( +lh— gl +1a])
k=0
n—1 n
< II (k=31 +m) < I (k= il +m).
k=0 k=0
D’ou
j —
(5.4) |(z+22), < | J[(m + k) Hm~|—/~z < (m+4)(m+n—j)
k=0 k=1
Puis

n n
(42|l = [[lz+a+kl=]]lz+i+a+k—j
k=0 k=0

1
a4 k—
2+\ ]|‘

En minorant ’|k: —jl- %‘ par |k — j| — 1 si |k —j| > 1, et par 5 sinon, on
obtient, dans tous les cas

(5.5) (e 2l 2 <3t — )1
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En regroupant (5.2), (5.4) et (5.5), on obtient finalement

8n3((m + 5)!(m +n — j)! ))

|Ejn,s(z)] < ( gl (n—j7)!

:847112( (j—I—an j—l—l)

k=1
_8 n*2(n +m)(n 4+ m + 1)

On a donc bien

lim sup \Ej,nysﬁ <1,

n—-+4o0o

uniformément par rapport a j. O

6. Indépendance linéaire de deux termes consécutifs de la suite

(QO,na QZ,n)nZO

Proposition 6.1. Soit x un nombre qui n’est pas un entier ou un demi-
entier alors, on a

Qon+1(7) Q2.1 () — Qo.n(2)Q2,n11(z) # 0.

Démonstration. En utilisant Maple, I'algorithme de Zeilberger! nous per-
met de montrer que les suites (Qon(x)) et (Q2n(z)) vérifient la relation de
récurrence

2n+3 T.(n)

W(n+2)+ me(n)W(n +1)+ WW(n) =0,

ou
Py(n) = —n*—6n3+ (222 —224+14)n+ (622 —62—15)n+221 — 423 +-822 —62—6
et
To(n) = (n+ 1)3(n + 2x)(n + 2 — 22).
On pose alors Ay, (z) = Qo.n+1(2)Q2,n () —Qon(x)Q2,n+1(x) et les relations

sur les récurrences linéaires d’ordre 2 nous donnent alors

(n+1)3(n+22)(n + 2 — 27)

#0  grace a ’hypotheése sur x
Comme Ap(x) = —3(2z — 1) # 0, on conclut que A,(z) # 0, pour
tout n. g

Lcf. [8], I’algorithme est implémenté dans Mathematica et dans Maple
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7. Démonstration du théoréme 1.2

Dans cette partie, on fixe un nombre premier p.
Pour n € N et x € C, tel que \x|p > gp, on définit la quantité

Va(w) = 2p" 7105, (3Qo 0 (2)Gp(4, )w(2) ™ + Qan(a)) -

Lemme 7.1. Soit n > 0, la fonction V,, admet le développement en série
de Laurent

o
—k
Vi(x) = Z Up kT,
k=2n+1
ot (vp k) ken est une suite de nombres rationnels vérifiant pour tout k € N,

’vn,k|p S D-

Démonstration. En utilisant les développements convergents des fonctions
Zéta de Hurwitz p-adiques, on a

3w (-3 -
G r)w(z)™° = (j)B] 7,

3 oy
Comme les polynémes @, ; sont de degré au plus 4n et que les séries sont

convergentes, on en déduit que la fonction V,, admet le développement de

Laurent
[ee]

Va(x) = Z vn,kx*k.
k=—4n+3
Dans le cas archimédien, on a, pour s > 1, le développement asympto-
tique
o [(E 11— = 1k
C(s,x)zs_l Z ; Bjxz™7 4+ O(x )|

J=0

quand z — oo dans un secteur angulaire |arg(z)| < m — € avec € > 0 fixé.
Ce développement n’est pas convergent, mais il permet d’obtenir une
série formelle de Q[[z]] associée a ((4,z) qui est exactement la méme que
la série de Laurent de ¢,(4, z)w(z) 3.
Par unicité des développements asymptotiques, la série de Laurent asso-
ciée a V,(x) est donc égale a la série formelle associée au développement
asymptotique de Sy, (z), or la proposition 2.1 nous donne

Su(z) = O(z~21),

On en déduit que v, = 0 pour k < 2n + 1, on obtient donc la premiere
partie du résultat.
41527 55 41577 55 414
En revanche 2p 'r=17d?> Qo () et 2p ' 7=1"d) Q2 »(z) sont des éléments de
Zp|z] par la proposition 4.1 et que le nombre (33) Bj est majoré en valeur
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absolue p-adique par p en utilisant le théoreme de Clausen—von Staudt
(cf. [6, Theorem 9.5.14, p. 63]), on a bien le deuxiéme point. O

On a en particulier.

Corollaire 7.2. Sous les mémes hypothéses que le lemme précédent,
—2n—1
V@), < plal,™ .

Soit ¢ € Q un rationnel sous forme réduite avec |%|p > @p, considérons

a0 s () (1) () 70 ()

Proposition 7.3. On a
lim sup — log [Vnl, < 6log|b], .
n—-+oo

Démonstration. On a

Va=2[0" [ o+ 4bdi<3Q0,n< >Cp< )+Q2n<z>)a

qlb

q premier

que 'on peut reformuler en

— | lg25) | 4 a
V=10 || gra-t an(b)'
qlb
q premier

q#p

Il en résulte, en utilisant le corollaire 7.2,

()

On peut donc conclure. Il

—2n—1
6n+2

[Val, = b,"* =plbl,

a
< ’b’ﬁnﬂp‘b

p p

Fin de la preuve du théoréme 1.2. Gréce a la proposition 4.1, on a

2080830 (5) €2 et 2un(0)bdQun (5 ) € 2.

En utilisant le lemme 3.1 et la proposition 5.1, pour ¢ € {0,2}, on obtient

1
241 (0)4b 4 Qs ()‘ <dloglb|+4 3 qogq +5.

1
qlb
q premier

lim sup — log
n—+oo
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On en déduit donc que

1
lim sup — log [max (‘6,un(b)4b d>Qo.n <Z> ,

240 (0)08Q, ()| ) V|

n—+oo N
log g
< dlog|b] +6loglbl, +4 >, — +5.
qlb
q premier

Grace a la proposition 6.1, comme |z| > g, implique que z n’est pas
un entier ou un demi-entier, on a donc l'indépendance linéaire de deux
termes successifs de la suite (Qon(z), Q2.0 ())n>0. En utilisant le critere
d’irrationalité du lemme 3.2, on voit que si

4log [b| + 6log [bl, +4 > ﬁ+5<0

qlb
q premier

alors (p(4, $)w(§)~? est irrationnel. Si cette condition est vérifiée, comme

lim sup — log|V|< —6log |b],,

n—-+oo

et

hmsup—log 2 (D)4 d2 Qi 1, ()‘ <4log|b| +4 Z

n—-+o0o

q premler

la mesure d’irrationalité de (,(4, #)w($)™> est majorée par

61log [b],,
Glog|bl, + 4log [b| +4% g5 2I 45

q premier

On a donc démontré le théoréme 1.2

8. Lien avec les travaux de F. Beukers

Dans [4], F. Beukers introduit la série formelle suivante

[e'e) 1 k‘
T(a) - M,
k:0k+1 T

ou [k] = K :
x z(z+1)(z+2)...(x+k)
Il démontre que cette série converge p-adiquement pour z € Q, tel que
2|, > 1 et alors on a

T (x) = w(m)*QCp(S,x).
I1 obtient des approximants de type Padé de (3, z) :
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Proposition 8.1 (Beukers). Pour z € Q, avec |z, >1etn €N, ona

pala) ~ 4a(2)T(@) = T(m,2) = O 5 ).

L& () (n+ k) & (1 GED )
mo=3 (1) () £ i
o= (1) () () )
k=1
et
SRk —D(k=2) ... (k—n+1) [K][ k
T(n,z) = (=1) kz ktD)(k+2). (k+n+1) M [1—:13} '
T. Rivoal construit (cf. [9]) la série hypergéométrique
= n, (k+1)n(k+22),
kz:;)( A 2) (k+2)piq

et justifie qu’elle donne les mémes approximants de type Padé que ceux
de F. Beukers. L’absence du carré au numérateur de la fraction ration-
nelle utilisée par rapport a celle qu'introduit T. Rivoal dans [10] permet
de démontrer la convergence des approximations rationnelles de ((3,z) en
utilisant les séries formelles. La présence de ce carré est nécessaire pour
pouvoir dériver et obtenir de bonnes approximations de ((4,z). (cf. [10]
pour plus de détail sur ce probleme)
Par sa méthode, F. Beukers obtient la proposition :

Proposition 8.2 (Beukers). Sous les mémes hypothéses que la proposition
précédente, si x = § € Q, on a alors

(1) un(b) n () € Z[z]
() n(x) € Zlz]

(2) d
(3) hm SUPn oo MaX(|pn ()], [gn(2)]) ™ <
= 2 —

(4) limsup,,_, o [pn(2) = gn(@)T(2)[» < [b,p 7T
(5) pour tout n, pp(z)gns1(z) — gn(x)p

On peut remarquer que par sa méthode, F. Beukers obtient d> pour le dé-
nominateur, la ou la méthode de T. Rivoal sur les séries hypergéométriques
ne donnerait que d;.

On a alors toutes les hypothéses pour appliquer le critéere du lemme 3.2
et on obtient
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Proposition 8.3 (Beukers). Six € Q de forme réduite x = § tel que

1 1
2loglb| +2 Y (%q+3+4bgm¢—4%@)<m
o qg—1 p—1
q premier

alors w(x)72(,(3,x) et sa mesure d’irrationalité est au plus
4log [b,, .
2log|b] +4log |bl, +25 gy 7EE+3

q premier

La condition d’irrationalité est celle obtenue par F. Beukers, en revanche,
il ne donne pas la mesure d’irrationalité dans son texte.
On en déduit

Corollaire 8.4. Soit un nombre premier p > 3, le nombre Cp(3,%) est
irrationnel et sa mesure d’irrationalité est au plus

4logp
2logp + 2250 -3

= h(p).

On remarque que la fonction h est décroissante de limite 2 en 400 qui
est la valeur conjecturée pour la mesure d’irrationalité ¢, (3, %) pour tout p.

Annexe A. Fonctions Zéta de Hurwitz p-adique

Pour avoir une vision trés compléte sur les fonctions L p-adiques, on
pourra se référer a 'ouvrage de H. Cohen ([6]).

A.1. Quelques notations p-adiques. Pour p premier, on définit ¢, par
gp = p, si p impair et go = 4.

Siz € Qp tel que |z, = 1, on définit w(x) comme I'unique racine (p—1)-
éme de 'unité si p impair ou 'unique racine carrée de 1 si p = 2 (c’est un
élément élément de Q) telle que |z — w(z)|, < gp.

On étend la définition de w pour z € Q) par w(z) = 2v2l (@) (-~ Vol (@)
ou val, est la valuation p-adique.

On définit pour z € Q}, (x) = 75
A.2. Fonction Zéta de Hurwitz p-adique. La fonction Zéta de Hur-
witz, dans le cas archimédien, peut-étre définie pour s € C avec R(s) > 1
et € C\Z~ par

> 1
S,x) = =—.

k=0
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En utilisant la formule d’Euler Mac-Laurin, on obtient, pour x réel, le
développement asymptotique

1—s k 1

C(S,.%') - Sx_ 1 Z

J=0

— S8

Bz +0(z717F)

quand z — oo dans un secteur angulaire |arg(z)| < m — € avec € > 0 fixé.
Ce développement n’est pas convergent.
On prolonge analytiquement cette fonction & C\ {1} x (C\ Z™) et pour
tout n € N*, on a alors

(1 —n,z) = By(x),

ou B, est le n-eme polyndéme de Bernoulli que 1’on peut obtenir par la série
génératrice :
t 1 |
et —1 =0 k!
On peut définir analytiquement les fonctions Zéta de Hurwitz p-adiques

te®t = By(x) e

1
pour z € Q, tel que |z], < g, et s € Q, tel que [s], < gpp 7~ par

)yl X —s
Cp(sa$) = <S>—1Z !

Jj=0

]
Bjx™.

Ce développement converge p-adiquement et on a, pour tout k € N*,
(1 =k, ) = w(w) " By(x).
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