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Estimations de dispersion pour les ondes dans un
domaine strictement convexe

Gilles Lebeau

Résumé

Nous décrivons les estimations de dispersion en temps petit pour les so-
lutions de 1’équation des ondes dans un domaine strictement convexe de R%,
d > 2, et nous donnons des applications aux inégalités de Strichartz.

1. Introduction et résultats

Soit Q € RY, d > 2 un domaine strictement convexe & bord C* 9. Nous décri-
vons ici les estimations de dispersion en temps petit pour les solutions de I’équation
des ondes linéaires dans €2 avec condition de Dirichlet au bord, et nous donnons

des applications aux inégalités de Strichartz. Les preuves détaillées seront exposées
dans [Leb06].

Pour a € Q, soit u,(t, x) la fonction de Green solution dans €2 du probleme mixte
(02 — A)ug =0 dans R, x ,
u, =0 sur R; x 09, (1.1)
uq(0,2) = 84, Opug(0,2) = 0.
Soient 0 < w; < we < ... les racines carrées des valeurs propres du laplacien —A dans

Q2 avec condition de Dirichlet, et soient e;(x) une base orthonormale de fonctions
propres associées

—ANej = w?ej, lejll 2@ = 1.
On a
uq(t,x) = X cos(tw;)ej(x)e;(a). (1.2)
Pour y € C§°(]0.8,2.2]), et h €]0,1] notons x(hD;)u, la fonction C* dans R; x
dont la transformée de Fourier en t est égale a x(h7)u,(T, z), c’est a dire

N ;2 e (s Jes ()¢5 (a). (1.3)

Alors x(hD;)u, est une localisation de u, aux fréquences

{weR; 0.8 < hw < 2.2}.
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Notre résultat principal est le théoreme suivant, qui donne l’estimation L* de
dispersion pour wu,(t, z) uniformément par rapport a x, a et t petits.

Théoréme 1.1. [l existe Ty > 0, Cy > 0 tels que pour tout h €0, 1], tout t € [0, Ty],
et tout a,x € 2, on a

IX(hDy)(ua)(t,2)| < Co h™%min(1, (h/t) 7 7). (1.4)

Rappelons que si u, ga est la fonction de Green dans I'espace libre, i.e la solution
de (1.1) avec = R?,

gty ) = (2m)* [ cos(tle])e’= ¢ de

'estimation classique de dispersion, avec Cj indépendant de (t,z,a) € R2? et
h €]0,1], est

X (hDy) (g ga)(t, )| < Co B~ min(1, (h/t)F) (1.5)

L’estimation (1.4) signifie donc que 'on perd une puissance 1/4 de h/t a intérieur
d’un domaine strictement convexe par rapport a ’estimation de dispersion libre. On
a choisit d’écrire 'exposant de dispersion de la formule (1.4) sous la forme d%z —l—i au
lieu de % — i, car d— 1 est la dimension du bord 952, de sorte que (1.4) montre que
I'effet de dispersion reste meilleur que la dispersion dans les directions tangentielles.
Nous verrons dans la section (2) que pour tout Ty > 0, la perte d’une puissance 1/4
de h/t est optimale pour I'estimation L uniforme (1.4), en raison de la présence de
caustiques de type queue d’aronde dans le support singulier de u, des que le point
source a vérifie dist(a, Q) < ¢Tg : la présence de caustiques en temps arbitrairement

petit explique la perte par rapport a la dispersion libre. Si on note
Sa,t

la "sphere” de centre a et de rayon t > 0, c¢’est a dire le lieu des points de 2 qui sont
les extrémités des rayons optiques de longueur ¢ issus de a et qui se réfléchissent
au bord celon les lois de Descartes, un point essentiel de la preuve consiste en une
description précise de la géométrie de S, ;, uniformément en a et ¢ petit. La sphere
Sat possede une stratification naturelle

k
Sap = Uk>0 Sg4

ou Sffﬁt correspond aux extrémités des rayons possédant k points de contact avec
le bord. Par le théoréeme d’équivalence des hypersurfaces glancing de R. Melrose
([Mel76]), I'hypothese de stricte convexité entraine que la dynamique du billard
dans l’espace de phase est, pres des rayons tangents, localement C'*° conjuguée a
une transvection symplectique. La description uniforme par rapport a k de SC’f’t est
obtenue en écrivant précisemment cette conjuguaison dans les coordonnées (z, &)
naturelles.

En utilisant I’argument 77™ usuel, on déduit du Théoreme 1.1 les estimations de
Strichartz suivantes. Soit I;, = {k, hwy, € [0.9,2.1]} et E}, le sous espace de L*()

Ey, = {u(z) = Sker, urer(z)}.
Soit
d—2 1

Oéd:T‘i‘Z
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I'exposant de dispersion de la formule (1.4). Soit g €]2, 00|, r € [2,00], et [ tels que
1 1 1

=y =)
1 1

i
§=(d— o)~ )
Proposition 1.2. Soit d > 2. Pour tout T" > 0 il existe C' > 0 tel que pour tout
h €]0,1] et toute solution u de
(02 = AN)u=0 dans R, x Q,
u=0 sur R;x 0f, (1.7)
u(0,2) = ug(x) € Ey, howu(0,z) = uy(z) € Ep,

(1.6)

WP (10, T, L7()) < C(lfuol |2 + [[un]]2). (1.8)

Remarque 1.3. Notons que bien que g soit optimal pour l’estimation de dispersion

(1.4), nous ne savons pas quel est le ag optimal pour l'estimation de Strichartz (1.8).

Je remercie J.-M. Delort qui m’a signalé les résultats récents de H.Smith et C.Sogge

([SS06]) : dans le cas d = 2 et pour r = 8, une conséquence des estimations de [SS06]

sur les projecteurs spectraux est la validité de (1.8) dans un domaine quelconque du

plan avec ay—g,—3 = 1/3 > 1/4. Cela laisse penser que l’estimation de Strichartz
d—1

(1.8) pourrait etre vraie avec ag = 5= — 1/6.

Soit B"%(€2) I'espace de Besov associé au laplacien avec condition de Dirichlet
B? = {u = Yug, U, € Ez—lc, HukHLr =Ci € l2}

On a linjection B™? C L" pour 2 < r < oo (elle se démontre comme dans le
cas sans bord en utilisant essentiellement le fait que les opérateurs Xuje;(z) —
Ex(hw;)uje;(x) sont bornés uniformément en h sur tous les L?). On déduit de (1.2)
les estimations de Strichartz usuelles pour les solutions d’energie finie de I’équation
des ondes dans )

Proposition 1.4. Soit d > 3 et q €]2,00|,1 € [2,00][ des exposants tels que
1 d d 2d + 3
S 2% 9 > :
g TrTaT 17503
Pour tout T > 0, il existe C > 0 tel que pour tout ug € H}(Q), uy € L*(Q) et
F e LYRy, L*(Q)) la solution u de

(02 = Nu=F dans R, x Q,
u=0 sur R;x 0%, (1.10)
u(0,2) = ug(x), Owu(0,x) = ui(x),

vérifie l'inégalité de Strichartz

[lus L0, T, L") < Clluos Holl + [lurs L[| + [|F3 L0, T[, L)[]).  (1.11)

(1.9)

Remarquer que I'estimation de Strichartz (1.11) est la méme que celle de I'espace
libre, sauf que les valeurs admissibles de ¢ sont restreintes a ¢ > ;Z—fg au lieu de
q > 2 en dimension d > 3. Bien sir, pour 'estimation (1.11), cela ne fait de différence
que pour d = 3 ou d = 4. Rappelons que lorsque ) est I'extérieur d’'un domaine

strictement convexe, H. Smith and C. Sogge ont prouvé dans [SS95], en utilisant
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la parametrix pour la diffraction de M. Taylor and R. Melrose, qu’on a les mémes
estimations de Strichartz que dans I’espace libre. Remarquer aussi que, a 'extérieur
d’un convexe, un point source ne génere jamais de caustiques, et que ce sont les
caustiques génerées en temps petit par des points sources pres du bord qui posent
probleme a l'intérieur d’un convexe.

2. Idée de la preuve

Nous décrivons ici brievement la stratégie de preuve du Théoreme 1.1. Les princi-
paux ingrédients sont : la conservation de I’énergie, la localisation dans l’espace de
phase par calcul h-pseudodifférentiel adapté aux problemes aux limites, la propaga-
tion des singularités, la description de la sphere S, et de la conormalitée de u, le
long de S, ;. Rappelons que le théoreme de propagation des singularités a I'intérieur
d’un domaine strictement convexe 2 a été démontré par G. Eskin dans [Esk77] par
construction d’une parametrix pres des rayons tangents au bord, et indépendem-
ment par K.-G. Anderson et R. Melrose dans [AM77]. Toutefois la parametrix de G.
Eskin a I'intérieur d’'un convexe n’a pas le méme degré de précision géométrique que
la parametrix construite par M. Taylor et R. Melrose a I'extérieur d’un convexe, et
qui a été utilisée par H. Smith et C. Sogge dans [SS95] pour démontrer la validité
des estimations de Strichartz de I’espace libre pour I’équation des ondes a I’exterieur
d’un convexe strict. L’essentiel de notre travail consiste donc en une description pré-
cisée de la géométrie.

La premiere étape consiste a se ramener par changement d’échelle a prouver une
estimation en temps 1 pour une équation renormalisée avec un point source pres du
bord. On remarque d’abord que la premiere moitié de I'estimation (1.4) est vraie :
il existe Cy tel que pour tout h €]0, 1], tout ¢ € R et tout a,z € 2, on a

IX(RDy)(ug)|(t, ) < Coh™. (2.1)

En effet, 'estimation classique de la restriction du noyau de la chaleur p;(x,a) =
z e_t“’?‘ej (x)e;(a) sur la diagonale donne, avec C' indépendant de a € 2 et ¢ €]0, 1],

X e~ ej(a)? = pila,a) < Ot (2.2)
d’olt avec une autre constante C'
Su<n lej(@)? <C(1+ A YA >0,Va € Q, (2.3)
et donc par Cauchy-Schwarz
(D) o)1) < P25 o ey fesfa)l < o (2

Comme conséquence de (2.1), on obtient que (1.4) est vrai pour ¢ € [0, Mh| pour
toute constante M > 0.

Soit ¢(t),1¥(t) € C°(] — 2,2[) des fonctions égales a 1 au voisinage de [—1, 1],
et telles que ¢ = 1 au voisinage du support de 1. Soit pr(t) = @(t/T) et Yr(t) =
(t/T). Pour tout N, il existe Cy, tel que pour tout h €]0,1],7 > h, tout t € R, et
tout a,x € €, on ait

[ (@x(hD)((1 = pr)ua) (t, 2)| < Cxh™(h/T)". (2.5)
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Dans la suite, on utilise le systeme de coordonnées géodésiques normales (2, z4)
pres du bord : pour 2’ € 99, soit y(2’, s) la géodésique (i.e le segment de droite de
R? ici) issue de 2’ dans la direction normale au bord pointant vers Q. Alors pour
ro > 0 petit, (2/,24) — v(2',24) est un difféomorphisme de 0Q2x| — ro, 79[ sur un
voisinage tubulaire de 99 dans R?, et 2 a pour équation locale 24 > 0.

Soit Ty < r9/4. En utilisant la vitesse finie de propagation et (2.5), on obtient
qu'il existe Cy tel que pour tout h €]0,1], T €]h, Ty, tout x € Q et tout a tel que
dist(a, 02) > 2T, on a l'estimation de dispersion libre

X(hDy) () (T, )| < Coh™ (h/T)"" (2.6)

Pour T € [h,Ty] et dist(a,0) < 2T, on a par vitesse finie de propagation,
o1 Ue(t, x) = 0 pour tout ¢ et tout x tels que dist(x,a) > 2T, donc pour dist(z,a) >
2T, on a vy x(hDy)(u.)(t, ) = Y1 x(hDy)((1—¢r)uq)(t, ). En utilisant (2.5), on est
donc ramené a prouver que (1.4) est vrai pour Ty petit, t € [h, Ty], dist(a,0Q) < 2t,
et dist(z,a) < 2t. On peut donc supposer a de la forme a = (z(,7), 2, € 00,0 <
r < 2t avec t €]h, Ty], Ty < ro/4 et dist(z, z() < 4¢, et on est ramené a vérifier qu’il
existe Cy > 0, Ty > 0 tel que pour tout z{, € 9, tout h €]0, 1], tout T" €]h, Tp], et
tout r €]0,27[ on a pour dist(z,x) < 4T

|r(T)x(hD,) (prua)(T, )| < Co h™(h/T) 7T +5 (2.7)

Dans le systéme de coordonnées géodésiques normales, la métrique de R est

(9 ("Oxd) ?) , (2.8)

ou g(., xq) est la métrique riemannienne induite sur ’hypersurface dist(x, 0Q) = x,.
Dans ces coordonnées, le laplacien est

0 1 0
A= A ., log(det 2.
(o) + +2<ad ogldet ) - 29
On élimine le terme du premier ordre en 5~ dans (2.9) en posant e = (det g)~ U4 et
N =eAe = (=— 4 )2 — R(xg, 2, Dy),
8$d

- (2.10)

R(xa,7', Dy) = X; jea1 eDig” e *Dje + e(——)*(~).

Jxg e

Alors R(x4, 2", D,s) est un opérateur différentiel du second ordre en z’, de symbole
principal R(xg,2',£') égal & g71(¢',x4). La convexité stricte du bord implique qu’il
existe ¢y > 0 tel que pour tout x4 € [0,71] avec r; > 0 petit, et tout 2’,£’, on a

Op, R(zg, 7', &) > col€')?. (2.11)

Soit [ I’équation des ondes conjuguée

O=e0? - A)e = + 02 4+ R(wg, ', Dy). (2.12)

—( &Ed)
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Comme la conjuguaison par e est inoffensive pour I'estimation (2.7), on peut rem-
placer u, par la solution Uy de
Du%m =0 dans x4 >0,
Uy =0 sur z4 =0, (2.13)
Uy (0, 7) = Oprmat wy=rs Optiay (0, 2) = 0.

L'uniformité en z; résultant de la technique de preuve, on choisit des coordonnées
locales sur le bord telles que xj, = 0, ¢(0,0) = Id et on pose Ugy = U

Pour vérifier (2.7), on utilise un changement d’échelle qui transforme (2.7) en une
estimation en temps 1. Pour 7" > 0, posons t = T's,xqg = Tyq, 2’ =Ty, r = Tb et
soit vy défini par

vpr(s,y) = T% u,(Ts, Ty). (2.14)
Alors v, est solution de
Ur vpr =0 dans yq > 0,
vpr =0 sur yg =0, (2.15)
'Ub,T<0a y) = Oy =0,y4=b> asUb,T(O, y) =0,
ou Oy est C* en T € [0,Tp], et est défini pour s € R et |y| < Cte/T par

0
Or = _<T)2 + 02+ T*R(Tya, Ty, T Dy). (2.16)

Yd
L’opérateur [y est uniformément en T strictement hyperbolique, et est proche
sur les compacts de 1’équation des ondes a coéfficients constants. De plus on a
Oo =82 — A,. On a hD; = £D,. Posons h = h/T. Puisque T > h, on a h €]0,1] et

¥z (T)x(hDe)(pur) (T, x) = T~ [x(hDs)(2(s)ver)|(1, 2/ T). (2.17)

Donc (2.7) sera conséquence de l'estimation au temps s = 1, avec C indépendant
de h €]0,1], T € [0, Tp), Ty petit, 0 < b <2 et |y| <8

IX(hDy)((s)onr)|(1,y) < Co F7RZ 1, (2.18)

Par vitesse finie de propagation, la distribution ¢(s)uyr est définie pour (s,y) €
R4 4y > 0, et son support en y est contenu dans |y| < 8 si Ty est assez petit.
Remarquer que T' est un parametre dans 'opérateur Uy, et que le probleme est de
prouver que (2.18) est vrai pour 7' # 0 : le changement d’échelle ayant pour effet
de multiplier par T' la courbure du bord, il est naturel de s’attendre a ce que la
difficulté soit de prouver (2.18) pour 7' = Ty. Pour obtenir I'uniformitée en zj, il
suffit d’introduire z{; comme parametre dans 'opérateur Or.

Pour vérifier (2.18), on décompose la solution v, r de (2.15), avec 0 < b < 2, en
plusieurs morceaux, en décomposant sa donnée de Cauchy en s = 0. On note UI?T la
solution de (2.15) avec donnée de Cauchy en s =0

UI?T(Oa y) = Q(T7 Y, hDy)((sy’zo,yd:b)a 831)1)77*(0, Z/) =0, (219>

ou Q(T,y, hD,) est un opérateur i pseudodifférentiel en y respectant la condition
aux limites. Avec n = (1/,14), ces opérateurs permettent de localiser en 7' et en |1,
pres de y; = 0.
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1. Localisation en fréquences
Soit Q*(T,y, hD,) & support essentiel contenu dans 0.2 < || < 2.8 et égal a Id dans

0.4 < |n|| <2.6. Soit vor = vy + Wy, Vpr = v,?; Si Ty > 0 est assez petit, pour
tout N, il existe Cly, tel que pour tout A €]0, 1], tout T' € [0, Tp], tout 0 < b < 2 et
tout s € [-2,2], on a

X(RDs)(p(s)wyp)l(1,y) < Cn 7Y (2.20)

En effet, le front d’onde semiclassique de wjp est contenu dans la variété carac-
téristique, et par le choix de @', dans {|7| < 0.6} U {|7| > 2.4}. Donc (2.20) est
conséquence de x € C3°(]0.8,2.2[). On est donc ramené a I'étude de vy 7.

2. Réflexion transverse

Soit Q*(T',y, hD,) & support essentiel contenu dans |ng| < 2¢1, ¢; petit, et égal a Id

21
dans |ng] < ¢1. Soit vyp = vip + Wi, Vip = 029 Si Ty > 0 est assez petit, il

existe Cp > 0 tel que pour tout & €]0, 1], tout T" € [0, Ty], et tout 0 < b < 2 on a

1

X(BD,)(p(s)wi )| (Ly) < Co h9R'T, (2.21)

i.e, wy p vérifie la dispersion libre. En effet, le front d’onde semiclassique de wj ;- est
contenu dans des rayons transverses au bord, et pour Ty petit par rapport a ¢y, wiT
s’ecrit comme somme d’une onde directe et d'une onde au plus une fois réflechie ne
présentant pas de caustiques, et on conclut comme dans le cas sans bord.

Ensuite, on microlocalise vZ}T(s = 0) pres d’une direction tangentielle ' = ny,
et on utilise une transformation symplectique homogene j, (z,£) = j(z,(), dans
laquelle A\’ s’écrit sous la forme

RPN ~ (hd.,)?* + (14 z4)h*0? .

Les variables (" et la fonction ¢ = (3 + z4|¢’|* (voir (3.6)) sont alors invariants
par le flot. Dans les variables symplectiques tangentielles (||, 7w, @), {|¢'],r} =
1, {|¢'|,w} = 0, on peut alors démontrer un théoréme de propagation L? précisé, avec
localisation des variables (w,w)) dans des boites de taille h*, u < 1/2, et localisation
en |¢4| dans des boites de taille h”, v < 1/3. Comme les normes L? sont invariantes
par transformation canonique quantifié, on en déduit un théoreme de propagation
L? dans les variables naturelles (y, 7). Cette étape est donc reliée au théoreme de
classification des hypersurfaces glancing de R. Melrose ([Mel76]). Toutefois, la trans-
formation symplectique 7 n’étant pas un simple changement de variables en x, si
(2(t),C(t)) est le flot, il faut étudier la localisation en x de m.(z(t),((t)) lorsque
(2(0),¢(0)) € 7T est localisé dans une boite du calcul précédent, donc étudier la
géométrie des spheres.

On s’épare ensuite 1'analyse en deux cas : Th < h? ou Tb > h*, en fonction
de la distance de la source au bord; I'exposant de coupure v est choisit tel que
1/4 < v < 1/3, avec v proche de 1/4. On étudie d’abord le cas Th < h?”.

Soit @*(h,y, hD,) a support essentiel dans || < 2k égal & Id dans |ng| < h”.
Soit

2 _ .3 4 3, Q2Q%Q!
Uy = Uyp + Vpps Upp = Uprp (2.22)
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Ainsi, pour vg’j , les directions initiales sont tres tangentes au bord, et la fonction
q (voir 3) vérifie, sur le microsupport de v}, U'inégalité ¢ < Ch*.

3. Etude de v},

, —(d— 3a
On décompose v en une somme d’au plus C A~ @=2# termes v}, = S,v,7 ol

chaque vg’% a une donnée de Cauchy localisée dans un petit ensemble de directions
tangentielles |1 — 1), ;| < Ch*, || = 1, avec u < 1/2. Alors la norme L* & l'instant
initial de vi’j’f sera bornée par

e (s = 0)|F32 < € B0 pe a2

et de sorte que le microsupport de Ui’;(s = 1) soit contenu dans n € D, avec

Vol(D,) < Ch*+4=2k_ On prouve que pour tout h €]0,1], et tout 0 < Th < h?”
(D) (e ()| (Ly) < Co h'= 4, (2.23)

En utilisant I'estimation de propagation L? précisée et la dispersion tangentielle, on
se ramene a vérifier (2.23) indépendemment pour chaque vl‘:’;f On conclut alors par
I’estimation élémentaire

[[ulloo < B2 VOl(D) /2 Jul] L2, (2.24)

avec le choix v + (d — 2)u = 1 + %2, Cette étape utilise donc seulement I'injection
de Sobolev en variable normale et la dispersion en variables tangentielles. Lorsque
d = 2, la dispersion tangentielle est inutile, il n'y a pas de somme sur «, de sorte
que (2.23) est juste 'injection de Sobolev en variable normale. Pour d > 3, il faut
comprendre la dispersion géométrique tangentielle. Pour cela, on utilise les formules
exposées dans la section (3). Si k est le nombre de réflexions au bord, on a k = N+1
avec les notations de la section (3). Pour N =0, on a # = 0 dans la formule (3.49),
et la dispersion en w résulte de (3.48) pour T petit. Pour N > 1, si 6 est 1'angle de
réflexion, on a @ ~ T/N et |z| + D < C'/N, donc le terme B de la formule (3.48)
qui donne la déviation de yj par rapport a la direction w est O((T/N)?) = O(6?).
Comme || < Ch” et p < 1/2 < 2v, on obtient dans ce régime la dispersion
géométrique des y)y par rapport a w uniformément par rapport a N.

4. Etude de v}, ou du cas Th > h?

Dans ce cas, la fonction ¢ ~ n3 + Ty de (3.6) vérifie ¢ > Ch?”, reste presque
constante sur le flot d’apres (3.9), et donc les angles 6 de réflexion des rayons sont
presque constants sur le flot et vérifient # > C'h”. Le nombre total k,,., de réflexions
sur un rayon vérifie (k. — 1)|0] < Cte T. On utilise alors un cacul de réflexion
transverse, itéré au plus k4, fois pour écrire ug{T ou vy p comme une somme d’ondes
réflechies, qui sont des intégrales de phase associées a la strate Sff’T de la sphere.
Il est commode d’écrire d’abord ce calcul dans les coordonnées (z, () associées a la
transformation symplectique j, puis d’utiliser I’étude géométrique pour étudier la
degénérescence des phases en coordonnées (y,n). Toutefois, méme entre la premiere
et la deuxieme réflexion, il apparaitra toujours une caustique de type queue d’aronde
dans la projection du microsupport de vy 7, ce qui explique le facteur 1 /4 dans la
derniere estimation : il existe Cy tel que pour tout A €]0, 1], on a

IX(RD,)(p(s)vi )| (1,y) < Co hR*T 1 (2.25)
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On conclut alors en mettant bout a bout les estimations (2.20), (2.21), (2.23) et
(2.25).

3. Géométrie

Dans cette section, nous décrivons la géométrie dans ’espace de phase du mi-
crosupport Ay de vy7. Comme on a, par (2.14), v 7(s,y) = T%,.(T's, Ty), il est
équivalent de décrire le microsupport Ay de u, = (L solution de (2.13), avec
0<r<2T,r =0T et pour 0 <t <T.La projection de Ay = AN (t =1T)
sur 'espace des x est la sphere S, r. Soit x = (2/,24) les coordonnées géodésiques
normales, et xf, = 0. Le symbole principal de —[J est

p(t 237, 6) = —[€° + 7%,
€1 = & + Sijcat ¢ (2, 2)&i&s = € + R(xg, 7', E).
Pour & € T( (RY), [&| # 0, soit p(s;&;7) le rayon contenu dans 7 > 0 issu en

s=0det=0,2=(0,r),§ =&. Soit (t,x;7,§) les coordonnées de p(s;&p;r). Alors
t,x, 7, & &2 sont des fonctions continues de s,&y, 7 > 0, et on a

7(s;80;7) = 7(0,8057) = |60l
t(s;:8037) = 27(0, &0 7)s = 2|&ols, (3.2)
&0|” = &5(s:€0im) + R(za(s; &oi), 2/ (55603 7), € (5303 7)).

Les fonctions 2/, & sont dérivables en s, et vérifient
) )

(3.1)

(fix = —0gR(z,{), 2'(0;&;7) =0,
i (3.3)
ds Ow R(z,&),  &(0;&0;7) = &

De plus, &4 est continue dans x4 > 0, et admet pour x4, = 0 des dérivées a gauche
et a droite (&4)+.— en s, telles que (&;)- = —(&a)+ = \/53 — R(0,2/,¢"). La fonction
x4 est lipschitzienne, dérivable a gauche et a droite et vérifie

(B4), - = gl Eir)e, s wal0ioir) = (3.4

On a I’homogénéité pour A > 0

(t, ) A T8 Aoy 1) = (8, 2)(5;60;7),  (T,E) (N rs; Ao ) = A7, €) (55605 7),  (3.5)

de sorte qu’on peut supposer |{y| = 1. Comme [t| < 2T, on peut aussi supposer
s € [=Ty, Ty], avec Ty > 0 petit. Soit ¢(x, &) la fonction
q(x,€) = &5+ R(zq, o', &) — R(0,2/,¢). (3.6)
Alors pour z4 € [0,r1] avec r; > 0 petit, on a par (2.11), avec ¢1,¢2 > 0
0 <&+ azaR(e,§) < q(z,€) < &+ caraR(z, ). (3.7)

Par (3.2) et (3.3), la fonction
a(s;&0;7) = q((s: €037), §(51 €0 7)) = [&of* — R(0,2'(s10:7), €' (55 €03 7))

est dérivable et vérifie

;lz =0 R(0,2',)0 R(x,2', &) — O R(0, 2, )0 R(z, 2, '),
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d’ou, par (3.7),

d

2 < C'raR(, ) < CqR(w, €)'V (3.8)
Comme |&| =1, on a R(z,&") <1 sur les rayons, donc

q(0; &0;m)e ™ < q(s; €0;7) < q(0; &o; r)elel, (3.9)

Par (3.7), on a la stabilité du flot géodésique brisé pres des rayons tangents pour un
bord strictement convexe. On obtient aussi une borne sur le nombre de réflexions au
bord. Comme r > 0, les zéros de s +— x4(s; &p; ) sont isolés. Soit si(&p; ) le k-ieme
zéro de x4(s;&o; 1) pour s € [0, Tp).

Lemme 3.1. Soit |§| = 1, et r €]0,2Ty]. 1l existe C, indépendant de &y, 1 et k, tel
que

s1(osr) = Cra™2(0:&0;7),
ser1(&0im) — se(éoir) = Cq?(0; 695 m).
Pour r, Ty > 0 petits, les ensembles Ay et A7) pour T' €]0, Ty] sont définis par
App ={(t,z,T, 5) = (3'§O;T); 0 < sl&| < To}, (3.11)

Soit S, C T, (’B’T)Rd la sphere unité |§0| =1,etil apphcation de S, dans A, 7 donnée
par (3.12). Pour &, € S, soit N(T';&y; 1) le nombre de zéros de la fonction z4(s; &o; )
dans l'intervalle s € [0,7/2]. On stratifie S, et Al . = Ap.7N|E| = 1 par les valeurs
N [r,T] [r,T]

e N :

Sy = Uk=0 SY,  SF = {&; N(T;&;7) =k} ArT = k>0 A[l,f,kT], A[lqlip] = i(S}).

(3.13)
Soit L(r,T) le nombre de strates dans (3.13). On a L(r,T) = 1 si et seulement si
r < T & dist((z,r),00) < T. Par (3.7) on a minges,)q(0;&,7) > Cr, et du
Lemme 3.1 on obtient qu’il existe C' > 0 indépendant de r,T tel que

L(r,T)<1+C Tr /2 (3.14)

(3.10)

Soit 7 la projection , w(t,z,7,§) = (t,z). Alors la “sphere” S,r = W(A[lnT]) est
stratifiée par

St = Uko S{fﬂ,T]? SﬁT (Al ~ ) (3.15)
Soit Ry, R; les fonctions
Ro(2',&") = R(0,2",¢), Ri(a', &) = 0,,R(0,2',&"). (3.16)

Soit V' = T*R% 0 \ Tio et Vo = T*0Q \ 0. Pour v € V, soit u = 7(v) € 1} la
projection
v = (Ijv 07 5) - 7T<U) =UuU= (I/7§|T8§2>'

Si n est le vecteur normal unitaire au bord, on a &;(v) = £(n). L’application

VoV xR;, v—(m(v),&(v)) (3.17)
identifie V et V5 x R, et 1} s’injecte dans V' par
ueVy—v:m(v) =u, &) =D0. (3.18)
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On note 7(v) la fonction positive sur V'
7*(v) = Ro(u) + &.

Pour v = (u, &) € V, soit ps(s;v) le rayon dans l'espace libre issu en s =0 de t =
0,7 =7(v), xzg =0, (2',§) = v. Les coordonnées de py(s;v) vérifient t(s) = 27(v)s,
r(s) = () ot

64(5) = &+ sBi(w) — 5 (Ro. R} ) + O&uls* + )

r4(s) = —2s5&4 — s* Ry (u) + i{RO’ Ri}(u) + O(|&s + Y, (3.19)

(¢/(s), €'(5)) = exp(—sHpg, ) (v) + O(|€als” + 5%),
ot Hg, est le champ hamiltonien de Ry. Dans la suite, on note O toute fonction sur

V' définie pres de Vp, et nulle a l'ordre k sur V4. Par (3.19), il existe C' indépendant
de Ty > 0 petit tel que si la fonction z4(s)/s admet un zéro t(s) € [Ty, Ty], alors

€l < CToRY (). (3.20)

De plus, ce zéro so(v) est unique, dépend C'* de v (stricte convexité), est homogene
en v de degré —1, et
—284 AL

o) = 7 T 3R

{Ro, R1 }(u) + O (3.21)

On a
pr(so(v);v) = (t(s(v)), 2", 24 = 0;7 = 7(v),€", =&3),

olt le signe — devant &} tient compte de la réflexion. De (3.19), on obtient
(«",€") Zexp(— 0(v) Hry)(u) + O,

6t (3.22)

3R2( ){Ro, Rl}(u) + 03.

L’application

v=(u,éd) — Flo) = (2",€",&) (3.23)
est 'application de billard associé au bord. F' est définie pres de Vy, envoie V' dans
Vet F(v) =wvssi & =0, i.e Vj est le lieu des points fixes de F. On note T'(v) la

fonction
T(v) = t(so(v)),
qui est le temps qu’il faut pour connecter v et F'(v) dans I’espace libre.
On utilise plusieurs fonctions de définition pour V{. La premiere est ;. La deuxieme
est ((v) = de_l/?’( ). La troisieme est so(v) qui a un zéro simple sur V; par
(3.21). Enfin, soit do la 1-forme sur les courbes intégrales de Hp, dans Vj telle

que < do, Hg, >= R2/3

o(v) = — /UUI do; u' = exp(—so(v)Hg,)(u). (3.24)

Si Yy est le champ de vecteurs

On définit la fonction o sur V' par

Yo = Ry Hp,,
on a pour v = (u,&y) pres de Vp
exp(—(0)Ys) (1) = exp(—so(v) Hry) (), (3.25)
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2R (u) = [ 2R/ (exp(—yHn)(w)dy = [ 2Ry By (exp(~aYo) (w)da.
’ (3.26)
Dans les coordonnées (u = m(v),s = s9(v)), on a 8‘3&”) = Rf/g(exp(—sHRo)(u)),
donc, par (3.21),

2/3 s{Ro, R1}(u) 3
o(v) = sR (Wl - =Er =) + O,

o(v) = —26,R7 P (w) + OF = —2¢(v) + O°.

Les fonctions o et ¢ sont homogenes de degré 1/3. Le lemme qui suit est juste un
développement de Taylor du billard et de T'(v) pres de V.

(3.27)

Lemme 3.2. En coordonnées (u = w(v),0 = o(v)), F(u,0) = (u!, o) vérifie

u' = exp(—oYp)(u) + w+ O°, w € TyVo, ulo] = exp(—c¥y)(u),
3

X (1+ §RI5/3{R0, Ry} (u))Hp, (u[o]), (3.28)
— R (W) Hin iy (o),
ol =0+ O (3.29)

La fonction T (v) vérifie
0'3 04{R0,R1}( )

5
IR () | 12RVP R (1 >+O- (3.30)

- / 2Ry Ry * (exp(—2Yp) (u))dz +

Le lemme suivant met F sous forme normale, et permettra le calcul des itérés FN =
Fo..oF (N fois). Sa preuve est bien stur tres proche de celle du théoreme de R.
Melrose d’équivalence des hypersurfaces glancing [Mel76]. Le fait que J est définie
pres de Vp o est di au fait crucial, mais trivial, que le champ Y{ est transverse a V{ g,
ce qui est juste la dispersion géométrique dans le bord.

Lemme 3.3. Soit x; € 0 et Voo = T;%E)Q \ 0 C Vy. Il existe un difféomorphisme
C>, J(u,0) = (v, 0') de V, défini pour v = (u, o) prés de Vo, tel que

JEJ Y, 0') = (exp(—o'Yp) (), o). (3.31)
De plus, si Z est une hypersurface de Vy transverse a Yy, telle que Voo C Z, on peut

supposer
J(u,0) = (u,0) pour tout o et tout u € Z,

et il existe un champ Y et une fonction c tels que
_ Hpg,
C6R,’ (3.32)

u = eXp(—O'ZY)(u) + 037 Y|Z = 07 [Y %”

o' =0 +ao’c(u) + 0" c|lz=0.

En coordonnées v = (u',0"), la fonction T (v) vérifie
3

ARy (u')

ot Iy denote une fonction nulle sur Z x {o’ = 0}.

V) = /0 " ORY2RT (exp(—2Ye) (W) )d + O™ 1 0PT,),  (3.33)
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Soit N € N, et v = vy = (u,0) € V avec N|o|r(v)~¥/? petit. Soit v; = FI(v) =
(uj,0;) pour 0 < j < N. Soit « la fonction homogene de degré 1/3, a = No. On
note f € On(g) si f = ghy(u, ) sur 7(v) = 1, avec hy une famille bornée en N de
fonctions lisses de o, u. Le lemme suivant permet de calculer les itérés du billard.

Lemme 3.4. On a

H
uy = exp(—aYy)(u) — ac® 6}? (exp(—aYy)(u)) + On(a?0® + ac?Ly),  (3.34)
1

on =0+ On(ac?), (3.35)
~1/2

> T(v) = /O ag(exp(—x%))(U)d:ﬁLaa?W+(9N(a202+aa210). (3.36)

Soit Ry(x,&) = &5 + R(z,&’) Phamiltonien libre. Pour 2/ € 992, on définit D, (2') et

D(x") par

D, (z")
2s

D(x")
2s

exp(—sHg,)((2',0; ) € Ti 2 Di(2) € T )2, (3.37)

exp(—sHpg,)((2; ) € T;; 00, D(a') € T;,09, (3.38)

et To(2',r) par
D, (2 ))
2s

On choisit des coordonnées géodésiques dans le bord 0f2 centrées en zj. On a alors
r' € R 2 = 0, et la métrique sur le bord gy = g(., 2/, = 0) vérifie

gok(a)ay =%, Ro(2, &) = [|€']]> + O(2"¢?), (3.40)
de sorte que D(z') = 2’. Pour tout entier N > 0 on définit la lagrangienne A, 7 n
comme suit. On part d’un point de T;E)ﬂ“ a l'instant ¢ = 0, on suit alors le rayon

To(a',r) = —2sRY* (2, 0; = |D,(z)]. (3.39)

avec exactement N + 1 réflexions au bord, puis on suit le rayon dans ’espace libre
jusqu’au temps 7. Bien siir, Ay 7y peut avoir des points dans x4 < 0.
Soit vy le point de premiere réflexion au bord, et ¥ = 7m(vg). Pour j > 0, soit
v; = F7(vg) = (uj,na;). Soit ps(s,vn) le rayon dans l'espace libre issu de vy a
I'instant To(z',r) + T'(vo) + - - - + T'(vn—-1). Comme la fonction 7 est constante sur
les rayons, on a
To(z',r) = 27(vo) = -+ - = 27 (N _1). (3.41)

Soit s tel que

To(x',r) + T(vo) + -+ T(vn_1) +21(vy_1)s = T. (3.42)

Alors ps(s,vy) décrit Ay . Comme on calcule la propagation pres des rayons
tangents , et o<y T(v;) < CT, il existe C, ¢ indépendants de N tels que, avec
x=Tyetr=10T,

Nb
0<b<cly], T ,|—|—(1+N)|y’|§C’. (3.43)
Y
On choisit des coordonnées polaires en ', v = |¢/|w, w € S42 et on pose
OR
k(W) = Ri(0,w/2) >0, Kuy(w) = a—f/l(o,w/Q). (3.44)
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Soit D (b, T;y') > 0 la fonction définie par
To(z',r)? = T*D*(b, T;y).
On pose v = % <, A=1/|2'|, un = Aug, et a = T*38|y'|'* = No(vy). On a
alors avec les notations 1. = 1+O(12+TD), 1.5 = 1.+0(T3), 1. = 1+ O(v+T),
D% = |y |? + b — 26(w)T|y|*(b+ (w)T|y'|/6) + O(T*D*(b + TD?)),
T8 = ala'|73 = No(ve)|2'|7Y3 = Nk Y3(b/®1. + TDr1.) < CT. (3.45)

Soit G la fonction définie par

S T(v) = alz’| 3G,
0<j<N

En utilisant le Lemme 3.4, on obtient

G(N, TS, uy) = Gi(TB,uz) + (TB/N)*Go(N, T, up) = x2*(1+ TO(B + D)).

(3.46)
On pose alors z = s®. Les variables D, /3, z sont bornées et vérifient d’apres (3.42)
D+ BG(N, TB,uy) +2z=1. (3.47)

Notons yg v, ¥y les coordonnées de la projection sur la base de A, 1 v en coordonnées
y = x/T. En utilisant les lemmes précédents, on obtient apres calculs la proposition
suivante, qui permet de controler la stratification de la sphere, de comprendre la
géométrie de la dispersion tangentielle et la structure des caustiques

Proposition 3.5.
Yan = 2(b/D1og+ TDrl.g) — T2kl + O(T?2?),

3.48
Yy =w+ Aw + Bray + O(x), (3.48)
T2ﬁ3
A=(1—- B2 (kTD(b)D + KTD/6) — 1 /2) — one + 86O,
B =p3k"30/D1. + TDr1.)2/6 — 28k~ 30
2,3 (3.49)
+ (/D1 s+ TDr1. 5)T22/2 — “ngh ,
b 9k
- 1. N
S T@(433 +—51 ),

Ox)=0(TBv+TD)+T%2(:+D)(v+TD))
+ WO + TV(B+D)+TDw +TD) +T*B(D(v +TD) +T(3/N)*) (3.50)
+O(T*2 +T*2v+TD)+ T(v + TD)(B+D)(6 + T2 + T2?)).

Terminons par énoncer les lemmes qui permettent de controler les caustiques. D’apres
la, proposition (3.5), on a

yan =Th(L = f3) ([ — 1)
1—f]\_/:Z:1—@—ﬁG(N,Tﬂ,U)\), (351)

S —1 g+ Dlog— 21, +O(T2),

=—1
TkrD
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d’ou on déduit

Nb
fn= 1og+ (N+1)D1 g,
TrD
(N +1)b (3:52)
=21, 4+ (N+2)D1, + O(T).
Pour expliquer la géométrie, on néglige les O et on pose p = p(b, T,w) = % > 0.
On introduit la fonction de référence
f‘)—ﬂﬂz\fﬂ)@—@ﬂzvﬂ)@ (3.53)
N TRD D ' ‘

L’équation fy = 1 admet des solutions ssi 4N (N + 1)p < 1; elles sont données par

14 /1 —4pN(N +1)

DY (b, T,w) = : 3.54
On a
A <1<=De D DI 4, (3.55)
DY v < DY yiy <D yyy < DYy, (3.56)
2N
D’ y > 2pN = b >0,
w (3.57)
DY < 1.
NSNS
Posons . . .
LY =(1— —1),
v=0=f) v —1) (3.59)

yan =~ TKLY,.

Le lemme suivant est crucial pour vérifier que la pire caustique intervenant dans
Ay est une queue d’aronde. On a [D? 5, DY ] C [0, 5]

Lemme 3.6. [l existe ¢; > 0 tel que pour tout N > 0, tout p > 0 tel que 4pN (N +

1) <1, et tout ® €]0, 5] on a

< N> LYY+ < N> 2 LD |+ < N >3 LY | > ¢y (3.59)

Les deux derniers lemmes donnent la localisation des points critiques de LY. L’indice

S réfere a une queue d’aronde et I'indice C' a un cusp dans la projection sur la base
de Ab,T-

Lemme 3.7. Pour tout N > 0, il existe une unique valeur ps y de p, avec 4pN (N +
1) <1, telle que I’équation
LYY (@) =LyP (@) =0 (3.60)

admet une solution D - dans Uintervalle [D° v, DY y]. Cette solution est unique et
on a
4pS7NN(N+ 1) <1« 4p5’N(N+ 1)(N+2) (361)

Lemme 3.8. Pour N = 0, l’équation Lg’(l)(i)) = 0 avec © €]0,1], n'a pas de
solution pour p > pgo, deux solutions D¢, o(p), D¢, o(p) pour p < pso :
0< DOC,C,O < D%,T‘,O < 1’

(3.62)
]Lg (DOC,T,O) > 0
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Pour N > 1, l’équation L?\}(l)(g) =0 avec © € [D° y,D° y] admet une solution

D¢, x(p) pour p > ps. et trois solutions D, n(p), D¢ . (1), De, n(p) pour p <
ps,N, avec DY v (p) lisse en p et

DOCJ,N(PS,N) < D?S‘,Na
]D)(i,N < D%,Z,N < DOC’,C,N < D(()J,nN < Dg,N? (3.63)
Lg(Dg,l,o) >0, L8<D%,r,o> > 0.

Enfin, terminons par des figures pour visualiser les calculs précédents. On a tracé
la sphere Sp;—; dans le cas ou  est le disque unité du plan R?, pour différentes
valeurs de b. D’apres le Lemme 3.3, cette situation géométrique simple est un modele
microlocal pour le cas général. Les formules de la Proposition 3.5 sont toutefois
nécessaires pour comprendre la dispersion tangentielle, les fonctions x, x; dépendant
en géneral de la direction tangentielle w. Le premier dessin illustre la premiere
réflexion et I'inversion de courbure de la sphere réfléchie. Le deuxieme dessin montre
les cusps juste apres la premiere queue d’aronde, qui apparait avant la deuxieme
réflexion. Enfin les trois dernieres figures illustrent I’accumulation des caustiques.
Les dessins de droite donnent le découpage de la stratification.
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