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Journées Équations aux dérivées partielles
Évian-les-Bains, 5 juin–9 juin 2006
GDR 2434 (CNRS)

Perturbation de la dynamique des équations des
ondes amorties

Romain Joly

1. Introduction

1.1. Présentation générale du problème
On considère une suite d’équations d’évolution (Pn)n∈N engendrant des systèmes

dynamiques Sn(t) sur un espace de Banach X. On suppose que les systèmes Sn(t)
convergent dans un sens au moins formel vers un système limite S∞(t) associé à un
problème (P∞). Notre but est de comparer la dynamique qualitative de Sn(t) à celle
de S∞(t). Un exemple typique est celui de la perturbation provenant d’une simu-
lation numérique où (Pn) est la discrétisation en temps ou en espace du problème
(P∞). Dans ce cas, on souhaite évidemment savoir si les phénomènes observés sur
la simulation correspondent à ceux du problème réel.
La première étape est la comparaison des trajectoires des différents systèmes sur
un intervalle de temps fini. Pour certaines applications, comme la simulation de
la météo sur une semaine, cela suffit. Pour d’autres applications, il nous faut al-
ler plus loin : si on observe sur des simulations de la dynamique d’une population
biologique que l’espèce finit toujours par s’éteindre, la convergence en temps fini
des trajectoires ne permet pas de conclure que c’est le cas dans le modèle initial.
Il faut donc chercher à comparer les dynamiques qualitatives globales des différents
systèmes. On peut alors s’intéresser soit à des aspects locaux (dynamique autour de
points d’équilibre, de trajectoires périodiques...), soit à des aspects globaux. Dans le
problème qui nous intéressera ici, chaque système dynamique admet un attracteur
global compact, c’est-à-dire un compact invariant qui attire les bornés. Pour com-
parer la dynamique qualitative globale de tels systèmes, on compare les attracteurs
en tant qu’ensembles, au sens de la distance de Hausdorff, puis, ce qui est bien plus
difficile, on cherche à comparer les dynamiques restreintes à ces attracteurs.

1.2. Quelques exemples de perturbations
Comme nous l’avons déjà mentionné, un exemple typique de perturbations consiste

en la discrétisation en temps ou en espace d’une équation aux dérivées partielles en
vue d’un calcul numérique. Une revue des résultats connus se trouve dans [17] (voir
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aussi [13], [44] et [45]).
Un autre exemple est celui des domaines minces. Habituellement, on modélise un
phénomène supporté par un fil par une équation en dimension un d’espace. Pour-
tant, le fil est un objet tridimensionnel, même si deux de ses dimensions semblent
négligeables. Pour justifier cette simplification, il faut étudier la convergence de la
dynamique de l’équation (Pn) posée sur un domaine d’épaisseur 1/n vers celle de
l’équation unidimensionnelle, voir par exemple [22] (et aussi [42]). On peut aussi étu-
dier le cas où le domaine mince est raccordé à un autre domaine (mince ou pas) : on
obtient alors un système d’équations couplées. On peut citer [3] pour le raccord d’un
domaine mince à un domaine fixe, [23] pour un domaine mince en forme de L, [12]
pour des domaines minces d’épaisseurs différentes, [48] pour des domaines minces
tubulaires et [38] pour la compression dans une direction de domaines généraux
On trouvera dans [28] un chapitre plus détaillé sur les problèmes de stabilités et
perturbations de la dynamique pour les équations aux dérivées partielles.

1.3. Justification du modèle de l’amortissement des ondes
sur le bord

L’exemple qui nous servira ici de fil conducteur est celui étudié dans [30]. Le but
est de justifier l’équation des ondes amorties sur le bord. Celle-ci est un modèle pour
un phénomène où les ondes se propagent librement à l’intérieur d’un domaine, mais
sont amorties à chaque fois qu’elles rebondissent sur le bord (c’est typiquement un
modèle pour la propagation d’ondes sonores dans une pièce). Le modèle mathéma-
tique consiste à mettre une distribution de Dirac comme dissipation sur le bord,
c’est-à-dire une dissipation “infinie” sur une épaisseur nulle. Bien entendu, dans la
réalité, la dissipation n’est pas une fonction de Dirac, mais est très forte sur un
voisinage mince du bord (l’onde pénètre dans une fine couche externe du mur avant
d’être réfléchie).

ε

modèle : amortissement sur le bord réalité : amortissement sur un voisinage du bord

Afin de justifier le fait que l’équation des ondes amorties sur le bord est un bon
modèle, il convient d’étudier la perturbation correspondante. Soient d = 1, 2, Ω ⊂ Rd
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un domaine borné régulier et X = H1(Ω) × L2(Ω). Soit f ∈ C2(Ω × R) et soit
γ ∈ L∞(∂Ω) une fonction positive non identiquement nulle. On pose γ∞ = γ⊗δx∈∂Ω

où δx∈∂Ω est la fonction de Dirac à support dans le bord de Ω. Soit (γn(x))n∈N ⊂
L∞(Ω) une suite de fonctions positives ou nulles qui convergent vers γ∞ au sens des
distributions.
On veut étudier la convergence quand n tend vers +∞ de la suite des dynamiques
des équations des ondes avec amortissement interne

(Sn(t))


utt(x, t) + γn(x)ut(x, t) = (∆− Id)u(x, t) + f(x, u(x, t)), (x, t) ∈ Ω× R+ ,
∂u
∂ν

(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× R+ ,
(u(x, 0), ut(x, 0)) = (u0, u1)(x) ∈ X.

vers la dynamique de l’équation des ondes amorties sur le bord

(S∞(t))


utt(x, t) = (∆− Id)u(x, t) + f(x, u(x, t)), (x, t) ∈ Ω× R+ ,
∂u
∂ν

(x, t) + γut(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× R+ ,
(u(x, 0), ut(x, 0)) = (u0(x), u1(x))) ∈ X.

Remarque 1.1. On peut aussi choisir de mettre une condition de type Dirichlet
sur une partie du bord, voir [30].

2. Comparaison des orbites en temps fini

2.1. Formalisme
Afin de pouvoir comparer les systèmes Sn(t) à S∞(t), nous les réunissons sous un

même formalisme. Posons B = Id − ∆N où ∆N est le Laplacien avec conditions
au bord de Neumann homogènes, et, pour tout U = (u, v) ∈ X = H1(Ω) × L2(Ω),
F (U) = (0, f(x, u(x))). Pour n ∈ N et u ∈ H1(Ω), on pose Γnu = B−1(γnu) et

Γ∞u est la solution de
{

(∆− Id)Γ∞u = 0 sur Ω,
∂
∂ν

Γ∞u = γ(x)u sur ∂Ω.
(2.1)

Pour tout n ∈ N ∪ {+∞}, soit An l’opérateur défini par

∀
(

u
v

)
∈ X, An

(
u
v

)
=

(
v

−B(u + Γnv)

)
,

D(An) =

{(
u
v

)
∈ X

/
v ∈ D(B1/2) et u + Γnv ∈ D(B)

}
.

En utilisant le théorème de Hille-Yosida, on montre que An engendre un semi-
groupe linéaire de contractions eAnt. En particulier, on note que, pour tout U =
(u, v) ∈ D(An), < AnU |U >X= − < Γnv|v >H1= −

∫
γn(x)|v(x)|2dx. On suppose

que f ∈ C2(Ω × R, R) et que si la dimension vaut d = 2, alors il existe C > 0 et
α ≥ 0 tels que

|f ′′uu(x, u)|+ |f ′′ux(x, u)| ≤ C(1 + |u|α) .

Sous ces hypothèses, la démonstration de l’existence locale de solutions pour l’équa-
tion {

Ut = AnU + F (U),
U|t=0 = U0 ∈ X.

(2.2)

est classique. Pour chaque n ∈ N ∪ {+∞}, (2.2) engendre donc un système dyna-
mique local Sn(t). Afin d’avoir des systèmes dynamiques globaux, c’est-à-dire des
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solutions définies pour tout temps t ≥ 0, on supposera aussi que f est dissipative
dans le sens où

sup
x∈Ω

lim sup
|u|→+∞

f(x, u)

u
< 0 . (2.3)

2.2. Convergence des trajectoires en temps fini

La première étape pour comparer les trajectoires de Sn(t) et S∞(t) consiste à étu-

dier la convergence de A−1
n vers A−1

∞ dans L(X). Comme A−1
n =

(
−Γn −B−1

Id 0

)
,

cela revient à étudier la convergence de Γn dans H1(Ω), c’est-à-dire celle de la forme
bilinéaire symétrique positive

(u, ϕ) ∈ (H1(Ω))2 7−→< Γnu|ϕ >=
∫

γn(x)uϕ .

Pour que A−1
n tende vers A−1

∞ dans L(X), il faut rajouter une hypothèse sur la
suite γn(x), voir [30]. Un exemple naturel pour lequel cette hypothèse est vérifiée
est γ(x) = α > 0 sur tout ∂Ω et

γn(x) =

{
αn si dist(x, ∂Ω) < 1

n
,

0 sinon.
(2.4)

Dans toute la suite, on supposera que

εn = ‖A−1
n − A−1

∞ ‖L(X)
n−→+∞−−−−−−→ 0 .

Une fois obtenue la convergence des inverses, des théorèmes abstraits de convergence
des semi-groupes linéaires et des techniques d’interpolation donnent le résultat sui-
vant (voir [30] et [28]).
Pour tout s ∈ R, on pose Xs = H1+s(Ω)×Hs(Ω).

Théorème 2.1. Soient B un borné de X et s ∈ [0, 1], il existe une constante positive
C telle que

∀U ∈ B, ∀t ≥ 0, ‖S∞(t)U − Sn(t)U‖X−s ≤ CeCtεs/8
n . (2.5)

Si Bs est un borné de Xs (s ∈]0, 1/2[), alors il existe une constante C positive telle
que

∀U ∈ Bs, ∀t ≥ 0, ‖S∞(t)U − Sn(t)U‖X ≤ CeCtεs2/2
n . (2.6)

On constate que l’on ne peut comparer des trajectoires que si elles sont bornées
dans un espace plus régulier que l’espace X (ou alors il faut les comparer dans une
norme plus faible). Cela est dû à la singularité de la perturbation étudiée.

3. Convergence des attracteurs

Après avoir étudié la convergence des trajectoires, nous allons nous intéresser à
la convergence de la dynamique qualitative globale des équations.
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3.1. Dynamique qualitative des équations des ondes amorties
Soit Φ la fonctionnelle

Φ :

(
X −→ R

(u, v) 7−→ 1
2
(‖u‖2

H1 + ‖v‖2
L2)−

∫
Ω

∫ u(x)
0 f(x, ξ)dξdx

)
. (3.1)

On remarque que Φ décroît le long des trajectoires des systèmes dynamiques Sn(t)
pour tout n ∈ N ∪ {+∞} puisque si U(t) = (u, ut) = Sn(t)U0,

∂

∂t
Φ(U(t)) = −

∫
Ω

γn(x)|ut|2(x, t)dxdt ≤ 0 . (3.2)

On rappelle que Φ est appelée fonction de Lyapounov stricte si, Φ décroît le long des
trajectoires de Sn(t) et si le fait que Φ(U(t)) = Φ(U0) pour tout t ≥ 0 implique que
U0 est point d’équilibre. Les systèmes qui admettent une fonctionnelle de Lyapounov
stricte sont dit gradients. Leur dynamique est alors très particulière. Par exemple,
il ne peut exister d’orbites périodiques ou homoclines pour ces systèmes.
La propriété “Φ(U(t)) = Φ(U0) pour tout t ≥ 0 implique que U0 est point d’équili-
bre” est liée à des théorèmes de prolongement unique. En dimension d = 1, elle est
vérifiée dès que les amortissements γn sont tous non identiquement nuls. En dimen-
sion supérieure, elle est par exemple vérifiée si on suppose que γ(x) est strictement
positive sur ∂Ω et que pour tout n ∈ N, le support de γn contient un voisinage du
bord (voir [43]). On supposera par la suite que cette dernière propriété est toujours
vraie. Pour trouver des hypothèses moins fortes impliquant la structure gradient, on
pourra consulter [34] ou, dans le cas de conditions au bord de type Dirichlet, [31].
Il est bien connu que l’hypothèse sur le support de γn(x) implique en outre qu’il
existe des constantes strictement positives Mn et λn telles que

∀n ∈ N ∪ {+∞}, ∀t ≥ 0, ‖eAnt‖L(X) ≤ Mne
−λnt , (3.3)

voir [24], [7], [40] et [49] pour l’amortissement interne (n ∈ N), et [11], [32], [33], [46]
et [50] pour l’amortissement sur le bord (n = +∞). En utilisant ces propriétés ainsi
que les hypothèses sur la non-linéarité f(x, u), on montre le résultat suivant (voir
par exemple [16] ou [21]).

Théorème 3.1. Pour tout n ∈ N ∪ {+∞}, le système dynamique Sn(t) admet un
attracteur global compact An, c’est-à-dire un compact invariant par le flot qui attire
les bornés de X au sens suivant. Pour tout borné B et tout ε > 0, il existe un temps
Tn = Tn(ε,B) tel que pour tout t ≥ Tn, Sn(t)B est dans un ε−voisinage de An,
c’est-à-dire que tous les points de Sn(t)B sont à une distance au plus ε de An.

3.2. Semi-continuité supérieure des attracteurs
Nous allons maintenant étudier la convergence des attracteurs en tant qu’en-

sembles, au sens de la distance de Hausdorff. La question est de savoir comment ces
attracteurs, qui sont des ensembles très caractéristiques de la dynamique globale de
l’équation, évoluent avec le paramètre de perturbation.
La première propriété à noter est la suivante.

Proposition 3.2. L’ensemble (
⋃

nAn) est borné dans X.

Démonstration : Par le principe de LaSalle, la structure gradient de Sn(t) im-
plique que chaque trajectoire U(t) sur l’attracteur An a un ensemble α-limite non
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vide ne contenant que des points d’équilibre. En particulier, il existe une suite de
temps tk convergeant vers −∞ et un point d’équilibre E tels que U(tk) tend vers
E dans X. Or, l’hypothèse de dissipation (2.3) impose une borne uniforme sur les
points d’équilibre. La décroissance de la fonctionnelle de Lyapounov Φ le long de
U(t) implique alors une borne uniforme sur U(t). �

La semi-continuité supérieure dans X−s des attracteurs s’obtient alors immédiate-
ment.

Théorème 3.3. Pour tout s ∈]0, 1/2[, les attracteurs sont semi-continus supérieu-
rement dans X−s = H1−s(Ω) × H−s(Ω), c’est-à-dire que pour tout ε > 0, il existe
n0 ∈ N tel que, pour tout n ≥ n0, l’attracteur An est dans un ε−voisinage de A∞
pour la norme X−s.

Démonstration : On utilise les arguments de [18] (voir aussi [41] ou [4]). Soit
ε > 0, comme A∞ est un attracteur pour S∞(t) et comme l’union

⋃
nAn est bornée

dans X, il existe un temps T > 0 tel que S∞(T )(
⋃

nAn) soit dans un ε−voisinage
de A∞ dans X. En utilisant le résultat de convergence des trajectoires (2.5), on
obtient que, pour n assez grand, Sn(T )An est dans un 2ε−voisinage de A∞ dans
X−s. Par la propriété d’invariance de l’attracteur, Sn(T )An = An et le théorème
est démontré. �

Il est clair que si on obtient une borne uniforme pour les attracteurs dans Xs avec
s > 0, alors on pourra utiliser (2.6) dans la preuve précédente et obtenir une semi-
continuité supérieure des attracteurs dans X. La proposition suivante montre que
cette borne uniforme est liée à un problème de stabilisation uniforme des semi-
groupes linéaires.

Proposition 3.4. Supposons qu’il existe des constantes strictement positives M et
λ, telles que

∀n ∈ N ∪ {+∞}, ∀t ≥ 0, ‖eAnt‖L(X) ≤ Me−λt . (3.4)
Alors, il existe une constante K telle que les attracteurs An satisfont

sup
n∈N∪{+∞}

sup
Un∈An

‖Un‖D(An) ≤ K . (3.5)

En particulier, l’union ∪nAn est bornée dans Xs (s ∈]0, 1/2[) et les attracteurs sont
semi-continus supérieurement dans X.

Démonstration : Nous allons montrer que (3.4) implique (3.5) en suivant la mé-
thode présentée dans [10]. On sait déjà que les attracteurs An sont bornés unifor-
mément dans X. D’autre part, puisque An est invariant, An est une réunion de
trajectoires complètes U(t) = (u, ut) (t ∈ R). En écrivant la formule de Duhamel

U(t) = eAn(t−t0)U(t0) +
∫ t

t0
eAn(t−s)F (U(s))ds,

et en faisant tendre t0 vers −∞, on trouve que

U(t) =
∫ t

−∞
eAn(t−s)F (U(s))ds .
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Soit δ > 0, on écrit

U(t + δ)− U(t) =
∫ t

−∞
eAn(t−s)(F (U(s + δ))− F (U(s)))ds ,

et en utilisant (3.4) on obtient

‖U(t + δ)− U(t)‖X ≤ M
∫ t

−∞
e−λ(t−s)‖f(x, u(s + δ))− f(x, u(s))‖L2ds . (3.6)

En utilisant les hypothèses sur la non-linéarité f , on trouve qu’il existe σ ∈]0, 1[ tel
que

‖f(x, u(s + δ))− f(x, u(s))‖L2 ≤ C ‖u(s + δ)− u(s)‖Hσ

≤ C ‖u(s + δ)− u(s)‖σ
H1 ‖u(s + δ)− u(s)‖1−σ

L2

≤ ε‖u(s + δ)− u(s)‖H1 + Cε‖u(s + δ)− u(s)‖L2

pour tout ε > 0. Comme ‖ut‖L2 est borné uniformément, ‖δ−1(u(s + δ) − u(s))‖L2

l’est aussi. En revenant à (3.6), on obtient que pour tout t ∈ R,

‖δ−1(U(t + δ)− U(t))‖X ≤ ε
M

λ
sup
s∈R

‖δ−1(U(s + δ)− U(s))‖X +
M

λ
CεK .

En faisant tendre δ vers 0 et en prenant ε assez petit, on trouve que sups∈R ‖Ut(s)‖X ≤
C. On conclut en écrivant AnU = Ut − F (U). �

3.3. Un problème de stabilisation uniforme
Le travail présenté dans cet article peut être facilement adapté à d’autres pertur-

bations irrégulières de l’équation des ondes amorties, comme les perturbations type
simulation numérique ou type domaines minces. Comme l’illustre le paragraphe pré-
cédent, le problème de stabilisation uniforme (3.4) joue un rôle central dans l’étude
de la convergence de la dynamique pour une telle perturbation. Il est remarquable de
constater que la stabilisation uniforme intervient aussi dans le domaine du contrôle
numérique : elle implique la convergence du contrôle numérique vers le contrôle
exact de l’équation. La stabilisation uniforme pour une famille de discrétisations de
l’équation des ondes amorties a donc été largement étudiée, voir [6], [15], [27], [39],
[47], [51]... La stabilisation uniforme (3.4) est donc un problème qui intervient dès
que l’on souhaite montrer une convergence de propriétés dynamiques plus fortes que
la simple convergence des trajectoires en temps finis.
Dans notre cas, en utilisant une méthode de multiplicateurs inspirée de [14] et [24],
ou en appliquant un théorème abstrait de [2], on prouve le résultat suivant en di-
mension d = 1.

Proposition 3.5. On pose Ω =]0, 1[. Soit (an) une suite de points de ]0, 1[ qui
converge vers 0 et soit

γn(x) =

{
n si x ∈]an, an + 1/n[ ,
0 sinon.

La stabilisation uniforme (3.4) est satisfaite si et seulement si supn nan < +∞.
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On constate tout d’abord que dans le cas naturel (2.4) et en dimension d = 1,
la stabilisation uniforme est vérifiée. Ce résultat souligne aussi que la stabilisation
uniforme est un problème plus complexe que la convergence des trajectoires des semi-
groupes puisqu’elle n’est pas forcément vérifiée même dans des cas assez simples.
En dimension d ≥ 2, ce problème est principalement ouvert (sauf dans le cas où il
existe une constante uniforme α > 0 telle que γn(x) ≥ α, voir [30]).

3.4. Semi-continuité inférieure des attracteurs
Le résultat de semi-continuité inférieure obtenu dans [30] est le suivant.

Théorème 3.6. Si tous les points d’équilibre de S∞(t) sont hyperboliques alors les
attracteurs An sont semi-continus inférieurement dans X = H1(Ω) × L2(Ω) : pour
tout ε > 0, l’attracteur A∞ est dans un ε−voisinage de An dans X, pour n assez
grand.

Il faut souligner que l’hypothèse d’hyperbolicité des points d’équilibre est gé-
nérique par rapport à la non-linéarité f(x, u). On notera aussi qu’on obtient une
semi-continuité inférieure dans X sans hypothèse de décroissance exponentielle uni-
forme. En effet, la régularité nécessaire ici est celle de A∞ et non celle de

⋃
nAn.

La méthode de démonstration de ce théorème est classique (voir [41], [5] ou [20]).
Elle s’appuie sur la structure de l’attracteur global d’un système de type gradient :
si les points d’équilibre sont hyperboliques, l’attracteur A∞ n’est que l’union des
variétés instables des points d’équilibre. Il suffit alors d’obtenir la convergence de
ces variétés instables. Cela nous amène au problème de la stabilité locale de la dy-
namique.

4. Stabilité locale de la dynamique

4.1. Dynamique autour d’un point d’équilibre hyperbolique
Dans ce paragraphe, nous considèrons un seul système dynamique Sn(t), avec n

fixé. Soit E = (e, 0) un point d’équilibre des systèmes dynamiques Sn(t). On note

Ãn = An +

(
0 0

f ′u(x, e(x)) 0

)
l’opérateur linéaire associé à la linéarisation du système Sn(t) au point E.

On montre que le spectre de cet opérateur ressemble au dessin de la Figure 1 :
l’opérateur Ãn n’a qu’un nombre fini de valeurs propres de partie réelle positive et
celles-ci sont toutes réelles. Soit P u

n la projection spectrale sur l’espace des vecteurs
propres correspondant. Les valeurs propres de partie réelle strictement négative sont
dans une bande verticale {z ∈ C / α ≤ z ≤ β < 0}. Soit P s

n = Id−P u
n la projection

spectrale associée.

Définition 4.1. On dit que E est un point d’équilibre hyperbolique pour le sys-
tème Sn(t) s’il existe des constantes strictement positives Mu

n , M s
n, λu

n et λs
n telles

que

∀t ≥ 0, ‖eÃntP s
n‖L(X) ≤ M s

ne−λs
nt et ∀t ≤ 0, ‖eÃntP u

n ‖L(X) ≤ Mu
neλu

nt . (4.1)
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0

Figure 1

Dans notre cas, les propriétés spectrales particulière de Ãn impliquent que l’hy-
perbolicité de E est équivalente au fait que 0 n’est pas valeur propre de Ãn.
Pour r > 0, on note B(E, r) la boule de centre E et de rayon r. On appelle ensemble
local stable de E (resp. ensemble local instable) l’ensemble des points U de B(E, r)
tels que leur trajectoire positive ∪t≥0Sn(t)U soit contenue dans B(E, r) (resp. tels
qu’il existe une trajectoire négative (Un(t))t≤0 pour Sn(t) telle que Un(0) = U et
∪t≤0Un(t) ⊂ B(E, r)). Si E est hyperbolique pour le système Sn(t), alors il existe
rn > 0 assez petit tel que ces ensembles stables et instables locaux forment deux va-
riétés notées respectivement W s

n(E, rn) et W u
n (E, rn) et appelées variétés stable et

instable locales de E. Pour plus de précisions sur cette notion, voir par exemple
[16] ou [25]. La dynamique autour d’un point d’équilibre hyperbolique ressemble
donc à la Figure 2.

E

W

Wn
s

u
n

Figure 2
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4.2. Stabilité locale de la dynamique

La question est de savoir si la dynamique de Sn(t) autour d’un point d’équilibre
hyperbolique de Sn(t) converge vers celle de S∞(t). Tout d’abord, on note que si E
est un équilibre de S∞(t) alors il est aussi un équilibre de Sn(t). De plus, comme
A−1

n tend vers A−1
∞ , on peut montrer que le spectre de Ãn converge vers celui de Ã∞

uniformément sur les compacts de C. En particulier si E est un point d’équilibre
hyperbolique pour S∞(t), il est aussi hyperbolique pour Sn(t), pour n assez grand.
Dans un cadre plus général, on montre qu’un point d’équilibre hyperbolique est
stable sous l’effet d’une perturbation.
Il convient ensuite de comparer les variétés stables et instables locales. Pour cela,
il faut d’abord les construire dans un voisinage qui est uniforme par rapport à n.
La construction de ces variétés locales peut se faire par une méthode de point fixe
(méthode de Lyapounov-Perron, voir [16]). Pour que le rayon rn puisse être choisi
uniforme en n, il faut obtenir des estimations du type (4.1) uniformes en n. Pour la
construction de la variété locale instable, il faut trouver Mu > 0, M s > 0, λu > 0
et λs > −λu uniformes en n tels que, pour n assez grand,

∀t ≥ 0, ‖eÃntP s
n‖L(X) ≤ M se−λst et ∀t ≤ 0, ‖eÃntP u

n ‖L(X) ≤ Mueλut . (4.2)

La deuxième estimation se démontre facilement car P u
n est une projection sur un

nombre fini de vecteurs propres. Pour la première estimation, on utilise le fait que
Ãn est une perturbation compacte de An, que ‖eAnt‖L(X) ≤ 1 pour tout t ≥ 0 et
n ∈ N et on applique la version suivante d’un résultat de [35] avec µ = −λu.

Théorème 4.2. Soit Hn une suite d’espaces de Hilbert et soit µ ∈ R. Soit Dn le
générateur d’un semi-groupe C0 de contractions eDnt sur Hn. Il existe deux constantes
λ > µ et C > 0 telles que

∀t ≥ 0, ‖eDnt‖L(Hn) ≤ Ce−λt (4.3)

si et seulement s’il existe λ′ > µ tel que pour tout n ∈ N, le spectre de Dn vérifie
σ(Dn) ⊂ {z ∈ C / Re(z) < −λ′} et tel que

∃M > 0 tel que sup
n∈N

sup
ν∈R

‖(Dn − (−µ + iν)Id)−1‖L(Hn) ≤ M . (4.4)

Pour la construction de la variété locale stable, il faut de plus pouvoir choisir λs

strictement positif dans (4.2). On doit alors supposer que la décroissance exponen-
tielle uniforme (3.4) est vérifiée.
Une fois les variétés stables et instables locales construites dans un voisinage uni-
forme de E, il faut les comparer en utilisant des théorèmes de point fixe à paramètre.
Notons que pour pouvoir les comparer dans X, il faut que ces variétés soient bornées
dans un espace Xs (s > 0). Cela est vrai pour la variété instable locale (P u

n étant
une projection sur un nombre fini de vecteurs propres appartenant à D(An)). Par
contre, cela n’est pas vrai pour la variété stable locale, et on doit se restreindre à
une partie de celle-ci bornée dans un espace plus régulier. On obtient le résultat
suivant.
On note dX la distance de Hausdorff entre deux ensembles de X.

Théorème 4.3. Soit E un point d’équilibre hyperbolique de S∞(t), alors E est aussi
un point d’équilibre hyperbolique de Sn(t) pour n assez grand. De plus, il existe r > 0
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indépendant de n telle que W u
n (E, r) soit bien définie. Ces variétés instables locales

convergent dans le sens où il existe des constantes positives C et β telles que

dX(W u
n (E, r); W u

∞(E, r)) ≤ Cεβ
n .

Si on suppose en outre que la propriété de décroissance exponentielle uniforme (3.4)
est satisfaite alors il existe r > 0 indépendant de n telle que W s

n(E, r) soit bien
définie. La restriction à l’attracteur de ces variétés stables locales converge dans le
sens où il existe des constantes positives C et β telles que

dX(W s
n(E, r) ∩ An; W s

∞(E, r) ∩ A∞) ≤ Cεβ
n .

5. Stabilité globale et propriété de Morse-Smale

Nous avons étudié la convergence des attracteurs en tant qu’ensemble ainsi que
la convergence de la dynamique locale près de points d’équilibre. Il reste à savoir
si on peut comparer les dynamiques globales sur ces attracteurs. Comme les sys-
tèmes étudiés ici ont la structure gradient, cela revient à étudier la stabilité des
connexions hétéroclines c’est-à-dire des trajectoires reliant deux points d’équilibre :
si, pour deux points d’équilibre E− et E+, il existe une trajectoire U(t) pour le
système S∞(t) telle que limt→±∞ U(t) = E±, existe-t-il une telle trajectoire pour
Sn(t) ?
Pour étudier ce problème, nous devons étendre la notion de variétés stables et in-
stables locales. Pour cela, on doit supposer que, outre la structure gradient, le sys-
tème dynamique vérifie aussi la propriété d’unicité rétrograde c’est-à-dire que
pour tout t ≥ 0, et pour tous U et U ′ dans X, l’égalité Sn(t)U = Sn(t)U ′ implique
que U = U ′. Dans notre cas, Sn(t) vérifie cette propriété d’unicité rétrograde pour
tout n ∈ N et S∞(t) la vérifie si Ω =]0, 1[, γ(0) 6= 1 et γ(1) 6= 1. On peut alors
montrer que l’ensemble des trajectoires de Sn(t) convergeant en +∞ (resp. −∞)
vers un point d’équilibre hyperbolique E forment une variété notée W s

n(E) (resp.
W u

n (E)) et appelée variété stable (resp. instable) de E.
Le fait qu’il existe une orbite hétérocline U(t) entre E− et E+ pour Sn(t) est équi-
valent au fait que W u

n (E−) ∩W s
n(E+) est non vide. Pour être sûr qu’une connexion

hétérocline pour S∞(t) existe encore pour Sn(t) après perturbation, il est alors na-
turel de supposer que l’intersection W u

∞(E−)∩W s
∞(E+) est transverse c’est-à-dire

que, en chaque point d’intersection, l’espace tangent à W s
∞(E+) a un supplémentaire

fermé de dimension finie et que la somme des espaces tangents de chaque variété est
égale à l’espace X tout entier (NB : si W u

∞(E−) ∩W s
∞(E+) = ∅, alors l’intersection

est transverse par convention). Pour obtenir la stabilité globale de la dynamique sur
l’attracteur, on introduit la propriété de Morse-Smale.

Définition 5.1. On dit qu’un système dynamique gradient vérifie la propriété de
Morse-Smale s’il n’a qu’un nombre fini de points d’équilibre, si tous ses équilibres
sont hyperboliques et si les variétés stables et instables de deux points d’équilibre se
coupent transversalement.

Depuis [36] et [37], il est connu que la propriété de Morse-Smale implique la
stabilité de la dynamique pour des perturbations de champs de vecteurs sur des va-
riétés compactes de dimension finie. La généralisation à des perturbations régulières
d’EDP se trouve dans [19]. Pour la perturbation singulière étudiée ici, nous aussi
obtenons le résultat de stabilité suivant.
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Figure 3

Théorème 5.2. On suppose que Ω =]0, 1[, γ(0) 6= 1 et γ(1) 6= 1 de telle sorte que
l’unicité rétrograde soit vérifiée pour tous les systèmes Sn(t), n ∈ N ∪ {+∞}. On
suppose que la décroissance exponentielle uniforme (3.4) est satisfaite. Alors, si le
système limite S∞(t) vérifie la propriété de Morse-Smale, la dynamique qualitative
globale est stable dans le sens où, pour n assez grand, Sn(t) vérifie aussi la propriété
de Morse-Smale et il existe un homéomorphisme hn : An −→ A∞ qui envoie les
trajectoires du système restreint Sn(t)|An sur celles de S∞(t)|A∞ en préservant le
sens du temps.

Bien entendu, il se pose maintenant la question de savoir quand cette propriété
de Morse-Smale est vérifiée pour S∞(t). Dans notre cas, on applique le résultat de
[29] : sous les hypothèses Ω =]0, 1[, γ(0) 6= 1 et γ(1) 6= 1, le système dynamique
S∞(t), engendré par l’équation des ondes amorties sur le bord, vérifie la propriété
de Morse-Smale génériquement par rapport à la non-linéarité f(x, u). Les autres
théorèmes de généricité de la propriété de Morse-Smale se trouvent dans [26], [1],
[8] et [9] (voir aussi [28] pour une revue de ces résultats).

Au final, on peut dire que l’on a obtenu en dimension d = 1 les meilleurs résultats
de convergence que l’on puisse espérer et que le modèle de l’amortissement sur le
bord est donc complètement justifié. En dimension supérieure, il reste plusieurs dif-
ficultées, principalement au niveau de la décroissance exponentielle uniforme (3.4)
et au niveau de la propriété d’unicité rétrograde.
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