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Résumé. Sur 'espace hyperbolique, nous donnons le spectre du Laplacien agissant sur les champs de
tenseurs symétriques sans trace de tous rangs.

Abstract. On the hyperbolic space, we give the spectrum of the Laplacian acting on trace free symmetric
tensors fields of any rank.
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1. Introduction

L'étude des Laplaciens agissants sur les (champs de) tenseurs symétriques de rang r, comme
le Laplacien de Licnerowicz Ay, est importante pour aborder certains problemes en géométrie
riemannienne comme en relativité générale [2].

Sur 'espace hyperbolique, le spectre de Ay est déja connu lorsque r = 2. Dans la littérature
physique r = 3 apparait naturellement dans I'étude des champs spins élevés, en théorie des
cordes et dans la correspondance ADF/CFT (voir [10] par exemple). Ainsi par souci de complé-
tude, il faut calculer ce spectre pour toute valeur de r € N* sur 'espace hyperbolique H"*!. Le
spectre essentiel de Ay découle du travail de J. M. Lee [7, propositions D et E] pour tout r € N* et
le spectre par 'auteur mais seulement pour r = 2 [3]. On peut aussi rappeler ici qu’il est montré
dans [4] qu'il n’y a pas de tenseur propre L?, toujours pour r = 2.

Le but de cette courte note est de prouver que sur H”*!, il n’y a pas de valeur propre en dessous
du spectre essentiel pour tout r € N*. Une conséquence est la suivante :
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626 Erwann Delay

Théoréme 1. Sur I'espace hyperbolique de dimension (n+ 1), le spectre du Laplacien de Lichnero-
wicz agissant sur les r -tenseurs symétriques de trace nulle est la demi-droite :

n?
o(Ar) = Z—r(n+r—2),+oo .

On peut en déduire facilement le spectre de tout Laplacian de la forme A;+ termes de
courbure, certains sont donnés en section 4.

Pour r = 2, tout r-tenseur symétrique peut étre décomposé en tenseur symétrique sans trace
et un (r — 2)-tenseur symétrique tensorisé (symétriquement) avec la métrique, et le Laplacien
de Lichnerowicz préserve cette décomposition. Ainsi le spectre sur les fonctions, les 1-formes
et les tenseurs symétriques de trace nulle, permet d’obtenir le spectre sur tous les tenseurs
symétriques.

Afin d’obtenir des estimées fines pour la méthode employée ici, il sera pratique de rappeler un
Laplacien auxiliaire Ax agissant aussi sur les r-tenseurs symétriques et d'utiliser une formule de
Weitzenbdck.

Remerciements

Je remercie Harold C. Steinacker de m’avoir demandé une référence donnant une borne infé-
rieure pour le Laplacien agissant sur les champs de spins élevés (higher spin fields) sur H®.

2. Définitions, notations et conventions

Nous décrivons ici certains objets utilisés dans cette note.

Tout d’abord, (M, g) désignera une variété riemannienne, et V sa connexion de Levi-Civita.

On notera 7,7 'ensemble des tenseurs covariants de rang r et contravariants de rang g.
Si g = 0, on notera .%; le sous-ensemble des tenseurs symétriques et S le sous-ensemble
des tenseurs symétriques de trace nulle (relativement a g). On appliquera la convention de
sommation, en utilisant g;; et son inverse g'J afin d’abaisser ou de remonter les indices.

L? est 'espace de Hilbert usuel de fonctions ou tenseurs munit du produit (resp. norme)

1
3
(U, V)12 =fM(u, V)gdVg (resp. lul2 = (fMlulédVg) ),

ou {u, v)g (resp. |ulg) estle produit usuel (resp. norme) de fonctions ou tenseurs relatif a g, etla
mesure dV; celle induite par g.
Le Laplacian (brut) est définit par

A=—trv2 =v*v,

ol1 V* est I'adjoint formel de V pour L2 (dVg).

Le modele de I'espace hyperbolique H"*! de dimension (n + 1), que nous choisissons ici est
(B,g) ol B est la boule unité ouverte de R"*! et g = p~25 oi1 § est la métrique euclidienne
standard et p la fonction sur B définie par

1 2
p(x) = 5(1 = |xl%).
3. Laplacien sur les g-formes a valeurs dans E

Nous rappelons ici quelques définitions données dans [7] nécessaires pour la compréhension des
calculs. Soit E un fibré tensoriel géométrique au dessus de M (dans le sens de [7]). Soit AYE :=
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E® A9M le fibré des q formes sur M a valeurs dans E. On note D : C*°(M; A9E) — C®(M; A9+ E)
la différentielle extérieure covariante sur les formes a valeurs dans E :

Doe®a)=VoAa+oeda,

pour a € C®°(M; A9M) et g € C*°(M; E). Le produit extérieur ci-dessus doit étre compris comme
le produit de la composante 1-forme de Vo avec a afin d’obtenir une section de A9*!E. Nous
aurons besoin du Laplacien de Laplace-Beltrami sur les formes a valeurs dans E, donné par (voir
N. Koiso [6] si E = A'M)?

Ax=D*D+DD",
ol D* est 'adjoint formel de D. Pour une 1-forme scalaire a, on note av : AY"'E — A9E le g-
adjoint de I'opérateur an: A9E — ATTLE

(@Aw,Mg=(w,aVing.

Notons que pour deux 1-formes scalaires a v § = {(a, B)¢.

Pour un champ de 2-tenseurs symétriques continu Z, on définit 'endomorphisme Z: A' M —
A'M, quel’on étend 2 A9 M comme une dérivation. Ainsi dans une base orthonormée, si Z; jsont
les composantes de Z, alors

Zw = ZZijei A(ej Vv w).
i\
Cet endomorphisme est étendu a AYE en le faisant agir uniquement sur la composante corres-
pondant a la forme différentielle..

Pour une fonction u € C2(M), on note H(u) = V2u sa hessienne, ainsi H(u) définit un
endomorphisme de A7E comme ci-dessus.

On peut maintenant énoncer le lemme 7.9 de [7] :

Lemme 2. Pour toute section lisse a support compacte w de AYE, et toute fonction C? strictement
positive ¢ sur M, on a la formule intégrale suivante :

(W, Agw) 2 zf (o, [<p‘1A<p+2H(1n<p)]w)gdvg
M

Ce lemme a été utilisé par J. M. Lee [7] afin de prouver des inégalités asymptotiques et ainsi
calculer le bas du spectre essentiel de toute variété asymptotiquement hyperbolique, ceci par un
choix judicieux de ¢. Sur 'espace hyperbolique on peut prendre, comme dans [3], une meilleure
fonction et ainsi obtenir une inégalité globale.

Corollaire 3. Sur l'espace hyperbolique, pour toute section lisse a support compact w de A7E, on
a les inégalités globales :

(n-2q)* . n
(w,Axw)j2 = quwli2 si g< Px

n—2q+2)> n
(w,AKw)Lzz%lwliz Si 1+E<qsn.

Démonstration. Sur 'espace hyperbolique la fonction y définie par
y=p '-1€[1,+00),
est solution de I'’équation de type Obata :

Hwy)=vwg.

1AK est noté A dans [7], donc différent du A = V*V ici
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628 Erwann Delay

En particulier on a Ay = —(n+ 1)w. Pour s € R que nous choisirons plus tard, on définit ¢ = y~°
ainsi
H(ngp) = s(I/deu/ ody—g),

puis
d d d 2
(w,H(ln¢p)w)=s(<w,—w/\(—wvw)> —qlwlé)zs(—wvw —qlwlé).
L4 L4 g v g
Maintenant comme
aip:—xi, doncldplézpz(l—Zp),
on obtient
dylz  ldply  1-2p -1

2 - (p~1-1)2p4 - 1-2p+p?
D’autre part, on a aussi

¢~ Ap =y AT

[dy|?

=—sw‘1Aw—s(s+1) 1Z/2g
|2

=s(n+1)—s(s+1) Wzg‘
W

On obtient ainsi pour s = 0,

2

(0,197 Ag +2H(ln¢p)]w)g 2 [s(n+1-s-1)-2sqllwlg

= s(n—s—Zq)leé,
etpour s<0,
(0,197 A +2H(ln(p)]w>g =[s(n+1) - 2q]|w|lzg +[-s(s+1) +25]w—2|dw|§|wlé
= s(n-s-2q+2lol;.
2
2 e
ainsi (w, Agw) 2 = %lwlé- O

(n-24)> n-2q+2
4 2

Si g < n/2, on choisit s = n%m alors (w, Agw) 2 = lw|%,, etsig = §+ lonprend s =

’

Remarque 4. Une démonstration alternative serait d’adapter la preuve du lemme 5.1 dans [7]
afin de montrer que certaines inégalités géométriques asymptotiques L?> deviennent globales
sur H™,

4. Laplaciens sur les tenseurs symmeétriques

Ici nous utilisons le corollaire 3 avec E = f/"ﬂl. Rappelons tout d’abord quelques opérateurs
d’ordre zéro agissants sur les r-tenseurs définis dans [7] :

3P k
Ric(Wi...i,_yj = Rj " Uiy ..ip 1 ko
o r—1 Ik
Rlem(”)il...i,_ljzzRip J Wiy deip ke
p=1

Dans le lemme 7.11 de [7] il est prouvé que l'identification d'un r-tenseur covariant avec une
1-forme a valeur dans les (r — 1)-tenseurs covariants donne la formule de Weitzenbock

Ag = V*V + Ric - Riem.

C. R. Mathématique — 2021, 359, n° 5, 625-630
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On s’intéresse aussi a deux autres Laplaciens classiques. Pour cela, on définit
r
. I
Ric(w)i,..i, = ) Rip Uiy, i
p=1
et Riem(w);, ;=Y Ri." i Tui. p.q.i-
k#l
le Laplacien de Lichnerowicz agissant sur les r-tenseurs [8] est
Ay = V*V +Ric—Riem.
Le Laplacien de Sampson agissant sur les r-tenseurs [9] est
As =V*V —Ric+Riem,
aussi (en fait auparavant) définit sur les tenseurs symétriques par :
Ag = D;DS - Dng,
ol Ds est la dérivée covariante symétrique et D son adjoint formel.
Si on se spécialise au cas de la courbure constante K et aux r-tenseurs symétriques de trace
nulle, alors
Rikji=K(gij&ki — 8i18kj)» Rik=Kngij,
donc
A =V*V+Kr(n+r-1),
Ag=V*V+Kn+r-1)
et Ag=V*V-Kr(n+r-1)
D’apres le corollaire 3avec g =1et E = 3‘,0_1 et la proposition E de [7] on déduit
Corollaire 5. Soit c € R. Sur l'espace hyperbolique de dimension (n+ 1) avec n > 1, le spectre du

Laplacien correspondant agissant sur les r-tenseurs covariants symétriques de trace nulle est la

demi-droite
(n-2)?

o(Ag+c) = + ¢, +o0o

En particulier, on a
n2
U(A) = I +r,+00

’

n2

o(Ar) = Z —r(n+r-2),+c0

’

n?
o(Ag) = Z +r(n+r),+oco

5. Remarque sur les variétés asymptotiquement hyperboliques statiques

Comme pour 'espace hyperbolique, il est tentant d’utiliser une fonction spéciale pour d’autres
variétés asymptotiquement hyperboliques (AH pour abréviation, voir [7] pour une définition
précise). Lexistence d'une solution non triviale de I'équation de type Obata H(y) = wg dans le
contexte AH va caractériser 'espace hyperbolique [11], il faut donc étre plus modéré pour une
généralisation.

Regardons le cas des variétés AH statiques (M, g,v) (des familles de dimensions infinies
de telles variétés existent [1]). (M, g) est alors une variété AH de courbure scalaire constante
R =—-n(n+1) et ¥ une fonction sur M vérifiant :

H(y)+Ayg—-wRic(g) =0,

C. R. Mathématique — 2021, 359, n° 5, 625-630
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donc aussi

Ay +(n+1Dy=0.
Ici on supposera ¥ > 0 et que la courbure k du bord conforme est constante (de telles solutions
comme le AdS soliton existent aussi). Il est prouvé dans [5] que

|dy|> —y? + k<0,
ainsi si k=0,1 alors

dy _
X v
Sil'on définit Ric(g) = Ric(g) + ng la partie sans trace de la courbure de Ricci alors
H(y) = g +wRic(g).

Notons que IRoic(g) |¢ — 0 al'infini. En calquant la preuve donnée sur H"*! pour le corollaire 3 on
obtient

1.

Corollaire 6. Sur une variété AH statique dont le bord conforme a l'infini est a courbure constante
positive ou nulle, pour toute section lisse a support compacte w de A9E, on a les inégalités globales :
2

o -2
(w,(Ax + (n—2qg)Ric(g))w) 2 = %leiz siq< g,
(n—-2q+2)?

(@, (Ag + (n-2q +2)Ric(g)w) > = w2, sil +g <g<n.
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