ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER

ANDRE GALLIGO
MICHEL GRANGER

PHILIPPE MAISONOBE

D-modules et faisceaux pervers dont le support
singulier est un croisement normal

Annales de institut Fourier, tome 35, n°1 (1985), p. 1-48
<http://www.numdam.org/item?id=AlF_1985_ 35 1_1_0>

© Annales de ’institut Fourier, 1985, tous droits réservés.

L’acceés aux archives de la revue « Annales de D’institut Fourier »
(http://annalif.ujf-grenoble.fr/) implique 1’accord avec les conditions gé-
nérales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisa-
tion commerciale ou impression systématique est constitutive d’une in-
fraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=AIF_1985__35_1_1_0
http://annalif.ujf-grenoble.fr/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Ann. Inst. Fourier, Grenoble
35,1 (1985), 1-48

@ -MODULES ET FAISCEAUX PERVERS
DONT LE SUPPORT SINGULIER
EST UN CROISEMENT NORMAL

par A. GALLIGO, M. GRANGER, et Ph. MAISONOBE

PLAN

Introduction . . .....o it it e
NOtatioNS . . oottt e e e

Chapitre I. — Généralités sur les faisceaux pervers. . .........

I.L1. Définition . .. ....... ... ... ... ... ... .. ...
I.2. Autre formulation des conditions de perversité . . . .
[3. Exemples. ... ...,

Chapitre II. — Faisceaux pervers a une variable relativement a
la stratificationZ, =C — {0} Z,= {0} .............

II.1. Etude du triangle
Rk " — & — Rl _ %" ..ot
I1.2. Théoréme d’équivalence de catégories . ..........

Chapitre III. — Faisceaux pervers relativement a un croisement
normal. Hypercube formé par certains complexes de
cohomologied support .. ......... ... ... . . ...

III.1. Notations et définitions .....................
III.2. Les sommets de I’hypercube sont des faisceaux. . . .
II1.3. Description de I’hypercube des faisceaux.........

Mots-clefs : ®-modules, Faisceaux pervers, Catégories dérivées.

pages

<N 9 )

15

15
17
19



2 A. GALLIGO, M. GRANGER, et Ph. MAISONOBE

Chapitre IV. — Théoréme d’équivalence de catégories. . ... ... 29
IV.1. Définition du foncteur a..................... 29
IV.2. Définition du foncteur §..................... 30
IV.3. a est une équivalence de catégorie et admet g

comme qQUasi-inverse . ................oou..... 35
AppendiCe. . .. ..o e 41
A.l. Triangles et suites exactes courtes scindées de
COMPlEeXeS. . .t it e e 41
A.2. Exemples et remarques dans un cas particulier . . . .. 44
Bibliographie. . .. ....... ... . i e . 47
INTRODUCTION

Le but de ce travail est de généraliser en dimension supérieure
la remarque de B. Malgrange selon laquelle un @®-Module holonome
M sur un petit disque X C C, a singularité réguliére a 1’origine
est défini a isomorphisme prés par les couples d’espaces vectoriels
de dimension finie :

oD — R*))
© (D)

correspondant aux solutions holomorphes et microfonctions,
reliées par le morphisme canonique u:E — F et le morphisme
variation v:F — E qui vérifient la condition: Id +vu est
un isomorphisme. Dans [1], on trouve une approche naturelle
de ce point de vue.

E = Hom_ (M(X), © (D —R")) F = Hom, (M(X),

Soit X un polydisque ouvert, centré en zéro de C" et muni
de coordonnées z,,...,z, et soit T le croisement normal
d’équation z,...z,=0. Notons Oy le faisceau des fonctions
holomorphes sur X; @Dy le faisceau des opérateurs différentiels
a coefficients dans Oy ; (@f),, la catégoric des ®@y-Modules
holonomes a singularité réguliére, dont la variété caractéristique
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se projette sur T; €, la catégorie des n-hypercubes de C-espaces

vectoriels de dimension finie {F;,IC{1,2,...,n}} reliés par
U,

deux familles d’applications linéaires F; “F;,(,} assujettis a
—
L

certaines conditions de commutativité: wu;=wu,, v = v,
upy; =vu; et tels que Id+ vu, soit un isomorphisme. Nous
démontrons le théoréme suivant :

THEOREME. — Il existe une équivalence de -catégorie entre
T
(@x)hr et en.

On sait ([2], [7], [11]) que le foncteur “solution” :
N~ Sol (M) = RJFom, (0,0

établit une équivalence de catégorie entre (@Dy),, la catégorie
des ® -Modules holonomes a singularité réguliére et la catégorie
Perv(X) des faisceaux pervers (sous catégorie pleine de la catégorie
D?(Cy) des complexes bornés de faisceaux de C-espaces vectoriels
sur X a cohomologie constructible). En 1.1, nous décrivons
Sol((a); Jpr) nOtE Perv’ (X) et notre travail va consister a construire
une équivalence de catégorie entre PervT (X) et € ne

Chapitre I: Nous décrivons PervT(X) .

Chapitre Il ; Nous démontrons dans le cas X=C, T= {0}
I’équivalence de catégorie entre Perv{"} (C) et €,. Pour cela,
nous utilisons 1I’idée de B. Malgrange qui consiste a considérer
une coupure K = R* de C et le triangle :

RI 5 —> 5 — RTg_¢ %" .

n
Chapitre III : Posons c'=1 C, K= Rt cc, V,=C,—R".
=1
Considérons les triangles
?;;o _— R led'.

9’

RT, F°— RT g k¢ n v
1o {i} jEI i 'Xj¢xu{i} i

ou Z; = Il K;x Il V; et g+ appartient a Perv’ (C").
el jel
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Ces triangles font partie d’une configuration de triangle du type
hypercube reliant 3" complexes et dont 3° est le centre. Pour
I’étudier, nous nous plagons dans une situation avec parameétres
et raisonnons par récurrence. Nous démontrons ainsi que RI’Z[ g
est concentré en degré |I]. §I= R'”I‘ZIEW' étant localement
constant sur certaines strates par un bon choix d’isomorphismes,
on décrit ce faisceau par sa restriction 4 ces strates, ainsi que les
morphismes cobords

U,.:Rleg‘—-» RFZ[U{i}g‘.
Chapitre IV: A un élément F° de PervT(C"), on associe I’élément
de €, : {Fj,u;,v}, ou

F = R" szg'.)o =@Dos 4= (U,

et ou v, est un morphisme de recollement de ’571,2,_“," entre
deux strates. On définit ainsi un foncteur «, dont on montre
que c’est une équivalence de catégories et dont on exhibe un
quasi inverse. Techniquement, on remplace les triangles ci-dessus
par des suites exactes courtes scindées auxquelles nous appliquons

les résultats de I'appendice et plus particulierement la proposition
A.l1.4

La commutativit¢ des foncteurs R #om (IT,*) et RT,
nous permet de traduire en termes de ® -Modules notre résultat:
voir le compte rendu de notre exposé dans [10] ou sont aussi
décrits les objets de &, correspondant a des complexes du
type I.C. ([4]) et en particulier les objets simples.

En cours de rédaction nous avons pris connaissance du manuscrit
de J.L. Verdier [15] sur un sujet voisin et de la lettre de P. Deligne
a R. Mac Pherson ou est conjecturé le résultat que nous démontrons.
Remercions pour finir J.L. Brylinski, B. Malgrange, Z. Mebkhout
et F. Pham pour les discussions intéressantes échangées avec eux au
cours de ce travail.
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NOTATIONS
X variété analytique complexe
Cy catégorie des faisceaux d’espaces vectoriels

K(Cy) catégoriec des complexes d’objets de Cy avec morphisme
défini a homotopie prés

D(Cy) catégorie dérivée associée

D® (Cx) (resp. D: (Cyx)) sous-catégorie pleine des objets bornés
(resp. a cohomologie constructible)

. Pour 3* objetde K(Cy) (ou D(Cy)), onnote:

h'(?’) son ié'“e faisceau de cohomologie

, sa fibre en un point x de X

g [k] complexe égal a G*t" en degré n dont la différentielle

est celle de &* multipliée par (— 1)¥
On dira que %° est concentré en degré n (resp. borné a gauche
en degré =>n) (resp. borné entre les degrés m et n)si h'(F) =0
pour i #n (resp. i <n)(resp. i <m et i >n)
Qis quasi-isomorphismes entre objets de K(Cy)
E faisceau constant de fibre E

Rappelons que le complexe dualisant de Cy est: Dy = Cx [2n],
ou n = dimg X. Le dual de Verdier de J* est:

R%om (¥°,D¢,) = R¥om (F°,C) [2n]
On note v = R¥om (g°,C)
=D (5" [— 2n]
', foncteur de Cy —> Cyx est égal pour A fermé au
foncteur section a support A et pour A ouvert a
ivi”! ol i:A —> X estlinclusion ouverte
r, est aussi défini pour les localement fermés de fagon
que I'y 'y =T, 5.
RT, foncteur dérivéde I'y (RT'y, R’y = RT, 43)

. Dans tout ce travail les triangles dans D(Cy) sont notés
«a platy: A’ — B’ —> C’, ou simplement
p \_/H ou simplemen

A'— B '— C’
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. Pour I partie de {I,...,n}, I={i,...,i}
[Il=#1=k

400 I’ensemble des parties de I

. Un hypercube de dimension #n:{0,1}" est indexé par

®2({1,2,...,n})
— Une face de cet hypercube est indexée par une partition
{I,J,L} de {1,...,n}. Cette face est

(1,J,L)={I,,ICI, CIUJ}

Nous commettrons systématiquement I’abus de notation consistant
par exemple a écrire :

x, €K si i€l
X ,....,x,)E II K. x IT V, ! ! . .
e e K ey X, €V, si i€l

I. GENERALITES SUR LES FAISCEAUX PERVERS

I.1. Définitions.

Soix X une variété analytique complexe lisse de dimension
n et X une stratification analytique complexe de Whitney de X,

X= U Z
0<j<n

2 ; est la strate lisse de dimension complexe j.

Un complexe J°* de D(Cx) est dit a cohomologie construc-
tible relativement a ¥ si pour tout entier i, A'(F"), le i*™ groupe

de cohomologie de %°, vérifie :
Vi€{0,1,2,...,n} K (F)IZ

est un systéme local.

I.1.1 DEFINITION. — Un élément &° de D(Cy) a cohomologie
constructible relativement a X est dit pervers relativement @ % si
les conditions Aa, Ab, B sont vérifiées :

Aa) Vi€ {0,1,...,n} K (F)=0
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Ab)  le support du faisceau k'@ *) est contenu dans

z, ;= V) z,
0< j< n—1
B) mémes conditions que Aa et Ab en remplagant &° par

R %om @ ,Cy) =F".

Notation. —On note Perv®(X) la sous-catégorie pleine de
D(Cx) formée des complexes pervers relativement a8 Z .

I.2. Autre formulation des conditions de perversité.

La dualité de Verdier [14] permet d’établir que la fibre en x
de ¥v est Hom (i;l R l"{x}f’d" *,C) [— 2n] ou j, désigne I'inclusion :

]
x <= X. On en déduit facilement la proposition suivante :

1.2.1 PropPoSITION. — Un complexe &° de D(Cy) a cohomologie
constructible relativement a4 X appartient d Perv® (X) si les
conditions Aa, Ab et B bis sont vérifiées :

Aa) Vi€ {0,1,...,n} HW@)=0
Ab)  le support du faisceau h'(F"*) est contenu dans
Z,_ = vz
0< j< n—i
Bbis) Vi=1,Vx€Z, ,,VkE{(2n—2,...,2n—j— 1}
(R*T 389, =0
(donc Vke {0,...,2n—j—1).

On peut remplacer B bis par une condition équivalente :

Bter) (RT g | est concentré en degré = j.
Zn_l Zp—

]

1.3. Exemples.

13.1.X=C,Z,=C— {0},Z, = {0}: & est pervers relati-
vement a cette stratification si

a) les seuls groupes de cohomologie de %* non nuls sont 4°(%*)
et h'(g°)
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b) h°(F)lc_(o} est un systéme local

ho(f‘;ﬁ')o est un espace vectoriel de dimension finie
c) h'(F°) est a support lorigine

h' (%), est un espace vectoriel de dimension finie
d) h°(F*) n’a pas de section a support l'origine
L.3.2.

X =C*,2,=(C—{0}*,Z,=C— {0}x{0}U {0} x C — {0},Z, = {0}

Les conditions de perversité impliquent encore que 4°(%®) n’a pas
de section a support fermé strict ainsi que le principe des singularités
inexistantes pour h°(F°) = h°

K% (C?
l 0 = - =
Rt h" = e — op

II. FAISCEAUX PERVERS A UNE VARIABLE RELATIVEMENT
A LA STRATIFICATION X2, =C — {0},et Z, = {0}

Soit %" un tel faisceau pervers, posons K = R* et notons
h® et h' ses groupes de cohomologie (les conditions de perversité
utilisées ont été détaillées en 1.3.1).

II.1. Etude du triangle Ry ° — F*'—— RT_¥°.

Etude de RT¢_¢F" : soit i:C—K —> C linclusion ouverte,
RT,_ (% =Rixli 'g")
= Ri*(i—lho).

En effet h' est 4 support 'origine. De plus, comme h°|c_{o} est
un systéme local, i~ ' #°® est un faisceau constant et donc :

lim H¥(WU-K, i '4%=0.
e —
x€U

U ouvert

Vk>1, Vx€C, (R*Ic_,5")

x_
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Par suite : RTe_¢ 5 =ix(™ ' K.

Notation. —E = (R°T¢_, °),.

i"' h® ¢’identifie & E faisceau constant sur C — K de fibre E.
On a donc obtenu le lemme :

ILI.LLEMME. — RT¢_ 5 = RT¢_ 5 (= R°T¢_gh®)

dot Vx€C—K, RTe_g '), =E
VxEK—{0}, R°T¢_¢ 9°), 2E® E.

Précisons le dernier isomorphisme. Soit x appartenant a
K— {0} et xT(resp.x”) un point au-dessus (resp. en-dessous)
et voisin de x, soit s un germe en x de R°T¢_, °. s définit
un germe de R° Fe_x & en x* (resp. en x7), d’ou par prolon-
gement une section de A° sur C —K, c’est-d-dire une section
globale de R°T¢_, %° dont on notera s,(resp.s,) la fibre a
Porigine .

Le morphisme cherché est :
(R°Te_x '), — E®E x E

s 5, ® s,

ROT¢e_¢ 5 =ix(E):

Etudede RT &* :R°T&* =Ty h°
Or Ty n’= l"{o}ho car h° lc—{o} estun systeme local
=0 vu les conditions de perversité.

La suite exacte longue de cohomologie de notre triangle se réduit
donca:

U
0 — h® = RT¢_ 5 — R'Ty & — h' — 0.
Notation. — F = (R' Ty &*),.

Pour x non nul, (4'), =0 et donc (R'Ty F°)lc—{o} estle
conoyau du morphisme 0 |¢_ (o} -
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En dehors de K, p est un isomorphisme, d’ou
VxE€C—K R'Tg ), =0.
holc_{o} s’identifie au systéme local défini par E et par
un morphisme M:E — E obtenu i partir de la monodromie
de n°. Lorsque x appartient a K — {0}, on se donne une
identification de (4°), avec E; prenons s un élément de

(h°),; s définit localement s,+» un germe en x* (point voisin
et au-dessus de x) de #°, d’ou en appliquant p :

PG )ER Ty ¢ &) ,~E.

Muni de cette identification, pour tout x de K— {0}, on obtient
le diagramme suivant entre deux suites exactes courtes :
Ux
0— (%, — R°Te_g ), — R'T¢ F*).—, o

Il I
0— E — E®E E 0

e e®M e (e,f) — Mf—e

Ce diagramme définit donc un isomorphisme: V¥ x € K — {0}
(R'Ty %),=E.

On a établi_en particulier le lemme suivant :

IL1.2. LeMME. —  RT & =R'T & [—1]
VxeC—K (R'T¢ ), =0
VxEK—{0} [R'Tg ), =E

R'T¢F' ) {o} est isomorphe @ E faisceau constant de fibre E
sur K — {0}.

Notation. — Soit v le morphisme de F dans E permettant
de recoller les trois faisceaux constants: O sur C —K, E sur

K— {0}, F sur {0}, en un faisceau sur C isomorphe a
R'Ty .

R'Ty &'
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Notation. — Notons u:E —> F la fibre al’origine du morphisme
de cobord U:R°T¢_y &°—> R'T, 5.

Le fait que U soit un morphisme de faisceau se traduit par:
M=Id+vou.

I1.2. Théoréme d’équivalence de catégories,

I1.2.1. Définition du foncteur o

Avec les notations de II.1, l1a correspondance ;

u

o —
J ~—— E F
v

definit un foncteur de Perv® (C) vers €, ou ¢ désigne la catégorie

u
dont les objets sont les diagrammes E «___F entre espaces vectoriels
v

de dimension finie, tel que Id + vo u est inversible.

11.2.2. Définition du foncteur B

u
Soit E >F un objet de@ . Notons toujours i I’inclusion
v

ouverte C — K"—l—> C.

o Définition de & : @ =i4(E), ou E désigne le faisceau
constant de fibre E sur C — K .
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. Définition de @ : On note @ le faisceau obtenu en recollant
par v: E faisceau constant de fibre E sur K — {0} et F
a I’origine, pour obtenir un faisceau sur C a support K.

. Définition du morphisme U: Il existe un unique morphisme
de faisceau noté U:@ —> @, dont les fibres vérifient:
U,=u, pour tout x de K— {0}, U, ¢s’identifie au
morphisme E® E—> E (e, /) > (Id +vou)f—e.

PROPOSITION ET DEFINITION. — Avec les notations précédentes,
la correspondance
u

BET™F . 00— @2 @—>0...

v

définit un foncteur de & vers PervZ(C), (& est placé dans le
complexe en degré zéro).

Preuve. — La construction est bien fonctorielle et on laisse au
lecteur le soin de vérifier, en utilisant les conditions de perversité

u
données en 1.3.1, que B(E = F) est bien pervers.
v

I1.2.3. THEOREME. — @ est une équivalence de catégorie
admettant  comme quasi-inverse.

Preuve du théoréme. 1) Montrons tout d’abord que aof
est un foncteur isomorphe au foncteur identité.
Posons

u U
$° =B(E__ *F)=..0— d—>B—0...

v

(avec les notations précédentes). On a donc la suite exacte courte
scindée (voir pour la définition A.1.1):

00— ®[-1] — & — A — 0. €8]

Considérons J; et J] des résolutions injectives canoniques de
@B[— 1] et @ . Le corps de base étant C, il s’agit d’une résolution
flasque canonique. La résolution flasque canonique de &* est le
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. .’ L] U .
complexe simple associé au complexe double J; —— J; et on a
un morphisme de suites exactes courtes de complexes :

0— B [—1] Gie Qa > 0
{ i V (2)
0— 13 > J° J: 0

1

On peut faire les deux remarques suivantes :

— Le support de @3 étant contenu dans K, ainsi que celui de
Jy,ona: J;: T J, =15 et Fe « I"'=Tec_xJ;.

— Daprés la définition de & , & —> RTc_g & est un
isomorphisme dans D(Cg), donc Ji—> T¢_xJ; st
un quasi-isomorphisme.

Ainsi, on a un morphisme de suites exactes courtes :
a

0— J =T ;% ;' — J;— 0
re = s 3)
0— T I —— ' —— Te_, J;=Te_y I'— 0

Les isomorphismes (2) et (3) définissent des isomorphismes de
triangles dans D(Cg). La considération des suites exactes
longues de cohomologie de ces triangles permet d’écrire un

diagramme commutatif dépendant fonctoriellement de E:%:F :
a Y - ®B
=Y =Y @
@' = R°T¢_g 5-—> R! g =@
u u'
Par définition de oo B(E_~F) = E’$ F', ona:
v v

E=Q, et F=a&

et (py,¥,) :(E,F)—> (E',F') définit un isomorphisme dans
€, car Yyu = u' ¢, et la relation v' Yo = yp v résulte facilement
de la description de &, @B, ' ét @' et de la considération de (4).
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2) Montrons enfin que foa est isomorphe au foncteur
identité.

Soit. %° un objet de Perv*(C), I° sa résolution injective
canonique et J° la résolution injective canonique de fBo a(F ).
Les faisceaux @ et @3 construits a partir de «@ ) (voir 11.2.2)
s’identifient 2 R° Fc_x 9 et R! 'k °, et le diagramme (4) (en
y remplagant &° par a0 f(9°)) conduit a4 un diagramme
commutatif dans K(C¢) entre complexes de faisceaux injectifs :

Teold ————— I I'[— 1]

l l 4"
Y3 ¥
. 9

Te_y) ——= I [—1]

D’aprés la proposition A.1.4, il existe un morphisme ¢, :I° —_— ]
tel que (¢, ,¥,,¥,) soit un morphisme de suites exactes courtes :

0—=TI'—=1 —=T¢_yI' —=0

R R

0—=TJ —= J' —>=Te_J' —0

D’apreés A.1.4b, ¢, est unique modulo un élément de
Homp (e (Pe—x I, Tx I7),
donc est bien unique car :
Homp ggy Te—x 1", T I7)
= h°(RHom(R°Tg_ " ,R' Ty (Bo a ) [—1])
=0;
¢, définit ainsi un isomorphisme fonctoriel entre " et fo a(F").

Remarque. — On peut recopier cette démonstration pour
classifier les faisceaux pervers sur C relativement a la stratification
Z,=C—Z,, oun XZ,={a;,...,a,} est un ensemble de p
points distincts.
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III. FAISCEAUX PERVERS RELATIVEMENT A UN
CROISEMENT NORMAL. HYPERCUBE FORME PAR
CERTAINS COMPLEXES DE COHOMOLOGIE A SUPPORT

On pose X =C"xS, ou S désigne une variété analytique
complexe lisse. Soit T le croisement normal d’équation :

T:z,...2z,=0.

On peut définir sur X une stratification naturelle relative a T
(Sing Y désignant la partie singuliére d’une variété analytique Y):

X= y
0<j<n

z]+dim$’ ou
Zprdims =€ =T xS, Z, | gims = (T —SingT) x S,
"”zdimS = {O}X S.

On note Perv'(X) la catégorie des faisceaux pervers sur
X relativement a cette stratification. Les conditions de perversité
utilisées sont détaillées en 1.2.5.

II1.1 Notations et définitions.

C"=C,x...xC,.

Désignons par K; = R* une coupure de C;; on pose
V,=C—R*
0
K; =K, — {0}.

Sauf mention du contraire, %° désigne dans ce chapitre III un
élément de PervT (X).

Notation. — Soit (I,J,L) une partition de {1,2;...,n}. On
écrit :

Z,,,=TMKxIICx Il Vx8

€1 j€’ 2€eL

[orKd — G ®
F' 15,1 —-Rl"zI , Ld‘ .
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Dans le cas particulier de la partition 1,¢,1':

Zi=TKx 11 VoxS (=Z, 4 ).

i€l eelr’
g'=R I‘ZI g (=9 4.1
Notation. — Soit (A,B,C) une partition de {1,2,...,n},

on écrit :

SaBc= I I%ix I {0;} x I v, xS.
€A JEB kecC
De la constructibilité des groupes de cohomologie de &° , on
déduit par des techniques classiques (Appendice [7]) que &} ; |
est a cohomologie constructible relativement a cette stratification
réelle. Par exemple :

II.1.1. Remarque. — Les groupes de cohomologie de &
sont supportés par 2, et localement constants le long des strates
SanLpIzULz.La; ou (I,,I,) (resp. (L,,L,,L;)) est une partition
del (resp. de I' = {1,2,...,n}—1). -

Les g associés a un complexe %°® sont les 2" sommets
d’un hypercube formé par les 3” complexes 87;,,,,{ et dont les
lignes sont les triangles :

[orkd . G e
Aol i,L 7 F vy F Lo (i}

~_

—A +1

II.1.2. LEMME. — Pour J = ¢, les morphismes A, de
1 vers 1y (g [+ 1] vérifient:
Vigl, Vié&l A8 = — A4,

Preuve. — 11 suffit d’utiliser la proposition A.2.2 de I’appendice
pour le complexe | i, 1

Notation. — On note U, les morphismes de complexes
U‘Z @; _— gl.lu {i} [+ l]

liés aux A; par la convention suivante:
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U==D"A n,=#§EL j=i.
On a donc U,U; = U, U,.

Dans le cas n =2, notre hypercube est un carré et se
représente par le diagramme des triangles :

Ul
. = ] [orid [ Gt = 6;°
51,2— RFK])(Kz g - RPCszd' RFV]Xsz‘ d‘2
. G > G ® G *
U2 RI‘K]XC g J - RFVIXC =4 l ——UZ
. _— [o7hd [orkd G — Gjje
F; =RTg «v, 7 Rlgyy, ¥ — RIy ,y, ¥ =9
—U

1

on U U,=0U,U,.

III.2. Les sommets de ’hypercube sont des faisceaux.

|I| désignant le cardinal de I, posons
g, =R"T, 5" .
IIL.2.1. PROPOSITION. — Soit ° un élément de Perv' (X); on
a:
| est concentré en degré |1| et est donc isomorphe dans
D(C¢nys) a:-g; [—II1].

Preuve. —Pour n =0, la proposition est évidente, nous
procéderons par récurrence sur n.

Preuve pour 1+ {1,2,...,n}. — Supposons que 1 n’appartient
pasa I: Z;=V, xZ, o0 ZCC" ' x8S.
Considérons les inclusions :
o'l ol

V,xC" 'xS— C—{0}xC" 'xS—> C"xS.

6
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Ona &' =RO+60 'RT¢,; F)=RO+(0")"" g ou
& = (60" RT¢, ;¥ =RTc_(4,,(0)'F" .

En utilisant la proposition I[.2.1. (ou simplement la définition,
car R #om (¥ ,C) (U) = R¥om (F'|y,Cly)), on vérifie que
@'=(0)""F" est un élément de Perv'(C —{0}xC" !x8),
ou T’ est un croisement normal de C" ',
Par récurrence : g = §1[—II 1.
On a donc Pégalité: %} = R0« (0")" ' & [—I1]]-
D’autre part, pour tout (x,z,s) de C x Z, ona, pour k= 1:

(R0 (0" § 1), ., = lim H* (D,NV)) x B,. §),

€

on D, et B, sont des boules dans C et C"”'x S centrées

respectivement en x et (z,s). Si x appartienta V,, on obtient:
lim H*(D, x B,, §,)=0.
- )
€

Comme él est constant sur les segments ouverts d’extrémité
(x,z,s) pour € assez petit (remarque IIL.1.1) cette limite est
triviale ([7] Appendice 2, p. 176), c’est-a-dire : H"(De x B, §1) =0
k=1 et € assez petit. Si x appartient 2 K,,D, NV, est
topologiquement une réunion disjointe de disques. Comme &,
est constant sur V, x (z',s') pour tout (z',s') de B,, on a
encore, compte tenu du cas ou x appartienta V, :

H*(D, N V,)x B,, §)=0.
Par suite §; = 0.6 &, [—I11].
Donc &) est concentré en degré |I].
Preuve pour {1,2,...,n}. — Conservons les mémes notations :

Fiu(ip= R (RTg,, F) dou,

Ky xCn—1xs CxZ;

CONS glu{l}= RFl"(;xcn—lxs((o’)_.l RFszlg.)

= RTg cn1,s (8 [—IT11.

é ; est localement constant sur C — {0} x (z,s), donc:
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FlzGC"—le gl =0.
D’autre part, pour k = 2:

kp o, @
(R l-‘lec”—lxs (31)

X,Z,8

=1limH* (D, N V,) x B, §[)
—

=0.
Dece fait: (6 &,y =R Tz cn 1, & [-11—1].

On déduit de cet isomorphisme, en particulier que

&1 2,....n estconcentré en degré n sur C" — {0} x S. (%)
Etape1: &, , , na de la cohomologie qu’en degré supérieur
ouégala n.

Désignons par £ le plus petit entier tel que h’z(g'l,2 . FO0.
D’aprés (*), si £ est strictement inférieur & n le faisceau

2 g
h (d'l,z,...,n)

est supporté par {0} x S. Or:

R l-‘{o}xs‘é’". = RF{o}xs(RFle...xxnxs@') = RF{o}xs F 2, . n
Donc si 2 est strictement inférieur a n:

RQF{O}xS g = hg(“";,z,...,n) #0.

C’est contraire a la condition de perversité B ter, proposition 1.2.1.
Il reste a montrer:

Etape 2: &°, , ., estborné danslesdegrésOa n.

n

Cela provient du fait que c’est le dernier sommet d’un
hypercube ou le centre a de la cohomologie en degré {0,1,...,n}
et ou les autres sommets sont concentrés en un seul degré.

I11.3. Description de I’hypercube des faisceaux.

Reprenons les notations de IIL2 et posons F;= f}"uo)(s-

D’apres la remarque de III.1.1, F; est un systéme local sur S.
Dans le cas ou il n’y a pas de paramétres (S réduit 4 un point),
F, est la fibre a 'origine de &, .
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I11.3.0. Convention. — On note aussi F; I'image réciproque
de F; sur tout espace produit Y x S.

II1.3.1. PROPOSITION. — Gi* étant un élément de Perv' (X),
on a un isomorphisme :

@

Ly
USL ULy, ULy, Ly = (F)

dépendant fonctoriellement de %° et compatible aux restrictions
a des ouverts de S.

Preuve. — Nous allons définir le choix de cet isomorphisme
par récurrence sur n.

Notations. — K; = II K;x I C;x S
(€1 jgl

U=10Cx NV,xS=1C/x8"

i€l jel €1

U= 10Cx Il C—{0}xS=1 Cx§&
€1 jel i€l

—

(remarquons que Z; = K; N U))
oy * 0}
U, — Uy — C"xS.
01

Preuve et construction pour 1+ {1,2,...,n}:

On vérifie que 6;7' %" et () ' sont deux faisceaux
pervers sur C'x S” et C'x S'. D’aprés II1.2.1, gy est concentré
en degré |1I]|, ainsi donc que R le(ex_l g°*), d’ou:

F, = (6« R T (6715°).

Soit (z,,...,2,,5) un point de la strate S; ,; uL,,L, et

U,,....,z,,s Unvoisinagedecepoint: U, . N U estégala
I D(z)x M (Djz)UD, )x M (DA(z)—R")xW,
€1 j€Ly j€L2UL;

ou D, (z) désigne un disque de centre z et derayon e,
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DI(z) = D,(z) N wE€C; Imu > 0},

W, est un voisinage de s.

On a donc par définition de ()« :
s N Ul , R“I FZ[ 9! °)

o 0‘]'
= @ I‘( II K, x II {0} x n D, (z)
AET (L) SN JEL JEL
0j=— st jEA
gi=+ SijEA
x T Dz)—R*xW,R'T,07'5")
fEL2UL3

(la limite inductive étant triviale pour € assez petit).

En utilisant la remarque III.1.1, on a donc [l’identification

canonique de (¥),, . . , avec:

(F( m K,x I {0,-}x.61;1l V,x W, R T, o;*@-))‘ﬂh{
J

€] JEIy

Désignons par w la projection de tout espace produit Y x S sur
S, P’égalité précédente donne au niveau des faisceaux :

L3) = (me (R Ty, o' 9 )ISu,

~
I

L
T (5 NI

”SIIULI,IzuLz, I

[
ou S . , est la strate II K, x II {0}xS" du faisceau
12 €1 j€ly !

! §* . Mais par hypothése de récurrence :

pervers 6|

T ((Rlll FZ] 01—1 g )[Sll

D’autre part :

o~ |l2l ‘—l@'.
o) =T (R2Ty 0778 5,50,

2

)

1, = (B« R Iz, oy'F" .

Le méme calcul de (8,)x que précédemment, donne

o — 11 —1g
d’IZIOXS T ((R FZI2 01 =7 )IOXS”)'
Avec la convention II1.3.0, on a donc obtenu un morphisme
fonctoriel et compatible aux restrictions a des ouverts :

~

Gy o q(Ll)
d’llsllULl,lzuLz,L3—(F12) )

Preuve et construction pour {1,2,...,n}:
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Nous devons étudier §1,2’_ ou (I,,I)) est

..,nIS[l'12,¢
une partitionde {1,2,...,n}. Supposons 1€I, et posons:

Z=K,x...xK, x8
I, =J,U{l} L=],
lec"*'xsi”» C—{O}xC"_leO—,> C"xS.
0

La suite exacte longue d’un triangle de notre hypercube se réduit a

~

0—> R" ! Tg, 5 — &

2,3,...,n
s .y ,
P
d'l,z,...,n R F(:xZ J 0.

En restreignant cette suite 4 C— {0} x C" ! x S, et en utilisant
la perversité de (8')"'& ", on obtient la suite exacte courte :

0— R*! Fc-{o}xz @y 's:

—— R"! Flez (0')—lg'—"(0')_l gl,z,...,n 0.

R"™! T¢_(o}xz (87 " se reconstitue a partir de sa restriction
a V,x C"! xS par un morphisme de monodromie obtenu en
tournant dans le sens positif.

D’autre part on a, en posant I} =1, — {1}:
—1 —1 .
a) R"'Te_(o}xz (67 F )51,',1'2,{1}

— n—1 [orRd

=@R" Ty, & )'51’1,12, {1}

— (%

=,,3,..., ”)'51'1'12,{1}

= F, 2
le dernier isomorphisme étant celui décrit dans la premiére partie
de la preuve. En prenant la convention d’identifier la fibre de
R"™ ' Tc_{o}xz (807" , en un point (z,,z,5) de S ,,, a
la fibre en un point voisin (z}“,z ,8) o Im z;' >0 (comme en II.1),
on obtient 'isomorphisme :
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(R"™* Tc_ fo}xz (677 sty 1,0 = Fla-
b) R*' Ty, ()" F sty 15,0 = @2,3,m)ist, 1, 0
=F, ®F,,

le dernier isomorphisme étant celui décrit dans la premiére partie
de la preuve.

On obtient ainsi le diagramme :

—1 N—lage - . n—1 ~
0 — R"'Te_opz @) ')y, , — R RO I D L
i 1
|- k
e (e,M;'e) N —Mf~e y
0 Fy, F,,®F, Fy, 0

ce qui détermine un isomorphisme ¢, tel que le diagramme
ci-dessus soit un isomorphisme de suite exactes courtes :
~ vl

g 1,
2,...,
L2,eomisy 1,6

F

Iy

Nous allons montrer que cette identification ne dépend pas du
choix d’un élément dans I,. Supposons donc {1,2} inclus
dans I, et notons:

Z=K;x...xK, xS§
w:C—{0}xC—{0}xC" 2xS— C"x8S.

On a le diagramme de suites exactes courtes :

0 0 0
00— n—1 o -1 T—l ~ —1 l
R "Te{ohKpxz @ & W iy 0= W  $,,. 0,0
» e !
0— R” Te—{oxvyuz @ '$ > w 'Sy ¥ 3..n— 0
. N S
0 R Te_ohe— {2 ¥ R Ty e oz 3" = R ' Tiue_ohz ™ # — 0

! |

0 0

o —
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R" 72 Te_{o}xc—{o}xz @ ' & est défini & partir de sa restriction
a4 V,xV,xZ par deux monodromies M, et M,. Regardons
la colonne de gauche du diagramme précédent et restreignons-la
a C—{0}rx Io(z. Cette colonne est reconstruite par la suite
exacte courte ‘“‘munie” de monodromies (ici on applique par
hypothése de récurrence ce qui précéde a 9‘10_ {o}xcn— O

0— F, — F, ® F, — F,_ — 0.

M, M, oM, M,
On en déduit que M, = M, et de méme on montre que M, = M, .

Restreignons notre diagramme a S§; ; 4; on obtient avec
la méme convention qu’en a) :

0 0 0
T e — (e,M_l_1 e) (e.f) — M, f~-e T
00— Fl2 Ip Ip FIZ 0

Mye; —egMye, 2 —ey)

I 4

(e¢,e1,e2,e, :2)

0— F, ®F, —=F, ©F, &F,®F, Fy, ® F,,— 0
0— F, Fi, ® Fp, Fi, 0
0 0 0

ou la ligne du haut est celle obtenue par le choix de 1 dans I,.

Pour démontrer l'indépendance, il suffit de vérifier que le
diagramme 4 commute, ce qui est assuré par la relation:
MM, =M, M, .

II1.3.2. Définitions et notations

On note u;:Fy—> Fy, () la restriction a4 {0}xS du
morphisme U,: §;—> &, definienIIL1.
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_ i ; P =F
Les  isomorphismes Fa,mis— (310 (ke 1o {i}

et G, ,. = F,, construits dans la preuve de IIL.3.1

SRAE L A
permettent de définir un morphisme wv;:F, — F a
partir du recollement du faisceau 51,2 entre les strates

Si— (10 {ite o Siine-

III.3.3.A. PROPOSITION. — Transportées par les isomorphismes
construits dans la prewve de III.3.1, les restrictions des

.G & ) .
Upd —> I () a la strate Sy 1, 1,uL,,1, donnent naissance
aux applications :

1¢" cas,
i€eL,: (L) (L)
l (Fi) T —> (Fy)

Fdace, — My fpu iy — fadace,— (1}

ou M;=1Id+v,u,.

2° cas,
i€L,: (Flz)‘f‘-hl) — (Flzu{i})‘f(h)
(fA)ACLl t ’ (ui(fA))ACLl
3° cas,
i€Ll,: 0

II1.3.3.B. PROPOSITION. — De  méme les recollements de J,
entre SI,UL,,lzuLz,Lg et une strate incidente Sll'ULl',l'zuLg',Lj’
ou seul un élément i est transféré d'un ensemble d’indice a un
autre, donnent naissance aux applications :

1°" cas

I =1L UL =1 —{): FYT — (F _p*™
(fA)ACI.1 — ,(fADacy,

2° cas

Ly =L, U {i},L} = L, — (i} :(F,)F&0 — (£, ) TRV 1D

(fA)ACLl —_— (fAnLl)ACLIU {1}
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3cas Ly =L, U {i},L}, =L, — {i}: On obtient deux morphismes
correspondant aux deux composantes connexes de B, NS ou
B, est une boule ouverte de centre

) (L aw,—{ih
xesl]UL1,IzUL2,L3' (Flz) :z (FIQ)

FAdacr, m Fdace,— {1}

et
(FWac, = au (iPace, - (1}

Preuves. — On se référera au choix d’isomorphismes défini
dans la preuve de la proposition II1.3.1 qu’on appellera choix II1.3.1.

Preuve de B. — Seul alors le premier cas pose probléme ; pour
I’établir raisonnons par récurrence sur n. Pour 1= (1,2,...,n},
c’est la définition des v;,, supposons donc que 1 n’appartient pas
a I et considérons les inclusions ouvertes :

(] )
U,— V, xC" ' — ¢"

0,

§'=0—'9' est un faisceau pervers a parameétres V, x S; on
peut donc lui appliquer I’hypothése de récurrence. Le recollement
de @ entrelesstrates S; ,r, 1,uL,,Ly ©F

Sl,u {i}uLy, 15— {i}uL,,Ly

se lit (v;)‘w“') (remarquons que (I,,I,,L,,L,,L,) est une
partitionde {2,3,...,n}).
Ona & =@« R''T, 07"
=0x G
car & =0sRT, 07'¢" =8xRT, 67'F" et les choix IL3.1
pour §I et &, se correspondent par 64, car ils sont tous les
deux construits 4 partir des
RI, 6;'5 =RT,67'§ .

Ainsi le morphisme de recollement entre les strates S 1 1,01,,1,

. ' ? .
et Sx,u {1}uLy, 13— {f}ULy,Ls se lit (v)%Wp pour & il reste
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donc a établir que v; =v,. Pour ce faire, considérons la suite
exacte courte:

0— (Rn_l FC—[O)xK;x...x Kn (G s.)IS“'T ® Fle Kax...xK, (AN 5.)|S[l:f27—’ gl 2

|- |- |-

0 F,

B ———
12,0e0, LI R

" F, ®F, Fi,

@'  étant linclusion de C—{0}xC'" !xS — C"xS et
les isomorphismes verticaux issus du choix III.3.1. On a de
méme' une autre sultfe exacte relative a 'la strate Sy y (;},1,— {1},
ce qui nous donne le diagramme commutatif :

e.f) F,®Fy,

Wie, v f) Fi_(te Fi,_(e.) — Mire F—( -

d’ou I’on déduit facilement v; = v,.

Preuve de A. — Traitons d’abord le premier cas.

Pour I#{1,2,...,n}, en utilisant la méme démonstration
que pour la preuve de B, Iégalité v, =v, assure la formule
cherchée.

Pour 1=(1,2,...,n}, reprenons la preuve de IIL.3.1;
le morphisme cherché est alors pour i = 1:
F12$F,2—*F12 (e,f)—m M, f—e.

On doit donc montrer que M, =wv,u; + Id. Pour ce faire, on
utilise le fait que U, est un morphisme de faisceaux qui
commute aux restrictions, ce qui fournit le diagramme commutatif :

u
Flz : Fle{l}
e
! vy
(e,e)

Flz® Flz(e,f) — M; f—e Flz
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Pour le deuxiéme cas, seul pose encore probléme la restriction
(par exemple) de U, sur la strate S ;,,(},4, avec I, #¢.
Soit j appartenanta I, ; on ale diagramme commutatif :

(e.f) > M;f—e

Flz I Iy
u; ® u, ”sll,lzu{l},d;
€.f) — Mf —¢
Fru i} Fiu (1}
D’ou U =u,.

Yisy,,pu{i},e

II1.3.4. PROPOSITION . — A) Les morphismes u, et v, vérifient:
a) UM = U, 00 = VUL = vy st FE
b) Id + vy, est unisomorphisme.

B) Etant donné un systéme (F,u,v) d'espaces vectoriels
(ou de faisceaux localement constants sur S) satisfaisant les
conditions a), il existe une unique famille ¥, de faisceaux
vérifiant :

@«

I =
IISIIULl,lzuLz,L3 (Flz)
dont les morphismes de recollement sont définis par les formules
de la proposition II1.3.3.B. Les formules de la proposition 1I1.3.3.4
définissent alors une unique famille de morphismes U;: & — &, (p
vérifiant U, U; = U, U,.

Preuve de Aa). —uu; = uu; et vw;=vw, résultent de la
définition des wu,v; et de Téglit¢é UU;=UU,. Soit
Str =S4}, (1,2,....7....n},¢> U; €tant un morphisme de faisceaux ;
on a le diagramme commutatif, ou jE1:

U

u

ot lioxs it !

E’;’ f’;; _—
Iioxs 1V {thoxs Fy Fio ()

lrecollement recollement v, v;

~ User ~ Uy

i — G _— )
Iistr 10 {t}isge F_ Fio (i3-

D’ou légalité up; = vu,. G #j).



()-MODULES ET FAISCEAUX PERVERS 29

Preuve de Ab). — On procéde par récurrence et le résultat
provient de v; =v, et M, =v,u, —Id (se reporter a la preuve
de la proposition précédente).

Preuvede B. — 11 suffit d’effectuer (a laide des seules
relations a) les vérification suivantes :

1) Compatibilité des morphismes de reg)llement fournis par
I11.3.3.B, ce qui assure I’existence des faisceaux J, .

2) Compatibilit¢é des formules donnant la restriction des
U, aux strates avec les morphismes de recollement entre strates,
ce qui permet de définir les morphismes des faisceaux

J

1o {1}
3) Vérification des U, Ui = U, U, sur chaque strate.

k=
@l
W@

Ces vérifications de nature élémentaire sont laissées au lecteur.

II1.3.5. Remarques. — Les  conditions a) entrainent que

v,u, commute a v;u;, ainsi que w;v; et vu;,uv; et uv;. Les

conditions b) sont équivalentes au fait que les Id + u,v; sont
des isomorphismes.

IV. THEOREME D’EQUIVALENCE DE CATEGORIES

IV.1. Définition du foncteur o«.

IV.1.1. Notations. — On note €, la catégorie suivante :
1) Les objets de &, sont les 2"-uples (F;;C {1,2,...,n})

n
d’espaces vectoriels de dimension finie sur C munis d’applications
U,
linéaires F| V/*F[U{,} satisfaisant
Uy
a) wuy = wuy, VY= v, U= vy si iFj
b) Id + v,u; inversible.
2) Un morphisme entre les objets (Fj,u;,v) —> (Fj,u;,v))
est la donnée d’'un 2”-uple d’applications linéaires :
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hy:F,—> F;  vérifiant
uphy = hio ey et vl gy = o

IV.1.2. PROPOSITION. — Avec les notations de I3, la
correspondance qui a un élément %° de Perv' (C") associe le
2"-uple (F; = (R Ty &°)y; (IC{1,2,...,n}) muni par la
U

définition III.3.2. d'applications linéaires F,— “F, () définit
v
i

un foncteur noté o:

Perv’ (C*) — e, .

Preuve. — Le 2"-uple (F;,IC{1,2,...,n}) muni des fléches
u; et v; est bien un objet de €, : c’est la proposition II1.3.4.A.
Et la fonctorialit¢ résulte du choix d’isomorphismes fait dans la
preuve de la proposition I11.3.1.

IV.1.3. Programme. — Comme en IL2, nous allons construire
un foncteur g:¢, — PervT (C") et nous montrerons que o et
B sont quasi-inverses.

IV.2. Définition du foncteur f.

Par suite, on note F =(Fu;,v) un objet de €, .
Associons-lui la famille @,,_définie_dans la proposition 111.3.4.B,
ainsi que les morphismes U;: &; — & |, (3. Notons

A=ED"U, ou om=#{€Lj=1)
(c’est la méme convention de signe qu’en III.1) ; on a alors :
AjA+4;4,=0.
IV.2.1. Notation. — On considére dans ce paragraphe le
complexe &* défini par:
P = 2 &, d= 2 A, (ladifférentielle).
IIlI=p II=p

1€¢1
On note : &* = B(F).
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IV.2.2. ProrosITION . — & * = B(F) est un objet de Perv' (C").

Preuve. — Dans la définition de €, , on peut partir de F,
faisceaux localement constants sur S et définir de méme B(F)
en utilisant la proposition I11.3.4.B. Nous allons montrer par récurrence
sur n que %° appartient a Perv' (C x S).

Etape n® 1: &° est pervers sur C” — {0} x S.

Notons 5;,{2 ,,,,, n},1 et 5{,{2””,"}» les deux
complexes définis par :

— o .

d’p¢,{2,...,n},l_ & I, d= Y A

I=p 1HI=p

1€1 1€1

—p _ ‘
F0),{2,...ne= ©F d= D A

I=p H=p

1€1 1€1

Le morphisme A, =_§7, — «‘?:'IU {1} induit un morphisme de
complexe not¢ & A, :F; ., 4 [—1]— F o, 1, On

en est le mapping cone.

vérifie alors facilement que &

LEMME. — En restriction @ C— {0} xC" "' xS, @A, est
surjective.

Preuve du lemme. — 11 suffit de montrer que la restriction
a C—{0pxC" 'xS de A :F — gw{l} (ou 1€&I) est
surjective, ce qui se démontre facilement en regardant la restriction
de A, aux strates contenues dans C — {0} x c" !'xS:
: (F)

+A q(Lq)
HisjuLy,1uL,,Ly

2 —0

aw,u {1} L,

: (Fy) — (Fyy

i
A1|sllU Lyu {l},le L,,L3
(FAdacrL,ufi} = M fru {1}—fA)ACLl
ou M,=Id+v,u,.

En restriction a C — {0} x ¢! x S, on obtient donc la suite
exacte courte :
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0 — Ker(® A le_fopxen—ixs

— 9
<b,{2...-,n},llc_{o}xcn-—lxs

—.—)0

—_— 5;
1,{2, ""’}"b'c_{o}xcn—lxs

ainsi F° |c— olxcn—1xs * complexe simple associé a @ A, est

isomorphe a Ker (® 4)).

Considérons une strate St = 8; ;1 ,ur,,1, d€ c"~'. Les
formules précédentes montrent que la restriction de Ker(® A)
a4 C— {0} xStxS est le systtme local défini par sa restriction
AV, xStxS:(F )™ et la monodromie (Id +v,u,)* V.
1l en résulte que Ker (& A,) = B(F,u;,v;), ou

FI=

"ie,— {o}x {o} xS’

(pour I1C{2,...,n}) est le systtme local défini par F;, sur
V,x {0} xS et la monodromie M, =Id +v,u, et ou %,
sont définis par leurs restrictions u; et v; a V, x S (commutant
avec M,). D’aprés I'hypothése de récurrence Ker(® A) est

donc pervers sur C — {0} x C" ! x S.

@

Ainsi ' est pervers sur C— {0} xC" ' xS et de la
méme facon sur C” — {0} x S.

Etapen® 2: &

RIyo) " =RI) RTy o xk, &

est perversen {0} x S

Admettons provisoirement le résultat (voir lemme IV.2.4) :
RTy x..xx,F = %, n[—nl, quientraine:
RT3 7 =0 sii<n.
De la proposition 1.2.1, on déduit alors que %° est pervers.

IV.2.3. LeMME. — Soit  (Fy,u;,v;) un élément de @, ;
on lui associe par la proposition I11.3.4.B la famille de faisceaux % :

; 5if G ~ &
A) Ces faisceaux vérifient R I‘zI F o=,

B) Z, ;. étantles sous-ensembles définis en Il 1,
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RFZH,J,L g, = FZH,J,L F,=9; pour HCICHU]J
1 I =0 sinon.
Preuve de A. — Soit 0= V xC'7 !l — C"; supposons

que 1¢€¢1 etcalculons R4 07!
Rappelons que :

1 (noté encore RI'y ,cn—1 &)).

— (L)
Fils, = (Fp) ™
I;ULy,IUL,, L3 2
= ‘ 2wv{1h
EN =
HsuL,u{1},15UL,, L, (Flz)
(L)
il = (F)
I;UL;,IU LU {l},L3 2

(par définition de ). Ces formules entrainent facilement :

Ox 60~

De plus remarquons que
Vl
preuve (pour I# {1,2,

pour tout x de C"7!

RO+ T =0,0"

On a donc démontré que:
Z, =K, NU; (avec les notations

sition IIL.3.1), U

s;;Ille{x
Par le méme argument que dans la
,n}) dela proposition I11.2.1 :

RO« 0"

étant [Dintersection des

—'d'

} est un faisceau constant sur

‘:L"ll

Lo = g (=RTy ,cn— F)
de la preuve de la propo-
V,xC"™' pour i

n’appartenant pas a [; par itération du calcul précédent on
déduit :
RTy, & = 8.
D’ou RT g, RTy Gy .
Mais 3, estasupport K;; donc Ry %; = J; etona bien:

G o
Rl"zl G, =

I,

isomorphisme dans D(Cgn) induit par:

— ~ — —
o - oA on
§, — RIy 9, <— RT, 9.

Preuve de B. — On peut donc écrire :

G = NZ. G
RFZH,-J,L 7 RPZH,J.L Z, 9, .
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Or Zy ,  NZ #¢ équivaut a HCI et INL=¢, donc a
HCICHUIJ; danscecas:

Zy ;L NZ = Zuiyn1 = Zys

ce qui termine la démonstration.

IV.2.4. LeMME. — Soit  (Fp,u;,v) = F un objet de €, et
&, les faisceaux qui lui sont associés dans la construction de
' =B(F). Il existe des isomorphismes canoniques dépendant
fonctoriellement de F:

RT, & =5 [—|1]].

IV.2.5. Notation. — (1,J,L) étant une partition de"
{1,2,...,n}, soit &7 ; | lecomplexe défini par:
1I31=p

§f,J,L = ® 5711 muni de la différentielle & A,..

IC1,CIU] j€i—1,

Cette notation généralise celle introduite dans la preuve de
IV.2.2, étape 1 et on remarque I’égalité :

G e __ G .
F =8 (1,2,...n}.0"

On vérifie de plus que 1’on a les suites exactes courtes (scindées)
ou les triangles :

@«

. o . 1 .
T1,J,L,{iH 0 — glu{i},l,L___) "L,yu{i},L

—_— — 0

I,J,Lu {i}
(Y étant 'injection canonique et ¢ la surjection canonique).
Onnotera (I,J,L) = {I,;IC I, CIUIJ}.

Preuve du lemme. — On utilisera deux sous-lemmes :
Sous-LEMME 1. — Si (I,J,L)N(I',¥ ,L'Y=¢, ona
RFil,J,L 5.1',1',1,' =0.

Preuve. —Si J =¢, c'est le lemme IV.2.3. Pour J+# ¢,
il suffit de raisonner par récurrence sur |J| en considérant le
triangle T{,J — {i},L, {i}) pour i appartenanta J.



(D-MODULES ET FAISCEAUX PERVERS 35

Sous-LEMME 2. — Si (I,J,Lyc(I',¥J',L", considérons
pour j appartenant @ J' NL (resp. @ J NI) le morphisme ¢
(resp. ) issu du triangle T({',Y — {j},L', {j}). Alors
RI ¢ (resp. RT V) est un isomorphisme.

Zy,5,L ZL,5,L

Preuve. —
JEVNL = (1,J,LYNKI'U {j},J' — {j},L"Y = ¢
JEI NI = (LI, )N, Y — {j},L'U {j})=¢.
D’ou le résultat, en appliquant le foncteur RFz,, L
T ,J — {j},L', {j}) eten utilisant le sous-lemme 1.

au triangle

IV.3. Théoréme : a est une équivalence de catégorie
et admet § comme quasi-inverse.

IV.3.1. PROPOSITON. — a0 B est isomorphe au  foncteur
identité.

Preuve de la proposition. — Soit  F = (Fj,u;,v;) un  objet
de ©,. A partir des faisceaux Z;, on a défini *=g(F). §° est
le centre d’un hypercube dont les faces sont les complexes
%i y 1 (voir notations IV.2.5). Au faisceau pervers &°, on sait
associer par le chapitre III T’hypercube de cohomologie a
support ;; = RTz 3. Notons (F,u;,v) = a(F").

En utilisant les morphismes ¢ et ¢ comme dans la
démonstration du lemme IV.2.4, on obtient l'isomorphisme de
triangles (fonctoriel en F):

§° ——— RT * ——— RIS

l

RTz, 3% b~ Rz (g0 F1 = RTz 91 (0

RT20 3 Zr, (i 2

Par ailleurs on a le diagramme commutatif :
RT3 @3 — RTz 1y s ROz ¥ 3 1

RI‘ZIu {1}'1’ _ RTz ¢ _
Rz, {1}51u i} = Rz ¥,

f

5- 5
RFZI,{i},Ld'lU{i}_’ RPZI,{i},L Ly RPZI,{:‘},L I

f

Q1
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ou les fleches verticales sont isomorphes dans D(Cc,,) et
forment en fait un isomorphisme de triangle. En effet si on
remplace ?"lu{i} et &, par leurs résolutions flasques canoniques,
la premiére étant a support dans Ly, [ oet Rl"zlgp
deviennent des isomorphismes de complexes et on aboutit 4 un
morphisme de suites exactes courtes de complexes en inversant
ces isomorphismes.

D’autre part, en utilisant le lemme IV.2.3, on obtient
I'isomorphisme de triangles :

R FZI,{:’},L F — R PZI,{i},L Iy R PZI,{:’},L

= | =

0— g l-li=1] — F gy, —— F[—I1]— 0

I

@

(les deux fléches extrémes étant des isomorphismes).

_Finalement, on obtient I’isomorphisme de triangle (fonctoriel
en F):

0— Ty [-II= 11— Fj gy, — F[-11] — 0.

En considérant le morphisme entre leurs suites exactes
longues, on a le diagramme commutatif fonctoriel en F :

~ ' ~

o U; i

I Ivu {i}
H, Hyy {i}

5 ot &

I '1u {i}

Posons, h; = (H)),; il vient en particulier:
uphy = hyy iy uy

Pour que la famille des #4; soit I’isomorphisme fonctoriel
cherché entre F et ao 8(F), il reste a établir la relation :

v; by = iy
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Les v, et les v; étant définis comme morphismes de recollement
des restrictions de % {1,2,....n} ¢t ?77{,’2,.“,,,} aux strates de
K, x...xK,, cette relation exprime le fait que H,  , est
un morphisme de faisceaux a condition d’établir et d’utiliser -
pour I={l,...,n} que la restricion de H; a la strate
SjiuLy,1uL,,Ly S lit: .

Hy = (hy,) "V

(L)) (L)

(Fy,) > (Fy,)

avec les identifications de II1.3.

Ce résultat s’établit sans difficulté par récurrence sur
[I,1, sur |L,| et enfin sur |L;| pour se ramener a la strate
Se.{1,2,....n},6 = {0} en utilisant les formules de la propo-
sition II1.3.3 et la compatibilité des H; avec les U;, U; et les
morphismes de recollement.

IV.3.2. PROPOSITION. — Bo ¢  est isomorphe au  foncteur
identité.

Preuve. — Soit maintenant %° un objet de Perv'(C") et
G*=foa(@') qui est aussi un objet de Pervi' (C"). A F° et
8-, on associe 3, = R"T, 5 [—|11],§ =R"T, § [—|II] et
les morphismes de faisceaux U; et U;. Par construction les
faisceaux :"7'1 associés a F = a(5") s’identifient aux 5’3;1. Ainsi
d’aprés le lemme IV.2.4, on a un isomorphisme dépendant
fonctoriellement de 3 °:

l

@
o}

ou ce qui revient au méme
T [o7Rd * - e
hy:&; —Rl"zldl — G RI‘Z‘%.

La proposition est alors une conséquence du lemme suivant :

IV.3.3. LEMME. — Soit &° et §° des complexes pervers
et hy: & —> G des morphismes commutant avec les A; et
les A;. Alors il existe dans D(C..) un unique morphisme

h:5°—> Q" tel que hy = R'”I'Zlh.

Preuve du lemme IV.3.3. — Considérons I* et J les résolutions
injectives canoniques de & et §°, etnotons:
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. —_ . ol
Ly FZI,J,L I' = RFZI,J,L N

. [ ]
L= FZI,J,L r= RFZI,J,L g
Les triangles intervenant dans les hypercubes associés a F° et
@* (voir III) sont issus des suites exactes courtes scindées qui,
pour I" par exemple, s’écrivent:
0 > IIU{!},J,L > II,IU{i},L > II,J,LU{i} > 0.

Les h; sont représentées de fagon unique par des morphismes
de K(C..)

hl:I; = I;,¢,I'—_—-) JI‘ .

Le lemme IV.3.3 résulte du lemme suivant appliqué aux h; = ¢,
avec M=¢ et J=1{1,2,...,n}.

IV.3.4. LEMME. — Soit {I,J,L,M} une  partition de
{1,2,...,n}, on se donne pour chaque sommet (1) de
(I,J,LUM) (c'est-d-dire pour 1CI1 CIUJ) des morphismes
dans K(Cgp):

‘pll:l;l - JI‘IUM [lM,]
tels que (—1)M'A4, o, =eopd si i€T—1 . Alors il
existe un unique morphisme dans K (Ccn)

oLy Lom — I'UM,J,L“M”

tel que Rl“zll si ICI CIUVU]J.

,LuM, -1, ¥~ e,

Preuves du lemme IV.3.4.—On procéde par récurrence
sur |J|, le cas o J = ¢ est évident. Soit j appartenant a J.
D’aprés I’hypothése de récurrence, on a des morphismes de
complexes :

$y - I;,J—{j},Lu{j}uM - J;UM,J—{j},LU{j} [IM]]

v, Ly Ghi-{lrum T Jiogyom,i— g} [IMI]
tels que

FZII,LUM,J—Il Y1 =, si. ICI CIUJ— {j}

I“z,l,wM_,_,l @, =9, si ITU{ICL CIUT.
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On a le diagramme :

. ¥, .
ILi—ghiuiom — Jiom, -1 eopy [IMI]
1) All l(_l)ﬂﬂlAj
(&)

II.U{j},J—{j},LUM +1] — JI.U{j}UM,J—{j},L [IM|+1]

Par application itérée de la remarque A.2.2, les images des Ai
par le foncteur PZII,LUMU Ghi—{}-1,° ou ICI CIVUJ—{j}
sont les A]. relatifs aux triangles images. L’image du diagramme (1)
par ce foncteur est :

. ¥ .
I, : Jum [IMI]

Al' (_ l)lMl A]

P1,0 (i}

Lo gy [+1] Jomo gy [IMI+1]

Ce diagramme est commutatif et si i appartienta J— {j} —1I,, ona:
8,(8;¢1) = (=DM (A0 G DA
On peut donc appliquer ’hypothése de récurrence a
{I,J = {j},LV {j}, M}
etaux (— )M A,. ¢1, = P10 ) A,.
La partie unicité de I’hypothése de récurrence implique la

commutativité du diagramme (1). D’aprés la proposition A.1.4, on
a donc un morphisme

el eom ™ Jum,ae

tel que (p,,¢,9,) soit un morphisme de suite exacte courte,
ce qui entraine que ¢ satisfait aux propriétés demandées dans
le lemme IV.3.4.

Reste a démontrer l'unicité de ¢, qui résulte d’apres la
proposition A.1.4 de [laffirmation suivante: «tout morphisme

de I ;_gyufijum vers Jiujum J—{hru{y [IMI] est nul
dans K(C.,)», ce quiest une conséquence de lemme suivant :
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IV.3.5. LEMME. — Soit {I,J,L,M} une  partition de
{1,2,...,n} telleque M # ¢ ; alors tout morphisme

*Pfl;,J,LUM - J;UM,J,L [+ k]

est nul dans K(Cc,,) des que k< |M|.

Preuve du lemme IV.3.5. —On raisonne par récurrence sur
|JI: si j appartient a J, on a un morphisme de suites exactes
courtes :

00— I[.U {]}’-J—{]},LUM — I;,J,LUM'_’ I;,J*{]},LU {]}UM — ()

Ty [ ¢ Tye

0= Jiu ghom,i— ghe [H T = TomsL — Fow ;- g0 g3 FHE) — 0
on K= IIC,xK, et U=C"—K.
Iy
D’aprés I’hypothése de récurrence appliquée a J — {j},

I'cp et [yy sont nuls dans K(Ccn) et d’autre part tout
morphisme :

If,:~{j},1.u {lum — Jiv Grum, -} [T k]

est nul. On en déduit en utilisant A.14: ¢ =0 dans K(C.,).
On est donc réduitaucas J = ¢, ouona:

Homy cgny (7, Jjum [+ k) = Homp (¢omy By [=2,1.810m [—2,])
o £, =111<Q =|I|+ |M|—k.

Homy (cgny (I7,Jium [K]) est donc la cohomologie en
degré zéro du complexe :

R Hom (% [—£,],Gum [— %)) = RHom (F,§,,Mm) [2, — %,].
D’ou le résultat, car: Exti(§ R gUM) =0 si i<O0
et donc :

KR Hom (%, &, ) [, — LD =0 si i<f—9,.
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APPENDICE
A.1. Triangles et suites exactes courtes scindées de complexes.

A une catégorie abélienne &, on associe C(X) la catégorie
des complexes d’objets de &, K() la catégorie des complexes
a homotopie prés et la catégorie dérivée D(X). Leurs structures
de catégories triangulées sont construites a partir du foncteur
de translation, noté T. Rappelons seulement que dT(A.) =—d,.,
ou dy. désigne la différentielle d’'un complexe X" " (on écrira
plus simplement d lorsqu’il n’y aura pas de confusion a
craindre).

Notation. — Soit A°—%> B" un morphisme de eQ).
On note T(A')® B" le “mapping cobne” du morphisme u;

cest le complexe ... — A"*!'@® B" — ... muni de la
—d 0
différentielle d : ( A ) .
u dg

A.1.0. Rappelons qu’a une suite exacte courte de C(Q),
on sait associer un triangle de D(X). Soit

0— A== B " C — 0
une telle suite exacte ; désignons par s le morphisme :
s:TAHY® B — C° s=0& .

On montre que s est un quasi-isomorphisme, on obtient donc
I’isomorphisme de triangles dans D({X):

1) A~ B'— T(A")® B'—2> T(A")
o sl |-
(2) Alels Bt 2571, TAY

Le triangle (2) est le triangle cherché.

Nous nous proposons dans ce paragraphe d’étudier quelques
propriétés des suites exactes courtes scindées de C(X).
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A.1.1. DEFINITION. — On appelle suite exacte courte scindée
de C(XX) une suite exacte courte de C(X):
0— A5 B -5 C— 0
telle qu'il existe 0 = (0,)ycz famille de morphismes g, : C* —> B
vérifiant mo o = Id. On dit alors que o est une scission.

Notation. — o n’est pas un morphisme de complexes et on
note: 8,=do —od.

A.1.2. PROPOSITION. — L’image de &, est contenue dans A’
et 8, définit un morphisme dans C(Q) de T '(C’) vers A".
8, ne dépend pas a homotopie prés de la scission o .

A.1.3. PROPOSITION. — Soit 0— A—> B

une suite exacte courte scindéede C&@):

a) B est isomorphe au ‘“mapping come” T(T '(C) @ A’
du morphisme &, .

b) A~ B> C"=X%) T(A") est un triangle isomorphe
au triangle associé da notre suite exacte courte (par la méthode A.1.0).

Preuves. — Ces preuves faciles sont laissées au lecteur.

A.1.4. PROPOSITION. — Soit un morphisme entre deux suites
exactes courtes scindées de C(X)

0— A< B—">C —0

R

0— A'els B ¢ —

’
g

et deux scissions o et o'; 8, et 8, définissent deux éléments
de K(@ & et & .indépendants de ces scissions (voir A.1.2).
On notera ¢ l'image dans K(QX) d'un morphisme ¢ de ().

a) Onalégalité 9,6 = &'y,
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b,) Réciproquement soit ¢, et ¢, deux morphismes de
@(Q) vérifiant ¢,8 = 8'p,,; alors il existe ¢,:B—> B' tel
que (¢, ,9,,¥;) soit un morphisme de suites exactes courtes.

b,) Soit ¢, et VY, deux morphismes de @(Q) vérifiant
o=V, e ;=Y ¥, tel que (¥,,¥,,¥;) soit un
morphisme entre nos deux suites exactes courtes; alors il existe
h:C'—> A'"" morphisme de C(X) tel que:

rllz —52 =iohom.
Preuves de a). — On a I’égalité
9,8, — 8,9, =dgn(p, 0 —0'p;) + (p, 0 — o’gpa)dT_,(C.) :
En lui appliquant le morphisme 7', on remarque que ¢,0 — 0’¢3
est une famille de morphismes de C»—1 vers A'”; donc:
0,850 =8, 03 =d, (0,0 — 0" ¢;) + (p,0 —0'p;) di—1cy-
On en déduit : 9,6=89,;.

Preuve de b;). —D’aprés la proposition A.1.3.a), on peut

remplacer B' par T(T '(C)® A', le “mapping cone” de

6,. Pour que (¢,,9,,9;) soit un morphisme de suites exactes
courtes, il est nécessaire que ¢, soit de la forme:

w=(T )
2 A A
oi A=),z est une famille de morphismes de C* vers

A¥. Une telle application ¢, convient si et seulement si
¢, d =dy,, cequidonne I’égalité
dys A= ANder =9, 8, =8, 95
Par hypothése, ¢, 8 = 8"y, ; donc ¢, 8, — 8, @, sécrit:
0,8, =6, 903=d,- k+ de_,(C.) =d,.k—kd. .
Donc ¢, convient si et seulement si :
AN—k=h,

ou h est un morphisme de C° vers A’ dans €(&). On peut
prendre A\ = k.

Preuve de b,). —On se raméne au cas ou ¢,,p; sont
homotopes a zéro, il s’écrivent donc :
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¢, =dk, +k, d 03 =dky +k;d
(p,,9,,93) est un morphisme de suites exactes courtes et
2 0y .
donc = ou:
¥2 ( A %)
dpe A= Ndge =, 50'—501\03
=dyre(k; 8, + 8,0 ky) —(k, 6, + 8, k3)dc.

h=XN—(k 6, +8,k;) est un morphisme de €(&). On
conclut, car alors on trouve:

0 0
¥2 _(h 0)=(k3,k1)d+d(k3,kl),

A.2. Exemples et remarques dans un cas particulier.

Dans ce qui suit, on considére un espace topologique X
et un anneau unitaire A. La catégorie abélienne @ sera la
catégorie des faisceaux de A-modules sur X. Un élément &°
de @(A) est quasi-isomorphe a un complexe formé d’objets
injectifs :

qis
' — 1.
On choisit une fagon fonctorielle de réaliser un tel quasi-
isomorphisme.

Remarque. —Si A = C, les faisceaux flasques sont injectifs
et on peut prendre le complexe simple associé au complexe double
obtenu a partir de la résolution flasque canonique de chaque
terme de &° .

A.2.1. Triangle associé a un sous-espace fermé de X .

Soit K wun sousespace fermé de X et I’ la résolution
injective canonique du complexe %° .

RING =L I
ROe_g% =Tc_x I .

On a donc le diagramme dans D(X)



(D-MODULES ET FAISCEAUX PERVERS 45

RT, ' —> ' —> RTg_, 9

ST

0— TeI' == I' "> T (1" — 0

La deuxiéme ligne est une suite exacte courte scindée de C ().
A cette suite exacte courte, on associe comme en A.1.0 le triangle :
RI(F" —> " —> RTc_ % .
— A + 1

Et on a vu dans. la  proposition A.1.3 que ce triangle est
fonctoriellement isomorphe au triangle :

—A __+1
V2 .

Ty I' 51— e ',

ou A=T(), & étant le représentant dans K(@Q) d’un
morphisme &, défini a partir d’une scission de la suite exacte
scindée.

A.2.2. Diagramme de triangles associés d deux espaces fermés.

Soit K, et K, deux fermés de X; posons V, =X —K,
et V,=X—K,; on a le diagramme commutatif entre six suites
exactes courtes scindées :

0 0 0
+ \ {

0 — Tgngl = T, I' = Ty ni, ' — 0

l | l

0— Ik, 1’ > I > Ty, ' —— 0

! l !

0 Pgiav, I'—> Ly, I'— Pv,nvz I'— 0

I | |

0 0 0
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Comme précédemment, a partir d’une scission des suites exactes
scindées verticales (resp. horizontales), on définit des morphismes
A, (resp. A)).

Remarque. — Etant donné f représentant le morphisme
A :Ty I' — Ty T'[1], les deux autres morphismes A,
peuvent étre représentés par I‘K2 f et l"\,2 f (vérification laissée
au lecteur).

PROPOSITION. — Le diagramme suivant est anticommutatif :

A
RTy y, ' —2— RTy oy, 5" [+ 1]

lAz ) lAz

RTy ng, & [+ 1] — RDg nk, & [+ 2],
cestda-dire A, A, + A, A =0.
Preuve. — f étant un représentant de
U,: Ty, I — Tk, I' [+ 1],
on a le morphisme de suites exactes scindées dans C(X)

0— Ty g, 1" ——7T S

|

0—> Ty ni, I [+ 11— T, I' [+ 1] — Ty nv,I [+ 11— 0

v, 1 FVIHVZI. — 0

Dans la deuxiéme suite exacte scindée, I’application du foncteur T
entraine le changement de signe des différentielles. Le morphisme

de Tgav, " [+ 1] vers Ty g, 1" [+2] est donc —A,. En
utilisant la proposition A.1.4, il vient :

'—Az(szf)=(FK2f)sz
d’oul, d’apreés la remarque précédente :

— A, A=A 4,
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