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LA PLUS PETITE MAJORANTE
SURHARMONIQUE

ET SON RAPPORT AVEC I/EXISTENCE
DES FONCTIONS ENTIÈRES

DE TYPE EXPONENTIEL JOUANT LE RÔLE
DE MULTIPLICATEURS

par PaulKOOSIS^)

Introduction.

Le travail exposé dans cet article a comme point de départ
l'étude des fonctions W(^) > 1 paires et continues pour lesquelles
il existe des fonctions entières non-nulles <^?, de type exponentiel
arbitrairement petit, telles que W(;c) ^>{x) soit borné sur l'axe réel,
On s'intéresse surtout à la recherche des conditions portant sur W
qui seraient nécessaires et suffisantes pour l'existence de telles fonc-
tions <p.

Ecrivons w(x) = logW(x). L'existence des fonctions <p est
assurée si, pour tout a > 0, on peut trouver une fonction crois-
sante n(t) sur [0,oo), à valeurs entières, telle que

n(t) a
^ t —^°° (0.1)t TT

et que
w(x) 4-y log 1-^7 d n d ) ^ ^ , j c G R . (0.2)

Si, en effet, une telle fonction n(t) est à notre disposition, nous
pouvons prendre la suite X^ < X^ < \^ < ... (\i > 0) de ses points
de saut (dans cette suite, une même valeur se trouve répétée un
nombre de fois égal au saut de n(t) pour cette valeur de t ) , et

(*) Recherche subventionnée en partie par la National Science F oundation.
Allocation No. MCS80-02955. Je remercie M. Yves Dermenjian de m'avoir aidé
à corriger quelques fautes de français.
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former ensuite la fonction entière ip(z) = II ( 1 — —^ ) . Le pro-
l v À^ /

duit W(x)^(x) sera alors borné sur R d'après (0.2). La fonction
(p sera en outre de type exponentiel a. Ceci est une conséquence
presque immédiate de (0.1); pour s'en convaincre, il suffit de sou-
mettre le membre de droite de la relation

log l < ^ ( z ) l < r°log(l + l z [ ) d n ( t )JQ \ f /

à une intégration par parties.

Supposons maintenant que l'existence des <p, de type expo-
nentiel arbitrairement petit, se voie confirmée de quelque façon
que ce soit. Alors, parmi ces fonctions </? se trouvent nécessaire-
ment certaines fournies par la construction qu'on vient de décrire.
Une telle <p peut en effet être supposée paire, avec <^(0) = 1 ;
on peut aussi, comme on sait (voir par ex. [l], pp. 107-108),
ramener tous ses zéros sur l'axe réel en y faisant diminuer les valeurs
\^p(x)\. Si on désigne par n(t) le nombre de zéros de la nouvelle
fonction ^ sur [0, t] on retombe sur la relation (0.2). Quant à
(0.1), elle est une conséquence directe d'un théorème connu de
Levinson (voir [2], pp. 33-41, [3], pp. 136-138 ou [4]) appliqué
à l'ancienne fonction <p. L'existence des {? est donc équivalente
à celle des fonctions croissantes n(t), à valeurs entières, satisfai-
sant, pour a > 0 arbitraire, à (0.1) et aussi à (0.2).

Il arrive que la fonction w(x) = logW(;c), définie sur R ,
ait un prolongement naturel au plan complexe. Dans ce cas, on
peut souvent lever la restriction obligeant la fonction croissante
n(t) à ne prendre que des valeurs entières. Un exemple important
est fourni en prenant pour W(x) la restriction à l'axe réel d'une
fonction entière paire W(z), de type exponentiel. On peut alors.
écrire w(z) = log |W(z) | pour z E C . Supposons maintenant
qu'on puisse, pour un a > 0 donné, trouver une fonction p ( t )
croissante sur [0, oo) avec p ( t ) = 0(r),

p(t) a
—— —^ , t -^ oo (0.3)

t ^
et

/-oo X2

w(x) ^ log 1 - — dp(t) < 0e , x G R . (0.4)
^o t



LA PLUS PETITE MAJORANTE SURHARMONIQUE 69

/>00 j2

La fonction w(z) +J log 1 — -7 rfp(^) est sousharmonique
dans C et bornée supérieurement par un multiple constant de
\z\ + 1. Cela nous permet d'employer un théorème de Phragmén-
Lindelôf ([3], p. 82 ; [5], pp. 177-178) pour tirer, de (0.4), l'inégalité

(x + i)2

w(x +i) -h r°log 1 - v —
^o I t dp(t) ^C^, j c E R . (0.5)

Notons [ p ( t ) ] Impartie entière de p ( t ) . On sait que

r°°iog \-z. dp(i) et r°iog
^o t ^o

1 - d [ p ( t ) ]

deviennent comparables dès que z s'éloigne de l'axe réel. On a, par
exemple,

^'^OlFiog i -
^0

< r iog i -
^o

(x 4- Q2

d p ( t ) +log+ |Jc | , J C E R

(voir ci-dessous). Donc, si n(t) = ( [ p ( t ) ] -1)-", (0.5) entraîne

w(x +0 +/oolog 1 - (x ^ z ) ^(rXO6, x E R .

A cette relation on peut encore appliquer le théorème de Phragmén-
Lindelôf utilisé tout à l^heure (cette fois-ci dans le demi-plan IS-z < 1),
et on retrouve (0.2). La fonction croissante n(t) ne prend que des
valeurs entières et satisfait à (0.1) grâce à (0.3). On voit qu'ici la
seule connaissance de la fonction croissante p ( t ) nous a permis
de construire une fonction <p, de type exponentiel a, rendant
W(x) ̂ (x) borné sur R .

Une version générale de (0.6) sera suffisamment utile par la
suite pour qu'on s'arrête un moment là-dessus. La voici :

LEMME. —Soit p ( t ) une fonction croissante et 0(1) sur [0,oo),
Si x et y > 0, on a (pour z = x + iy)

Flog 1 -^- ( d [ p ( t ) ] - d p ( t ) )
^o t (0.7)

i maxpc, y)

^{——ly——'-
y

2 maxO;, y )
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Pour éviter que le lecteur ou la lectrice ait à se rapporter ailleurs,
donnons la démonstration. Lorsque y = Sz =^ 0, on peut intégrer
le membre de gauche de (0.7) par parties. La propriété p(t) = 0(t)
garantit que le terme intégré s'annule, et il nous reste

^°°(pœ - [?œ]) -^^°°(pœ - [pœ]) ̂  iog i--^ ^. (0.8)

Fixons z et introduisons la variable ^ =— -> t> 0\ ^ parcourt
une demi-droite G dans le plan complexe. Lorsque <!Slz2<0, la
distance | 1 — ? 1 décroît quand t croît; l'expression (0.8) est
alors < 0 puisque p ( t ) — [ p ( t ) ] > 0. Si, par contre, 9îz2 > 0,
| 1 — ? | décroît d'abord jusqu'à sa valeur minimum I S z ^ / l z l 2 ,
distance perpendiculaire du point 1 à la ligne K, et remonte ensuite
en tendant vers la limite 1. Dans ce cas, l'expression (0.8) sera
< logdzp/lSz2!) parce que p(/) - [ p ( t ) ] < 1. On a vérifié (0.7).

Considérons maintenant le cas général d'une fonction W(;c),
paire et > 1 , avec w(x) = log W(^). Si, pour un a > 0 donné,
on a une fonction croissante p ( t ) = 0(t) satisfaisant à (0.3) et
à (0.4), la fonction V(z) = F

v0
d p ( t ) , harmonique dans

Sz > 0, est bornée supérieurement par une constante sur R , et
par a |z| + o(|z|) dans le dit demi-plan. Le théorème de Phragmén-
Lindelôf déjà employé entraîne ici que la fonction V ( z ) — û S z ,
harmonique dans S z > 0 , y soit bornée supérieurement. Comme

y00 V(jc)
il est bien connu, cela oblige / ———r dx à être >J-oe 1 + x2 et

/»oo W(X)
de là, par (0.4), on a / -——- r f x < < » . Cette relation nous^-oo 1 + x"
permet de prolonger w(x) au plan complexe par la formule

i /-J8z|l r90 1^1w(z)= - j ———- w ( t ) d t .
7T ^—oo y — tv

(0.9)
7T I z~ r | 2

La fonction w(z) est harmonique dans Sz > 0 et on peut employer
le théorème de Phragmén-Lindelôf une fois encore pour passer de
(0.4) à (0.5) où w(x + 0 est maintenant donné par (0.9). En faisant
jouer (0.6) on retrouve la relation

w(x +0 + r°log 1 - (x + l) dn(t) ^C16, x E H ,^o t
avec n ( t )= ( [p ( t ) ] - i r .

(0.10)
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Supposons alors que W(x) jouisse de cette propriété de régu-
larité locale :

77 existe trois constantes positives a, £ et C telles qu a tout
x G R corresponde un intervalle J^ ûf^ longueur S. contenant x
avec

CW(x) > (CWCjc))0 , x ' E J^ . (0.11)

Cette condition (ou plutôt une variante équivalente) est examinée
au début de [1]. Elle n'est pas très restrictive, et se voit souvent
remplie à cause de la façon dont la fonction w(x) se présente.

Portons (0.11) dans (0.9). On trouve w(x + î ) >^w(x) + 0e

avec une constante 7 dépendant seulement de a et de £. En
utilisant cette inégalité on obtient, de (0.10),

(W(x)P \^x +i)\<CtG, ; c G R ,

<^ étant la fonction entière formée de la manière décrite ci-dessus
à partir de n(t). Si l'on prend maintenant \l^(z) = (</?(z + OY"
avec m = [1/7] + 1, on aura WQc) I ^(x) | < 0e sur R avec la
fonction entière ^ de type exponentiel ma. On voit qu'une
fonction W(x) remplissant la condition supplémentaire (0.11)
possède la propriété qui nous intéresse dès qu'il existe des fonctions
croissantes p ( t ) = 0(t) satisfaisant à (0.3) (pour a > 0 arbitraire)
et à (0.4) (avec w(x) = logW(x)). Selon la discussion de tout à
l'heure, il en est de même si W(;c) est la restriction à l'axe réel d'une
fonction entière de type exponentiel, sans qu'il soit question de (0.11).

C'est pour ces raisons-là que nous regardons le sujet initial de
ce travail comme étant ramené, en grande partie, à la question sui-
vante :

Soit w(x) > 0 une fonction paire et continue. Sous quelles
conditions portant sur w existe-t-il, pour tout a>0, une fonc-
tion croissante p ( t ) = 0(1) telle que (0.3) et (0.4.) aient lieu ?
Ce problème sera l'objet principal de notre attention dans ce qui
va suivre.

La question a déjà été traitée dans [6] en faisant l'hypothèse
que W(x) = exp w(x) satisfasse à (0.11). L'idée de [6] était de
chercher des conditions qu'on pourrait exprimer en se référant à
une majorante de w(x). Par cette voie, on est effectivement arrivé
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à des conditions nécessaires et suffisantes, mais leur formulation
est peu commode. A la fin de l'article, il est dit que l'emploi des
fonctions maximales pourrait mener à une meilleure solution.

Cette considération se trouve à la base du présent travail. Les fonc-
tions maximales qu'on va utiliser dépendent du paramètre a. Etant
donné une fonction w, faisons d'abord son prolongement au plan
complexe par la formule (0.9) et posons ensuite ^(x) = w(z) — a |%z |
avec un a > 0 fixé à l'avance. Dans le § 2 on démontre qu'une fonc-
tion croissante p ( t ) = 0(0 satisfaisant à (0.3) et à (0.4) existe si
et seulement si F possède, dans C, une majorante surharmonique
finie. Désignons par SÏîF la plus petite majorante surharmonique
de F dans C. On démontre (§1) que si, par exemple, (^F) (0) < oo,
(TOF) (z) est finie partout. La majorante SOI F est une véritable fonc-
tion maximale de F (§ 1); on peut aussi la caractériser comme le
résultat d'un processus itératif établi par l'emploi d'une fonction
maximale de forme classique.

Afin de montrer que (WîF) (0) < °° on peut, dans certains cas,
se servir des résultats concernant l'estimation harmonique développés
dans la première partie de [7]. On trouve ainsi des courtes démonstra-
tions nouvelles pour les théorèmes classiques de Beurling et Malliavin
[8. 9, 7] où il s'agit de fonctions W(x) étant, soit des restrictions à
R de fonctions entières de type exponentiel (§ 3), soit des expo-
nentielles de fonctions w(x) avec w(x)/x d'énergie finie (§ 5).
Ce genre de démonstration de l'existence des <p entières de type
exponentiel rendant W(x) ̂ (x) borné sur R fournit aussi une esti-
mation pour supW(Jc) \^(x)l^p(0)\ en fonction du type exponentiel
a de (R . Cela se trouve au § 4.

1. La plus petite majorante surharmonique.

Soit F(z) une fonction réelle, continue dans le plan complexe,
et posons, pour z € C ,

V(z) = inf{U(z) ; U > F partout et U surharmonique dans C}.
Ecrivons finalement (W) (z) = min{V(z), lim inf V(?)}. Enr-rz
faisant cette définition, on considère comme surharmonique la fonction
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égale à l'infini partout ; mF est donc toujours définie, la possibilité
SPtF = oo n'étant point exclue.

D'après les éléments de la théorie du potentiel, (SfflF) (z) est
elle-même une fonction surharmonique ([10], p. 69, théorème 4.16,
y compris sa démonstration) ; comme F est continue on a aussi
S^F > F partout. La fonction S^F est donc par sa défmition même
la plus petite parmi toutes les majorantes surharmoniques de F.

LEMME 1. - Si @W) (z) = oo pour un point z , on a 3^F = oo
partout.

Démonstration. - Afin de simplifier les écritures, nous allons
supposer que (9DÎF) (0) = oo ; il faut alors montrer que (WF) (z) = oo
pour tout z .

Fixons un M > 0 fini tel que F(z) < M dans un voisinage
de 0 ; c'est possible, F étant continue. Comme toute fonction
surharmonique, ^F a la propriété de semi-continuité

lim inf 0W) (?) > (TOF) (z) ; (1.1)
^z

il y a donc un r^ > 0 assez petit pour que WF) (z) > 2M lorsque
|z | < 3ro . On aura en même temps F(z) < M pour |z | < îr^
si r^ est choisi convenablement.

Nous allons montrer que pour |zJ < r^ , WF) (z^) = oo.
Fixons en effet un tel Zç et prenons un r , r^ < r < Ir^, de sorte
que le disque de rayon r centré au point Zç soit contenu dans le
disque |z| < 3r^ et contienne le point 0. Il suffit de montrer que

^\W(ZQ + r ^ ) d 0 = o o , (1.2)

car cela entraîne WF) (z^) ^ oo par la surharmonicité de WF .
Supposons, raisonnant par l'absurde, que l'intégrale de gauche

dans (1.2) soit finie. La fonction F étant continue, sa majorante
9JÎF a une borne inférieure finie sur le cercle de rayon r autour
de ZQ . On aura donc

1 /»2w r2 — o2

T J ^——2————————nT W) (^ + re10) d6 < oo,27T ^o r2 4- p2 — 2rp cos(<^ — 0) u

quels que soient < ^ , 0 < < / ? < 2 7 r , et p , 0 < p < r . Soit main-
tenant U(z) la fonction définie de la manière suivante : pour
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|z -zj > r on pose U(z) = (90ÎF) (z), et pour z = ZQ + pé?^
avec 0 < p < r on prend pour U(z) la valeur de l'intégrale de
Poisson (1.3). On sait ([10], p. 69) que U(z) est surharmonique.

Pour |z — zj > r on a évidemment U(z) = (3?îF) (z) > F(z).
Si, par contre, | z — z J < r , on a | z |<3ro , d'où F ( z ) < M ,
tandis que U(z), donnée par (1.3), est > 2M, vu que toutes les
valeurs de (^F) (z^ 4- r^'0) sont > 2M. On voit que U(z) > F(z)
dans le disque | z — z J < r aussi; U est donc une majorante
surharmonique de F et par conséquent U > a^F. On a en parti-
culier (^F) (0) < U(0) ; or, comme | 0 - Zol < r, U(0) < oo par
(1.3). L'hypothèse WF) (0) = oo est donc contredite, et (1.2)
est prouvée.

Nous avons montré que (a^F) (z) == oo pour |z | < r^ . Soit
maintenant z^ un point quelconque, et traçons autour de ZQ un
cercle 7 coupant le disque { | z | < A - o } par un arc de longueur
positive. La fonction SPW a une borne inférieure finie sur 7, donc,

par sa surharmonicité, \mF) (z^) > -1-/ (S^F) (?) Wl = °°. Cela
achève la démonstration.

COROLLAIRE. - Si OUÎF) (z) ^r /w^ pour une valeur de z ,
elle est finie partout.

Ainsi, il n'y a que deux possibilités qui peuvent se présenter
pour la fonction ^F : elle est soit finie partout ou bien infinie partout.
Pour indiquer la première, on dira dorénavant que 30ÎF est finie.

LEMME 2. — Si ^F est finie et F(z) harmonique dans un ouvert
Î2 , OHîF) (z) e^r ûM&yf harmonique dans Sî.

Démonstration. — Soit z^ G Î2 et prenons un r > 0 assez
petit pour que Î2 contienne le disque fermé { | z — z J < r } . Il
suffit de voir que (^F) (z) est harmonique pour \ z — Z Q \ < r .

Pour z = z^ 4- p6?^ et 0 < p < r on a, F(z) étant harmo-

nique, F(z) = -!- f^ r ~ p ——- F(zo + re16) dQ .
27T ^o r2 4- p2 — 2rp cos(<^ — 6) °

L'intégrale de droite est à son tour < celle de (1.3). Prenons mainte-
nant la fonction surharmonique U(z) construite lors de la démons-
tration du lemme précédent ; si z = ZQ + pe^ avec 0 < p < r ,
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U(z) est égale à l'intégrale (1.3) qui, on vient de le voir, est > F(z).
Pour \z -zj > r , U(z) = (S^F) (z) est aussi > F(z).

La fonction U(z) est donc une majorante surharmonique de
F(z), d'où U(z) > (^F) (z). Mais U(z) < (2RF) (z) aussi. Pour
| z — z J > r c'est clair, et pour | z — z J < r , U(z), donnée par
l'intégrale (1.3), est < (WîF) (z) car cette fonction est surharmo-
nique ([10], p. 69). Il s'ensuit que U(z) = (^F) (z).

Or, pour |z — zj < r, U(z), donnée par (1.3), est harmonique.
La fonction QW) (z) est donc harmonique dans ce disque, c.q.f.d.

Si TOF est finie, on peut considérer l'ensemble E où
0W) (z) = F(z). Il est possible que E soit vide ; c'est en tout
cas un ensemble fermé à cause de (1.1) et de la continuité de F.
L'ensemble où QRP) (z) > F(z) est donc toujours ouvert.

Le résultat suivant rend de grands services lorsqu'on veut faire
l'estimation de 39ÎF. J'en ai eu l'idée en réfléchissant à une conver-
sation que j'avais eue avec L. Dubins au sujet de ce §. M. Dubins
m'a apporté une aide précieuse par cette conversation ; je l'en
remercie.

LEMME 3. - Si WÎF est finie, elle est harmonique sur l'ouvert
Sî où (WF) (z) > F(z).

Démonstration. — Soit ZQ G î2 ; supposons que

OKF) (zo) = F(zo) -h 2e , e > 0.
Par (1.1) et la continuité de F on peut trouver un r > 0 tel que
(W (z) > F(zo) 4- e et F ( z ) < F ( Z o ) + e lorsque | z - Z o l < r .
Il suffit de montrer que (S^F) (z) est harmonique pour |z — Zç | < r .

Soit U(z) la fonction surharmonique utilisée dans les démons-
trations des deux lemmes précédents. Pour 0 < p < r on a,
selon (1.3) et le choix de r , U(ZQ 4- pe^) > F(Zo) + e puisque
(m?) (ZQ + re16) > F(Zo) + e . Pour ces valeurs de p on a en
même temps F(ZQ 4- pe^) < F(Zo) + e ; c'est-à-dire que U(z) > F(z)
pour | z - ~ Z o l < r . Si | z ~ - Z o l > r , U(z) == 0RF) (z) > F(z) ;
on a donc F < U partout, d'où S^F < U .

A partir d'ici, la démonstration suit exactement celle du
lemme 2.
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Remarque. — Quand j'ai montré ce résultat à T. Gamelin il
m'a signalé qu'une proposition semblable et, à plusieurs égards,
plus générale, avait déjà été établie et employée par lui dans [11]
(voir les pp. 130-132 de cet article). Son résultat semble exiger une
démonstration plus difficile que la nôtre.

LEMME 4. - Si WF est finie, elle est continue.

Démonstration. - Soit E l'ensemble où (^F) (z) = F(z) et
soit Î2 == C ~ E. D'après le lemme 3, SDîF est harmonique, donc
continue, sur î2 ; il s'agit par conséquent de montrer que 30ÎF est
continue aux points de E .

Prenons un ZQ G E et le disque fermé A de rayon 1 centré
au point ZQ . La fonction WF) (z) est surharmonique dans C
et harmonique en dehors de E ; elle est donc donnée par une
représentation de Riesz ([ 10], p. 113) dans l'intérieur de A :

(W (z) = H(z) + ( log l -^-^^-^o) ^^ ^
"EnA Z — ?

I z -ZoK 1. (1.4)
Dans (1.4), p. est une mesure positive portée par E U A et H(z)
est harmonique pour |z — ZQ\ < 1 .

La fonction H(z) est continue au point ZQ , il suffit donc
de voir que l'intégrale de droite dans (1.4) —notons la G(z) pour
le moment — est continue en ZQ . G(z) est le potentiel de Green
(pour A) de la mesure fi portée par E H A , et sur E H A,
G(?) = (W (?) - H(?) = F(?) - H(?), une fonction continue
au point Zç . La continuité de G(z) en ce point est alors la consé-
quence d'un théorème classique ([10], p. 117-118, théorème 6.20,
y compris sa démonstration), vu que jn est positive.

La démonstration est terminée.
Les deux théorèmes suivants ne trouveront pas d'emploi direct

dans cet article. On les inclut parce qu'ils nous aident à mieux saisir
le lien entre une fonction donnée et sa plus petite majorante sur-
harmonique.

Soit Wî la classe de mesures positives m, à support compact
dans C , telles que

fuO)rfm(?)<U(0) (1.5)
^c
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pour toute fonction U, continue et surharmoniquef dans C. (Ce
sont des mesures de Jensen. )

THEOREME. — Si F est continue,
(ÎOÎF) (z) = sup f F(z + ?) dm(?).

meS^c

Démonstration. — II est presque immédiat que
f F(z + ?) dm(?) < 0W) (z)

*/c
pour chaque wESOÎ . On peut en effet supposer ÎDîF finie (sinon,
l'inégalité est claire) ; elle est donc une fonction continue selon
le lemme 4. Il suffit alors de poser U(?) = (S^F) (z + ?) dans
(1.5); comme F < 991 F, on a la relation voulue.

Passons maintenant à la preuve de l'inégalité contraire. Intro-
duisons, à cette fin, la fonction V(z) égale au supremum des
intégrales ) F(z 4- ?) dm(S) pour les m absolument continues^c
appartenant à ç^ . Si r > 0, la mesure de masse totale 1 distribuée
sur le disque { | ? | < r} avec une densité superficielle uniforme
appartient à SDÎ ([10], p. 65). En prenant r > 0 arbitrairement
petit, on voit que F(z) < V(z). Comme supremum d'une famille
de fonctions continues, V jouit en outre de la propriété de semi-
continuité (1.1).

Nous allons montrer que V(z) est surharmonique ; pour cela,
il suffit qu'on vérifie la relation

V(Zo) > J- f^Y^o + Re^)rf0. (1.6)2'iï ^o
II y a un ensemble dénombrable de mesures absolument continues
appartenant à 3^ qui est dense (pour la convergence L^ à support borné)
dans la collection de toutes ces mesures — notons {w^ , k = 1,2,...}
cet ensemble dénombrable. Comme F est continue, on a

V ( z o ) = s u p f F(zo +?)A^(?).
K -C

Ecrivons Vxr(Zft) = sup j F(ZO + ?)ûf^fc(?); on a, par le théo-
u Kfc<N ^C

rème de Lebesgue, ^ V^ZQ + Re^)d0 —^ /^^(ZQ + Re^)d0 ,JQ ri JQ
1 /•2w

et (1.6) sera vérifiée si on voit que — j V^z^ + Re^) d6 < V(Zo)
pour chaque N .
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Fixons N, R et ZQ . Etant donné 0 , 0 < 0 < 27T, il y a
un indice k(6), 1 < k(6) < N, tel que

VN(ZQ + Re10) =^ F(ZQ + Re10 + n An^O) ;

comme F est continue, on peut s'arranger pour que k(6) soit une
fonction mesurable de 0 . Nous avons alors

^^V^+Re^)^ ^ ^

= 27T X2' te F(^ + Re/' + n ̂ )œ de •

II y a évidemment une mesure absolument continue ^ , à support
compact, telle que

^ jf^ G(Re^ + Ç)dm^)de == ̂  G(w)^(w)

pour chaque fonction continue G. Si G est aussi surharmonique,

l'intégrale de gauche est <—f 2 7 1 G(Re i e ) d e < G(0) ; u ap-27r "o
partient donc à ^. Le membre de droite dans (1.7), qui vaut

I F ( Z Q + w)d^(w) est donc < V(Zo) selon la définition de la»/c
fonction V. L'intégrale de gauche dans (1.7) est par conséquent
<V(Zo), le nombre N étant arbitraire. On a vu déjà que cela
entraîne (1.6).

Notre fonction V est ainsi une majorante surharmonique
de F. A ce titre, elle satisfait à la relation V(z) > (^F) (z).
Vu la définition de V, nous avons, à plus forte raison,

sup f F(z + ?) dm(S) > WF) (z).m(=m Je
L'inégalité contraire a déjà été vue au début. Donc,

(W (z) = sup f F(z + ?) dm(S),
we3^c c.q.f.d.

Remarque. — Si H est harmonique dans C on a

H(z)= fH(z+? )dm(? )"c
pour toute m G ^ . La classe 9JÎ est, pourtant, plus restreinte que
celle composée de toutes les m positives satisfaisant à la relation
précédente pour les fonctions H harmoniques. Voici un exemple
que T. Lyons m'a montré.
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Soit p la mesure portée par le disque { 1 ? I < 1}, ayant une
densité superficielle égale à I /TT. On sait ([10], p. 65) que pG3^.

Soit fi la mesure portée par le disque | ? — — | < . ayant la même
densité superficielle que p, et prenons enfin la mesure ponctuelle
6 de masse 1 concentrée au point 1/2. Si H est harmonique dans
C, on a f H(z + ?) d^) = -1- f H(z 4- ?) d6(?), donc

^c 16 "c

H(z) = f R(z + Ç) dpW

= ̂  H(z + ?) (dp(?) - d^) + ̂  rf6(?)) .

La mesure m = p — M + — 8 est positive et satisfait à la relation16
en question pour les fonctions harmoniques H ; pourtant, elle
n'appartient pas à ^.

Prenons en effet la fonction

0, \z\> 1"0 ( 2 ) = , '-^ , , < ,log 7=-(T72) 9 { z { < 1 9

VQ est surharmonique dans C, mais

^ Uo(?) dm(fi = oo > Uo(0) = log 2 .

Il est vrai que U^ n'est pas continue, mais on peut approcher U^
par une fonction surharmonique continue U < U^ ([10], p. 71)
et on aura encore f U(?) dm(Ç) > U(0) si U est choisie assez
proche de U^ .

Cet exemple montre que l'on ne peut pas caractériser (^F) (z)
comme le supremum des intégrales / F(z 4- Ç)dm(^) pour

c
toutes les mesures m positives et à support compact telles que
H(z) = / H(z + ?)ûfw(?) pour les fonctions harmoniques H.

Je
Etant donné une fonction F réelle et continue sur C, posons

(MF) (z) = sup — [ f F(x + ?) diidrî.
r>o Trr2 JJ^

(Ici, et dorénavant, on écrit ^ = ^ + irï). Cette définition rappelle
celle de la fonction maximale de Hardy et Littlewood, mais ici
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la fonction F elle-même figure dans l'intégrale, et non sa valeur
absolue. A cause de cette différence, notre définition ressemble aussi
à celle de la fonction maximale « perpendiculaire » pour le demi-
espace {(z , t) ; z G C, t > 0} .

THEOREME. — Soit F une fonction réelle, continue sur C, et
posons F<° = MF, F<2) = MF<1), F<3) = M F < 2 > , . . . .

Alors, mF = lim F<'° .
n->oo

Démonstration. — La suite des fonctions F^(z) est évidemment
croissante; soit G(z) == lim F^z). Il est presque immédiat que
MG = G, donc

1 [f G(z 4- ?) d^dn < G(z) (1.8)
TÎT2 ^irKr

pour tout z G C . La fonction G est d'autre part la limite d'une
suite croissante de fonctions F^(z) ayant chacune la propriété
de semi-continuité (1.1); elle a donc cette propriété aussi. G est
alors surharmonique en vue de (1.8). On a évidemment G > F ,
d'où G(z) > (mF) (z).

Or, 9PÎF est surharmonique et > F . De là on tire successivement
mF = M%W > MF = F^ , m¥ = MmF > MF<° = F<2 ) , etc. On a
par conséquent 90ÎF > lim F^) = G. Puisque G > 33ÎF on a
enfin TOF = G, n-^00 c.q.f.d.

Remarque. — La construction fournie par ce théorème-ci a en
fait été la première façon d'introduire la fonction ^F dans ce travail.

2. Rôle joué ici par la plus petite majorante surharmonique.

Prenons une fonction w(x) > 0 paire et continue ; nous allons
voir que l'existence d'une fonction croissante p ( t ) = 0(1) ayant
les propriétés (0.3) et (0.4) (voir l'introduction) est directement liée
à la finitude de Î^F pour une certaine fonction F. Dans l'introduc-
tion il a déjà été remarqué que l'existence d'une fonction p implique

/»00 w(x)
f — — — A c < ° ° ; (2.1)"-~ 1 + x-
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nous allons donc supposer ( 2 . 1 ) satisfaite. Soit a > 0 ; on peut
alors poser

1 /- \^z\w(t)dt
^^io, -^Tl2""^'- (12)

La fonction F est continue partout et harmonique dans chacun des
demi-plans Sz > 0, Sz < 0. Si ^F est finie elle est aussi harmo-
nique dans chacun de ces deux demi-plans selon le lemme 2 (§ 1).

Continuons notre examen de la fonction ^F, supposant
toujours qu'elle soit finie. Elle est paire. On a en effet F(z) = F(—z),
donc F(z) < la fonction surharmonique

V(z) == min {(^F) (z), (W (- z)}.
Cela entraîne V(z) ^ (S^F) (z) ; il est d'autre part clair que
V(z) < OX^F) (z), et SOîF se confond avec la fonction paire V. Comme
F(z) = F(z), on voit de la même façon que (^F) (z) = (S^F) (z) .

Dans le demi-plan Sz > 0, (S^F) (z) + aSz est harmonique
et > F(z) +aSz , ce qui est positif d'après (2.2). On a donc la
représentation de Poisson

(SOîF)(z) +ûSz =7^ + ^ .̂̂  ^ 2 ^(r)' Sz>0 ,

avec une mesure positive fi et un nombre 7 > 0. En vertu de la
continuité de mF (§ 1, lemme 4) on a dfi(t) = (W) (t) dt et
la dernière relation devient

1 r90 \^z\(^P)(t)(W(z)=(7-û ) |8z |+ - f ————— i—dt , z G C ,
TT ^—oo |Z — ^|

vu que (W (z) = (^F) (T).

Nous avons WF) (t) > F(t) = w(t), t e R ; la dernière
formule donne donc, avec (2.2), (W (z) > F(z) + 7lSz| . La
fonction (^F) (z) — 7 |Sz| est ainsi une majorante de F(z) ; elle
est en outre surharmonique parce que — 7 l S z | l'est, 7 étant
> 0. On a par conséquent (W (z) - 7 |S z | > (^F) (z), d'où
7 = 0 . La dernière formule pour (WF) (z) peut donc s'écrire

^ ly- ^W^_^^. (2.3)
^ t/--00 |z - t\2
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II est maintenant vraisemblable que OïïîF) (z), en tant que
fonction surharmonique paire avec toute sa « masse » sur R , ait
une représentation comme potentiel logarithmique de la forme

C16 -F (log 1 4- L + log 1 - ̂ | )dp0),^o \ t t \ /
p étant une fonction croissante. La représentation (2.3) entraîne
pour (SOîF) (z) un certain comportement à l'infini qui doit, à
son tour, impliquer (0.3) pour p ( t ) . Quant à (0.4), elle viendrait
directement de l'inégalité w(x) < (SÏîF) ( x ) . On pourrait, de cette
façon, établir l'existence d'une fonction p ( t ) jouissant des pro-
priétés décrites dans l'introduction.

Nous allons voir que cette idée est juste. Sa réalisation nous
obligera à nous occuper de plusieurs détails techniques. On verra
aussi qu'on peut aller dans le sens inverse, et cela sera plus facile.

Commençons par deux lemmes. Si 30ÎF est finie on a, en posant
z = i dans (2.3),

/-:——r-'"<~
(W (t)
1 + r 2

Comme (WF) (t) ̂  0, la relation (2.4) nous permet de définir la
transformée de Hilbert

If- (——+—V(x) = -1 -T (-1— + ———) (2KF) (t) dt. (2.5)
7T ^-°o \X — t F -h \1TT J-oo \x — t t2 -1

Pour S 2 > 0, écrivons
v(z) = ^ n (îf^-+ 7^7)(w (r) dr ; ^-^

on sait ([5], p. 78 et p. 142-147, surtout p. 147 ; [12], p. 252) que
pour presque tout XQ G R , V(z) —> V(^o) lorsque z —^ XQ
de façon non-tangentielle.

LEMME 5. - Si SOîF est finie et V(x) est donnée par (2.5),
V(^) 4- ax est presque partout égale à une fonction croissante,

Démonstration. — La fonction WîF est continue (§1, lemme 4);
de là on déduit facilement à l'aide d'un résultat connu (voir [5],
p. 140 ou [12], p. 269) que V(x) appartient localement à chaque
espace L , et même que
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{ b \V(a + (x - a) e16) - V(x) ̂ dx —> 0 pour 6 - ^ 0 (2.7)

si a et 6 sont finis.

D'après (2.3) et (2.6), la fonction $îz) = (^F) (z) -h fV(z) -h iax
est analytique dans le demi-plan supérieur (on écrit z = x + iy) .
Soient XQ G R , 0 < R < R', prenons un petit nombre 6 > 0, et

$(z)
intégrons ———— autour du contour F formé des arcs z = Xn 4- Re^z - XQ o »
z = XQ + R'e10 , 6 < 6 < TT - S , et des segments z = XQ + r '̂6 ,
z = XQ — re'^ , R < r < R'. Le théorème de Cauchy donne

r ^(z)f —^_— dz = 0. Prenons la partie imaginaire de cette relation
wr z XQ

et faisons tendre 6 vers zéro. En tenant compte de (2.7), on trouve
^ V ( x Q + r ) - V ( x Q - r ) - ' 2 a r ^

JR r
= F [(^F) (XQ + Re10) - (WF) (XQ + R'e^)] dQ ,

^o
c'est-à-dire,
. ̂  V(^o + r) - V(XQ - r) - 2ûr
2J^ ————————^————————rfr (2.8)

= f2" (m (XQ + Re16) dO - f2" (W (XQ + R'e10) d9 ,

puisque (S^F) (z) = (^F) (F).

Or, l'intégrale f2" (^F) (^ + Re10)^ est une fonction dé-^o
croissante de R parce que SKF est surharmonique ([10], p. 70).
Le membre de gauche dans (2.8) est donc > 0. Comme XQ , R et
R' > R sont arbitraires, le lemme s'ensuit.

LEMME 6. - Soit u > 0 une fonction continue sur R qui
s'annule identiquement sur un segment [ — A , A ] , A > 0 . Posons

^r.™*-^'-
\ ^<M U(t) /»2îr

5Ï TT ^-o, "72~ ^ > aï on a J ^(r^^de > 0 = 27rG(0) pour
les petites valeurs de r> 0.

Démonstration. - On a G(z) = G(z') ; il suffit donc de voir
d /lîr

que — / G(reie)de>0 pour r>0 près de 0.dr ^o
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G(z) est harmonique dans le demi-disque {z ; \z\ < À/2, 8z > 0}.
Toutes ses dérivées partielles sont uniformément continues dans ce
demi-disque parce que u(t) = 0 pour — h < t < h . Si 0 < r < h 11,
on peut donc appliquer le théorème de Green avec un contour
formé du demi-cercle re10 , 0 < 0 < TT et du segment — r < x < r .
On trouve ainsi

^ SGÇre16) /^
Je ——Q^—^^i^y^^10^^ (2-10)

où G ( x ^ iO) désigne lim G(x + iy) ~ G(x) .
" y-^-0+ y

Pour -h < x < h (où G(x) = 0) on a, selon (2.9),

G (x + iO) = 1 F . u ( t ) , d t - a ,y TT ^-oe \t —xr
et par l'hypothèse ceci est > 0 si x est assez près de 0. L'intégrale
de gauche dans (2.10) est donc > 0 si r> 0 est assez petit; c'est
ce que nous voulions voir. Le lemme est établi.

Voici le résultat principal de ce §.

THEOREME. — Soit w(x) > 0 une fonction continue et paire
avec w(0) = 0, et supposons que (2.1) soit satisfaite. Soit a > 0
et formons la fonction F(z) selon la formule (2.2). Pour qu'il existe
une fonction croissante p ( t ) = 0(r) telle que

p œ _ a ^ _ ^ ^
t ^

et que, pour x réel,

w(x) -h f°°log \-x- d p ( t ) < C , (2.12)
"o t2

une constante, il faut et il suffit que (S^F) (0) < o°. Si cette condi-
tion est remplie on peut, pour n 'importe quel C > (^F) (0), trouver
une fonction p(t) ayant les propriétés susdites telle que (2.12)
soit valable.

Remarque. — II n'est pas très important qu'on ait w(0) = 0.
Si w(0) > 0, on peut remplacer w(x) par une autre fonction
paire, continue et >0 , égale à w(x) pour \x\> \ et à zéro à
l'origine. Cela a pour effet d'augmenter la valeur de C dans (2.12)
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qui subsiste pour la nouvelle valeur de C avec la fonction w initiale.
La dernière phrase de l'énoncé ne reste alors plus valable.

Démonstration du théorème. — La nécessité est presque immé-
diate. Soit p ( t ) = 0(1) une fonction croissante telle que (2.11)
et (2.12) soient valables. On voit comme au début de l'introduction
que oo 2

f^log \-z^ dp(t)<a\z\ +o( | z | ) ; (2.13)

x-^ d p ( t ) < C pour x G R par (2.12),on a aussi
t r00 z2

puisque w(x)>0. La fonction J(z) = / log 1 — ~ d p ( t )
•'o t~ \

est sousharmonique dans C. La dernière inégalité, jointe à (2.13),
entraîne par conséquent

J(z) < C + û | S z | (2.14)
selon le théorème de Phragmén-Lindelôf déjà cité dans l'introduc-
tion ([3], p. 82; [5], pp. 177-178). Pour S z > 0 , la fonction
J(z) — C — û % z est donc harmonique et négative; à cause de cela
on peut écrire

i cy

J(z) - C - aSz = 7%z + - f" —:5z—î d^(t), %z > 0.ir «'_« | z — t\~

Ici, 7 < 0, dfi(t) < 0, et la partie absolument continue de dp,(t)
vaut (J(t) — C ) d t . Comme J(z) = J(ï), on a ainsi

T^ ̂  ^ i -L 1 r 's^lJ<^J (z )<akz |+^ -J — — — . dt, z € C .
^— \z-t\2

(2.15)

(En fait on a égalité ici, mais cela ne nous est pas nécessaire.)

Mettons (2.2) et (2.15) ensemble ; on trouve,

î  j. T . . ̂  ! r iszKJœ+wp))F(z) + J(z) < ̂  J_ ——^^—— d t ,

ce qui est < C par (2.12). La fonction

c - j(z) = c - r°iog
"o

1 —
t2

dp{t)

est donc une majorante pour F(z) ; elle est aussi surharmonique.
On a C - J(i') <C, p étant croissante, d'où (2RF) (i) <C. Par
conséquent, (STOF) (0) < oo selon le lemme 1 (§ 1).
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La preuve de la suffisance demande plus d'effort. Soit
W)(0)<oo; (2KF)(z) est donc finie partout (lemme 1, § 1) et
continue (lemme 4, § 1). Afin de ne pas se perdre dans des détails,
faisons d'abord la démonstration sous l'hypothèse supplémentaire
que WF)(z) soit infiniment dérivable au voisinage de l'origine;
nous lèverons cette hypothèse à la fin.

La transformée de Hilbert V(x) donnée par (2.5) est impaire
parce que (S^F) (x) est paire. V(jc), de même que (^F) (x), est
infiniment dérivable au voisinage de 0. Le rapport V(x)/x reste
donc borné lorsque x —> 0 ; nous allons représenter ce rapport
comme une transformée de Hilbert.

On a l'identité ^ f^ (^y + ^Tf)^ = °; (2.5) s'écrit
donc

v(x) = ~n fl (7^7 + ̂ 77) KW œ - (W (0)] dt

JT ^2^2 K^F) (t) - (mF) (0)] dt,
1 r- _ix
TT Jo ^2 — r

GRF) (t) étant paire. De là,
V(x) ^ 2_ ^oo (^F)(r) -(^F)(0)2 /.oo (3^F)(r) -(^F)(0)

= 7.7 ————2——7î——— rfr (2.16)r̂ ^o x2 — r2~ ^2 — ^^ 7r ^o x2 - r
1 ^00 1 (^F) (r) - (^F) (0)
ïï </-00 je — r ^TT ^-^ je — r ^

Or, (Ç^F)(^) étant infiniment dérivable, on a
(mF)(t)-(mîî)(Q)= 0(t2)

près de 0. La relation (2.4) entraîne donc

|(^F)(Q-(^F)(0)| dt
7————— i-TT^005 al7)

S^F étant > 0.

Ici interviennent les espaces Hp. Etant donné une fonction

f(x) Complexe définie sur R , disons que f(x) G H- ( dx , )
' v! + x ~ /

si, après le changement de variable x —> T =———(qui fait
i + x

correspondre R au cercle unité), la fonction <^(r) =/(x) appar-
tient à l'espace Hp usuel correspondant au cercle unité. Les for-
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mules (2 16) et (2.17) nous permettent alors d'affirmer que

(W (x) - (^F) (0) VOc) / dx \
——.——^-i-^d-i^)sip<l <2-18»

(voir [5], p. 137, 145 et 159; [12], p. 254). Nous verrons tout à
l'heure que (2.18) est vraie aussi pour p = 1. Avant de le faire,
montrons que V(x)/x est en fait borné sur R . On peut dire plus;
ce rapport est borné et tend vers zéro lorsque x——> oo. Cela
dépend du lemme 5 et d'un théorème de Kolmogorov.

Pour une fonction f(x) telle que

iî î  r i^dx (^-î)1 J_oo 1 + ^.2

soit fini, désignons par f(x) sa transformée de Hilbert
1 y00 / 1 t \
..UT^T-TF)^-

Le résultat de Kolmogorov dit que pour X > 0,

f ___<32^. (2.19)
J{\f(x)[>\} 1 + X2 X

(Voir [5], p. 129 ; [12], p. 134 ; on se sert habituellement de la variable
i — x

T = -—— pour exprimer ce résultat.) Selon un procédé bien connu
i i x

on peut, dans (2.19), remplacer le membre de droite par o(l/X) pour
\ —> oo. Soit en effet e> 0; il y a une fonction f^(x) infini-

ment dérivable et à support compact telle que I l / — / i l l i < — •
^ 64

La transformée de Hilbert f^(x) est bornée, donc, pour les grandes
valeurs de X , \7(x)\>\ entraîne |7(^)-7i(^)l > X/2, et, par

/» dx G.
(2.19) appliquée à la différence f - f, , J{,^,>^^-^ < ^

si X est assez grand. D'après (2.4) et (2.5) on a par conséquent

/* dx /1 \
^,,>4rT^°°w-'^°°' a20)

Prenons un e > 0 et un 7 > 1 , et posons X = ey dans
/•-y/l+l ^ ŷ — \

(2.20). Comme j ^ ~ pour n—> oo, on voit
T I ' X l
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que pour tout n assez grand il y a un x^ , 7" < x^ < 7"'1'1 , tel
que IVOJI < ey" . Utilisons maintenant le fait que V(x) + ax
est croissante (lemme 5). Si y < x < y1"1'1 , on a

V(^_,) -û(^ -^_i) < V(x) < V(;c^) + û(x^ -x) ;

c'est-à-dire, pour w grand,

-e7"~1 -û^"4'1 -7""1) <V(x) ^er^1 4- ̂ "^ -y1),

de sorte que \V(x)/x\ < €7 + a(72 -- 1). La dernière inégalité
est donc valable dès que x est assez grand.

Or, e > 0 et 7 > 1 étaient arbitraires. Nous voyons par
conséquent que V(x)/x —> 0 pour x ——> oo. Puisque V(x) + ax
croît et V(x)/x reste borné pour x —> 0, il faut que ce rapport
soit borné sur [0,oo), car il l'est pour les grandes valeurs de x.
La fonction V(x)/x est donc bornée sur R .

Revenons à (2.18). Comme V(x)/x est borné, on a par (2.4),
/- (W (x) - (W (0) ^ . V(x) _dx_

v-00 x x 1 4- x2

Un théorème de Smirnov ([5], p. 102; [12], p. 278) permet de
déduire de cette relation que (2.18), vraie pour p< 1, subsiste
aussi pour p = 1 ; après multiplication par —i de la fonction
figurant dans (2.18), on voit que

VCx) . (W (x) - (W (0) _ , / dx/ ax \
M + x 2 / '

^ ———————————— ^ ̂
' ^~ J- •'•l lx x 1 M +x '

Par conséquent,

WIF) (x) - (STOF) (0) „ 1 y100 / 1 , ^ \ VO) .——————————— = K — — +- (——— -h ———-) —— dt p.p.
X 7T J-oo \x -t t2 + ï/ t ^

avec une constante K . Le membre de gauche est impair et continu
à l'origine comme fonction de x . Dans le membre de droite,
l'intégrale seule a les mêmes propriétés, V(r)/r étant paire et infi-
niment dérivable près de 0. Il faut donc que K = 0, et après
multiplication par x , (2.21) devient

(WF) (x) = (W (0) - ̂  f°° ^ , va) dt p.p.
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/»°° 2jc2

Joint à l'identité -f- —,——^ dt = 0, cela donne finalement
^o x~ — r

1 /- 2x2 VO) 4- at
(? F) (je) = (W (0) - ̂  ̂  ^ _ _ ^ ——-^—— dt p.p. (2.22)

Posons maintenant

p(D= 7VO)+ ̂ ; (2.23)

cette fonction est alors croissante; elle est 0(1) et satisfait à (2.11)
en vue des propriétés de V(x)/x établies tout à l'heure. Soumettons
chaque terme de

/ ^x-e /leo \ 2X2

.2 — ̂

Œ x-e /l00 \ IX

^iJ-tï^T)^"
à l'intégration par parties. Lorsque e —> 0 la somme des termes
intégrés tend vers zéro si p ( x ) admet une dérivée finie, donc pour
presque toute valeur de x .

De (2.22) et (2.23) on trouve ainsi
,,00 ^.2]

( F) (x) = (STOF) (0) - J log 1 - -T ^?œ P-P- (2-24)

Un lemme élémentaire en théorie du potentiel affirme alors que
(2.24), avec 3KF continue et p croissante, doit être valable partout
sur R si elle l'est presque partout. On en donnera la preuve après
avoir terminé cette démonstration. Nous voyons qu'on peut enlever
le « p.p. » de (2.24).

On peut maintenant conclure. Nous avons en effet
(S^F) (x) > w(x), et la relation (2.24) (valable partout) entraîne
par conséquent (2.12) avec C = QBtFKO). C'est ce qu'il nous fallait.

Reste à nous affranchir de l'hypothèse que (9KF) (z) soit
infiniment dérivable au voisinage de zéro ; voici comment on fait.

Fixons un h > 0 et prenons
0, -h <x <h

w^(x) = ( w(x) + lïïah, \x\>lh

fonct. linéaire sur [ ~ 2 A , — A ] et sur [h,2h].
Comme w(0) = 0 on a, w(x) étant continue, \w^(x) — w(x)\ < S^ ,
où 6^ est une quantité qui tend vers zéro avec h.
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Ecrivons
- , , I f 0 0 ISzlw^Q)
^^.L-Tz^Tr^""^'-

on a évidemment |F^(z) - F(z)| < S^ , donc, ^ (3TOF) (0) < oo,
(S0?F) (z) + S^ ^ une majorante surharmonique finie de F^ (z).
Cela entraîne (3KF^) (0) < oo.

Je dis que (SOîF^) (z) est une fonction harmonique de z au
voisinage de 0. Ceci est une conséquence directe du lemme 3 (§ 1),
grâce à l'inégalité

- (^F^)(0)>F^(0) (2.25)
que nous allons maintenant vérifier en faisant appel au lemme 6.

La fonction w^(t) a en effet les propriétés de celle, u(t), qui
1 /»o° Wi.(t)

figure dans l'énoncé de ce lemme. On a en outre — / —r- dt > la.TT J—00 t
La fonction F^(z) joue ici le rôle de G(z), donnée par (2.9).

1 /l2îr

Nous avons donc F^(0) < — j Ï:^reie)d9 si r > 0 est assez
1 /loc

petit. L'intégrale de droite est à son tour < — j OKW,,) (rei0)d0 ,
ce qui est < (SOÎF^) (0), SOÎF^ étant surharmonique. La relation
(2.25) est donc valable.

Nous voyons ainsi que QPîF^) (z) est harmonique au voisi-
nage de 0 ; elle y est donc infiniment dérivable, et satisfait à l'hypo-
thèse supplémentaire qu'on avait imposée sur (WF) (z). Le raison-
nement suivi ci-dessus pour ffl^F est donc valable pour ^F^, et on

trouve (STOF^) (x) = (SW^) (0) - f00 log 1 - ̂  d p ( t ) avec une

fonction croissante p ( t ) = 0(t) satisfaisant à (2.11).
Or, (m^)(x)>w^x)>w(x)-8^ et (WF)(0) + 5^ > (2^)(0),

la fonction (3^F) (z) + 5^ étant une majorante surharmonique
de F^ . Par conséquent

w(x) + F log 1 - ̂ - û?p(r) < (2W) (0) + 26^ ,
^o ^

je E R . Comme 6^ > 0 peut être rendu aussi petit qu'on veut en
prenant h assez près de 0, la suffisance est complètement démontrée.

Voici le résultat qui a été employé pour montrer que (2.24)
est en fait valable partout.
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LEMME 7. - Soit p ( t ) = 0(t) une fonction croissante sur
[0, oo ) et supposons que

<\
f^ log 1-^- d p ( t ) = ^ ( x ) p.p. sur R , (2.26)

(^ étant une fonction continue. La relation (2.26) est alors valable
partout sur R .

Démonstration. - II suffit de voir que (2.26) est vraie partout
sur l'intervalle [—A, A] quel que soit A > 0. Fixons alors un A
et écrivons

/»oo ;y2 ,,2A
j^ log 1 - -^ dp(t) = J_^log \x - t\dp(t) (2.27)

1 '2+/ 2 A l og—dpo)+r iog i--^ dp(^).
'/-2A |r| ^2A r

Notons V/(x) la somme des deux derniers termes de droite dans
(2.27); d'après l'hypothèse faite sur p ( t ) , \p(x) est continue pour
— A < x < A. On a donc

/»2A
J log \x - t \ d p ( t ) = <^(^) - V/Qc) p.p.

~" 2A

avec ^p(x) — \p(x) continue sur [—A, A], et il suffit de montrer
que cette relation a lieu partout sur [ — A , A ] .

/•2A
La fonction V(z) = j_ log \z — t\ dp(t) est sousharmonique,

p étant croissante. Donc lim sup V(z) < V(zç). En même temps,
i ^^o

^2 S 5 _ v(z) dxdy > v(zo) (on écrit z = x +iy). Par
conséquent, pour Zç = Xç G [—A, A],

^2 //^ V(z)dxdy —^ V(Xo) lorsque r —^ 0. (2.28)Trr" f |z-^0«r

Pour t fixe E [-2A, 2A], log |z - f | est harmonique comme
fonction de z dans chacun des deux demi-plans SEz > 0, $$z < 0,
et l'on a

logi.-^lr ^iiogi^i ^, %z ^ 0.ir J-« | z - S 1 2 (2.29)

Pour z fixe ^R on vérifie facilement que /lto lszl '^g^"^' ^
J-« |z-^|2

est bornée et continue comme fonction de / pour — 2A < t < 2A.
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Cela nous permet d'employer le théorème de Fubini après avoir
multiplié les deux membres de (2.29) par dp(t) et effectué l'inté-
gration par rapport à t de —2A à 2A. On trouve ainsi

i /- ISzi1 /»00 kSZ
v(z^ ~f i-̂ -12- v^)^, ^H,TT t/-~ |Z — Ç|2

c'est-à-dire,

v. ^ 1 r^ I^K^)-^)) ..
^ = ~ \ ——————ÏT,2——— ^ (2.30)7T ^-3A |Z — Ç|2 '

. 1 r ISzlVq) ,. ^
-+- - ; -,——.72- rfS, ^ ̂  R .

7T ^|Ç|>3A |Z — Ç|

Soit — A < ^ < A . Il est clair que |V(Ç)| = 0(log |Ç | ) pour
| Ç | > 3 A ; la deuxième intégrale de droite dans (2.30) tend donc
vers zéro pour z —> XQ . On voit facilement aussi que ^/(Ç), et
donc (^(Ç) — ^(Ç), appartient à L ^ ( — 3 A , 3 A ) . La fonction
^(S) "~" ^(S) es^ ^n outre continue au point XQ . La première intégrale
de droite dans (2.30) tend par conséquent vers ^(Xo) — ^(XQ) lorsque
z —> XQ . Nous voyons d'après (2.30) que V(z) —> <p(^o) '" V^o)
lorsque z —^ XQ avec, soit Sz > 0, soit Sz < 0. Cela oblige
l'intégrale de gauche dans (2.28) à tendre vers <^(^o) ~ ^-^o)
lorsque r —> 0. On a donc V(Xo) = ^(x^) — V/(^o) P0111'
— A < . x : o < A . C'est ce qu'il fallait montrer.

3. Le théorème de Beuriing et Malliavin.

Grâce au théorème du § précédent, la question à laquelle la
discussion de l'introduction avait abouti se trouve ramenée à celle-ci :

Etant donné une fonction continue et paire w(x) > 0,
quand est-ce que (SOîF) (0) < °° pour la fonction F(z)
fournie par (2.2) ?

Le lemme 3 du § 1 va nous permettre de traiter ce problème par
l'estimation harmonique.

Il n'y a évidemment pas de difficulté si w est bornée ; on va
donc toujours supposer que w(x) —> °°, x —> ± °°. Cela étant
admis, on pose pour chaque entier N > 0 w^(x) = inf(w(x),N),
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on se fixe un a > 0, et on considère les fonctions

^^r-t^'"-^-
Les F^ convergent en croissant vers la fonction F donnée par
(2.2) ; cela implique la convergence des WF^ vers SHîF. ^F^+i
est en effet pour chaque N une majorante surharmonique de
^^N+I. (roù ^FN+I>^FN. Soit V(z) la limite de la
suite monotone croissante {(SDtF^) (z)} ; V(z) est surharmo-
nique et V(z) > F(z). On a donc V(z) > (WF) (z), et comme
(STOF) (z) > (3KF^) (z) pour chaque N, on peut dire aussi que
(2PF) (z) > V(z). Ces deux inégalités montrent que

(^F)(Z)=^C]»FN)(Z).

Notre tâche se trouve réduite ainsi à la recherche d'une borne
supérieure pour (SDÎF^XO) qui est indépendante de N .

Fixons une valeur de N. L'expression N — û | % z | est une
majorante surharmonique de F^(z), donc

( ^ F N ) ( Z ) < N - Û | S Z | . (3.2)
La fonction OHîF^) (z) est en particulier finie, donc continue
(lemme 4, § 1). Comme w(x) —^ oo lorsque x —> ±00 on a
F^M = N pour tout x réel de valeur absolue assez grande. D'après
(3.2) il y a par conséquent un nombre L tel que

(2RFN) (x) = F^Oc) = N pour [x\>L. (3.3)

Deux possibilités se présentent maintenant : soit (^F^) (0) = F^(0),
soit (STOF^) (0) > F^(0). Dans le premier cas on a

(S^FN)(O)= W N ( O ) < W ( O ) .
Si cela a lieu pour chaque N, on aura (39ÎF) (0) = w(0) ; là, on
n'a pas de travail à faire. Dans le deuxième cas, (^F^) (0) > F^(0)
et il s'agit de trouver une majoration pour (S^F^) (0) qui est indé-
pendante de N.

Lorsque (WF^) (0) > F^W, (SOtF^) (z) est harmonique au
voisinage de 0, cette fonction étant harmonique partout dans
l'ouvert où elle est > F^(z) par le lemme 3, § l.OKF^Kz) est
harmonique aussi dans chacun des demi-plans 3 z > 0 , %z < 0
parce que Fjq(z) l'est (lemme 2, § 1). On voit que (30tF^)(z) est
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harmonique partout dans C sauf sur un certain ensemble fermé
E ^ C R où (mP^)(x)= FN(X)= WNÔC); selon (3.3), E^ inclut
les deux demi-droites (—oo,—L] et [L,oo). On a aussi O ^ E ^ .

La différence (^F^) (^) — w^(x) est continue sur R et nulle
sur EQ D (-00, -L] U [L, oo). Si l'on se donne un e > 0 on
peut done trouver un petit S > 0 tel que

(mp^) (x) - w^(x) < e, x e Eo + [-ô, ô]. (3.4)
Prenons 5 assez petit pour que O ^ E Q + [ — Ô , Ô ] et désignons
ce dernier ensemble par E ; E est un ensemble fermé sur R
composé d'un nombre fini d'intervalles fermés ; il contient les
deux demi-droites ( — o o , — L + ô ] , [L — 5 , oo). Soit (ff = C - E ;
on a OGû). (a^F^Kz) est harmonique dans CD parce que E ^ C E .

Le domaine (S a la forme de ceux étudiés dans la première
partie de [7]. Nous allons obtenir la représentation de Poisson pour
(mF^)(z) dans û).

On a W N ( X ) > O , d'où, par (3.1), (WF^)^) > F^z) > -a\^sz\
et finalement, par (3.2),

- Û | % Z | < ( ^ F N ) ( Z ) < N - Û | S Z | . (3.5)

Soit Y^(z) la fonction continue positive, harmonique dans (0 et
nulle sur E, satisfaisant à une relation de la forme

Y^(z)= |Sz| +0 (1 ) . (3.6)
Si z G ® , notons doj^(t, z) la différentielle (en t) de la mesure
harmonique pour (û associée à z et portée par E. Comme
(SOWj^Kz), harmonique dans 6&, est continue jusqu'à E et satis-
fait à (3.5), on a

W,) (z) = f (^FN) 0) d^(t, z) - ûY^(z).
De là, par (3.4),

COTF^) (0) < f (w^O) 4- e)rfc^0, 0) - ûY^(O),
^E

c'est-à-dire,

(^FN) (0) < / w(t) d^(t, 0) + e - ûY^(O). (3.7)

Ici, e > 0 est arbitraire mais le domaine OE) en dépend. L'exacte
description de 6D est d'ailleurs inaccessible en principe; pour y
arriver il faudrait connaître le comportement précis de la fonction
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WÎF^ dont nous essayons justement de faire l'estimation. Tout ce
que nous pouvons dire, c'est que si (SOîF^)(0) n'est pas déjà
<w(0), (S^F^XO) satisfait à l'inégalité (3.7) avec un domaine
ÛE) ayant la forme générale décrite ci-dessus,

(Dans une version antérieure du raisonnement conduisant à
(3.7) il y avait une erreur qui a d'abord été remarquée par T. Lyons
et ensuite par T. Gamelin et J. Gamett. Je les en remercie.)

L'utilité de (3.7) consiste en ceci: on peut parfois majorer
l'intégrale de droite dans (3.7) par un multiple constant de Y(X)(O)
avec la constante dépendant seulement de w et non du domaine
(D. Cette possibilité est examinée dans la première partie de [7].
Si elle se réalise, on a un moyen pour prouver que le membre de
droite de (3.7) est < e quel que soit (D dès que a est assez
grand, et cette estimation dépendra uniquement de w et de a,
et non de N . Voici une application de ce procédé.

THEOREME. — Soit f(z) une fonction entière de type expo-
nentiel B, et supposons que

....0.1/MÎ , ,̂
^-00 1 4- x "

Si a > 0, il y a une fonction entière ^ ^ 0 de type exponentiel
a telle que (1 -h \f(x)\)^p(x) soit borné sur R .

Remarque. — Ce résultat est dû à Beurling et Malliavin ([8, 9]).
Une autre démonstration, fondée sur la dualité, se trouve dans la
deuxième partie de [7].

Démonstration du théorème. — Fixons d'abord une valeur de
a > 0 et prenons

T(z) = 1 + — (/(z)7(T) -^/(-.O/F?)) (3.9)
M

avec une constante M qui sera spécifiée tout à l'heure.

La fonction T(z) est entière, de type exponentiel 2B, et
paire ; on a T(z) > 1 sur R et T(0) = 1. Appliquons le théorème
de [7], p. 287, à T avec la formule pour Y^(0) se trouvant à la
p. 277 de cet article. On obtient

/ logT(/)dc^O,0)<[J +V2TOJ(J +B)]Y<p(0) (3.10)
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pour les domaines 0) de la forme décrite tantôt ; ici,

j^r1081^.JQ .̂2

Prenons maintenant M assez grand dans (3.9) pour que la
quantité J satisfasse à J + ^2nel(l + B) < a ; cela est possible
grâce à (3.8). Posons alors w(x) == logTQc); (3.10) et (3.7) entraî-
nent (SOTF^) (0) < e . Ici, w(0) = 0 ; donc, comme e > 0 est
arbitraire, (2^?^) (0) = 0 et finalement (3JIF) (0) = 0.

Faisons appel au théorème du § précédent ; selon ce résultat
il y a une fonction croissante p ( t ) = 0(r) satisfaisant à (2.11)
et à (212). La dernière relation s'écrit ici

logTQc) + r°log 1-^- ûfpOXC, J C G R , (3.11)
^o t

C étant une constante.
A partir de (3.11) on suit le raisonnement de l'introduction.

00 / ^\Prenons pour ^p(z) la fonction entière n [ 1 — —) où les Xj^i v \/
sont les points de saut de (.[p(t)] ~ ^+, d'après (2.11), {p est
de type exponentiel a. A l'aide du lemme donné dans l'intro-
duction on tire, de (3.11), T(x) |^?(x)| < 0e , x G R , c'est-à-dire
\^p(x) | < C^ et x2 \f(x) |2 \^(x) | < C^ , x C R , selon (3.9). On
a bien (1 + |/(x)|) |<^(x) KO®, x e R , avec </? ^ 0 entière,
de type exponentiel û . C'est ce qu'il nous fallait.

Remarque. — Même avec ses préparatifs, cette démonstration
est, je pense, plus simple que celle donnée dans la deuxième partie
de [7]. La complexité de celle-ci semble venir de son emploi de la
dualité qui a pour effet d'introduire une phase ^(x) dont il faut
tenir compte (voir [7], p. 295 et seq., surtout les pages 298-299).

4. Une version quantitative du résultat précédent.

La méthode employée au § 3 pour démontrer l'existence de
certaines fonctions entières ^ fournit en même temps des esti-
mations. Voici le genre de résultat qu'on peut obtenir.
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THEOREME. - Soit G(z) une fonction entière paire de type
exponentiel 2B avec G(x) > 0 pour x réel. Supposons que
^ log^GÇx)

J . , 2 dx<oo, ^ soit, pour a > 0, M^, une valeur du
paramètre M qui rend J -h ^/2TOJ(J + B) < a avec

j-r^10^1^000)^
// existe alors une fonction entière paire <^(z), de type exponentiel
a, telle que <^(0) = 1 et que

G(x)[^x)\<2e2(2B+a)2M2^ x G R . (4.1)

Remarque. - Le facteur 2 dans (4.1) de droite peut être remplacé
par n'importe quel nombre > 1. Ce qui est intéressant est la rela-
tion entre sup G(x) |<^(x)/^(0)| et le paramètre M^. On aimerait
savoir si la forme de dépendance donnée par (4.1) s'approche de la
meilleure forme possible.

Démonstration du théorème. — Avec

. ̂  , /, x2
w(^)= log( l + ̂  GQc)), (4.2)

construisons F(z) par la formule (2.2) (§ 2), et faisons l'estimation
de (SOtFHO) comme lors de la démonstration du théorème, § 3.
Grâce au choix de M^ on trouve (3KF) (0) = 0. Le théorème
du § 2 nous fournit donc une fonction croissante p ( t ) = 0(t)
satisfaisant à (2.11) et telle que

log (i + — Goc))+ y001^ l ~ ̂  ^pœ ^ e , x e R (4.3)

e étant un nombre quelconque > 0 choisi à l'avance.

Comme G(z) est de type exponentiel 2B et p satisfait à
(2.11), on a, pour la fonction sousharmonique

V(z) = log ^G(z) +^°°log 1 - ^ dp(t) (4.4)

une estimation de la forme

V(z)<(2B+a)|z| +o(|z|). (4.5)
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Puisque G(x) > 0 sur R , (4.3) donne V(x) < e , x C R . Cette
relation et (4.5) entraînent, par le théorème de Phragmén-Lindelôf
déjà employé ([3], p. 82 ; [5], pp. 177-178),

V ( z ) < e + (2B + a ) | % z | ,
c'est-à-dire que

{—— |G(z)| expC f°° log 1 - -L dp0)) < e^28^)'^'. (4.6)
M^ v^o t /

00 / J^ \

Soit maintenant <^(z) = n [1 —-yj où les \ sont les points
^ k

de saut de [p(0] sur la demi-droite positive. (N.B. Ce n'est pas tout
à fait la même ^ que celle employée au § 3.) La fonction ^ est
entière, de type exponentiel a, et <p(0) = 1. Comme

/•oo Z2

log l^(z) |= / log 1 -— d[p(r)],•/o /
on peut utiliser le lemme de l'introduction, et on trouve, en portant
(0.7) dans (4.6),

I-2 |G(z)| |̂ )| <^(——). (ma^ + -—————— )
^a ^ 2y 2 max(;c, y)/

pour x > 0, y > 0. (On écrit z = x + iy). Donc, pour x et
^ > 0 ,

fmax(x , y ) __>^
_V_____maxÇx , y) (4.7)|G(z)| |(^(z)| ̂ M^e^^^y

[ 2Qc2 + y2)

La quantité entre crochets est

max(^, 1)4-. ^**f/»Y(, 5 ^/ • ,. . l. 1 ( max(ç, 1) | 1< ̂  ?!."\—Fn—y= 7'
En portant ceci dans (4.7) on obtient, pour h > 0,

IGQc + ih) ^>(x + ih)\ < — M^21^ , x G R .

La fonction G(z) <^(z) est entière et de type exponentiel 2B 4- a.
Appliquons le théorème de Phragmén-Lindelôf encore une fois,
dans le demi-plan %z < h. On trouve, d'après la dernière relation,



LA PLUS PETITE MAJORANTE SURHARMONIQUE 99

G(x)\^(x)[<— M^e^2^^, ;cGR. (4.8)

Posons finalement h = ——— dans (4.8); on obtient, pour x e R ,2B + a
G(x) | ̂ (^) \<e€e2 (2B + û)2 M^ , c.q.f.d.

Remarque. — Plus a > 0 est p^r^, plus doit être petite la
quantité

J=/00'1 ^O +-? G0c))djc^o x2 V M^ /

pour que J + ^/2ireî(î 4- B) < û ; plus, donc, doit être grand le
paramètre M^ figurant dans (4.1). Nous voulons signaler ici que

y00 log'^'GÇx)la seule connaissance de la valeur de / ————— dx et du type,</—oo [ + x "
2B, de G ne nous permet pas d'obtenir des renseignements sur
la manière dont M^ dépend de a.

( JC2 \ 2NPrenons en effet les polynômes pairs Py(x) = 1 — —.) ;

f^(x) est >0 sur R et > 1 précisément pour | jc |>2^/2N,
de sorte que

/" î0^ dx = 2N/ . l ( log——-lU=C, (4.8)
^o x2 ^2^/w x2 v 4N2 /

une constante indépendante de N , comme on le voit en faisant le
changement de variable JC/2N = Ç.

On a PNÔC) > 3^ pour ^ > 4N, donc

r°° * i ^^N^)^. ^ r l i y 9^^ iog 9 - iog 4/ -y log" ̂ - .N- ) d x > -y log (-) dx = ———.—— .^o je2 \ 4^ / ^N x2 v4/ 4

La valeur de M nécessaire pour rendre

r- j, log*(p•i(ï-))A < ">e9-'°g4
^o x2 v M / 4

est par conséquent > 4^, malgré (4.8) et le fait que tous les fy(x)
sont de type exponentiel zéro.
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5. Le cas où w(x)/x est d'énergie finie.

Le procédé expliqué au début du § 3 marche pour une certaine
classe de fonctions w(x) ; ce sont des fonctions pour lesquelles
l'intégrale de droite dans (3.7) se compare facilement avec le dernier
terme de droite, — ûY^p (0), de cette formule.

Les fonctions w(x) dont il s'agit sont celles pour qui l'énergie
de w(x)/x est finie. Cette notion (son rôle dans le sujet qui nous
occupe ici a d'abord été constaté par Beurling et Malliavin — voir
[8, 9]) demande quelques explications, qu'on tâchera de rendre
aussi brèves que possible. Il y a une discussion plus détaillée dans
le § 1 de [6].

Pour commencer, on prend les mesures réelles fi portées par
(0, oo ) telles que

r r iog^^ |^0)| |^(x)|<oo. (5.1)
^0^0 X — t

Etant donné une telle ^, on écrit

„ / . y00, \z + tG^(z) = f^log -J^ d^(t). (5.2)u, Y""/ » -'-0M ^o 1 z — 1 1
Les G^ sont des potentiels de Green pour le demi-plan ï)î z > 0 ;
si l'on en a deux, soit G et Gy , on pose

\x + t\
< G ^ , G , > E = rFlog x——- d ^ ( t ) d v ( x ) . (5.3)

"o "o x — t^o ^o \x—t\

On démontre en théorie du potentiel (voir [10], pp. 227-229 - ici,
une vérification élémentaire est aussi possible) que la forme bili-
néaire < , >g est positive définie sur l'ensemble des G . Cet
ensemble est donc un espace pré-hilbertien et on le munit de la
norme I I G ^ H ^ = \/<G^, G^\. Désignons par ® le complété
de cet espace des fonctions G (par rapport à || Hg) , et conti-
nuons d'employer les symboles < , >g et || Hg pour le produit
scalaire et la norme dans 2) .

On démontre (voir p. ex. le § 1 de [6]) que les éléments de
® sont en fait des fonctions localement sommables sur R . Nous
allons voir que le procédé du § 3 s'applique aux fonctions w(x) > 0
paires et continues, telles que w(x)/x appartienne à l'espace 2) .
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On dit pour une telle fonction que w(x)/x est d'énergie finie, et
on écrit \\w(x)/x\\^ < oo.

Nous aurons besoin d'une variante d'un théorème de Cartan
([10], p. 232). La voici.

LEMME 8. - Supposons que \\ w(x)/x\\^ < oo, et soit e > 0.
// existe une mesure v réelle portée par (0, oo) et deux nombres,
C et R , tels que

\\(w(x)/x)—G^x)\\^ <4e, (5.4)

|G^)|<2C, x > 0 , (5.5)

Gy(x) = 0 pour tout x > R. (5.6)

La différence principale entre ce lemme et le théorème de Cartan
est que le potentiel Gy figurant dans celui-là a la forme spéciale
(5.2) avec une mesure v portée par (0,00). Passer du théorème
au lemme nous ferait embarquer dans une considération sur le balayage
que nous préférons éviter ; esquissons plutôt, une démonstration
directe.

Soit d'abord X une mesure réele sur (0, °°) satisfaisant à (5.1)
et telle que

\\(w(x)/x) - G^(JC)HE < e . (5.7)

Montrons qu'on peut prendre X à support compact dans (0, oo).
Pour alléger l'écriture prenons le cas où X est positive, et désignons

par \ la partie de X portée par — » n\ . Les fonctions G^ (je)
tendent en croissant vers G^(x) pour x > 0, et de là on voit sans
peine que ||G^(x) — G^(^)||g -^O, Ici, (5.7) reste valable si
on remplace X par \, n étant assez grand. Dans le cas général
où X est la différence de deux mesures positives satisfaisant à (5.1),
on peut suivre ce procédé pour chacune et on aura encore (5.7)
avec X remplacée par une mesure à support compact. Nous sup-
posons dorénavant que cela a déjà été fait, c'est-à-dire que X est
à support compact.

Je dis qu'il y a une mesure jm à support compact C (0, o°)
avec G^(x) borné telle que HG^Qc) -G^(x)^ < 2e. Suppo-
sons d'abord comme avant que X soit positive. La fonction G^(z)
est alors surharmonique pour SRz > 0 et satisfait à (1.1) dans ce
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demi-plan. Les ensembles ©^ = {x > 0; G^Qc) > N} sont donc
ouverts dans R . Comme 1|G^||^=J G^(x) rfX(jc) < oo , il y

a évidemment un N tel que / G^(x) d\(x) < e 2 , À étant àJ e ^
support compact dans (0, °°). Fixons un tel N et soit ^ la partie
de X porté par l'ensemble fermé K^ === [0, °°) ^ ©^ » ^ est à
support compact.

Puisque G^(jc) < G^(x) < N sur K^ , on a G^(z) < N
partout dans 9ïz > 0 ([10], p. 184 ; [13], p. 53 ; [14], p. 15). Nous
avons aussi

11^ - GJlt </00 (G^) - G^x))d\(x)

= r G^(^) (d\(x) - d^x)) = [ G^(x) d\(x) < e2 .
Jo ^N

Ici, ^i est la mesure voulue.

Dans le cas général, X est la différence de deux mesures posi-
tives et on répète ce qu'on vient de faire pour chacune, obtenant
de cette façon deux nouvelles mesures positives. Pour ^ on prend
simplement la différence de celles-ci.

A cause de (5.7), la mesure ^ de support compact qu'on vient
d'obtenir satisfait à

\\(w(x)/x) - G^OC)HE <3e, (5.8)

en même temps que
IG^OOKC, x > 0 , (5.9)

avec une certaine constante C. Comme toute mesure à support
compact, ^ est finie; soient a et b , 0<a<b<°°, deux
nombres tels que ^ ait son support sur [ a , b ] . Prenons R > 6 ;
montrons qu'il y a une mesure TR portée par [R, oo) telle que

G^(x)=G^x), ; c > R . (5.10)
Nous avons affaire ici à un exemple très spécial de balayage où on
peut écrire une formule pour r^ ; voici comment on fait.

Notons (DR le domaine obtenu en enlevant du demi-plan
{9îz > 0} la demi-droite [R ,oo) ; la frontière 3(S)^ est composée
de l'axe imaginaire et de [R,0 0) . Pour z€:ûi)^ et ?€3ûD^ ,
soit P^(z, ?) le noyau de Poisson pour le domaine (D^ . On peut
calculer P^(z, ^) en faisant la transformation conforme de ûD^
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sur le disque { | w | < l } ; il suffit pour nos besoins de savoir
que P^(z , f;) sert à recouvrer les fonctions harmoniques (et pas
trop grandes) dans CD^ à partir de leurs valeurs sur 9(0^ , que
P R ( Z , ? ) > O , et que

f PR(Z ,? ) |d?|= 1 . (5 .11)
-OdDn"^R

z +5Si R < s , un nombre fixe, log
z —s

est harmonique comme
fonction de z dans CDp ; elle est en outre positive et continue
jusqu'à 3(3)̂  sauf au point s où elle n'a qu'une singularité loga-
rithmique. Donc, pour z G û)^ ,

log z + s
z — s

= f log
^0

r + ^
?-^ PR(^?)WI

=r°iog ^ +5
r — 5 PR(Z,^.

En particulier, pour z = Ç G [ a , é ] et 5 = x > R ,

log
x + Ç /»00

= f log
^R

x + r
x — t

W.t)dt.

Multiplions les deux membres de cette relation par ûf/x($), inté-
grons par rapport à ç de a à b, et utilisons le théorème de Fubini.
On obtient (5.10) avec une mesure TR portée par [R,°°) et
donnée par la formule

dr^t) = (/"PRO, t)dn(S;))dt, t> R. (5.12)

Grâce à (5.11) on a

^°°|ûfTR(01<^ 1^0)1, (5.13)
une quantité finie indépendante de R.

Comme /A est portée par [a, b] on voit par (5.2) que
G^(^c) —^ 0 pour x —> oo. De là, par (5.13),

f^G^dT^x) —> 0 pour R —> oo ,
K

c'est-à-dire que

l10^ = f^^^x) —^ 0 pour R —^ °o (5.14)

d'après (5.10). Par (5.9) et (5.10),

|G^(x)|<C, x £ R , (5.15)
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selon le théorème cité tantôt, cette relation étant valable sur le sup-
port de TR . (Nota : jn est la différence de deux mesures positives,
chacune satisfaisant à une inégalité de la forme (5.9). En portant
ces mesures positives dans le membre de droite de (5.12) on voit
que TR s'écrit aussi comme différence de deux mesures positives,
chacune satisfaisant à (5.15).)

Prenons finalement R assez grand pour que ||G^ \\^<€,
ce qui est possible par (5.14), et écrivons v = jn — r^ . Pour la
mesure v , on a (5.4) grâce à (5.8). On a aussi (5.5) par (5.9)
et (5.15), et (5.6) d'après (5.10). Le lemme est démontré.

Voici maintenant le résultat de ce § .

THEOREME. — Soit w(x) > 0 une fonction paire et continue
telle que .0, ̂ )

j ^ ) d x < ^ , (5.16)"o x2

\\w(x)/x\\^<^. (5.17)
Alors, pour tout a > 0 il y a une fonction croissante p ( t ) = 0(1)
satisfaisant à (2.11) telle que (2.12) soit valable.

Démonstration. — L'idée est d'approcher w(x)/x avec le po-
tentiel Gy fourni par le lemme 8 et de suivre ensuite la méthode du
§ 4 de la première partie de [7].

Prenons alors un a fixe > 0. Grâce à (5.17), le lemme 8 nous
donne une mesure v satisfaisant à (5.5), à (5.6) et à (5.4) avec
e = û/(8\/7r) , c'est-à-dire,

V/7ri|(w0c)/;c) -G,(X)HE < -I • (5.18)

Soit ûE) l'un des domaines envisagés au début du § 3 ; il s'agit de
faire l'estimation de (3.7) de droite et donc de comparer l'intégrale
f w(x) dœ^(t, 0) avec aY^.(0).

Reprenons le procédé de [7], p. 285 en essayant d'y faire
jouer la différence (w(x)/x) — G^(x). Pour x>0, posons

"d?^) = [ ^^ > °) + f ^^ » °) •^v J(_,o^]nE w ^En(jc,°o)

Comme w(x) est paire, on a alors

f w(Drfc^O,0) = - rw(x)dSî^(x) (5.19)
JE ^o

= - fxG^x) dSî^(x) - f(w(x) - xG^(x)) dSî^(x).
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On a évidemment d^(x) < 0 et - f°°dî2.(x) = 1 ; l'avantJQ w

dernière intégrale de droite dans (5.19) est donc < 2CR par (5.5)
et(5.6).

Pour la dernière intégrale de droite dans (5.19) on a

-f^ (w(x) - xG,(x)) dSî^(x) = ̂  (^ - G, Oc)) Sî^x) dx

nw(x) \
-^— -G^x))d(x^(x)). (5.20)

Soit L > R ; grâce à (5.6) nous pouvons écrire

y00 /w(x) \ /»L w(x)
J, (-7---G,(x))^(x)Ac=^ -^ln^x)dx (5.21)

- f^G^x) Sî^x) dx 4- /00 w00 n^^) ̂  .

On a Î2^(x) < 1 ; la somme des deux premiers termes de droite
/»L K;(jc)

est donc <J^ -̂ - ̂  4- 2CR par (5.5), (5.6), l'intégrale étant
finie à cause de (5.16). Selon la formule (2.7) sur la p. 279 de
[7] jointe à celle pour Y^p sur la p. 277 du même article, on a

îî<o(^) ^ ——— • Par conséquent,x
y00 w(x) /»00 w(x)
^ ^^(x)dx<^(0)f^ ^dx.

Fixons maintenant L assez grand > R pour que f00 w— dx < a-,
^L x2 2

ce qui est possible selon (5.16). On aura alors, par (5.21),

H"̂  -G^))W^ </; "̂  „ 4- 2CR ̂  Y,(0).
(5.22)

A la dernière intégrale de droite dans (5.20) on applique l'iné-
galité de Schwarz de la même façon qu'à la p. 285 de [7]. (N.B. Voir
aussi le premier paragraphe sur la p. 286 de cet article.) Cela donne

_^" ̂  _ ̂ ^ ̂ (̂̂ ) < ̂ FY<,(0) Iww - G.,(J ,
II x II E

a (5.23)
ce qui est < - Y^(0) d'après (5.18).
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Portons (5.23) jointe à (5.18) et aussi (5.22) dans (5.20). La
relation ainsi obtenue est ensuite portée dans (5.19). On trouve

/» /*L y;(v)
j w(t) d^(t, 0) < 4CR + j —— dx + aY ,̂ (0). (5.24)

E 0 X

Revenons alors a (3.7), § 3. A cause de (5.24), elle devient
/»L u)(x)

(^FN) (0) < 4CR 4- j —— dx + e,

e > 0 étant arbitraire. On a donc

(3KF) (0) < 4CR + f w00 dx ,^o ^
et le théorème du § 2 nous permet de conclure.

COROLLAIRE. — Soit W(jc) > 1 une fonction continue et paire
telle que w(x) = logW(;c) satisfasse aux conditions ( 5 . 1 6 ) et (5.17)
du théorème. Supposons en outre que W(x) jouisse de la propriété
( 0 . 1 1 ) (introduction). Il existe alors des fonctions entières ^ ^ 0
de type exponentiel arbitrairement petit qui rendent W(jc) ^(x)
borné sur l'axe réel.

Preuve. — II y a, d'après le théorème, une fonction croissante
p ( t ) = 0(t) telle que (2.11) et (2.12) soient valables, a étant
un nombre > 0 quelconque donné à l'avance.

r00 z2
Posons, comme au § 2, J ( z ) = log 1 — — d p ( t ) , on

^o t
voit comme dans le § 2 que (2.14) est valable et que (2.15) l'est
donc aussi. Joignons (2.15) à la formule (0.9) de l'introduction;
on retrouve (0.5). De là on obtient (0.10) par l'emploi de (0.6).

La preuve s'achève de la manière indiquée dans l'introduction.
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