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SUR UNE CARACTERISATION DE LA BOULE
PARMI LES DOMAINES DE C"
PAR SON GROUPE D’ AUTOMORPHISMES

par Jean-Pierre ROSAY

Dans [8] B. Wong a démontré que si G est un domaine strictement
pseudo-convexe de C" les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) G est biholomorphiquement équivalent a la boule unité de C".
i1) G est homogéne.
iii) Le groupe d’automorphismes de G n’est pas compact.

iv) Ilexiste une partie compacte de G dont la trajectoire sous 'action du
groupe d’automorphismes de G est tout G.

Notre but est de donner une démonstration entiérement ¢lémentaire du
résultat de Wong, permettant ainsi d’établir '’équivalence des propositions i)
ii) et iv) sous la seule hypothése que G est un domaine borné de classe €2 (il
n’est méme pas nécessaire que toute la frontiére soit ¥2). Notre démonstra-
tion n’est qu'une variante d’'une des démonstrations de Wong qui différe
principalement par le fait qu’elle ne fait appel a aucune solution de « probléme
de 0 » (références a [2] dans [8]). Notons, méme si cette remarque ne nous
servira pas, qu’il est bien connu que chacune des hypothéses i) ii) et iv) assure
que G est pseudo-convexe cf [7], p. 127.

Les affirmations qui précédent découlent immédiatement de la proposi-

tion suivante :

PROPOSITION. — Soient Q un domaine borné de C" et {, un point de la
frontiére de Q qui soit un point de stricte pseudoconvexité. On suppose qu’il
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existe K compact < Q, une suite (x;) dans K et une suite T, d’automorphis-
mes de Q tels que T(x,) tende vers (,. Alors Q est biholomorphiquement
équivalent a la boule.

Remarquons que 'on pourrait sans changer la démonstration prendre
pour Q un domaine non pas de C" mais d’une variété hyperbolique.

Par point de stricte pseudoconvexité, nous entendons, suivant [3], un
point au voisinage duquel la frontiére de Q est de classe €2 et ou Q puisse
étre défini par une condition p < 0 ou p est une fonction de classe 2,
strictement plurisousharmonique et de gradient # 0 aux pointsou p = 0.
Rappelons que tout domaine borné de C" de classe 2 posséde des points
de stricte pseudoconvexité : par exemple les points de la frontiére de norme
maximum.

2. Rappels et préliminaires.

Soit B, la boule euclidienne unité de C", la différentielle d’une
application holomorphe f en un point z est notée df, ou (df),.

Soit D un domaine (ouvert connexe)de C". Un théoréme de H. Cartan
(cf [1] ou [6], pp. 74-75) établit que si ze D et si f est une application
holomorphe de D dans D telle que f(z) = z alors :

a) |detdf,| < 1 etiln’y a égalité que si f est un automorphisme de D.

b) les valeurs propres de df, sont toutes de module < 1.
Si elles sont toutes égales & 1 f est I'application identité.

La partie b n’est pas entiérement explicite dans [6] mais est établie en
cours de démonstration.

Pour tout domaine D borné de C" et z € D définissons les volumes de
Eisenman-Kobayashi et de Caratheodory respectivement par :

1
Kp(z) = Inf —————, lorsque f parcourt I'ensemble des applications
det d fol

holomorphes de B, dans D vérifiant f(0) = z, Cp(z) = Sup (|det dg,]),
lorsque g parcourt 'ensemble des applications holomorphesde D dans B,
vérifiant g(z) = 0.

Il s’agit d’'un abus, les volumes invariants sous I'action du groupe des
automorphismes de D étant Kp(z)2 dh et Cp(z)?2 dA, ou dA est la mesure
de Lebesgue.
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Il est immédiat, a partir de a, que Cp(z) < Kp(z). Parailleurs,si D’ est
un domaine contenant D on a évidemment

Co(2) S Cp(z) et Kpl(2) < Kp(d).

.

Enfin, si T est une application holomorphe injective

KT(D)(T’(Z)) _ CT(D)(T(Z))
Kp(2) Co(2)

= |detdT,|"*.

Le lemme suivant figure dans [8] avec toutefois ’hypothése supplémentaire
que D est hyperbolique complet. L’adaptation de la démonstration se fait
avec les idées de la démonstration du théoréme 3.3, pp. 74-75 de [6].

LeMME 1. — Siil existe z € D tel que Cp(z) = Kp(z), D est holomorphi-
quement équivalent a la boule B,.

Démonstration. — 1l existe une application holomorphe de D dans B,,
vérifiant g(z) = 0 et Cp(z) = |det dg,|. Par contre, on n’est pas assuré que
la borne inférieure dans la définition de K, soit atteinte pour une fonction f,
cf [5]. Soit donc une suite (f,) d’applications holomorphes de B, dans D

telle que fi(O) =z e
+ 00.

t ————— tende vers Kp(z) quand k tend vers
det (dfi)ol

De la suite des fonctions H, = g o f, on peut extraire une sous-suite
tendant uniformément sur tout compact de B, vers une application H dont
il est immédiat que c’est une application holomorphe de B, dans lui-méme,
vérifiant H(0) = 0 et |detdHy| = 1. Donc H est un automorphisme de
B,. Par suite g est une application surjective de D sur B,. En effet
H, o H™! tend, uniformément sur tout compact de B, vers I'application
identité. Un simple argument d’homotopie établit alors que tout te B,
appartient a 'image de H,oH ™!, pour tout k assez grand, etdonc ¢ € g(B,).

Posons F, = f; o g. Soit € > 0 tel que D,, I'’ensemble des pointsde D
dont la distance de Kobayashia z est < g, soit relativement compact. Il est
clair que le module des valeurs propres de (dF,), tend vers 1 quand k tend
vers + oo. On peut donc extraire de la suite (F,) une sous-suite (F,,) et
trouver une suite d’entiers > 0 (),) telles que les valeurs propres de (dF (),
tendent vers 1 quand k tend vers + oo0.

A, A . \ \

Pour chaque k e N Fy)(z) = z et Fgi(D,) = D,, quitte a passer a une
nouvelle sous-suite, on peut supposer que la suite (Fg).n converge
uniformément sur tout compact de D, vers une application F de D, dans
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lui-méme (et non seulement dans la fermeture de D,). Toujours par le méme
théoréme on voit que F est I'application identité. Il s’ensuit alors que
(Fz’{k))keN tend vers l’apglication identité, uniformément sur tout compact de
D. Puisque chaque F,f, est delaforme h,.g on voit que g est injective.
Donc g est une application biholomorphe de D sur B,.

3. Localisation.

Les notations sont celles de la proposition et du paragraphe précédent,
|| . Il désigne la norme usuelle euclidienne dans C".

LEMME 2. — Soient A > 0 et B({,,A) la boule de centre (, et rayon A.
Soit (z )y Une suite de points de Q tendant vers (,. Alors :

) Koz
Kan B(Co,A)(zk)

ii) Si il existe x € Q tel que pour tout k€N il existe T, un automorphis-
me de Q vérifiant T (x) = z,, alors

Calz)
Can B«;O,A)(Zk)

La partie i) du lemme n’est pas originale.

Démonstration. — Observons tout d’abord que si D est un domaine de
C", y € D etsi (¢;) est une suite d’applications holomorphesde D dans Q
telle que @;(y) tende vers {,, alors @; tend vers {, uniformément sur tout
compact de D. En effet si p désigne une fonction holomorphe vérifiant
p(€o) = 1 et |p(€)] < 1 pour tout { danslafermeture de Q, suffisamment
proche mais différent de ¢, (classiquement, on prend

_ = 9p(Co) 1o o
p= exP(E,l oz, € —Cok + ) %. o202,

13

(E=Co)i(E—Co) ,>>

on voit que pour tout @ point d’adhérence de la suite (¢;) dans la topologie
de la convergence uniforme sur tout compact, p o @ est une application
holomorphe ayant un maximum local en y donc constante.

Donc pour tout 1 > 0 ilexiste 6 > 0 tel que pour tout z € Q vérifiant
llz — Eoll < O et toute application holomorphe de B, dans Q vérifiant
f(0) = z ona ||f(t) — {oll < A pourtout ¢ telque ||t|| < 1 — m; par suite
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l'application t — f((1—m)t) est une application de B, dans Q n B((,,A).
D’ou I'on déduit immédiatement que pour tout tel z :

1
Ka niafz) < —— Kal2).

(I—=m)
Comme par ailleurs trivialement Kg(z) < Kby (2), onen déduit 1).

Démontrons maintenant ii). Soit x € Q avec la propriété de ’énoncé,
fixons n > 0. Il existe un domaine Q' relativement compact dans Q
contenant x tel que Cgy(x) < (1+n)Cgq(x), par un argument trivial de
famille normale. D’aprés ce qui a été dit pour k assez grand on a
T,(Q) = B(oA); dou:

1< Cq nB(z,A)(Zk) < CTk(Q’)(Zk) _CQ’(X)

< = <1 .
Colzy) Colz) Coty S0 71T

Ceci achéve la démonstration.

4. Démonstration de la proposition.
Fixons x € Q; il résulte de 'observation au début de démonstration du
Lemme 2 que T,(x) tend vers {,: posons z, = T,(x).

Ka(x) _ Ko(z)
Ca(x) Calzy) .

tend vers 1 puis appliquant le Lemme 1.

Pour tout ke N

Ka(z)
Cq(z)

On finit la démonstration en mon-
trant que

Cette fin de démonstration est maintenant tout a fait standard. On utilise
des ellipsoides comme « domaines locaux de comparaison », le calcul
explicite des volumes de Eisenman-Kobayashi et Caratheodory pour les
ellipsoides, en s’assurant facilement d’une certaine uniformité dans I'étape de
localisation (Lemme 2), cf. [4], [2], etc... et probablement la référence 8
de [8].

" Pour la commodité, voici cependant quelques indications. Au voisinage
du point {, = (£3, ..., le domaine Q est défini par la condition p < 0
ou p est une fonction strictement plurisousharmonique, et on pourra

0
supposer que —p-(CO) # 0.
0z,

Si § = (§y,-.-,C,) estun point dela frontiére de Q suffisamment proche
6
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de {,, nous pouvons passer localement des coordonnées z = (z,,...,z,)
aux coordonnées w = (®,, ...,»,) définies par :

: 50(?;) a’p(©)
0, = ;} 62, -G + .2,:6 2z, (z:—C)(z;—C)
0 =z;—G pour j=2,

Dans ces nouvelles coordonnées Q est localement défini par une
condition p < 0, p étant de la forme :

p(W) = 2Re @, + L(W) + o (Iwll*)

ou #, estuneforme hermitienne quadratique définie > 0 (hessien complexe
de p). Pourtout z € Q, suffisamment prochede {,, on peutchoisir { = z*
tel que les nouvelles coordonnées, définies ci-dessus, de z soient (q, 0, ..., 0)
avec a < 0.

A toute forme hermitienne quadratique Q définie > 0 on associe
ellipsoide constitué par I’ensemble des w = (w,, ..., ®,) € C" vérifiant
2Rew; + Q(w) < 0.

Soit € > 0, si € est assez petit soient E}(z*) et E; (z*) les ellipsoides
définis respectivement par les formes quadratiques

Q" = Z.w) —elwll>, Q7 = ZL.(w) + e|w|>.
Soit A > 0, assez petit, on note Q; I'image de Q N B({,,A) dans
I’espace de la variable w, pour r > 0 assez petit on a :
E; (z*) n B0, r) = Q,= E} (z¥%).
S’assurant facilement d’une certaine uniformité dans I’étape de localisation
car il faut appliquer le Lemme 2 aux domaines Q et E_ (z*), et utilisant la
Ka(z)

propriété de décroissance des volumes on voit que la majoration de Colz)
alZg

est ramenée a la majoration de

K @20, . .,0)

ou a <0...
CEg(z,‘)(ak,O" . ’0)

Il suffit, 'pour terminer, de calculer les volumes de Eisenman-K obayashi et de
Caratheodory pour les ellipsoides, ce qui ne pose pas de probléme, les
ellipsoides étant biholomorphiquement équivalents i la boule B,, et partant
du fait évident que C, (0) = K (0) =

Pour ellipsoide E défini par une forme quadratique Q on trouve que
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pour tout weE ona:

nt1

Ce(w) = Ke(w) = A (det Q' Jp(w)| 2

p(w) = 2Re 0, + Q(w),

det Q est le déterminant de la matrice associée & Q dans la base canonique
de C", et A est la norme de l'application w — Re w; de C" muni de la
norme définie par Q dans R (avec norme usuelle).
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