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OSCILLATEUR HARMONIQUE
ET OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS

par André UNTERBERGER

On considére sur I’espace R” loscillateur harmonique canonique
2

z 1er? — Zl;r 5% dont le symbole, dans la quantification de Weyl
(correspondance] entre symboles et opérateurs dont la définition est
rappelée plus bas), est la fonction w(|x 12 + |‘;’|2) sur l’espace de
phase R*”. L’étude du semi-groupe engendré par cet opérateur montre
que lopérateur de symbole exp —2ws(Ix|*> + |£°) est, pour
0 <s <1, un opérateur positif, alors que pour s > 1 cet opérateur
est positif sur les états propres de niveau d’énergie pair de ’oscillateur
mais négatif sur les autres. Voici un autre énoncé de ce phénoméne.
Si A est 'opérateur de symbole a, et u € L*(R”) est normalisée,
la mécanique ondulatoire interpréte (Au,u) comme la valeur de
I’observable A sur le systéme dont la fonction d’onde est u : c’est
une forme linéaire sur les a convenables, qui peut donc s’écrire

[[ ate, ) Heu,u,x, £ dx d, ob la fonction Hu,u), qui est

définie sur ’espace de phase, s’appelle la fonction de Wigner de u.
On peut regretter que cette fonction ne soit pas toujours positive,
sans quoi 'opérateur de symbole a serait pour a réel, au sens des
opérateurs symétriques, une fonction croissante de a, ce qui facili-
terait bien la vie de I’analyste. Si I’on effectue une régularisation gaus-
sienne de H(u, u), on obtient une fonction toujours positive pourvu
que la gaussienne qui sert a régulariser soit suffisamment étalée (en un
sens bien sir lié 4 la forme symplectique sur R?”, autrement dit au
principe -d’incertitude) : ce fait, observé par N.G. De Bruijn [2](*),est
équivalent a la remarque faite plus haut sur I’oscillateur harmonique. Il
est tentant, pour étudier l'opérateur de symbole a, d’approcher

(*) et, indépendamment, par D. lagolnitzer : Matrice S et description
classique des interactions, thése, Saclay, 1966.



202 A. UNTERBERGER

(par régularisation) ce symbole par des sommes de gaussiennes, qui
bien sitr seront trés peu étalées: heureusement, une inégalité trés
simple (1.9) permettra de passer ‘““du bon coté de la constante de
Planck” ol ne figurent plus que des opérateurs positifs.

C’est le programme que nous remplissons dans cet article : au
lieu de considérer, cependant, un seul oscillateur harmonique, on
considére une ‘“géométrie” sur I’espace de phase, i.e. un champ de
normes symplectiques, d’ou résulte par quantification un champ
d’oscillateurs harmoniques. A une telle géométrie est naturellement
associée une classe de symboles d’ordre O : le premier probléme étudié
est la recherche de conditions sur la géométrie (étre d’ordre fini, déf.
2.1) permettant d’affirmer que les opérateurs associés sont bornés
sur L*(R”): & part la régularisation indiquée plus haut, qui est décrite
dans le § 3, la principale difficulté consiste 4 donner une borne pour
certains opérateurs positifs R,, canoniquement liés 4 la géométrie :
ce point est 'objet du § 2.

Signalons que la méthode employée démontre du méme coup,
bien que nous n’ayons pas explicité ce point, 'inégalité de Girding.
Par ailleurs, L. Hormander [3] a récemment étudié un calcul symbo-
lique 1ié a des champs de normes que ’on pourrait qualifier de sous-
symplectiques (i.e. g < g° avec ses notations), généralisant des résul-
tats antérieurs de R. Beals [1]. Les résultats du présent article sont
supérieurs a ceux de L. Hormander dans le cas des champs de normes
symplectiques, puisque la condition de métrique tempérée y est rem-
placée par la condition beaucoup plus faible apparaissant dans la
définition 2.1. Tenant compte du fait que la norme moyenne entre
une norme et sa duale relativement a la forme symplectique est une
norme symplectique, on peut voir que nos résultats sur la continuité
L? contiennent toujours ceux de R. Beals [1]; mais dans le cas sous-
symplectique, ils ne semblent pas toujours comparables a ceux de
L. Hormander.

Un deuxiéme point traité dans cet article (§ 4) est une méthode
de microlocalisation (en un sens non asymptotique) répondant au
probléme de la décomposition d’une fonction arbitraire de L?(RY)
suivant les états propres de la famille d’oscillateurs harmoniques at-
tachée au champ de normes symplectiques donné. La justification
de cette méthode ‘‘spectroscopique” est le fait que, pour une géo-
métrie d’ordre fini, on peut se contenter de ne faire intervenir que
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des états propres de niveau d’énergic borné. Nous avons eu con-
naissance, postérieurement & ’envoi de ce papier, d’un article de A.
Cordoba et C. Fefferman [5], ou ces auteurs utilisent dans un cas
particulier (celui de géométries liées aux symboles classiques) un
procédé analogue : il apparait toutefois chez eux un terme d’erreur
important (il n’y en a aucun ici) di au fait qu’ils ne retiennent que les
états fondamentaux.

1. Quelques notations et formules.

On considére I'espace R”, I’espace de phase R?” muni de la
forme symplectique définie par [(x,§),(y,m)]=—Lx,n)+<{y, &),
et la quantification de Weyl Opl/2 définie, pour a € S(R*") et
u € $(R"), par

+ .
0P @ue) = [ a(Z5% - £) 2P ui)dy dt. (1L1)

On a aussi
©p,,@u,v) = ([ atx, HH@,v,x,Hdxdt, (1.2)
ou H(u,v) estlafonction de Wigner définie par
Hu,v,x,§) = 2”f u@x +2)v(x — z)e 4im@tl gz (1.3)

Les grandes lettres X, Y, Z,... désigneront toujours des points
de I’espace de phase R?”. On appellera base symplectique de R?”
toute base (V;);<;<,, Vérifiant les relations [V;, V] =€ 6, 4.,
avec ktv€E]l, 2], € = — si jSv, =1 si j=2v+1.
Autrement dit, une base symplectique est une base dont la matrice
de passage, relativement a la base canonique de R?”, est une matrice

symplectique. Rappelons que I’équation du groupe symplectique est
0 - 0 1

§'-! =( S , les blocs intervenant dans cette
Co) SCy o)

formule étant des carrés de rang ». Une norme sur R>” sera dite
symplectique si elle est euclidienne et admet une base orthonormale
qui est en méme temps une base symplectique.

Nous utiliserons constamment la formule Lnétaplectique, due
a I Segal: il existe un homomorphisme M +——> M du groupe méta-
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plectique Mp(v) sur le groupe symplectique Sp(v) tel que, pour
tout a € $'(R?), onait

MOp,, @M ' =O0p,,ae MY). (1.4)

Une formule équivalente est relative. aux fonctions de Wigner : si
u,veES'(RY), ona

H(Mu,Mv) = H(u,v)o M. (1.5)

En introduisant également, pour tout (x°, EO)E Rz”, la transforma-
tion 7=71, o définie par Tu(x) =ulx - x%) e2imx£%  (quon
peut appeler translation de phase), puis le groupe G engendré par
ces transformations et les transformations métaplectiques, on peut
étendre 'homomorphisme M +—— M en un homomorphisme, encore
surjectif et vérifiant (1.4) et (1.5), du groupe G vers le groupe des
transformations symplectiques affines de R?”, i.e. le groupe engendré
par Sp(v) et les translations de R*”.

Pour toute norme symplectique || X]|[, sur R?” (on réservera
la notation || X]|l, 4 la norme canonique), on appellera oscillateur
harmonique associé 'opérateur Op,, (7 || X11%).

Pour ¢>0, et u€$8(R”), on a la formule classique

exp —m§ Op, ;, (I XI) u(x)
— —v[2 T 2 2
= @h )" [ u)exp — —— {(xP + [yP)ch ¢ — 2(x, )} dy,
sh¢
d’ol résulte que le symbole (dans la quantification de Weyl) de 'opé-

rateur exp —w¢ Op (IIXIIZ) est (ch ~§- )—V exp — 2w th —{
1/2 0 ) )

A Tlaide de la formule métaplectique, on a aussi, pour toute
norme symplectique :

X132

§ %Y
0p, ), (exp —2mth = IIXlﬁ) = (ch ~) exp — 78 Op,, (1XID),
2 2
_ (1.6)
formule valable également pour ¢ compque tel que Re¢ > 0. Dési-
gnons, pour tout entier j = 0, par B} Iopérateur de projection
orthogonale sur I’espace des fonctions propres de I’oscillateur harmo-

nique Op, 2 (w IIXIﬁ) associées a la valeur propre %+ j. D’aprés

les propriétés des fonctions d’Hermite, on a



OSCILLATEUR HARMONIQUE ET OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS 205

1= 3B et Op,@Ix®)=3 (4 +/)8l,
j j
dou (si u € S(R")):

(0P (exp — 27 1h % I1XI2)u,u)

v —(X+ive .
=(ch£) S e Oy wy, am
27 %o
formule que ’on peut écrire aussi, pour Rez > 0 :

—2nz 2 2 Y ~ 1—2z J ,
©Opyp@ e ™ My = (=) 3, () Bluw. a8
j=0

1+z

Notons en particulier la conséquence suivante de cette formule :
si s estréel, 0<s< 1, ona

| (0pl/2 (( %>u e_znrluxnzl)u ,u) 1< (0p,), (2”e—2”"x"%)u,u) ‘
(1.9

La formule (1.8) est due essentiellement, pour » =1, a4 N.G. De
Bruijn [2].

2. Champs de normes symplectiques.

DErFINITION 2.1. — Soit Y vV || |y un champ de normes
symplectiques sur R*”, et soit N un nombre réel : nous dirons
que ce champ est d’ordre N si les deux conditions suivantes sont
réalisées :

(i) il existe C > 0 telle que, quels que soient X, Y et Z € Rz",

Pinégalité ||Y — X|lx < C™' entraine ||Zlly < CI|Zllx

(i) I'opérateur (sur L*(R*")) de noyau

KY,Y)=(0+ 1Y ~=YIZyv ",
avec
WZIyy = inf _(Z,l5 + 1Z,05) ,

, Z,+ =
est borné. 1772

La condition (i) est supposée vérifiée également par R. Beals [1],
L. Hormander [3] ; la condition (ii) est plus faible que I’hypothése (3.7)
de L. Hormander [3] dans le cas ou g = g° avec les notations de cet
auteur, et non directement comparable en général.
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LEMME 2.1. — Pour tout €€10,1], définissons € €10,1] par

’

légalité € = —— , et posons
& 1+ € p

i 2
Le,Y = Opl/2 (20/2(1 + el2)v/2 e—21re llX—Y"Y) ,

de sorte que, R_ étant défini par
R, = [ Opy, 2" e "™ gy | @.1)
on a Uidentité R = [ 12ydY.
Si Y et Y' sont deux points de R*’, la norme (sur L?(R"))
de l'opérateur L.y L,y vérifie l'inégalité

ILey Loy ll <exp—mellY — Y} y .

Preuve. — En posant €' = th —i— (¢ réel), on a, grice a (1.6),
I'identité
Ly = 2% (ch ) exp — 78 Op, , (1X - YI}),  (2.2)
d’ou

2
—2mth¢IX-Y|
L:,Y = Op1/2(2"e mms ¥)

= 0p1/2(2”e

ce qui prouve la premiére assertion.

—21reIIX—Y||2Y
)

Soit a(X) le symbole (dans la quantification de Weyl) de ’opérateur
LE,Y LG,Y' . -On a

’ 2
a(X) = 271 + &y [ NI

o2 Y% —ain(z,-X,2,-X]
e

dz,dz, .
Y+Y
)

On commence par remplacer a(X) par a,(X) =a (X +
ce qui ne change pas la norme de ’opérateur.

Dans le méme temps, on effectue le changement de variables

T Y+Y
Z,=Qe)y s+ o+

2
T Y+Y
Z,=Qe)yPs— =+ ;
2 = (2€) 2 2

ce qui donne
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a,(X) = 2*(1 + 7y e~ [t

f exp — 7 {lIS + (%’)1/2 T+Y~=-VI%+1S— (%I )‘/2 (T+Y =Y}

e4i1r(2e',)—'1/2 [S,T] o—4in[X,T] gg
On pose

a,(X) =2"(1 + €?) ¢

’\1/2 r\1/2
[exp—nas+(5) X+ Y =01 +1X—(5) X+ Y=Vl
eim2e) ™12 8,X] 4g
de sorte que

a,(X) = 2° [ a,(T) e X T = (g, # 2778) (X) ,

ou & est la masse de Dirac sur I’espace de phase, et ou # désigne la
composition des symboles. Comme 27”8 est le symbole de I'opérateur
u V> i, avec (x) = u(—x), on voit que Op,,,(a,) et Op,,(a,)
ont la méme norme.

Introduisons Iisomorphisme o du dual de R?” sur R*” défini
par lidentité (X, =) = — [X, 0E]. (2.3)

La formule (1.3), appliquée dans le cas de deux fonctions sur
I'espace de phase, montre que a, n’est autre que la fonction de Wigner

2\ 1—p iy —anad
a,(X) =2""(1 +€?) e "H(e e )

(%) X+Y—-Y), 2 o-1X). (2.4)

Soit det Qy y+ le déterminant de la forme quadratique Z +— IIZIIf,,Y:
introduite dans la définition 2.1. On a alors (voir appendice) :
2
|(H(e —mn % e -7l Iy X.0-12)|
= 22(det Qy y)'/* exp — 47 (1 X1} v + 1 213 v}

d’ou
la,(X)| = 2°(1 + ")’ €""(det Qy y»'/?

exp— 2m(e IX + Y =Yl v+ HIXIF v).  (2.5)
En utilisant I’inégalité élémentaire

{ Opl/z (az) Il

<
bz iz < llaal

Ll
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on obtient
1

27me , N
10012 @), 2 2y < exp — T3 1Y = Yy o
ce qui termine la preuve du lemme 2.1.

THEOREME 2.1. — Soit Y +—— || |ly un champ de normes sym-
plectiques sur R*', d'ordre N, et soit k> N. L'opérateur A
défini par

1
A= [ &R, de, (2.6)

ou R, est définipar (2.1), est borné sur L*(RY).

Preuve. — L, y a été défini dans le lemme 2.1, et I'on pose

Lygy = (1+ e 252 M§ 2.7)
avec, grice a (2.2) :
vg
M =e? exp —m{ Op, (1 X — YI3)- (2.8)

Pour tout 6 €10, ¢[, et u € S(R"), ona
IR, sulf =1 (L, o dY)ul’
= 1+ e 5 () ME My ay ay') u,u)
<+ e [[ 1Mo M0

Compte tenu de I'inégalité élémentaire

A+ e ¥ <1 +e20)(1 + 269y

a2 oz | MY ull 1M ull dY dY'.

on a aussi

2
IR, s ulf <[] Wlig-ox Lae-ov i,z

” LthO,Y ull “ LthO,Y' u" dy dy' .
D’aprés le lemme 2.1, on a donc
” R u"2 ff —w(th($—6)) Ihy’— Y"Y Y'
ILyo vl ll Ly v ulldYdY' . (2.9)
Soit C, > 0 telle que ’on ait, pour tout {€[0,1]:
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(th _g)km—l
N—-1 Kk—1
—2 <o, j: Uh® — 0 Gh6) 0 110

=~ 2 2
ch“ (¢ —0)ch” 6
2am? S €-9
2
En notant que Pon a, pour une certaine constante C, > 0:

dE<C,(1 +11Y' =YI3 7,
2.11)

fw'(th(i’ —O _an—omiy-vid g
o ch*(¢—0)

on obtient, a 'aide de (2.9) et (2.10) :
¢ \k+N -1

1 R 24
2f0 p; I ﬁ,g“” ¢
ey
= (th 0)! _
<(,C,  Tare df)f(l +1Y = Y3y

” Lth 6,Y u " " LthG,Y' u” dY dY'

© (th 9)!
<Cf0 i do [ I L ull® aY

« (th 9)!
= cfo (-c—iﬁ)e_ (R, t,u)d0 = C(Au,u) .

Enfin, pour tout § > 0, on peut écrire

g- k-1
(h —)
2(Au, u) =fo g——z—?—— (Rm£ u,u) d¢
2

ch® >

(Rmi u,u) dt

< IR ull®d
= : wg U8

$ \k+N -1
+ C3;S“ f’ (th 5>§ llul® d¢
0 2

ch 2

< C,C8(Au,u) + C 87 [Jull®,

ce qui termine la preuve du théoréme 2.1.
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3. Sur la continuité des opérateurs pseudo-différentiels.

THEOREME 3.1. — Soit Y +> || |y un champ de normes sym-
plectiques sur R*', d’ordre N; soit k un entier >N, et soit
a € C**(R?") vérifiant les estimations

iViD)...V,D)aX)|<C
si p <2k etsiles Vi sont des vecteurs vérifiant || Villx<1.

Alors Op,(a) est borné sur L*(R).

Preuve. — Soit € ®D(R) réelle, positive, avec f(0) =1 et
f(® =0 pour t =C!,

Posons yX) = ff(IIX _ Tll%) dT . (3.1)

La condition (i) de la définition 2.1 montre que vy et L sont

des symboles d’ordre O de la classe associée au champ de normes,
i.e. vérifient les conditions exigées de a dans !’énoncé du théoréme 3.1.
On écrit alors

a =faT dT, (3.2)
avec
FAIX = TI3)
X)) =———aX). 3.3
ap(X) 0 a(X) (3.3)

On se raméne, comme il est usuel, & obtenir une borne pour
Il Opm(a)ll lorsque a € 8(R?") (cette borne ne dépendant que
des semi-normes en cause dans I’énoncé du théoréme 3.1) ; on peut
d’ailleurs supposer a réelle et enfin, par polarisation, se ramener
au probléme d’obtenir une borne pour (Opll2 @u,u) (ucesSR)).

Pour tout T € R?”, et tout s€ 10,1], posons

v —2ns~ X - Y2
g0 = (0., (2) [ T T anaY)u,u) G4y
et, par continuité,
2(0) = (Op, ), @y u, u)
(- D
k —1)!

(- ¥
k -—1)!

=g() —g'(D+--+ g (1)

fol F1g® () ds.  (3.5)
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1
Posons A; = :1; z W; (D)*, ou (W;) est une base symplectique
de R?”, orthonormale pour || |l .

On peut aussi écrire Ay = Opll2 (-l oEII%) , ou o aété défini
par(2.3), et 'ona

v 1 2 s
G) e amay = T, GO
s/ .
D'ott
k=1 (_ 1y 277
(Opl/z(a'r)u,u)": _‘, —]—|‘
poy !
' v [ -2mIX=YIT
0p, (2 [ e Ny ag(Y) dY) u, u)
' (__ l)k 2—k
LD 2
(k —1)!

fol #-1(0py, ((—i—) fe‘””_'"x_”% A% an(Y)dY) u,u) ds. (3.7)

D’aprés (1.9), ona

i(Opl/2 ((%)v e"”—l"x“’"%) u, u) < (Op,l2 (2" e_“s"x_Y"%) u, u) .

Le reste du second membre de (3.7) est donc borné par

2—k 1 _ w2
x_ 1! fo #1ds [ 1A% ap (V)| Opy, 2" ¢ > 'y y uyay |

Finalement
k=1 (— 1)/ 277
Opy,@u,u)= 3, T
i=0 :

Sy (2 f I N gy dY) u,u) dT

+ (erreur), , (3.8)
avec

27k 1
| erreun),| < =57 fo &1 ds

) _ 2
S 185 (V)1 0py, @2 e ™ Ty u yavar.  (3.9)

Sur le support de ap, ona [|Y — Tlly <1, et on peut alors
écrire
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1
i (erreur), | < C j; s*lds

2 2
ffe—nI‘Y—TIIT (Opl/z(zu e—2nsIlX—YllT)u,u) dY dT . (3.10)

En notant que

2 2
[T BT gy = (25 +1) " exp—n IX-TI2 ,
1+2s G.11)
on a enfin
! k-—l
|(erreur), | < C [ s Ry e o0 ds,  (312)

ou R, a été défini par (2.1); on applique alors le théoréme 2.1.

Ceci termine la preuve du théoréme 3.1, la méthode de majoration
du reste s’appliquant naturellement aussi aux termes réguliers du
développement.

4. Microlocalisation associée a une famille d’oscillateurs harmoniques.

LemME 4.1. — Soit Y V= || |ly un champ de normes symplec-
tiqgues sur R*, d’ordre N. Il existe € >0 et C> 0 tels que l'on
ait, avec la notation du théoréeme 2.1,

(R, u,u) =>C ' ul? 4.1)
pour toute u € $(R") .

Preuve. — Reprenons la démonstration du théoréme 3.1, dans le
casou a(X) =1 pourtout X. Posant, pour s€]0,1],

6o = [ (0pyu(2) [ M gV aY) w,u) dT, 42)
ona

G(0) = Jlull®

k{‘l (- l)i 2~/

dnened : '

1'=° f (0P1/2<2”f gAY A% ar(Y) dY) “’u)dT
(— n2*
(k - ! f a

[ (o, (3 )fe"”_l"’”"% Ak ar(Y)dY) u,u)ds. (4.3)



OSCILLATEUR HARMONIQUE ET OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS 213

Egalement,
6o -"S CYL I(l =L
j=0
j f(Opm(Z f —2miX-Y 2 AL aT(Y)dY)u,u) T
ED2 el de
) (k - 1! . .
j; (S—e)k 1<0p1/2 ((?) fe—21rs IX-YlT Al"cr aT(Y) a'Y)u,u) ds .

4.4)
Choisissant & > N, on vérifie alors, en utilisant les estimations

employées dans la preuve du théoréme 3.1, que 'ona |G(e)| = % Mk
pour € > 0 assez petit.

Utilisant 4 nouveau (1.9), on obtient

S (0pya(2” fe‘“e“x‘Y"% ax(Y)dY) u,u) dT > 2w

ce qui fournit (4.1) avec ’aide de (3.11).

THEOREME 4.1. — Soit Y +— || |y un champ de normes sym-
plectiques sur R?', d’ordre N. Pour tout entier j =0, et tout
= (y,n) €R?", soit Py, [espace engendré par les fonctions propres
de l'oscillateur harmonique Op1/2 l Xllf{) correspondant a la valeur

propre —12)— +7.

Soit A{( le projecteur orthogonal sur l'espace des fonctions
(de x) de la forme

\bY(x . y)e2i1r(x,n) , YUy € P_l{ )
n )
On pose Q,=3 f Ay dY :
j=0

pour n entier = 0 bien choisi, on a alors, pour une certaine constante
C > 0, lestimation, valable pour u € LZ(R") (Quu,u) = Yy ull®.

Preuve. — Remarquons d’abord que 2, est autoadjoint et borné
pour tout n, ce que I’on obtient par exemple par comparaison avec
R., € <1. Posons, pour Rez >0, et u €S(R"):

2
F@) = [ ©py, @ e ™™ Wy uyay : 4.5)
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c’est une fonction holomorphe, et le lemme 4.1 indique que

F(e) > C '|lul® pour e€>0 assez petit. Le lemme des trois
1 -z

1+z

pour |z| <1, d’aprés (1.8), par une série entiére 4 coefficients

positifs), montre qu'on a pour r <1, r — 1, ’estimation

Fr)=C ' =n" |lul? (4.6)

cercles d’Hadamard, appliqué a la fonction F( ) (représentable

valable pour »n entier assez grand.
Il suffit donc de prouver, pour » —> 1 — 0, 'estimation
F(r) SCQ,u,u) + C(L — )" ull?. 4.7)
Or, d’aprés (1.8),0na
FH=2"% (-0 a+n7" [ (ALu,u)ay
j=0

< (lzTr)u 2, u,u)

+(1 -y 20 -ni" +r)—f‘”f(A{,u,u)dY.

jzn+1

En écrivant
1 _ j—-n—1
(1- r)i—n—l 1+ r)‘"" = 3"‘“(1 + r)—n—u—l (3(1 r))

3—!'
1+r ’

14 N
expression majorée pour C bien choisie, et % <r<l,par C(%) 37
on obtient

F(r) < CQuu,u) + C(1 - " F(L),

ce qui termine la preuve du théoréme 4.1.

Pour tout Y € R*”, soit (Y§),q<, unebasede Py & ... ® P} ,

et posons
2im (x —!2- »n)

Pr(x) = Y3(x —y)e (4.8)

L’intérét du théoréme 4.1 est de permettre la décomposition
des fonctions de L?(R”) suivant les fonctions ¢y puisque, en posant,
pour u € L*(R") :

U, (Y) = (u, ¢%), (4.9)

ona Qum)= ¥ [u,(¥) gy . (4.10)

laj<n
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Introduisons maintenant l’espace F = @ L*(R?) ® S/(c")
=0
dont les éléments sont des systémes (Ua)lajlgn de fonctions de
L?(R?"), et I'application J : 8(R") — F définie par
Ju), (V) = (2, ) (Y). (4.11)

L’application J se prolonge en une isométrie de L*(R”) sur un
sous-espace fermé de F, et’onaaussi,si U= (U )EF:

QP I*UX) = ) fUa(Y)go‘{,(x)dY. (4.12)
lal<n

Soit maintenant a € 8'(R?”) un symbole, et soit K 1’opérateur
sur F de noyau K, dont les composantes sont définies par

K*(Y,Y) = [ a(X) Hgh, &% , X) dX

’

. ) - Y+Y
= e”’[Y’Y]fa(X) e2'"[Y‘Y'X1H(\[/Q,', vy, X — > )dx. (4.13)
Les formules (4.11) et (4.12) montrent que ’on a
K =1Q)0p,, Q,/*I* (4.14)
et
J*KJ=9,/>0p,,@ Q) (4.15)

identités qui montrent en particulier que l'opérateur K (sur F) et
Popérateur /2 Op,), (@) QM2 (sur L*(R")) ont la méme norme
(finie ou infinie) : un avantage de ce deuxiéme opérateur attaché a
a est que, dans de larges cas comprenant non seulement des opérateurs
pseudo-différentiels, mais aussi des opérateurs métaplectiques, ou
intégraux de Fourier, I’étude des noyaux K** définis par (4.13)
se raméne a une simple intégration par parties.

Dans le cas du champ de normes trivial, || lly = || Il,, on peut
prendre évidemment n = 0, et le lien entre Op, j2(a) et opérateur
K de noyau K(Y,Y’) donné par (4.13) peut se décrire aussi de la
fagon suivante : 4 une équivalence unitaire prés, on peut remplacer
K par K':

K'(Y, Y’) — 22v e4i1r[Y,Y'] fd(X) e4i1r[Y'—Y,X] (b(x —-Y - Y') dX ,
(4.16)
avec & =HW,y).

Le symbole &K' de I'opérateur associé est
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K'(X,E)=a x+9§-)q>(—x+§), (4.17)

ou o est défini par (2.3).
Définissons lisomorphisme A de R?” sur R?*” par lidentité
((x,8),A(y,m)=L{x,n)+(y, &), (4.18)
de sorte quavec (x,§)’ = (—x,§), ona la formule ¢% = (A™' E)".

Appliquant la transformation symplectique
x5 — (Fx-a'm,ax+ =),
on transforme XK' en K" avec
K'X,D=a(&+X+ @D -Aa" D)
d)(% (—X+X+ @A)+ A“E)) . (419)
L’opérateur K associé est en fait

K" = Op,,,(®") ® Op,, (@), (4.20)

avec a(x,§) = a(— &,x), symbole unitairement équivalent a a
(conjuguer par la transformation de Fourier), et &% (x| =d(—x,¥),
symbole de 1'opérateur de projection orthogonale sur x, avec

XG) = P(=x).

I en résulte que K" (donc K) et Op,,(a) ont la méme norme.

Appendice

Calcul de la fonction de Wigner de deux états propres
d’oscillateurs distincts.

Ce calcul est rendu nécessaire par les applications de (4.13), et
par la preuve du théoréme 2.1. Toute cette section repose sur le livre
de Maas [4].

Soit X == || X|l; une norme symplectique sur R?¥, et soit
V un repére symplectique de R?”, base orthonormale pour cette
norme. On a [|X||> =(T™'X,X), avec T=VV', et T varie dans
P,, espace de représentation du groupe symplectique, constitué des
matrices symplectiques définies > 0.
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A B
Si T =(B’ C) (A et C symétriques > 0),

_ 0 1 0 -1 cC -PB
Tl:(_1 o) T(1 0)=(—B A)’
et BA=AB’, CB=B'C, AC-B*=1.

Avec ¢, ={Z=X+iY, X et Y symétriques, Y >0},
Siegel associe 4 T la matrice Z = BC™! +iC™! € 8, . Nous poserons

ona

u(M=A=A"" - iA_lBE@V = {X +iY, X et Y symétriques,
X >0},

de sorte que iu(T) est la matrice associée & T~' dans la représenta-
tion de Siegel.

A B
S =( C D) appartenant au groupe symplectique opére sur les

repéres par V +— SV, sur P, par T + STS', sur §, par
Z+— (AZ+B)(CZ+D)™', et finalement sur &, par
A — (DA — C) (A +iBA)™' = S(A) : Tlimportant est que
si A=u(T), ona S{AY=u(STS).

LemME Al. — Si [|X]} = (T X,X) et wu(T)=A, un état
fondamental de L = Op,,(n I1XI1?) est, d une normalisation pres,
w = exp - W(Ax’x)

Preuve. — Avec B = (b;), etc.,ona

I X1} = (Cx,x) — 2(Bx, £) + (A, §)
et comme

Op,,(2(B —-I—(Eb a—+lTB)
P1/2( (Bx, &) = . ik Xk axi ) r s

ona ) 1 ) |
] _— i
L=1rEC,-kx,-xk + lzb]-kxk ™ _E By axiTk_*' 5 TrB.
j
Aussi,
ow 5 $ 2
=T 4ATW (X,
ax,. < i N u
¥ w
o, o, =471 w Z )\m. Aok X, X, — 271(,))\1.,“
/ up
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et enfin
wlLw =72 ¢y x;x, — 2inTby N, X, X,

1 l
T Z e Ny Mg X, X, > Zay Ny + 5 TrB.

Le terme constant est % TrAA + 2L TrB = % . La matrice

de la forme quadratique est le produit par 7 de

C—2iAB—-AAA=C-2i(A"' —iA"'B)B—- (A"~ iA"'B) (1 — iB)
. =C—ATB’-Al=0,

ce qui prouve le lemme.

Ce lemme montre d’ailleurs qu’un oscillateur harmonique est
caractérisé par I'espace engendré par son état fondamental puisque
A et A™'B permettent de reconstituer T .

On va maintenant considérer également des opérateurs définis
sur des fonctions sur I'espace de phase. L’espace de phase de R?”
considéré comme nouvel espace de configuration est constitué par
des couples (X, Z) € R*” x R*”.

DEFINITION Al. — Soient || I, et | ll, deux normes sym-
plectiques sur R*’, et soit XE€R?* : il existe un unique Y tel
que || X — Yllf + IIYII§ soit minimum, et on pose alors

(A, X, X) =4 {IIX = YII] + 1YII3 - i[X, Y]} .

On a ainsi défini une forme quadratique en X puisque, dans
une base orthonormale pour || |I; qui diagonalise || |l,,
IIXH% =2y Xi2 , on voit qu’il faut prendre Y; = (1 + u,.)“x,. ,
etalors [|X — YI? + I YI; = 2, (1 + p) ™' X7 .

LEMME A2. — Soient , et Y, deux états propres, corres-

pondant aux valeurs propres % +m et -; + n respectivement,
des oscillateurs harmoniques Wopl/z(IIXIIf) et 1r0p1/2(|[X||§).

Soit TEP,, telle que u(T)=A,,€ES,,. Alrs W(X) =
HW,, ¥,,X) est un état propre, correspondant d la valeur propre
v + m + n, de l'oscillateur harmonique w Op,/2 T'X,5),X, ).

Preuve. — Soient A, et A, les images dans&, de T, €P, et
T, €P, définissant les deux oscillateurs. D’aprés [4], p. 39, il existe
S symplectique telle que
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A
S(A) =1, S(A2)=J=( 1'.. ) , >0
Al)
Onadonc I=pu(ST,S"), J=u(ST, S, et
IS XI} =2Zx + &,
IST'XIE=2NxF + N1 g
Définissant M EMp () telle que M= SM +— M étant
I’homomorphisme métaplectique), et posant ¢, =M Y, , ¢, =M, ,
on voit que ¢, et y, sont des états propres, correspondant aux

v v .
valeurs propres 5 +m et 3 + n respectivement, de

1 02 1 oy 0%
wEx ——E——- et ﬂE)\x —-—27\, .
4 32

4r ax
Posons W = H(p,,y,), de sorte que W(X) = W(SX), et soit
f(X,E) = (T"(X, =), (X, E)), d’ou, en posant
L =7m0p,,(f(S'X,S'5),
Iégalité T0p,, (f (X, E) W(X) = (LW) (SX) .

Tout revient donc a prouver l'identité LW = w+m+n) Ww.
Avec A = An, exp — m(AX, X) est par définition de u un état
fondamental de 7 Op l/;,_(f(X, %)), et par suite exp —7(A S™ 1%, X)
est un état fondamental de L.

Comme
(AST'X,STIX) =4 {IIST'X = ZII} + 1 ZI; — i[ST' X, Z]}
pour Z réalisant le minimum de la partie réelle, on a aussi, avec
=(x,§ et Z=S'Y=8"(y,n):
(AST'X,S7'X) =4 {Z(x; — ¥’ + (& — )’ + N}
+N 0 —iZ(—xm; + )
pour (y,n) réalisant le minimum de la partie réelle.

I faut prendre y; =(1+ )\j)_lx , m=N0+ 7‘\,-)—l £, et
on trouve alors \
X E] >

\; .
(AS™ XS‘X)—42——1——-x + 41— x,
A+ /

i

2
1+ l+>\E

ce qui montre que exp —T(AS™'X,S™'X) est un état fondamental
de I'oscillateur associé a
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T = (A g) €P,, telle que

BI
Ja+nt 0
A'=4 t
( 0 (l+J)"> ¢
- 0 J-1DAJ+D!
AT'B=-2 ,
((J—l)(J+1)“ 0 )
D’ou
_1ta+n 0 _ 1/ O '3 -1
A‘4( 0 1+J)’B_ 2(1_1 0 ) e
J+1 0
C= .
(o J“(J+1))
Enfin
f(S7'X,8'E) = (CX, X) — 2(BX,E) + (AE, E)
it A+ Dx? + 7\+152+”‘_lga+lo\ l)xa
= X T — — —_— —_— _ —
4 N 2 A Cox 20 Y
1 1+xe* (H)\)_a’_
16m N 3x* 167 0¢?

expression ou I'on a négligé le signe de sommation et tous les indices j,
le probléme qui reste (calcul de LW) étant maintenant diagonalisé.
Ona

W, 0 =2 [ 0,6 +2) 5, (x — 1) e~ 4t dz

+1
A

et
~ . , A
LW(x,§) = 2”/ e~ 4z gy {(ﬂ(?\ +Dx2+ 7

gz) P P2
l>\'—1 — " — Y
—5_)‘\"‘ 2(‘[’1 0, T 9 9,) — 2m(\ — Dxzy, 9,

IR L O
l6r N 12T i) T

1+
A
+ (1 +N)229,0,) -

’ ’

P P2

Apres usage des identités d’intégration par parties

St gyds =~ [ evimtp, - 26,5; + 0,5

1672

et —4inzk - r = 1_ —a4inzE ¢ M — —n
fe E(p 0, + 91 0,)dz = 4i7Tfe (py 02 — v 9,)dz,
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il reste
LW, 8 =2 [ e ¥mtdz (r(h + 1) x? 0, 5, — 21\ — 1) xz9, B,

— 1 — 1 —1
+m(1+ x)22()01 Y, — Iﬂ-‘p'l,ﬁoz —m ISR

Utilisant enfin les équations différentielles

1 v
E‘P';zﬂ(x"‘zf%— —2—+m)‘p1
et
1 , v
m‘p; = m\(x — 2)* 9, —(5+n)¢2 ,

on obtient LW = w+m+ n)w, ce qui termine la preuve du
lemme A2.
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