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FORMES DIFFERENTIELLES
ET SUITES SPECTRALES

par Pierre-Paul GRIVEL

La théorie de Sullivan de I’homotopie rationnelle nécessite
Iintroduction de certaines formes différentielles définies sur un
complexe simplicial. Plusieurs auteurs ont démontré, plus ou moins
récemment, un théoréme de de Rham, a savoir que la cohomologie
de lalgébre différentielle commutative engendrée par ces formes
est isomorphe a la cohomologie singuliére du complexe.

L’objet de cet article est de montrer que I’on peut aussi obtenir
avec ces algébres de formes différentielles, une suite spectrale (théo-
réeme 5.1) analogue a celle de Serre. On donne ainsi une solution ef-
fective au probléme des cochaines commutatives tel que Thom I’avait
formulé (voir [11] exposé 17, p. 4). D’autre part, on peut appliquer
cette suite spectrale a la théorie du modéle minimal. On montre
(théoréeme 6.4) que si on connait le modéle d’une fibration, alors
la fibre du modéle donne le modéle de la fibre.

Pour des raisons de fonctorialité il est convenable de travailler
dans la catégorie des ensembles simpliciaux.

Dans les § 1 et 2, on définit la notion de faisceaux sur un en-
semble simplicial et celle de forme différentielle sur un ensemble
simplicial a valeurs dans un tel faisceau.

Les § 3, 4 et 5 sont consacrés a la construction de la suite spec-
trale. Celle-ci est obtenue en filtrant une algébre de formes différen-
tielles définies sur I’ensemble des bisimplexes d’une application. (L’idée
d’introduire les bisimplexes d’une application est due initialement a
Dress (voir [2])).

Dans le § 6 on donne une application de la suite spectrale a la
théorie du modéle minimal.
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Enfin dans le § 7 on montre que I’on peut aussi obtenir la suite
spectrale d’FEilenberg — Moore en utilisant ces algébres de formes
différentielles. Un résultat analogue, obtenu par une méthode un
peu différente, se trouve dans [18].

L’auteur a bénéficié largement de conversations avec A. Haefliger
lors de I’élaboration de ce travail.

1. Faisceaux sur un ensemble simplicial.

Toutes les notions que nous utiliserons concernant les ensembles
simpliciaux se trouvent dans [4] et [9] ; nous adopterons les notations
de [4] a une exception prés : nous désignerons ici par Ord la catégorie
dont les objets sont les suites [n] et dont les morphismes sont les
applications croissantes.

1.1. Soit X un ensemble simplicial. Comme il y a une bijection
entre l'ensemble X, des p-simplexes de X et Iensemble
Hom,g, . (A[p] ; X), on peut considérer X comme une sous-catégorie
pleine X de la catégorie AEns/X.

A une application simpliciale f:X —> Y est alors associé
un foncteur f: X — Y.

1.2. Un faisceau & sur X a valeurs dans une catégorie C est un
foncteur contravariant de X dans C.

On note & (x) l'objet de C associé 4 x €EX par & ; on note
Fi(o;x) @ F(a*x) —> Fi(x) le morphisme de C associé par & au
couple (a;x) ou a: [p] — [q] est une application de Ord et
x€X,.

Un morphisme de faisceaux est une transformation naturelle
de foncteurs. :

1.3.Si f: X —> Y est une application simpliciale et si & est un

. . . o] £ .
faisceau sur Y, le faisceau image réciproque f F est le faisceau
Giof.

Si C est une catégorie abélienne, on définit d’une fagon évidente
la notion de suite exacte de faisceaux sur X.
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1.4. Considérons le cas ou % est un faisceau sur X 4 valeurs dans
la catégorie AC des objets simpliciaux de C. Pour chaque simplexe
x €X, & (x) est un objet simplicial de C; pour chaque application
o:[p]— [q] dans Ord et pour chaque simplexe xX€X,,
F(a;x) : F(a*x) — F(x) est un morphisme simplicial de C.

Alors une section s de & consiste 4 associer a chaque p-simplexe
x € X, pour chaque entier p =2 0, un élément s(x)ec‘%'l(x)p de
facon que pour toute application o« : [p] — [q] dans Ord et
tout simplexe xEXq on ait F(a;x)(s(x*x)) = a*s(x). En
particulier si & est un faisceau constant sur X, c’est-a-dire si pour
chaque simplexe x €X ona Ji(x) =M ou M est un objet de AC,
alors une section est simplement une application simpliciale de X
dans M.

1.5. Considérons encore le cas o £ est un faisceau sur X a
valeurs dans la catégorie Ab des groupes abéliens et supposons
que pour tout entier p =1, pour tout simplexe x€X,, et
pour tout 0 <<i< p, les morphismes de groupe abélien £(9; ;x) :
£(d;x) —> £(x) soient des isomorphismes. On dit alors que £ est
un systéme de coefficients local sur X (voir [15]). Dans ces condi-
tions on peut définir, pour chaque O-simplexe x € X, une action
du groupe fondamental w,(X;x) sur le groupe abélien £(x). Si
cette action est triviale on dit que £ est un systéme de coefficients
simple ; dans ces conditions, et si de plus X est connexe, alors tous
les groupes £(x) sont canoniquement isomorphes.

2. Formes différentielles sur un ensemble simplicial.

2.1. Soit ¥ wun faisceau sur un ensemble simplicial X, a valeurs
dans la catégorie DGV des k-espaces vectoriels différentiels gradués
(k désigne un corps de caractéristique 0).

Les faisceaux que nous considérerons plus loin (cf. remarque 4.5)
vérifieront la condition suivante que nous supposons satisfaite dés a
présent : il existe un systéme projectif F}jey de faisceaux sur X
telque & = lim &, .

7



20 P.P. GRIVEL

2.2. Désignons par §2(A) lalgébre différentielle graduée simpliciale
dont la composante de dimension p est I'algébre différentielle graduée
(AP) des formes différentielles sur le simplexe géométrique AP
dont les coefficients sont les polynéomes sur k£ en les coordonnées
barycentriques de A?. On définit un faisceau (A ;%) sur X a
valeurs dans la catégorie ADGV de la facon suivante : a chaque
simplexe x € X on associe I’espace vectoriel différentiel gradué
simplicial £(A) ® Fi(x) dont la composante de dimension p est
I’espace vectoriel différentiel gradué

QAP F(x) = lir_n (Q(A%) @ F,(x)) .
j
Si d' est la différentielle de de Rham de (AP) etsi d'' est
la différentielle de 9K(x), alors sur Q(AP) ® F(x) on a défini la
différentielle d =d' ® 1+ 1® d".
Un morphisme u:& —> § de faisceaux sur X induit un
morphisme, noté 1 ® u, de (A ;%) dans Q(A;Q).

Si & prend ses valeurs dans la catégorie DGA des k-algébres
différentielles graduées commutatives alors $2(A ;%) prend ses
valeurs dans la catégorie ADGA .

2.3. Soit % wun faisceau sur I’ensemble simplicial X a valeurs dans
la catégorie DGV .

Une section du faisceau (A ;&) s’appelle une forme diffé-
rentielle sur X a valeurs dans .

L’ensemble de ces sections forme un k-espace vectoriel A(X ;%)

qui s’identifie 4 un sous-espace de } &Hx (R2(AP) ® Fi(x)). On note
p>0p

A" (X ;%°) le sous-espace des formes de bidegré (r,s) c’est-a-dire
des formes w € A(X ;&) telles que, pour tout simplexe x €X,,
pour tout p=>0, on a wWXx)EQN (AP)®F°(x). La différentielle
d induit une différentielle d sur A(X ;%) définie en posant
(dw) (x) = dw(x).

Si % prend ses valeurs dans la catégorie DGA alors A(X ;%)
a une structure de k-algébre différentielle graduée commutative.

Enfin A( ;%) est un foncteur contravariant sur la catégorie
AEns .
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2.4. Cas particulier : Supposons que & est le faisceau constant M
(M est un k-espace vectoriel homogéne de degré O avec différen-
tielle nulle et on suppose que g, = M pour tout jE€J). Alors une
forme différentielle sur X & valeurs dans M est simplement une
application simpliciale de X dans S2(A)® M. On pose
A(X ; M) = Hom,g,, (X ; 2(A)® M) ; en particulier on écrit A(X)
au lieu de A(X ; k). On retrouve ainsi la définition habituelle des
formes différentielles sur un ensemble simplicial (voir par exemple

[1D.

On a un théoréme de de Rham simplicial avec coefficients M :
I'application linéaire de A(X ; M) dans le complexe des cochaines
simpliciales C(X ; M) définie par intégration sur les simplexes induit
un isomorphisme en cohomologie. La démonstration est analogue
au cas M = k qui est traité dans [1]. (Ce dernier résultat est encore
vrai si 4 la place d’un faisceau constant M on prend un systéme de
coefficients local £).

Si 1 est une partie finie de 'ensemble des simplexes de X,
notons X' le sous-ensemble simplicial de X engendré par I; on
a X = li_r)n X'. On en déduit que AX;M) =AX)®M ol on a

I
pos¢ AX)®M = lir_n (AXHY® M). De plus en utilisant le
1
théoréme de de Rham et en remarquant que [’espace vectoriel

d’homologie Hi (XI ; k) est de dimension finie, on voit que
H*(AX ; M)) = H*(A(X)) ® M.

2.5. Revenons au cas général et remarquons que A(X; ) est un
foncteur sur la catégorie des faisceaux sur X.

On peut alors vérifier, par calculs directs et en utilisant la propriété
d’extension des formes différentielles définies sur le bord d’un simplexe
(voir [1] ou [6]) que ce foncteur est exact dans le sens suivant :

PROPOSITION. — Si 0 — & —> @B ——> C —> 0 est une suite
exacte de faisceaux sur X telle que la suite de faisceaux simpliciaux

0— Q(A; VL3 QA:B)L2% QA:@) — 0 soit exacte,

alors la suite 0 —> A(X:@)—> A(X:®R) —> A(X:€)—> 0
est exacte.
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2.6. En particulier si & est un faisceau sur X a valeurs dans la caté-
gorie DGV, considérons les faisceaux %° = Ker(d" :5° —> g,
B =Imd" 57— %) et H5G)= %°/@3°. Supposons que
les trois suites exactes évidentes (voir [5] p. 165) que I'on peut écrire
avec ces faisceaux vérifient les hypothéses de la proposition. Dans
ces conditions on a

COROLLAIRE. — H'(A(X ; %)) = AX ;4°@)) (ou H'(AX ;%))
est la cohomologie de A (X ;%) calculée avec la différentielle 1 ® d'').

3. Les bisimplexes d’une application.

A une application simpliciale surjective f: E — B on va
associer un ensemble bisimplicial dont la cohomologie sera isomorphe
a celle de E. C’est une filtration de I’algébre des formes différentielles
sur cet ensemble bisimplicial qui induira une suite spectrale pour f.
Nous commengons par décrire briévement la construction des formes
différentielles sur un ensemble bisimplicial, qui généralise celle des
formes différentielles sur un ensemble simplicial.

3.1. Considérons I'algébre différentielle graduée bisimpliciale §2(A x A)
dont la composante de bidimension (p;q) est I'algébre différentielle
graduée $2(AP x A?) des formes différentielles sur AP x A? dont
les coefficients sont des polyndmes sur k£ en les coordonnées bary-
centriques de AP et A?. Cette algébre est bigraduée car on a
QA7 x A7) = Q(AP) @ Q(AY).

Soit X un ensemble bisimplicial.

Une forme différentielle sur X est une application bisimpliciale
w de X dans QA x A).

La différentielle d d’une telle forme, ainsi que le produit de
deux telles formes, se définissent d’une facon évidente ; on pose,
pour x €X,,,

dw)x)=d'®1+1®d") wx)
(ou d’ est la différentielle de de Rham de £2(AP), resp. §2(A%)).
On note A(X) lalgébre différentielle graduée des formes différen-
tielles sur X et on remarque que A( ) ést un foncteur contravariant
sur la catégorie A2Ens des ensembles bisimpliciaux. De plus ce fonc-
teur est bigradué.
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Le théoréme de de Rham bisimplicial est encore vrai : ’application
linéaire de A(X) dansle complexe simple C(X), associé au complexe
double donné par X, définie par intégration sur le produit des sim-
plexes, induit un isomorphisme en cohomologie. La démonstration
est analogue a celle du théoréme de de Rham simplicial une fois que
I'on a remarqué qu’on a une propriété d’extension pour les formes
différentielles définies sur le bord du produit de deux simplexes (voir

[61).

3.2. Soit X un ensemble simplicial ; on peut lui associer d’'une maniére
naturelle un ensemble bisimplicial X : la composante de bidimension
(p;q) de BX -est I’ensemble X, pour tout g = 0; les opérateurs
horizontaux sont ceux de X, les opérateurs verticaux sont tous
I’'identité.

On a un isomorphisme A(BX) = A(X).

3.3. Soit maintenant f: E —> B une application simpliciale sur-
jective. On définit I’ensemble bisimplicial S(f) dont la composante
de bidimension (p ; q) est 'ensemble Spq(f) des couples (w ; u)
d’applications simpliciales telles que le diagramme suivant soit com-

mutatif
w

Alp] x Alg] —2— E
pr j f
Alp] ——— B

Une application (a;B): [p] x [gl— [p'] x [¢'] dans la catégorie
Ord x Ord donne une application

o* x B* 1 Sy f) = S,,(f)
définie en posant (a* x B*) (w;u) = (wo (a* x *);u o a*).

On remarquera que la définition de ’ensemble bisimplicial S(f)
est fonctorielle par rapport aux changements de base. Si g : BB—— B
est une application simpliciale et si f' est le pull-back de f par g
on a une application bisimpliciale g : S(f') —> S(f).

On notera enfin que si I’on fixe un des indices de S(f) on obtient
un ensemble simplicial ; on peut donc considérer S(f) comme un
objet simplicial de la catégorie des ensembles simpliciaux.
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3.4. Pour chaque entier ¢ = 0 la projection A[p] x Alqg] — A[p]
induit une application simpliciale aq: E — S.q (f) qui est une
équivalence d’homotopie ; en particulier a., est un isomorphisme
de E sur S.,(f). Ces applications donnent naissance a une appli-
cation bisimpliciale a : BE —> S(f).

De méme les applications simpliciales p., :S.,(f) — B
définies en posant P4 (w;u) = u, donnent naissance a une appli-
cation bisimpliciale p : S(f) — (B.

Ces différentes applications rendent commutatif le diagramme
suivant :

S(f) «—%— BE

N

BB

3.5. PROPOSITION. — L'application  bisimpliciale a: BE — S(f)
induit un isomorphisme H(a) : H*(BE ; k) — H*(S(f) ; k).

Démonstration. — voir [2].

3.6. Appliquons le foncteur A au diagramme du No 3.4. Posons

A(f) = A(S(f)). Compte tenu de 3.2 on a un diagramme com-

mutatif dans la catégorie DGA
¥

a
A(f) — A(E)
p* r*
A(B)
La proposition 3.5 et le théoréme de de Rham bisimplicial entrainent

que a* est un quasi-isomorphisme, c’est-d-dire que a* induit un
isomorphisme en cohomologie.

4. Le systéme de coefficients.

Etant donné une application simpliciale surjective f: E— B
on va construire un faisceau sur B, qui sera un systéme de coefficients
local lorsque 'on prendra pour f une fibration. Ce faisceau est défini
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a partir de I’ensemble des simplexes de f qui sont au-dessus d’un
simplexe de B.

4.1. Soit f: E — B une application simpliciale surjective et
considérons B comme une catégorie B (cf. 1.1). On définit un
foncteur

F:B — AEns
en posant, pour tout simplexe ¥ €B,, pour tout p =0, et pour
tout ¢ =0, F,(u) = {wl(w;u) €S, (f)}.
Si a: [p] — [p'] est une application dans Ord etsi u €B,,
alors F(a;u) est lapplication simpliciale de F(u) dans F(a*u)

définie en posant F(a;u) (w) = wo (o x IA[q]) si we Fq(u). La
composition de foncteurs

B > AEns %> DGA

définit un faisceau % sur B a valeurs dans la catégorie DGA (cf. 1.2).

4.2. Pour chaque entier s = 0 considérons le faisceau ¥€°(%) sur B
a valeurs dans la catégorie Ab défini au No 2.6.

THEOREME. — Si f: E —> B est une fibration de Kan (voir
[9] p. 14 ss) alors 32°(F) est un systéeme de coefficients local sur B.

Démonstration. — Remarquons que si ¢, ¢ : X—> Y sont
deux applications simpliciales homotopes, les morphismes
¥ Y*: A(Y) — A(X) sont égaux sur la cohomologie. Alors
le théoréme est une conséquence immédiate du résultat suivant.

4.3. PROPOSITION. — Si f: E—— B est une fibration de Kan, les
applications simpliciales F(9;;u) sont des équivalences d’homotopie.

Démonstration. — Pour fixer les idées traitons le cas i = 0 et
pour simplifier les notations posons A = F(9,;u) : F(u) — F(d,u)
ou u €B,. La proposition résulte alors du lemme suivant :

4.4. LEMME. — Il existe une application simpliciale u: F(dyu) — F(u)
telle que Nop = lgq .-
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L'application  simpliciale k= po X : F(u) — F(u) est
homotopea lg(,,.

Démonstration. — L’application u se construit par récurrence
sur la dimension des simplexes en utilisant le théoréme 6.4 du chapitre
I de [9]. L’homotopie & : F(u) x A[1] — F(u) entre k et lg,
se construit d’une maniére analogue.

4.5. Remarque. — Soit 1 une partie finie de 'ensemble des bisimplexes
de S(f) et notons S(f): le sous-ensemble bisimplicial de S(f)
engendré par 1. Ona S(f) = lim S( .

1

Le foncteur F introduit dans 4.1 est la limite inductive des
foncteurs F': B — AEns définis de la fagon suivante: a tout
simplexe u€B,, pour tout p =0, on associe 'ensemble sim-
plicial Fl(u) dont la composante de dimension g est I’ensemble
Fow) = (wiw;u) €S, (f)}.

En composant le foncteur F' avec le foncteur A on obtient
un faisceau &; sur B a valeurs dans la catégorie DGA. On a alors
& = lim .

<«

1

On peut maintenant appliquer les constructions de 2.3 pour
définir I'algébre A(B ;%) des formes différentielles sur B a valeurs
dans ce faisceau . C’est dans le but de montrer que cette algébre
est isomorphe au terme E, d’une certaine suite spectrale que 'on
a di introduire le produit tensoriel complété pour la définir.

5. La suite spectrale d’une fibration.

Ce paragraphe est consacré a la construction d’une suite spectrale
analogue a celle de Serre (voir [13]), mais obtenue 4 partir d’une
algébre de cochaines commutatives. Nous n’insistons pas sur le fait
que les corollaires immédiats de la suite spectrale de Serre sont encore
vrais dans notre cas.

5.1. THEOREME. — Soit f: E — B une application simpliciale
surjective.



FORMES DIFFERENTIELLES ET SUITES SPECTRALES 27

a) Il existe une k-algebre différentielle graduée A(f), un
quasi-isomorphisme a* : A(f)— A(E) et un morphisme p*
A(B) — A(f), quirendent commutatif le diagramme suivant

A(f) —E— AE)

N,

A(B)

b) Il existe une filtration de l'algébre A(f) induisant une suite
spectrale du premier quadrant qui converge vers H*(A(E)). Les
termes E; (i = 0,1,2) sont donnés par

Ej = A"(B ;5°)
B} = A'(B ;5¢°(9))
EY = H'(A(B ; 5¢°(9)))

ou % est le faisceau sur B a valeurs dans la catégorie DGA défini
au N° 4.1.

Cette suite spectrale est multiplicative et naturelle par rapport
aux morphismes de changement de base.

c) Si f est une fibration de Kan, 3€°&) est le systéme de coef-
ficients local sur B qui associe & chaque point (un 0-simplexe et ses
dégénérés) de B la cohomologie de la fibre de f au-dessus de ce
point.

d) Si de plus B est connexe et si le systeme de coefficients
e (F) est simple, ona

EY = H'(A(B)) ® H’(A(F))
ou F estla fibrede f.

Démonstration. — La partie a) du théoréme résulte de 3.6 ; la
partie c) résulte de 4.2.

Démontrons la partie b). Disons qu’un élément w € A(f) est
de filtration n si pour tout bisimplexe (w;u)ES, (f) on a
ww ;u) Ergbn Q' (AP) ® Q(A?) ; autrement dit on considére la

premiére filtration du bicomplexe A*™*(f) et la suite spectrale
quelle induit (voir [10] chap. XI, § 6); on a donc Ej = A"°(f).



28 P.P. GRIVEL

D’aprés la remarque 4.5 on peut considérer 1'algébre A(B ;%)

des formes différentielles sur B 4 valeurs dans %, ou % est le
faisceau sur B défini au N° 4.1.

On définit une paire de morphismes, inverses 'un de Pautre,
@
A'B;F) == A"*(f)

de la facon suivante: soit WEA'(B;F°); si u€ Bp on a
wU)EQ(AP) ®F*(u) ; maispar4.1,et2.40ona

(A7) ®F (u) = Q'(A%) & A*(F(u)) = A°(F(u) ; Q" (A%)) ;

alors &®(w) est lapplication bisimpliciale définie en posant
P(w) (W u) = w)(w) ou (W;u)ES, (f).

Maintenant soit wW€A™(f):; si u€ B, alors y(w) ()
s’identifie a 'application simpliciale définie en posant

Y(w) ) w) = wlw;u) ou WEFq(u).

La différentielle d, étant induite par la deuxiéme différentielle
du bicomplexe A**(f), elle s’'identifie par 'isomorphisme ¢ 4 la
différentielle 1 ® d du complexe A(B ;%). On adonc

Ef =H(A'B;9);184d).

Mais compte tenu de 2.4 on est dans les conditions oui on peut appli-
quer le corollaire 2.6. Donc E} = A"(B ;3%°(%)). Par cet isomor-
phisme la différentielle d, sidentifie a la différentielle d ® 1 du
complexe A(B ;%°&)); donc E; = H'(A(B ;5°))).

Démontrons enfin la partie d) du théoréme. Les hypothéses
impliquent que %€°(%) est le faisceau constant H°(A(F)) ou F
est la fibre de f au-dessus d’un point de B ; alors d’aprés 2.4 on a
H (A(B ; H'(A(F)))) = H' (A(B)) ® H*(A(F)), le produit tensoriel
étant complété relativement aux parties finies de ’ensemble des sim-
plexesde B.

6. Le modéle d’une fibration.

Comme application du théoréme précédent nous montrons que
si on connait le modéle minimal d’une fibration, alors la fibre du
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modele est le modéle minimal de la fibre. On en déduit ensuite que le

modéle d’un pull-back est le pull-back du modéle. On suppose dans
ce paragraphe que k = Q.

6.1. Soit F —— E -5 B une fibration de Kan d’ensembles sim-
pliciaux pointés telle que F est la fibre de f au-dessus du point-
base de B.

On suppose dans toute la suite de ce paragraphe que E, B et
F sont connexes, que B est simplement connexe et que H*(B ; Q)
ou H*(F ; Q) sont de dimension finie en chaque degré.

6.2. Soit (@ ; Y) un modéle de B ; @3 est une Q-algébre différen-
tielle graduée augmentée et ¢ : 3 —> A(B) est un quasi-isomor-
phisme préservant les augmentations. D’aprés la théorie des algébres
minimales (voir [16], ou [7] proposition du § 1.3, ou [8] théoréme
6.1), le morphisme f*o ¢ :@® —> A(E) admet pour modéle mi-
nimal le fibré algébrique (R @37 ;¢). Rappelons briévement ce que

cela signifie. C’est une (3-algébre différentielle 3 ® i, ou F est
une algébre libre L(V) sur un espace vectoriel gradué positivement,
dont la différentielle d, donnée par d,® 1+ 1®d; +1Q®7
ou 7:% —> @B ®F est une dérivation de degré + 1 telle que
7(F) C k&>91 ®B* ® ¥, vérifie la condition d(1 ® v) EB ® L(sq,_, V)

pour tout vEVY. De plus ¢:®B @E’Z —> A(E) est un quasi-

isomorphisme. Dans le diagramme

RLBTLg
T

j est une inclusion et i est induit par 'augmentation €, de @.

6.3. Comme Keri est I'idéal de 3 ® ¥ engendré par j (Kere,)
et que (* o f* s’identifie 4 I'augmentation de A(B) (qui est induite
par l'inclusion du point base), il est facile de définir un morphisme «
qui rende le diagramme suivant commutatif

] @ > A(F)
i IL*
RVF > A(E)
7 @
| E
@R — A(B)
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6.4. THEOREME. — Supposons que les hypothéses de 6.1 sont satisfaites
et supposons de plus que 7(F)C ® @R* ® &. Alors o est un quasi-
isomorphisme. k=2

(Cela signifie donc que (& ; ) est le modéle minimal de F).

Démonstration. — On considére, avec les notations précédentes et
celles de 5.1, le diagramme commutatif suivant :

g = > A(F)
/

7 *
i a/7A( N g .
®® @f_—_r —SA(E)
f] p* r*

®R > A(B)

v

Comme a* est un quasi-isomorphisme surjectif et que ® ® § est une
T

algébre minimale sur @B, il existe un quasi-isomorphisme ¢ qui

factorise ¢ (voir [8] théoréme 5.19).

On filtre I'algébre A(f) comme indiqué dans 5.1 ; les éléments
de filtration k de l’algébre @3 01957 sont ceux de I’idéal engendré par

?k ®R° ®% . Le morphisme ¢ préserve ces filtrations, donc il induit
pZ

un morphisme de suites spectrales. Compte tenu des hypothéses on
peut appliquer le lemme du § 1.4 de [7] et la partie d) du théoréme 5.1
ci-dessus ; on a donc un morphisme

PPe . BP9 (03 @%) = H? (@) ® H? (@) — E£Y(A(f))

= H? (A(B)) ® H?(A(F))
tel que

]

95 = ¢*: H?(®) — HP(A(B))
939 = a* : HY (%) — HY(A(F))
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Mais par hypothése ¢* : H* (@@ %)——> H*(A(f)) et y* sont
des isomorphismes ; donc par un théoréme de comparaison (voir [11]
exposé 3 théoréme B), o* est un isomorphisme.

6.5. Plagons-nous toujours dans la situation décrite dans 6.1. Soit X
un ensemble simplicial 1-connexe et une application simpliciale
h:X—> B. Notons f':X X E — X le fibré induit de f par 4.

Soit (@ ; Yp) le modéle minimal de B et (& ; Yy) le modéle
minimal de X. Il existe un morphisme 6 : 3 —> & tel que A* o Yy
soit homotope d Yy o 0. (voir [8] 6.27).

Si 63—-* ) ® G —-—’w est le modéle de f constrult ci-dessus,

considérons le flbre algébrique induit & SN £C®£’F-——->d' ou
T'=0®1)or. (voir [7] § 1.4).

6.6. THEOREME — Sous les hypotheses de 6.5, le fibré algébrique induit

& > x @ Gi SN 9 est le modéle minimal du fibré induit f'.

Démonstration. — Considérons le diagramme suivant

id
A(F) : SA(F)
g AN
Op /,/’ 125'¢ )

- ‘o
6'/////' cr// x "*
d!__:_——————-)dlA
f id i

L* l-l |
. |
! LA

. 2 E % (X3E)
=" v
BYF—— —— ———=TET pr
A
E3
f |
|
] lh*
o AAD = AX)
/»"‘Px’”’ ; Ux
B== >
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dans lequel les faces latérales en traits pleins commutent et le carré
inférieur commute a homotopie prés.

D’aprés la théorie de I'homotopie des fibrés algébriques (voir
9.15.4 et 9.22 de [8]) il existe un morphisme ¢%, homotope a
h'* o pp, et un morphisme oy, homotope & oy, tels que le plan
diagonal commute.

Maintenant on définit un morphisme ¢y, qui factorise ¢ et
rend commutatif la face latérale droite du diagramme, en posant
ex(x® D) =f"*o Py(x) et ox(1®p)=¢k(1®y).

On applique a cette face latérale droite le méme raisonnement
de suite spectrale que dans la démonstration de 6.4, mais cette fois
ce sont Y% et of quisont desisomorphismes. Alors par un théoréme
de comparaison, (voir [11] exposé 3 théoréme C), ¢% est un isomor-
phisme.

6.7. Remarques. — Nous terminons ce paragraphe en signalant quelques
résultats obtenus a partir de la suite spectrale du théoréme 5.1.

1) Soit f: E —> B un fibré principal de fibre K(7;#n) ou «
est un groupe abélien de rang fini. Posons V =7 ? Q et considérons
I’espace vectoriel V, de dimension finie, comme homogéne de degré
n. Si B est un modéle de la base de f, alors il existe sur ’algébre
@B® L(V*), ou L(V*) est l'algébre libre sur le dual de V, une
dérivation 7, ne dépendant que de la classe d’homotopie du classi-
fiant k: B— K(m;n +1), telle que B® L(V*) soit le modéle
de f.

2) Supposons maintenant que f: E —> B est une fibration
nilpotente et soit 33 un modeéle de B. Alors en raisonnant par récur-
rence sur le raffinement principal de la tour de Postnikov de f on
peut construire une algébre libre nilpotente 9T telle que @B ® 9¢, ou
la dérivation 7 ne dépend que des invariants de Postnikov partiels,
soit un modéle de f. Le théoréme 6.4 est donc encore valable dans
ce cas : I'algébre 9C est le modéle minimal de la fibre de f.

3) On peut construire . un modéle pour I’espace .des chemins
libres sur un espace. Par pull-back on retrouve les résultats de [16]
et de [17] concernant un modéle pour I’espace des chemins d’origine
fixe et pour I’espace des lacets libres.
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On peut aussi construire un modéle pour I’espace des sections
d’un fibré (voir [12] exposé 3).

7. La suite spectrale d’Eilenberg-Moore.

Dans ce paragraphe, on montre qu’il est possible de construire
la suite spectrale d’Eilenberg-Moore (voir [3]) & partir des algébres
de formes différentielles qui ont été définies précédemment. (Signalons
que dans [18] Wu Wen-Tsiin a démontré un résultat analogue).

7.1. On considére la catégorie dont les objets sont les carrés cartésiens

~

7 ——=Y

~
~

X——>B
4
d’ensemble simpliciaux pointés. On suppose que tous les espaces sont
connexes, que B est simplement connexe et que la fibre F de f est
de type fini (c’est-d-dire H*(F ; k) est de dimension finie en chaque
degré).

7.2. En appliquant le foncteur A au carré ci-dessus on obtient un
diagramme de k-algébres différentielles graduées

g ]

A(Z) = g A(Y)
* r*
AX) = A(B)

A l'aide des morphismes g* et f* on peut considérer A(X) et
A(Y) comme des A(B)-modules différentiels gradués ; il est clair
que H*(A(X)) et H*(A(Y)) sont alors des H*(A(B))-modules
gradués.
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7.3. THEOREME. — Sous les hypothéses de 7.1 il existe une suite spec-
trale du deuxiéme quadrant, multiplicative et naturelle, dont l'aboutis-
sement est H* (A(Z)) et telle que

E; 7% = Tory2d ) (H*(A(X) : H*(A(Y)) (p>0,4>0).
Démonstration. — D’aprés la remarque de 3.3 Papplication sim-

pliciale g induit une application bisimpliciale g : S(?) —> S(f).
On a alors, avec les notations de 5.1, le diagramme commutatif

~ g*
A(f) A(f)

|

~

*

g
A(Z) =——A®X)

]

A(X) <—gT-—A(B)

A l'aide du morphisme p* on peut considérer A(f) comme un
A (B)-module différentiel gradué.

7.4. LEMME. — Il existe une sous-k-algebre différentielle graduée A
de A(B) quiest O-réduite et quasi-isomorphea A(B).

Démonstration. — On pose A° =k ; on prenq pour A' un
supplémentaire de dA®(B) dans A'(B); on pose A’ = A’(B) pour
j=2.

Suite de la démonstration de 7.3 : On peut évidemment considérer
A(X) et A(Y) comme des A-modules différentiels gradués. Alors
d’aprés le théoréme 1.2 de [14] il existe une suite spectrale du
deuxiéme quadrant, multiplicative et naturelle, qui aboutit a
Tor, (A(X) ; A(Y)) et telle que

Ez'l’rq = Tor;leif\) (H*(A(X)) s H* (A(Y))) .

Maintenant il est clair que

Tor (H*(AX); H* (A(Y))) = Tor

H*(A) 1 (a gy (T (AX); H* (A(Y)))
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De plus comme a*: A(f) —> A(Y) est un quasi-isomorphisme
il résulte du corollaire 1.3 de [14] que
Tor, (A(X) ; A(f)) = Tory (A(X) ; A(Y)) .

Enfin comme a@* : A(?) —> A(Z) est aussi un quasi-isomorphisme,
tout revient donc a démontrer le résultat suivant :

7.5. LEeMME. — Tor, (A(X) ; A(f)) = H* (A(?)).
Démonstration. — Le morphisme composé

AX) ® A(H)Z2E5 Ao A 25 A
induit un morphisme ¢ : A(X) ? A(f)— A(?).

Soit P - A(X) — 0 une A-résolution libre propre de
A(X). On peut prendre par exemple pour P la bar-résolution ; on
rappelle que pour tout entier n =0 et p=0, P™™? est alors la
composante de degré p du produit tensoriel A ® A ®...® A® A(X)
dans lequel I'idéal d’augmentation A de A figure n fois. Les dif-
férentielles sont données par des formules bien connues.

L’augmentation € induit un morphisme
P® A — AX)® A(S)
qui par composition avec ¢ donne un morphisme
0:P® A(f) — A().

Par définition on a 0* : Tor, (A(X) ; A(f)) — H*(A(?)). Notons
sP le complexe simple associé au complexe double P. On filtre
sP par le degré ; la filtration de A(f) est celle de 5.1 ; alors on
définit sur s PQIE) A(f) la filtration produit tensoriel. On a
E0(=SP<IX\) A(f))-= éP% Eo(A(f)) et la différentielle d, est in-
duite par 1®d, ou d, est la différentielle de E,(A(f)). On

a donc, d’aprés 5.1 et puisque B est simplement connexe et que la
fibre F de f est de type fini,

E,(sP® A() = (sP® A(B)) ® H¥ (A(F)).

La différentielle d, est induite par dgp ® 1 + 1 ® dy(p. Le mor-
phisme évident sP ? A—> 5P ;8\) A(B) entraine que
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% — *
H*(sP) = H (;Pg? A(B)) .
De plus il est facile de vérifier que H*(sP) = H*(A(X)) puisque P
est une résolution propre. On a donc

E,(P @ A(f)) = H* (A(X) @ H* (A(F)).

Maintenant en filtrant A(?) par le premier degré on obtient, d’aprés
5.1 et compte tenu des hypothéses 7.1,

E, (A(f)) = H*(A(X)) ® H* (A(F)).

Par calcul direct on vérifie que 0 préserve les filtrations. Enfin ces
filtrations sont réguliéres ; donc 0* est un isomorphisme.
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