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PROPAGATION DES SINGULARITES
POUR LES OPERATEURS DIFFERENTIELS
DE TYPE PRINCIPAL, LOCALEMENT RESOLUBLES,
A COEFFICIENTS ANALYTIQUES,
EN DIMENSION 2

par Paul GODIN

Introduction.

Soit Q une variété analytique paracompacte de dimension 2. Soit P un
opérateur différentiel de type principal, d’ordre m, a coefficients analytiques,
sur Q. Soit p,, sonsymbole principal. Treves [11] et Nirenberg-Treves [8]
ont donné une condition nécessaire et suffisante pour que P soit localement
résoluble. Cette condition s’exprime ainsi :

(2) pour tout (x,,E% e T*Q\0, il existe un voisinage conique I' de
(x0,E%) tel que pour tout ze C satisfaisant dg Rezp, #0 dans T, la
fonction Im zp,, ne change pas de signe le long des bandes bicaractéristiques
nulles de Re zp,, dans T.

Le but de cet article est d’étudier la propagation des singularités des
solutions de I’équation Pv = f, fe 2'(Q).

En dimension quelconque, Duistermaat et Hormander [2] ont donné,
sans hypothése d’analyticité, des résultats de propagation qui supposent que
p.1(0) est une variété ayant de « bonnes » propriétés symplectiques. On
pourra se passer ici de telles hypothéses grace au fait que p,, est analytique et
que dim Q = 2.

Si g estunefonction C* complexe définie sur T*Q\0, on désignera par
H, le champ hamiltonien associ¢ a ¢. Si x,, x, sont des coordonnées
locales de Q etsi &, &, sont les coordonnées duales, alors

2 (0q 0 0q 6)
; (6&. ax ax 0%;
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En vertu-du théoréme 1 de Nagano [7], T*Q\0 est partitionné en feuilles

intégrales maximales pour le systeme différentiel engendré par Hg., et
H

Imp,, ~

Si poepnt(0), soit Fo la feuille passant par p,. Définissons le
propagateur de P par p,,E, , commele cone engendré par la composante
connexe de FPo N p.1(0) contenant p,. Si Q est un opérateur pseudo-
différentiel classique elliptique, alors P, PQ, QP ont les mémes propaga-
teurs. Soient I' un voisinage conique de p, et E| la composante connexe
de E, NI passant par p,. On va prouver le

THEOREME 1. — Si P satisfait (#), si ve 2'(Q), si poe WF(v) et si
WE(Pv) nT = ¢, alors pyep,'(0) et E, nT = WF(v).

Ici WF représente le wave-front set de Hormander [4].

En d’autres mots, le théoréme 1 affirme que si z est un symbole elliptique
dans I', positivement homogeéne de degré 0, si a%Re zp,, # 0 dans T, et

si y est la bande bicaractéristique de Re zp,, passant par p,, on a
Y « WF(v), ou y estlacomposante connexede y n " n p,,*(0) passant
par pq.

Remarques.

1) Si (£) n’est pas satisfaite, il existe un point ou le théoréme 1 n’est pas
vrai (Hérmander [5], proposition 3.3.5.)

2) On peut construire des solutions singuliéres par application du
théoréme 3.4.3. de Hérmander [5].

Le plan de cet article est le suivant :au § 1, on raméne le probléme a I’étude
des facteurs du premier ordre de P. Au §2, on introduit une variable
supplémentaire suivant la méthode de Helffer [3]. Au § 3, on montre que le
théoréme 1 est conséquence d’une inégalité (inégalité (3.1)). Au §4, on
démontre une inégalité de type Carleman. Au § 5, on utilise la méthode de
Sjostrand [9] pour prouver l'inégalité (3.1).

1. Réduction aux facteurs du premier ordre.

On peut supposer que Q est un voisinage de l'origine dans R?. Comme
P est de type principal, on peut aussi supposer que les droites ¢ = constante
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ne sont pas caractéristiques et que

Pml6tET) = a(etET) 1] (t—Ay(x,008),
j=1
ou (x,t) e Q = R2.(§,1) sont les variables duales de (x,t), q est elliptique et
homogeneen & et 7, les A; sontanalytiqueset A;(x,t) # A (x,t) si j # k et
(x,)eQ. Comme P satisfait (#), ona Vj =1,...,r:Im}\; ne change

0 0
pas de signe le long des courbes bicaractéristiques de i Re A;(x,1) e
X

Si pr(Xprtos60,To) = O et (§0,T) € R?\{0}, alors il existe un et un seul j
tel que 15 = A;(x0,t0)G0 -

LeEMME 1. — Il existe un voisinage conique T de (xg,to,50,T0) €t un
opérateur pseudo-différentiel Qe L™ ' elliptique dans T, ainsi qu'un
opérateur pseudo-différentiel R dont le symbole principal est une fonction
ro(x,t) tels que :

P = (D, — Aj(x,)D, + R)Q dans T',
le signe = désignant l'égalité modulo un noyau C*.

0
Preuve du lemme 1. — On commence par déterminer S ~ ) s_,(x,1,E),

ou s_, est positivement homogeéne de degré (—k), et 0

QI ~ Gdpm- l(x’t’é;t) + z dm-2 —k(x?t’é"r)’
0

OoU ¢,_,-, €st un polynome en t de degré m — 2 et est positivement
homogéne de degré m — 2 — k par rapporta & et t, tels que

m

1 _

Y P = z; O (t =1 E+Zs_))D5,(2q,,—) mod S™*(I),
0 2 :

ou I' est un voisinage conique de (xq,tq,50,To) dans lequel [t < c[§]. On

détermine g, Gm—2> S—1> Gm—-3> - - -»S—ks> dm—2-k» - - - Dar les équations

(* = AEMm-k-1 — S—@-1)dm—1 = quantité connue.

Ces équations permettent de trouver s_g _4)(x,;,E) e€n posant T = A&,
et d’en déduire g,,_,_,. On trouve en particulier :
Dm-1 = 2Dxdm—1 = Pm-1

SO(x’taE.;) = - q (x’t’ﬁ.n)‘j(xat)é)'
m—1
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Ensuite, si (1) est une fonction C*® a support dans |t| < c|g|,

positivement homogéne de degré 0 si || + |t] = 1, etvaut 1 si |t| < %lé[
et |&] + |t] = 1, il suffit de poser
i . _ Eo
RA~rg+ Ys@, o0 ro(xt) = se|xt,——
1 1o
Q~mt + X dmi—20- C.QF.D.
0

On est donc ramené au probléme de propagation pour I'opérateur
L =D, — A(x,))D, + ro(x,t) + R, avec ReL7'.

On va redresser les bicaractéristiques de D, — Re A;D, : il existe des
coordonnées locales (analytiques) qu’on va encore désigner par (x,t), dans
lesquelles L = D, — ib(x,t)D, + c(x,t) + T, TeL™!, ou b estanalytique,
a valeurs réelles et satisfait la condition suivante :

(2) Pour tout x, assez proche de 0, la fonction t — b(x,,t) ne change
pas de signe si [|t| < T.

DErFINITION. — Si ge C*® pour |x| <M et |t| < T, introduisons la
condition suivante (cf. Treves [12]) :

(Q) : Pour tout x,€(—M,+M), la fonction t — g(x,,t) ne s’annule
identiquement sur aucun intervalle ouvert situé dans la bande {t,|t|<T}.

On a alors le

THEOREME 2. — Si b est analytique et satisfait (?) dans un voisinage V,
de (0,0), alors il existe une fonction analytique g(x,t) telle que I'on ait :

b(x,t) = x*g(x.t)
dans un voisinage V, de (0,0), ot ke Z* et g satisfait () et (Q) dans V,.

Démonstration du théoréme 2. — On suppose que V, = (—M,+M)* et
que b # 0.

a) Soit N = {x e (—M,+M) :Vt € (=M, + M), b(x,t)=0}. Alors N est
un ensemble de pointsisoléscarsi x, était un point d’accumulation de points
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de N, on aurait
Vie(—M,+M),  VoB: 0% *h(xyt) = 0.

b) Donc ou bien il existe € > 0 tel que (—¢,+&) N = ¥, dans ce cas
le théoréme 2 est démontré avec k = 0

ou bien 0eN et il existe € > 0 tel que (—¢,+&) NN={0}
dans ce cas, il existe kK > 0:

=0 si j<k

0 b(0,t ,
"‘(’){;éo si j=k

lt] < T.

1
Dés lors b(x,t) = X*g(x,t) avec g(x,t) = o &b(0,t) + 0(x]). Si x # 0 est

petit, b satisfait (2) et (Q), donc g aussi. g satisfait (Q) en x,; ¢
satisfait () en x = 0 car sinon b ne vérifierait pas (£).
C.Q.F.D.

On est donc ramené a prouver le théoréme 1 pour I'opérateur
L = D, — ix*g(x,t)D, + c(x,t) + T, TeL™!,
ou keZ™ et g est une fonction analytique‘é valeurs réelles vérifiant les

conditions (2) et (Q) pour |x| < M, |t| < M.

Si g =0, le théoréme de propagation est connu (Duistermaat-
Hormander [2], théoréme 6.1.1.). On peut donc supposer que g # 0. Si
k = 0, L est sous-elliptique (Treves [12]) et le phénoméne de propagation
est trivial. On peut donc supposer que k > 0. L est alors sous-elliptique si
x #0, et le propagateur E(0/ty50,0) est la variéte t©=x =0,
sgn & = sgn §,.

2. Introduction d’une variable supplémentaire.

On va utiliser la méthode de Helffer [3] et ajouter une variable z. Soit
¥ e L% un opérateur proprement supporté dont le symbole complet est

WELD) = {1 si |G < c(E]+]) et €l + 7] + 15| = 1
T 0 si [Cl>2c(El+th) et [E + It + g =1

¢ étant un nombre strictement positif.
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Soit L = D, — ig(x,t)(x*D,+D,) + c(x,t) + ¥T. Cest un opérateur
pseudo-différentiel dans {(x,t,z) € R®, [x|<M, |fj]<M]}. On va prouver le
THEOREME 1. — Si ve @, et si

Po = (XoslosZosb0rT0,0) € WF(W)\WF(Lw),

0 ~
ouw=v®1,, alorsla pqralléled n par p, restedans WF(w) jusqu'a ce

quelle atteigne WF(Lw).

. Le théoréme 1" implique le théoréme 1 carsi py = (xq,l0,50.0) € WF (1) et
WF(Lv) nerencontre pas un voisinage conique I' de p, (donc obligatoire-
ment x, = 0), alors pour tout z : (xg,t4,2,50,0,0)€ WF(r®1,) et

WF(Ly)®1,) N {(xtzE00), (x50 e} = &F.

Donc WF(WL(v ® 1,)) n {(x,t,2,6,1,0), (x,t,§,1) € [} = & et donc
WF(Le®1) N {(xtz550), (x50 e} = &.

Alors WF(v®1,) est invariant sous ¢, et on en déduit le théoréme 1.

La suite de cet article, jusqu’a la fin du § 5, est consacrée a la preuve du
théoréeme 1'.

On termine ce paragraphe en faisant un changement de variables qui va
mettre L sous une forme bien adaptée a I’étude qui va suivre.

On va travailler dans 'ouvert
V = {(x,t,z) € R3, |x|<M, [t] <M, |z—zo| <M},

et on peut supposer que z, = 0. On peut trouver, dans un voisinage de
I'origine, des coordonnées locales analytiques

x = F(x,2), z = G(x,2) avec F(0,0) = G(0,0) = 0,
d 0

0
telles que x"—a—; 3=

_ =xe* si k=1
F(X,Z) 1 .
x(1 + (k—=1)zxk"1) k=1 si k> 2.

. On prend par exemple G(x,z) = z et

Quitte a diminuer M, on peut supposer que le difffomorphisme

[ (xtz) = (xtz) = (F(x,2),t,G(x,2)
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est défini sur tout V. Soit U limage de V par f. Soit
Z =D, — ih(xt,z)D: + r(x,t,z) + A

limage de L par f. Ona h(xtz) = g(F(x,2).t), r(x,t,z) = c(F(x,2),t), on
(F,G) désigne l'application inverse de (F,G), et AeL™!.

Soit u limage de w par f.

3. Preuve du théoréme 1'.

On peut se restreindre au cas ou ¢(0,0) = 0. Car si ¢g(0,0) # 0, alors
Hgeotys Himory €t I'axe du cone sont linéairement indépendants sur
o Y(L)0) si x=t=0 et {Reo, (L), Imo,([)} =0 sur of (L)) si
x =t=0. (On a désigné par o,(L) le symbole principal de L et par
{, } les crochets de Poisson). Or dans ce cas la propagation est connue
(Duistermaat-Hormander [2] corollaire 7.2.2).

On désignera par [ le plus petit entier > 0 tel que les zéros de h vue
comme fonction de t soient.d’ordre < 2! dans U.

On va prouver que si py = (0,£0,Z0:80:Torlo) ¢ WF (1) et

{(0,6,20,60,T0o00) |t —tol <a} N WF(Lu) = &,
alors

((0t.26E0Tolo) It —tol <a} M WF(u) = & ou a > 0.

On peut supposer que t, # 0, car si t, = 0, la propagation s’obtient
(microlocalement) par simple application du corollaire (7.2.2) de
Duistermaat-Hormander [2].

Comme & estelliptique danslarégion t # O etstrictement hypoellipti-
que dansla région T # 0, on peutsupposer que 1, = 0 =, (et {, # 0).
Donc

Po = (0,60,:20,:50:0,0).

On peut aussi supposer que WF(u) < £ = {{=1=0}, carsi A estun petit
voisinage conique ouvert de & = {(0,6,2,50,0,0), [t —to|<a}, alors
WF(ZLu) nA = & et donc WF(u) nA <X nA. Sialors yeS° est
positivement homogéne loin de la section nulle, vaut 1 dans un voisinage
conique de & et a son support dans A, etsi x est un opérateur pseudo-
différentiel proprement supporté de symbole x, on a: WF(xu) = I et
WF(#%u) ne rencontre pas un voisinage conique de & .
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Comme h satisfait (#) et (Q), h est localement de signe constant.
Commengons par supposer que h > 0. On peut supposer que |t| < N, et
que ¢(0,t) a,dans |t| < N (¢t réel),leseul zéro t = 0, etque N < M.(M a
été introduit au § 2). Supposons que, dans les coordonnées X, t, z, on ait
(0,£0,0,E,0,0) ¢ WF(u), avec 0 <ty < N. Le cas ou t, < 0 se traite de
fagon analogue. Supposons également que

{(0.£250.0,0) sup (It Z) <N} n WF(Zu) = .
Le corollaire 7.2.2 de Duistermaat-Hormander [2] implique que
(0,1,2,5,0,00¢ WF(u) si 0 <t <N et |z <N.
Il faut donc montrer que la régularité se propage a travers t = 0.
Définissons 3 fonctions ¢, @ et | qui joueront un role important par la
suite. Soit @(x,tz) = — z? + J‘t h(x,s,z)e* ds. Elle a la propriété suivante :
Vre(ON), 3¢ > 0,3¢ > 0, Elno > 0, tels que :
lzZl —rl<mn,  loOt2l<e, [I<N=t>¢.

Choisissons r < N, < M — r, puis ¢ donné par la propriété précédente.
On prend r assez petit, puis € et n suffisamment petits pour que

zZl<r+m et lp(0,t,2)] < € = |t|] < N.
Posons ¢ = iy
€

Soit Y(t,z) e C? ayant son support dans

P - €
{(t,z):lz| <r+m, —e<o0tz) < T 1}

- _ €
et valant 1 dans {(t,z) ezl <1, 0(0,t,2) = — Eett < 0}.

Afin de simplifier ’écriture, il est commode d’introduire les notations

ia y" = (I,E)

')

n =&z, =%  n"=(@)
n=Mmm"

et S,(y,n) = sup {s € R : u e H; microlocalement prés de (y,n)}. Avec ces

notations, &, = n,.

y = (xt2),

<
<

y

=
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Supposons que my > 0 et que S,(y,n',0) > — p si (yn)eZ, ou
2 = {(y,r) : IV|<e,n'>0,z] < N, |o|<¢e}.

Pour démontrer le théoréme 1, il suffit de montrer (et ce sera I'objet du § 5)
que si m, et g, sont assez petits, alors, pour tout entier positif A, ona :

~ €
3.1) S.(yn',0) > 1<<p(y) + 5°> —p
dés que (y,n)eZ et || < ®,.

Nous terminons ce paragraphe en montrant comment l'inégalité (3.1)
implique le théoreme 1".

Preuve de l'implication (3.1) = théoréme 1'.

14
(—z)* + J g(F(x,2),s)eds) si t=0
Comme @(x,t,2) = 0

M= | =

0
(—=z> = J g(F(x,2),s)e’ds) si t <0
t

I'inégalité (3.1) implique que ((0,£,0), (1,0,0))¢ WF(u) si t > — ¢ (avec
¢ > 0). Appliquant le corollaire 7.2.2 de Duistermaat-Hormander [2] au
point ((0,—¢',0),(1,0,0)), on en déduit que pour tout te(—N,t,), ona:

((0,1,0),(1,0,0)) ¢ WF (u).

On vient de voir que l'inégalité (3.1) implique la propagation de la
régularité dans le sens des ¢t décroissants pour D, — ihD; +r + A (h = 0).
Avec le méme poids @ on obtient la méme propagation pour -
D, + ihD: + r + A : cela ressortira clairement de la preuve de I'inégalité
(3.1) qui sera donnée au § 5. Finalement le changement de variable ¢t - — ¢t
permet de conclure a la propagation de la régularité dans le sens des t
croissants.

Au paragraphe suivant, nous démontrons une estimation a poids du type
inégalité de Carleman qui sera utile dans la preuve de I'inégalité (3.1).
4. Estimations a poids.

THEOREME 3. — Soit &, la partie dordre > 0 de &, C'est-d-dire

&, =D, — ih(xt2)D: + r(x,,2).
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Soient ©y(x,z) et ©,(t,z) deux fonctions C®. Posons

t

o(x,t,2) = @o(x,2) + J h(x,5,2)94(s.2) ds.
0

0 0 0 -

Si Ii—(’!+—_(h—?> sgnh >c¢c, >0 pour xelcc R et
ot 0z \ 0z

(t,z) e K == R2?, alors il existe 2 constantes positives c, et C, telles que

pour tout x el et tout 6 = o,, lon ait :

1

@.1) oD ”ezﬁwlu()‘c,z,z)(l dzdt < C ”ezwlg,u(},t,z)ﬁ dz dt

si ue C™ et si, pour tout point x de 1,u(x,t,z), considérée comme fonction de
z et t, a son support dans K.

Le théoréme 3 sera une conséquence de la démonstration du théoréme 3.

THEOREME 3. — Soit dans un voisinage X de (0,0) dans R?, Popérateur
T = D, — ih(x,t)D,.

On suppose que h est C*, dvaleurs réelles, et satisfait dans X les conditions
(2) et (Q) définies au § 1, c’est-a-dire que comme fonctionde t, h ne change
pas de signe et west pas identiquement nulle si (x,t) € X. Supposons que

t > h(0,t) a un zéro d’'ordre 21 en 0 et que les zéros de t — h(x,t) sont
t

dordre <2l si (xt)eX. Soit @(x,t) = Qq(x) + J h(x,5)0,(s)ds. On
0
suppose que [¢}(t)+(ho,),]sgnh = ¢, > 0 dans X.

Alors pour tout ouvert relativement compact X' cc X il existe 2
constantes positives o, et c, telles que l'on ait :

1
(4.2) o2+ Jlevoul| < Clle*Tul|

si ue Co(X') et 6 > o,,|| | désignant la norme de L*(R?).

Remarque. — Lafonction ¢ dont il est question dans le théoréme 3" a été
introduite par Strauss et Treves [10].

Il ressortira de la preuve du théoréme 3’ quesi @ et les coefficients de T
dépendent continiment d’un paramétre x parcourant une partie compacte
de R, on peut choisir C et o, indépendants de ce paramétre. Ceci fait du
théoréme 3 une conséquence du théoréme 3', puisqu’une perturbationde %,
par r(x,t,z) ne modifie pas I'inégalité (4.1) (& condition d’augmenter o).
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Preuve du théoréme 3'. — 1l est équivalent de démontrer (4.2) avec @
remplacé par
t

P*(x,1) = o(x.0) + zf (ho,)(x.5) ds.
0
Utilisant la méthode de Treves [13], théoréme 1.4, on voit que (4.2) est une

conséquence de I'estimation
1

4.3) (L + D2 ofl| < Clli@ollf
si veCP(Y), ot Y =X x (=S,+S) = R?, et

¢ = D, + i¢f|Dy| — ih(D, + i¥Dy) = D, — ih(D,—vID,)),

avec .
’Y(X,t) = (pl(t) + J‘ (h(‘px)x(xys) dS.
0
Il Il désigne la norme de LZ(R3).
Notations. — ||| |llp désignera la norme de Hy(R?),s la variable de

(=S,+8S), et (§1,0) les variables duales de (x,t,s).

Preuve de (4.3). — Supposons par exemple que h(x,t) = 0. On traiterait
de méme dans le cas h(x,t) < 0. Multipliant ¢, et ¢, par une méme
constante strictement positive, on peut supposer que |y(0,0)) < 1. On peut
¢galement supposer que (0,0) € X'. En rétrécissant X', (ce qui n’est pas une
restriction puisque si (4.2) est vraie sur un nombre fini d’ouverts X;, (4.2) est
vraie sur leur réunion a condition d’augmenter éventuellement o,), on peut
supposer que l'oscillation de y sur X' est inférieure 4 un nombre positif ¢
arbitrairement petit.

La sphére unité de 'espace £tc est la réunion des 4 parties ouvertes :

et |§|<#—s}

2 /2

’l&"|>T_28 eté<0}

O,

{|0|<—5,|§|>¥— 2¢ et §>0},

ol & > 0 est petit. Soit T'; le cone engendré par O; dans R*\{0}.
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Soient g;, 1<j<4, des fonctions C®, positivement homogénes de

degré 0 si & + 1> + o > 1, ayant leur support dans T, et telles que
Zgi=1 si E+1P+0221.

Dans Y x I'y, @ est un opérateur pseudo-différentiel sous-elliptique ayant
un degré de sous-ellipticité égal & 21 + 1, et par les résultats de Cardoso-
Treves [1],on a :

(4.4)  llg,(D,D,Dyoll - < C(lllg1(DDuD )G vl +llll])
si ve CP(Y).
(Cf. Treves [13] et Menikoff [6] pour un raisonnement semblable).
Dans Y x I',, & est «elliptique » et on a :
@5  llg2(D,D,DYlll, < Cllllg,(DDuDYE + el
si veCP(Y).

Enfin, montrons que I’on a :
1

(4.6) lll(1+[Dy)***g;(D,,.D,DYolll < C(lllg;(DsD,DyY& ||| +|l[vll)
si j=3 ou 4 et veCy(Y).
(4.3)s’obtiendra en additionnant les carrés des inégalités (4.4), (4.5), (4.6), et

en diminuant éventuellement S.

Preuve de l'inégalité (4.6). — Examinons le cas j = 3. Lecas j =4 se
traite de fagon analogue.

Soit & l'opérateur de symbole
&(x,t,E1,0) = 1 + ic(x,t,E,0)

ou c(x,t,8,0) = h(x,tW(x,t)q(x,tE0), ¥ étant une fonction > 0, apparte-
nant & C3(X'), et

q(x,1,8,0) = (vlo|—=&m(E,0) + (£*+c*)B(E,0)(1 ~m(&,0),
m(§,0) étant une fonction C® positivement homogéne de degré 0 si

E2+o02>1, valant 1 si — & > 2(\/5—38”0[ et £2 + o2 > 1, ayant
son support dans {(§,0) : 10|c|<9|), £ <0}, et telleque 0 <m < 1, B(,0)

1
étant une fonction C® valant 1 si £2 + 02> 1 et 0 si 2 + o2 < 5
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On va démontrer quessi x(£,0) est C®, positivement homogéne de degré
0si &2 + 62 > 1, et a son support dans le cone |o| < c|g| (c>0), on a

P’estimation
1

(4.7) (1 + D> % (DDl < CIIZolll+ vl
si veCP(Y).

En appliquant cette inégalité a la fonction 6 g;{w, ou we CF(Y),
Y ccY,{ e Cy(Y) valant 1 sur Y et 6eCJ(Y) valant 1 sur un
voisinage de supp {, on déduit facilement I'inégalité (4.6) pour w.

Il reste donc a démontrer 'inégalité (4.7).

Preuve de 'inégalité (4.7). — On va suivre point par point la démonstra-
tion des §§ 4 et 5 de Menikoff [6]. Cependant comme Menikoff suppose une
factorisation de la forme c¢(x,t,£,0) = |o] b(x,t,E,0) non réalisée ici, il faut
modifier légérement sa démonstration a 2 endroits. Donnons briévement les

grandes lignes de la démonstration en renvoyant a Menikoff [6] pour plus de
détails, et indiquons les modifications a apporter.

Posons M = D, — ic(x,t,D,,Dy) et
H, = {ue ¥ (RL),(1+|DJrue L*(R?)}
que nous munissons de sa topologie hilbertienne évidente.

On va construire une paramétrixe K pour &* ayant les propriétés
suivantes :

(1) K estbornée: #__ 1 — L%(R?)

21+1
(2) si veCg(R?), alors supp Kv < {(x,t,5),(x,t) € X'}

(3)si veCZ(R?, alors MK, = o(x,t)y(D,D)v + Rv, ou
0 e CP(X') et R est un opérateur de type (1).

Tout comme dans Menikoff [6], de I’existence de K on peut déduire (4.7).

On pose B(x,tt'&,0) = J‘ c(x,0,¢,0) dO

t

Ko(x,t,s) = (21) 2 fe“xi*“”i(5,,0)m(x,t)(Koﬁ)(x,t,i,G) dt do
ou w
Koﬁ(x,t,ﬁ,c) = — i j x(t’)e‘B"‘»’»"‘&"”B(&,t’,c) dr'.
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Alors MKo(x,t,s) = o(x,t)x(D,DJo + I, + I, + I, + I,, avec

I,

(2I1) 2D, w(x,1t). J et +9ly (£,6)K ob (x,t,E,0) dE do

L = - (2H)_2j (1)l so =Bl 8y (& gy (x,8,t,6,0) dE do di’
B>

I, = — (ZH)_ZJ‘ Lc(x,t,D,,D,)(eixs+s0)=(Blxtl'Eo)g (. 1))
<1
>t

— 0(x,t)ets =B e (x, 18 6)] X (E,0N(t)0 (Gl ,0) dE do dr’

I, =—(2I)~2 L x ()ra(x,t,t E,0)x (5,0)D(E,t,0) dE do dt’

ou

1
kn(xtt'g,0) = e Y — cAx,1E,0)D%(weP),
O<fu<N & !

ra(x,tt,E,0) = O((JE] + lo)~N) (N entier positif arbitraire),

U représentant la transformée de Fourier partielle de v parrapporta x.I; et
I, définissent des opérateurs bornés L2(R%*) — # 1 ; il en est de méme

20+1
pour I, sil’on intégre uniquement sur |o| < 1. Voir Menikoff, loc. cit.

En vertu du théoréme de préparation de Weierstrass-Malgrange, on a, si
X' est assez petit, la factorisation h(x,t) = f(x,t)k(x,t), ou

21
fr) =+ Y A,
j=1
k(x,;t) > 0 si (x,t)e X', et A;(0) = 0. Doncsi ¥ = 1 sur un voisinage de
supp ®, on a
c(x,t.5,0) = f(x1)c(x,L,E,0),
avec
< c(x,t,8,0) <

O0<ey €« ——<¢,
&l + lo]
si (x,t) appartient & un voisinage de supp o.

Pour estimer I,, I, et K, on les considére comme des opérateurs
pseudo-différentiels & valeurs vectorielles : on montre que si les S; sont les
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opérateurs de Cg(RZ,L?) dans C*(R2,L?) de symboles

xS

S, (x,€,0) : h(t) = ©(x,t) Jw e~ BtrBoy (tYh(t') dt’
S,(x,8,0) : h(t) = w;(x,t) j ) e~ BettSoy (£)h(t) dt’

S;3(x,8,0) : h(t) - j e~ Bty (x, 11,8, 0)x (t)h(t) d’

on a:

lgl = Il

4.8)  |IDDIS;(x.E,0)l o1z < Cjap(l+Io)TP(M+E) 2
Il llouz représentela norme sur I'espace #(L7) des opérateurs bornés dans

1
L2 et § = .
21+ 1

Cela se démontre en suivant point par point la démonstration de
Menikoff [6], § 5. Cependant comme Menikoff suppose une factorisation

c(x,t.80) = |o]b(xE0),
il faut modifier 1égérement sa démonstration a 2 endroits :

1) pour passer de son inégalité (5.15) a son inégalité (5.16), il faut utiliser

t
1
e g e—c(|¢|+\o|)£ Sleh) dn

et appliquer son lemme (5.2) a f(x,A) avec le poids c(||+|c|) en prenant
0=0=0,d=2l.

2) pour estimer son terme (5.4) (au bas de la page 131) on estime la
quantitt 4 comme lui (en tenant compte de la modification 1) si
lef + |1g') + ¥l > 1. Si Joj =1 et ¢ =+ = 0, on obtient :

|=|r| 1 B

Lo lgl =1l Lo
L] < Clt' — 7 Ve 2 () + [ol)Pe 2.

1
On applique alors son lemme 5.2 4 f(x,A) avecle poids c(|§|+|o]) et 6 = 7

0 = 0,d = 2I, ce qui achéve la démonstration de (4.8).
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5. Démonstration de I'inégalité (3.1).

La démonstration de I'inégalité 3.1 est basée sur le résultat suivant (cf.
Sjostrand [9], lemme 2.2).

LEMME 2. — Si ue2'R) e mn=MmN)eR’, n"eR?, i
WF(u) < {n"=0} etsi 0 <y <1, on définit

Tyu(y.n)= jx(y,?m')e“y';'"“”u(f/,y") dy
~ m L4 n— c! V4
ou x(y, y’,n’)eSLyﬁ{ d’(R"xR"“’xR”'“) “ K™ a son support dans
V' = V| < C et appartient ¢ S~ hors de |y — y'| < C'|n'|".
T,u est une fonction C*, et I'on a les propriétés suivantes :

1) Si m = 0 etsi ueH; autour de (y4,N,0), alors il existe un voisinage
conique V < R" x (R""N\{0}) de (yo,n,) tel que

(1+n'PTu(y,n’) € L3(V)
~ Y"_
2) Si x(1ysm) = W =Y pour In'| = 1 (et est convenable-

ment définie pour Im’| < 1 de sorte que x € C®) et s’il existe un voisinage
conique V < R" x (R""N\{0}) de (yo,no) tel que

A+ M) Tuy.n) e L3(V),
alors ueH; autour de (y,,N0,0)
0 # Ve CFR"™).
. 1

Ce lemme est prouvé par Sjostrand (loc. cit.)danslecas y = 7 Mais la méme
preuve est valablesi 0 <y < 1.

On utilisera aussi le lemme suivant qui se démontre comme le lemme 2.1
de Sjostrand [9].

LemMmE 3. — Si x € RO et si a(y) est une fonction C*, alors :

T, (ayw(y,n) = aWT,ulyn) + T, u(yn),
ot x,€ K"(R" x R"¢ x R"79),
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L’idée de la démonstration de I'inégalité (3.1) est la suivante : le lemme 2
nous montre que la régularité de u est équivalente a la finitude de certaines
intégrales. Nous allons établir la finitude des intégrales en utilisant les
estimations a poids du § 4 et le lemme suivant, qui sera utile dans ’estimation
d’un certain commutateur.

LemMME 4. — Si ue 2'(U) et p¢ WF(Lu), alors

21
21 + 1

SDJuu(p) = Su(p) -

(ou D, est soit D, soit D,).

La preuve du lemme 4 est basée sur le

LeEMME 5. — Si K est un compact de U, alors, pour tout s réel, il existe
une constante positive Cy telle que

> |ID}ull;-

lr <1

< Gy, (1Lull+ Nlully)

21
21+1

si ue &'(K) n H;.

Preuve du fait que le lemme 5 implique le lemme 4. — Si x(y,n) € S° est
positivement homogene pour |n| grand, vaut 1 autour de Ap si A est
grand et a un petit support conique et si x désigne un opérateur proprement
supporté de symbole y, alors yue &' et Lyu = [#,x] u modulo C*.
Doncsi S, > s présde p, onapour € > 0 arbitraire : yueH, . né& et
PyueH,_,.

€

Donc par le lemme 5, on conclut que D.(xu) e H,- 2t ., ce qui
démontre le lemme 4.

Preuve du lemme 5.

a) 1l suffit de le prouver pour les fonctions C* a support compact. En
Yy

effet u, = u % 6, > u dans H™ et 0,(y) = 8_39<—>, ou 0eCy ason
€

support dans |yl < 1 et JO dy = 1.
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Silon a pour € < g, :

Z ”D:”uc”s—- 21 < C(“gus”s—'-“ua”s)a

el 2+1

on déduit :

Z “D;”ua”s— 21

e 20+1

< C(I1Lu * O/l + ILL, % 0 Jull, + [full,)
< C(l1Lully+full)-

Donc si € - 0, on en déduit le lemme 4.

b) 11 suffit de le prouver pour s = 0, car si A désigne un opérateur
pseudo-différentiel proprement supporté de symbole (1+|n|?)"2, on a :

> IDJull,- 2 < CS,K<Z IADull__21_ + [lull;- 2t )

<1 2+1 Hl<l 20+1 21+1

<CS,K<Z ID¥AU|| 2+ ¥ [ASDIJull 2 + lull,- 2t >

< 21+1 el 21+1 20+1

< C_V.K<Z IDFAull__ar__ + lull;— 2t )

<1 21+1 21+1

Sile noyau-distribution de A® a son support assez prés de la diagonale, alors
supp 4 <« K = sup A’u <« K’ <« <« U. Or, supposant le lemme 5 prouvé
pour s =0, ona:

2 IDSwll__2 < C, (1€wllo+lwll), weCFK).

e 21+1

Appliquant ce résultat 8 w = Au, on obtient que :

> DYl 2t < C (1L Aull+[lull)

<l 21+1

< Cox([1Lully+ llully) -

¢) Soient K « =« RZ et I « = R? tels que (0,(0,0) eI x K < U. Si
X el est fixé et (t,z) appartient & un petit voisinage de K, alors %, (la
partiede ¥ d’ordre > 0) estsous-elliptiqueen t et z. La démonstration
des inégalités de Treves [12] montre qu’il existe une constante positive C,
indépendante de x, telle que si u est une fonction C® ayant la propriété
que pour tout x €I, le support de lafonction (t,z) — u(x,t,z) estinclusa K,
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I'on a :

L
+T u(x,t,z)|* dz dt

< C(jjlglu(},t,z)lz dz dt + JJW(}J,E)IZ dz dt)

Intégrant cette inégalité par rapport 4 x, on obtient :

J [(1+[D:+ D)2

1
(1 +Dd + DT ullg < CUIZ yully +1ull3).

En remarquant que

¥ ID3ull__21 < Cl(1 + Dy + D) ulj3,

Jaj <1

on en déduit facilement le lemme 5.

Pour démontrer P'inégalité (3.1), on va démontrer quesi ® et € > 0 sont
assez petits (mais indépendants de A € Z*), alors, pourtout AeZ*, ona:

(5.1) vf ||<T]'>M‘T’(y)+é)—pTx(\llu) (y, nl)”lz.‘{y,b’Km} dn/ < ®

0

. NI r T ’ nr \ © ’ .
si x(ry'M) = V(' —Y)IN'MIN'z(0u 0 # ¥ € C3(R)) pour [n'| > 1,y étant
un nombre réel appartenant a I'intervalle (0,1) qui sera déterminé par la suite
et {n'> = (1+M'P)"*.

Sionpose &/ = — T,Au, I'estimation (4.1) pour &, appliquéea YT u
avec o = In ('>* (| = T) et le poids ¢ introduit au § 3 donne :

1

(52)  (n (YWD OT u(yn)lI2,
< CIKN' Y% (T 20) (v, M)l

En tenant compte du fait que
L (VT = VT, Lu + [L VITu + vfu + V[ £, T, Ju,

il vient,si In'| > T

. .
Cln (YD ea-mTup)i <O +Q +® +@,
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ou
© = IKn)*e+a-wyT, Lu|iZ,.
QO = [KnY*e+d-u[L NI Tull.
® = KN YHe+d-mp ofull?,
@ = |[[Kn'Ye+I-wy[ L, T, Jull?;..
On va montrer qu’il existe @ > 0 tel que chacune de ces quatre expressions

soit sommable en y' et n’ sur {(y,n)ly|<o,n >T}.

Remarque. — Pour prouver le théoréme 1, il suffit de considérer des
distributions qui, dans le systéme de coordonnées x, t, z, sont de la forme

v,, ® 1, (cf § 2). Pour ces distributions-1a, on a, en diminuant éventuellement
N:

(5.3) {((x,1,2),1,0,0),0 <|x| <N,sup(|tl,lz)) <N} n WF(u) = &
En effet, repassant aux coordonnées x, t, z, on a bien que
((x,t,2)(1,0,F /F))) ¢ WF (v, ®1,)

si (x,t,z) est proche de (0,0,0) et x # 0. Comme le changement de
coordonnées x = F(x,2), z = G(x,z) choisi au §2 fait localement se
correspondre les régions x # 0 et x # 0, on en tire (5.3).

Etude de lintégrale de@®. — Si ® est assez petit, on aura, vu la régularité
de Zu:

L dn’ Ody = J; K YXe+ 9~y T, Lullsy,) ey AN < 00
lyi<o «

Etude de Pintégrale de@.

J dn’ J Qdy = J K0 YHe T [ 2 N Tull, e AT
V<o

T T

Si [%,,V] n’est pas localement nulle autour de (0,t,z), on a 2 cas possibles :
ou bien t > 0, et alors ue C® autour de ((0,t,2),(1,0,0)) par le corollaire
7.2.2 de Duistermaat-Hormander [2]. Dans ce cas, la contribution au 2°

Lo~ 1 . . .
membre est < 00 ; ou bien @(0,t,z) < — = Mais alors si W est un petit
voisinage (dans R3) de I’ensemble

{xtz)eR?®, x =0,t <0, (x,t,z) € support de la fonction [ £, ]},
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ona:

- 1 S
o(xtz) < — 3 + g pour (xtz) e W,

ou g, peut étre rendu arbitrairement petit.

Si @ +& <0 pour (x,t,z)e W, on a alors si o est assez petit :

J dn’f @dy < pour A =1.
V<o

T

- 1
11 suffit donc de choisir € < 3~ €.

Etude de lintégrale de ®. — Si @ + € < 1 lorsque (t,z) esupp ¥ et
V| < o, etsi A =1, alors

J dﬂ'J @ dy < L KD =+ ulltsy, )y A0 < 20
V<o

T
. . ~ - 1
puisque S,,(»,n,0) > —p+1 si (ypn)e#. Comme ¢(0t,z) < T
sur supp \ par construction, il suffit de prendre & < I et ® petit.

Etude de Pintégrale de@. — Puisque
[£,T]= —i[hT]1D; + [rT,] = — iTx,,D? + Tx,
avec y, et 1, €K™, ona:
o] [oo] .
j dﬂ'J @ dy < Zj K H*e 9= T, Daullfs,, e ATV
T Vi<o T
2 JVT l|<n’>M6+E)—H¢Tx,u”l2.‘{y.ly’lsm dn’' = I‘ +1.

En vertu du lemme 4 I, <o si A=1 dé que

- 21
$+E-n<—p-
20 + 1

+ vy pour (t,z)esupp V¥ et |y| < . Puis-

que

0(0,t2) <

T (tz)esupp ¥,
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il suffit de prendre y assez proche de 1 pour satisfaire cette condition.
I, <oosil=1désque @ +&—pu< —p+7y pour (z) esupp ¥ et

l¥'] < ®. Puisque ¢(0,t,2) <

1 _
1 st (t,z) € supp V¥, il suffit de prendrele
y déterminé pour I,.

Donc si € < g, (5,>0) etsi y est assez proche de 1, on déduit que

L K=+ () (v, I

’
ylyl<o} dn’ < .

~ €
On en déduit qu’il existe ®, > 0 tel que S,(y,n',0) > ¢ + 30 —p si
(y,n)eR, a condition que (xtzn)e# implique [|x| < ®,. (Si
~ € . .
o< — 30, c’est évident,etsi t > 0, c’estimpliqué par le corollaire 7.2.2 de

Duistermaat-Hormander [2]). En itérant le procédé, on conclut que, pour
tout A e Z* :

~ € . ’ q
S.(y:n’,0) > l(tp(y) + 3‘)) —p st (pn)eR et |Y| <.
La démonstration du théoréme 1 est ainsi achevée.
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