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PROPAGATION DES SINGULARITÉS
POUR LES OPÉRATEURS DIFFÉRENTIELS

DE TYPE PRINCIPAL, LOCALEMENT RÉSOLUBLES,
A COEFFICIENTS ANALYTIQUES,

EN DIMENSION 2

par Paul GODIN

Introduction.

Soit Q une variété analytique paracompacte de dimension 2. Soit P un
opérateur différentiel de type principal, d'ordre m, à coefficients analytiques,
sur Q. Soit p^ son symbole principal. Trêves [11] et Nirenberg-Treves [8]
ont donné une condition nécessaire et suffisante pour que P soit localement
résoluble. Cette condition s'exprime ainsi :

(^) pour tout (xo,^°) £ T*Q\0, il existe un voisinage conique F de
(XO,E,°) tel que pour tout z e C satisfaisant d^ Re zp^ 1=- 0 dans F, la
fonction Im zp^ ne change pas de signe le long des bandes bicaractéristiques
nulles de Re zp^ dans r.

Le but de cet article est d'étudier la propagation des singularités des
solutions de l'équation Pv =/,/e^'(Q).

En dimension quelconque, Duistermaat et Hôrmander [2] ont donné,
sans hypothèse d'analyticité, des résultats de propagation qui supposent que
p ^ l (0) est une variété ayant de « bonnes » propriétés symplectiques. On
pourra se passer ici de telles hypothèses grâce au fait que p^ est analytique et
que dim 0 = 2 .

Si q est une fonction C00 complexe définie sur T*0\0, on désignera par
Hq le champ hamiltonien associé à q. Si X i , x^ sont des coordonnées
locales de Q et si C i , ^2 sont ^es coordonnées duales, alors

H = y f^^-^-^
" ^\8^8x, 8x,8^}~
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En vertu -du théorème 1 de Nagano [7], T*Q\0 est partitionné en feuilles
intégrales maximales pour le système différentiel engendré par H^p et
H,,., .-

^Pn,

Si Po^Pm1^)^ solt Fp la feuille passant par po. Définissons le
propagateur de P par po, Ep , comme le cône engendré par la composante
connexe de Fp n^^O) contenant po. Si Q est un opérateur pseudo-
différentiel classique elliptique, alors P, PQ, QP ont les mêmes propaga-
teurs. Soient r un voisinage conique de po et Ep^ la composante connexe
de Ep n F passant par po. On va prouver le

THÉORÈME 1. - Si P satisfait (^), si v ç ^ ( Ç ï ) , s i po e WF(i;) et si
WF(Pi;) n F = 0, alors po ep^O) et E'^ n F c: WF(r).

Ici WF représente le wave-front set de Hôrmander [4].

En d'autres mots, le théorème 1 affirme que si z est un symbole elliptique
à

dans F, positivement homogène de degré 0, si — Re zp^ -^ 0 dans F, et
<9Ç

si y est la bande bicaractéristique de Re zp^ passant par po, on a
y c WF(i^), où y est la composante connexe de y n F ^p^^O) passant
par po.

Remarques.

1) Si (^) n'est pas satisfaite, il existe un point où le théorème 1 n'est pas
vrai (Hôrmander [5], proposition 3.3.5.)

2) On peut construire des solutions singulières par application du
théorème 3.4.3. de Hôrmander [5].

Le plan de cet article est le suivant : au § 1, on ramène le problème à l'étude
des facteurs du premier ordre de P. Au § 2, on introduit une variable
supplémentaire suivant la méthode de Heiffer [3]. Au § 3, on montre que le
théorème 1 est conséquence d'une inégalité (inégalité (3.1)). Au §4, on
démontre une inégalité de type Carleman. Au § 5, on utilise la méthode de
Sjôstrand [9] pour prouver l'inégalité (3.1).

1. Réduction aux facteurs du premier ordre.

On peut supposer que û est un voisinage de l'origine dans R2. Comme
P est de type principal, on peut aussi supposer que les droites t = constante
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ne sont pas caractéristiques et que
r

^(x,t^,T) = q(x,t^} fi (T-^(x,0y,
J = l

où (x,r)eQ c: R2.^) sont les variables duales de (x,î),<7 est elliptique et
homogène en Ç et T, les 'kj sont analytiques et ^j(x,t) -^ ^(^0 si j ^ k et
(x,r) e Q. Comme P satisfait (^), on a V/ = 1, . . . , r : Im .̂ ne change

pas de signe le long des courbes bicaractéristiques de — - Re Ux,r) —.
et J ex

Si Pm(^o,to^o^o) = 0 et (Ço^o) e l^VW, alors il existe un et un seul j
tel que TQ = ^(^o^o^o •

LEMME 1. — I I existe un voisinage conique F de Oco^o^o^o) et un

opérateur pseudo-différentiel Qe!^"1 elliptique dans r, ainsi qu'un
opérateur pseudo-différentiel R dont le symbole principal est une fonction
ro(x,r) tels que :

P =. (D, - ^(x,r)D^ + R)Q dans F,

k signe = désignant l'égalité modulo un noyau C°°.
00

Preuve du lemme 1. — On commence par déterminer S ^ ^s_^(x,r,Ç),
où 5_^ est positivement homogène de degré (—/c ) , et °

00

Q' ~ ^-i(x,t,^T) + ̂ ^m-l-k^^}.
0

où ^_2-fe est un polynôme en T de degré m — 2 et est positivement
homogène de degré m — 2 — k par rapport à ^ et T , tels que

ipm-j = ̂ -^^(T-^+^^D^I^.^modS-00^),
0 a Ot •

où F est un voisinage conique de (Xo^o^o^o) dans lequel |T| ^ c|^|. On
détermine 5o, ^,-2, 5 _ i , ^.3, . . . , s_^ qm-i-k. • • • par les équations
(T - ^)^_fc_i - s_^_ i^_ i = quantité connue.

Ces équations permettent de trouver s_^_^(x,t^) en posant T = ̂ ,
et d'en déduire ^-^-i. On trouve en particulier :

/ , ^^ î^f^w-l — ^j^x^m-l ~ Pm-l , y . , ^.5o(x,r,Ç) == - ——————-————————(x,r,^.(x,OÇ).
9w-l
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Ensuite, si (p(Ç,i) est une fonction C°° à support dans |ï| ^ c|Ç|,

positivement homogène de degré 0 si |Ç| + |r| ^ 1, et vaut 1 si |i| ^ - |Ç|
et |Ç| + M ^ 1, il suffit de poser

oo / £ \
I ^ - ^ o + Z ^ q ) , où ^o(^) = 5o x,r,—°-

i \ Isol /
00

Q - ^n-1 + Z^-k-2(P- C.Q.F.D.
0

On est donc ramené au problème de propagation pour l'opérateur

L = D, - ^.(x,r)D^ + ro(x,t) + R , avec R e L ~ 1 .

On va redresser les bicaractéristiques de D( — Re ^.D^ : il existe des
coordonnées locales (analytiques) qu'on va encore désigner par (x,t), dans
lesquelles L = D, - ib(x,t)D^ + c(x,t) + T , T e L ~ 1 , où b est analytique,
à valeurs réelles et satisfait la condition suivante :

(^) Pour tout XQ assez proche de 0, la fonction t -> b(xQ,t) ne change
pas de signe si |r| < T.

DÉFINITION. - Si geC^ pour \x\ < M et \t\ < T, introduisons la
condition suivante (cf. Trêves [12]) ;

(Q) : Pour tout X o 6 ( — M , + M ) , la fonction t-> g(xQ,t) ne s'annule
identiquement sur aucun intervalle ouvert situé dans la bande {t,\t\ <T}.

On a alors le

THÉORÈME 2. — Si b est analytique et satisfait (^) dans un voisinage V^
de (0,0), alors il existe une fonction analytique g(x,t) telle que Von ait :

b(x,t) = xkg(x,t)

dans un voisinage V^ de (0,0), où keZ.^ et g satisfait (^) et (Q) dans V^.

Démonstration du théorème 2. — On suppose que V\ = (—M,-(-M)2 et
que b ^ 0.

a) Soit N = { x e ( - M , + M ) :Vre(-M,+M),fc(x,r)=0}. Alors N est
un ensemble de points isolés car si XQ était un point d'accumulation de points



PROPAGATION DES SINGULARITÉS 227

de N, on aurait

Vr e ( - M, + M), Va,? : ̂  Wxo.t) = 0.

b) Donc ou bien il existe s > 0 tel que ( - e, + 8) nN = 0, dans ce cas
le théorème 2 est démontré avec k = 0

ou bien O e N et il existe e > 0 tel que (-e,+e) nN={0}

dans ce cas, il existe k > 0 :

(̂0,0 {=° si j < k |r |<T.
[^ 0 si j = k

Dès lors b{x,t) = x^(x,r) avec g(x,t) = . â^(0,r) + 0(|x|). Si x ^ 0 est

petit, ^ satisfait (^) et (Q), donc g aussi. ^ satisfait (Q) en Xo ; ^
satisfait (^) en x == 0 car sinon b ne vérifierait pas (^).

C.Q.F.D.

On est donc ramené à prouver le théorème 1 pour l'opérateur

L = D, - ixkg{x,t)D, + c(x,r) + T, T e L-1 ,

où k E Z^ et g est une fonction analytique à valeurs réelles vérifiant les
conditions (^) et (Q) pour |x| < M, |r| < M.

Si g = 0, le théorème de propagation est connu (Duistermaat-
Hôrmander [2], théorème 6.1.1.). On peut donc supposer que g ^ 0. Si
k == 0, L est sous-elliptique (Trêves [12]) et le phénomène de propagation
est trivial. On peut donc supposer que k > 0. L est alors sous-elliptique si
x 7e 0, et le propagateur E((Vo,^0) est la variété T = x = 0,
sgn Ç = sgn ^o •

2. Introduction d'une variable supplémentaire.

On va utiliser la méthode de Heiffer [3] et ajouter une variable z. Soit
l? e L° un opérateur proprement supporté dont le symbole complet est

^ ( ^Ç)^{ 1 si 1̂  ^I+M) et |^| + |T| + |Ç| ^ 1
[O si K| ^ 2c(|^|+|T|) et |Ç| + |T| + |Ç| ^ 1

c étant un nombre strictement positif.
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Soit L = D, - ig(x,t)(xkD^D,) + c(x,r) + ^PT. C'est un opérateur
pseudo-différentiel dans {(x,r,z) e R 3 , |x| < M, |f| < M}. On va prouver le

THÉORÈME 1'. — Si v 6^ ^ sf

Pô = (xo^,Zo,Ço^O)^WF(w)\WF(Lvv),

S
où w = u (x) 1^ , alors la parallèle à — par po reste dans WF(vv) jusqu'à ce

qu'elle atteigne WF(Lvv).

Le théorème l'implique le théorème 1 car si po = (.Xo,ro,Ço,0) e WF(r) et
WF(Ly) ne rencontre pas un voisinage conique F de po (donc obligatoire-
ment XQ = 0), alors pour tout z : (xo,ro,z,Ço,0,0) e WF(r(x)l^) et

WF((LiQ(g)l,) n {(x,f,z,^T,0, (x^,i) e F} = 0.

Donc V^^Uu ® 1,)) n {(x,r,z^,r,0, (x,^,x) e F} = 0 et donc

WF(L(i;®l,)) n {(x,r,z^T,0),(x,^,T)er} = 0.

Alors WF(r®l^) est invariant sous ^y et on en déduit le théorème 1.

La suite de cet article, jusqu'à la fin du § 5, est consacrée à la preuve du
théorème 1'.

On termine ce paragraphe en faisant un changement de variables qui va
mettre L sous une forme bien adaptée à l'étude qui va suivre.

On va travailler dans l'ouvert

V = {(^,z)eR3, |x |<MJf|<M,|z-Zo|<M},

et on peut supposer que ZQ = 0. On peut trouver, dans un voisinage de
l'origine, des coordonnées locales analytiques

x = F(x,z), z = G(x,z) avec F (0,0) = G (0,0) = 0,

telles que x^— + — == —. On prend par exemple G(x,z) == z et
ex oz cz

{ = xe~2 si k = 1
F(x,z) i

= x(l + (/c-^zx^-1) k-1 si k ̂  2.

Quitte à diminuer M, on peut supposer que le difféomorphisme

/: (x,t,z) -. (x,t,z) = (F(x,z),r,G(x,z))
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est défini sur tout V. Soit U l'image de V par /. Soit

^ = D, - ih(x^~z)D-, + r(x,r,z) + A

l'image de L par /. On a h(x,t,z) = ^(F(x,z),r), r(x,r,z) = c(F(x,z),r), où
(F,G) désigne l'application inverse de (F,G), et A e L ~ 1 .

Soit u l'image de w par /.

3. Preuve du théorème 1'.

On peut se restreindre au cas où ^(0,0) = 0. Car si ^(0,0) ^ 0, alors
HReo,(Lp HI^^ et l'axe du cône sont linéairement indépendants sur
ai-^L)^) si x = t = 0 et {ReOi(L) , Imai (L)} = 0 sur a^LHO) si
x = t = 0. (On a désigné par o^(L) le symbole principal de L et par
{ , } les crochets de Poisson). Or dans ce cas la propagation est connue
(Duistermaat-Hôrmander [2] corollaire 7.2.2).

On désignera par / le plus petit entier > 0 tel que les zéros de h vue
comme fonction de t soient d'ordre ^ 21 dans U.

On va prouver que si po = (0,ro,Zo,Ço.To^o) ̂  WF(^) et

{(0,f,Zo,Ço^o^o)J^-^ol<û} n WF(J^) = 0,
alors

{(O^Zo^o^o)Jî-îol<û} n WF(i^) == 0 où a > 0.

On peut supposer que ^ ^ 0. car si ^ = 0, la propagation s'obtient
(microlocalement) par simple application du corollaire (7.2.2) de
Duistermaat-Hôrmander [2].

Comme ^ estjslliptique dans la région T ^ 0 et strictement hypoellipti-
que dans la région Ç -^ 0, on peut supposer que T() = 0 = Ço (et Çç ^ 0).
Donc

po = ((Vo,Zo,ÇoAO).

On peut aussi supposer que WF(i<) c : Z = { Ç = T = 0 } , c a r s i A est un petit
voisinage conique ouvert de <f = {(0,r,Zo,ÇoAO), t-to\<a}, alors
WF(J^M) n A = 0 et donc WF(^) n A c Z n A. Si alors ^eS° est
positivement homogène loin de la section nulle, vaut 1 dans un voisinage
conique de ^ et a son support dans A, et si ^ est un opérateur pseudo-
différentiel proprement supporté de symbole ^, on a : WF(^) c I et
WF(J^«) ne rencontre pas un voisinage conique de € .
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Comme h satisfait (^) et (Q), h est localement de signe constant.
Commençons par supposer que h ^ 0. On peut supposer que \t\ ^ N, et
que ^(0,r) a, dans \t\ ^ N(r réel), le seul zéro r = 0, et que N < M. (M a
été introduit au § 2). Supposons que, dans les coordonnées x, r , z, on ait
(O^oAÇoAO)^WF(M), avec 0 < to < N. Le cas où to < 0 se traite de
façon analogue. Supposons également que

{(0,r,z,Ço,0,0),sup(|î|,|z[)^N} nWF(J^M) = 0.

Le corollaire 7.2.2 de Duistermaat-Hôrmander [2] implique que

(0,î,z,Ço,0,0)^WF(u) si 0 < r < N et |z| < N.

Il faut donc montrer que la régularité se propage à travers t == 0.

Définissons 3 fonctions (p,(p et v|/ qui joueront un rôle important par la

suite. Soit (p(x,r,z) = - z2 + /ifo.z)^ ds. Elle a la propriété suivante :
Jo

Vre(0,N), 3s > 0, ̂  > 0, 3r| > 0, tels que :

IM - r\ ̂  T|, |(p(0,r,z)[ ^ s, \t\ ^ N => t ^ £\

Choisissons r < N , r | < M - r , puis e donné par la propriété précédente.
On prend r assez petit, puis 8 et T| suffisamment petits pour que

|z| ^ r + T| et |(p(0,r,z)[ ^ e ==> |r| < N.
(pPosons <p = —.
£

Soit v|/(r,z) e C^ ayant son support dans

^(f,z) : [z| < r + T| , - e < (p(0,r,z) <
C ' I v 7 7 / 2 / + 1.

et valant 1 dans ^,z) : |z| ^ r, (p(0,f,z) ^ - ^et î ^ 0^.

Afin de simplifier l'écriture, il est commode d'introduire les notations

y = (x,r,z), / = x, /' = (f,z)
y = (/,/')

n =(Ç,x,Ç), T I ' = = Ç , TI"=(T,Ç)
Î1 = (T1',T1")

et SJy,r|) = sup {s e R : u e H, microlocalement près de (y,r[)}. Avec ces
notations, Çç = r|o.
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Supposons que r|o > 0 et que Sy(^,r|',0) > — u si ( y , r [ ' ) e ^ , où

^ = {(^'): |/|<£, î1'>0,|z| <N, | (p |^e}.

Pour démontrer le théorème V , il suffit de montrer (et ce sera l'objet du § 5)
que si CÙQ et SQ sont assez petits, alors, pour tout entier positif \, on a :

(3.1) S^,rT,0) > ^(pGO + ̂  - u

dès que (y,r\') e ̂  et |/| < fâo •

Nous terminons ce paragraphe en montrant comment l'inégalité (3.1)
implique le théorème 1'.

Preuve de l'implication (3.1) ==> théorème F.

n - p
^-( - Iz^-h g{¥(x,z\s)es ds) si r ^ O

Comme (p(x,r,z) = ^ ^
1 A ^ .—,-» 1' • ( - i . r - f
<8 Ji

(-|z|2 - ^(F(x,z),5)^^5) si t ^ 0

rinégalité (3.1) implique que ((0,r,0), (1,0,0))^ WF(M) si t ^ - e' (avec
£' > 0). Appliquant le corollaire 7.2.2 de Duistermaat-Hôrmander [2] au
point ((0,— e^O)^ 1,0,0)), on en déduit que pour tout r 6 ( — N , r o ) , on a :

(((V,0), (1,0,0)) ̂ WFM.

On vient de voir que l'inégalité (3.1) implique la propagation de la
régularité dans le sens des t décroissants pour D( — ihD-^ 4- r -h A (h ^ 0).
Avec le même poids <P on obtient la même propagation pour
D( -h ihD-. + r + A : cela ressortira clairement de la preuve de l'inégalité
(3.1) qui sera donnée au § 5. Finalement le changement de variable t -> — t
permet de conclure à la propagation de la régularité dans le sens des t
croissants.

Au paragraphe suivant, nous démontrons une estimation à poids du type
inégalité de Carleman qui sera utile dans la preuve de l'inégalité (3.1).

4. Estimations à poids.

THÉORÈME 3. - Soit J^i la partie d'ordre ^ 0 de J^, c'est-à-dire

J^i = D, - ih(x,t,z)D-, -h r(x,r,z).
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Soient (po(x,z) et (pi(r,z) deux fonctions C00. Posons

F' - -(p(x,î,z) = (po(x,z) + /i(x,5,z)cpi(5,z)^s.
Jo

- pcpi a / acpM
L^ + ^\^J S g n / ï ^ c o > o p0^ x e l Œ Œ R et

(î,z) e K ce R2 , alors il existe 2 constantes positives (JQ et C, telles que
pour tout x e 1 et tout a ^ OQ , l'on ait :

(4.1) a4(mr[ l^i^^^p ̂  ̂  c f [e2^^^2 d~z dt
v v J J

si «eC 0 0 et si, pour tout point x de I,^(x,r,z), considérée comme fonction de
z et t , a son support dans K.

Le théorème 3 sera une conséquence de la démonstration du théorème 3'.

THÉORÈME 3'. - Soit dans un voisinage X de (0,0) dans R2 , l'opérateur

T = D, - ih(x,t)D,.

On suppose que h est C00, à valeurs réelles, et satisfait dans X les conditions
(^) et (Q) définies au §1, c'est-à-dire que comme fonction de t , h ne change
pas de signe et n'est pas identiquement nulle si (x,t)eX. Supposons que
t -> h(0,t) a un zéro d'ordre 21 en 0 et que les zéros de t -^ h(x,t) sont

r 1
d'ordre ^21 si (x,t)eX. Soit (p(x,r) = (pjx) + h(x,s}^,(s) d s . On

Jo
suppose que [<Pi (0 + (^(p^)J sgn h ̂  CQ > 0 dans X.

Alors pour tout ouvert relativement compact X c= c= X il existe 2
constantes positives (JQ et c, telles que l'on ait :

i
(4-2) a2^1) ll^^lj ^ C\\e^Tu\\

si ueCo(X) et a ^ ao, || || désignant la norme de L2(R2).

Remarque. - La fonction (p dont il est question dans le théorème 3' a été
introduite par Strauss et Trêves [10].

Il ressortira de la preuve du théorème 3'que si (p et les coefficients de T
dépendent continûment d'un paramètre x parcourant une partie compacte
de R, on peut choisir C et OQ indépendants de ce paramètre. Ceci fait du
théorème 3 une conséquence du théorème 3', puisqu'une perturbation de j^\
par r(x^z) ne modifie pas l'inégalité (4.1) (à condition d'augmenter Oo).1
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Preuve du théorème 3'. - II est équivalent de démontrer (4.2) avec (p
remplacé par

r
(P*(X,Q = (p(x,Q + l (/î(p,)(x,5)^.

Jo

Utilisant la méthode de Trêves [13], théorème 1.4, on voit que (4.2) est une
conséquence de l'estimation

i
(4>3) 111(1+|DJ)2<f+l^||| <C|||̂ |||

si i;eC^(Y), où Y = X' x (-S.+S) c R 3 , et

gT = D, + f(p*|DJ - î7î(D, + Kpî|DJ) = D, - ^(D,-y|DJ),

avec
y(x,0 = (pi(r) + (h^>^(x,s)ds.

I I I I I I désigne la norme de L2(R3).

Notations. - ||| | |JQ désignera la norme de He(R3),s la variable de
(-S,+S), et (Ç,ï,a) les variables duales de (x,t,s).

Preuve de (4.3). - Supposons par exemple que h(x,t) ^ 0. On traiterait
de même dans le cas h(x,t) ^ 0. Multipliant (po et (p^ par une même
constante strictement positive, on peut supposer que |y(0,0)| ^ 1. On peut
également supposer que (0,0) e X'. En rétrécissant X', (ce qui n'est pas une
restriction puisque si (4.2) est vraie sur un nombre fini d'ouverts X^, (4.2) est
vraie sur leur réunion à condition d'augmenter éventuellement Oo), on peut
supposer que l'oscillation de y sur X' est inférieure à un nombre positif e
arbitrairement petit.

La sphère unité de l'espace ÇTO est la réunion des 4 parties ouvertes :

°.'M
0, = <L| < ̂  et |̂ | < 2^-2 - el

03=-[loi ̂ .li;^2^-2^ et ^<ol

04={l<î |<^|>2 v 2 -2e e tÇ>o l ,
(. <J J J

où e > 0 est petit. Soit F .̂ le cône engendré par 0 .̂ dans R^O}.
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Soient ^., 1^^4, des fonctions C00, positivement homogènes de
degré 0 si Ç2 + r2 + a2 ^ 1, ayant leur support dans F,, et telles que

2^2 = 1 si ^2 + ï2 + çy2 ^ 1.

Dans Y x r\ , g° est un opérateur pseudo-différentiel sous-elliptique ayant
un degré de sous-ellipticité égal à 21 + 1, et par les résultats de Cardoso-
Treves [l], on a :

(4.4) |||̂  (D,A,D>|||__ ^ C(|||^(D,AA)^IIMIMII)
si reCy(Y).

(Cf. Trêves [13] et Menikoff [6] pour un raisonnement semblable).

Dans Y x F^, ^ est « elliptique » et on a :

(4.5) |||^(D,AANIi ^ C(||[^(D,A,Djgr|||+ I I M I I )
si yeC^(Y) .

Enfin, montrons que l'on a :
ï

(4.6) IIKI+IW^D.AANI ^ C(|||^,(D,,n,D^|[[+||M||)

si j = 3 ou 4 et veC^ÇY).

(4.3) s'obtiendra en additionnant les carrés des inégalités (4.4), (4.5), (4.6), et
en diminuant éventuellement S.

Preuve de l'inégalité (4.6). - Examinons le cas 7 = 3 . Le cas j = 4 se
traite de façon analogue.

Soit Ï l'opérateur de symbole

^(x,r,Ç,T,a) = T + fc(x,^,<7)

où c(x,^,cr) = h(x,t)^(x,t)q(x,t^a),^ étant une fonction ^ 0, apparte-
nant à Co°(X'), et

q(x,t^a) = (y|a|-ywfë,cr) + të'+a^pfë.a^l-mfé.CT)),

W(^,CT) étant une fonction C°° positivement homogène de degré 0 si
V + o2 ^ 1, valant 1 si - Ç > 2(72-3£)|a[ et Ç2 + a2 ^ 1, ayant
son support dans {fé,a) : 10|a|<9|Ç|, Ç<0}, et telle que 0 ^ w ^ l , p ( Ç , a )

étant une fonction C°° valant 1 si Ç2 + a2 ^ 1 et 0 si t2 -h a2 ^ ^-.
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On va démontrer que si /(^a) est C00, positivement homogène de degré
0 si Ç2 + a2 ^ 1, et a son support dans le cône |o| ^ c[^| (c>0), on a
l'estimation

i
(4.7) 111(1+|DJ)2f+lx(D,,D>||| ^ C(||Fi;|||+|||r|||)

si veCSm.

En appliquant cette inégalité à la fonction 9 ô^Çw, où weC^(Y'),
Y' ce Y, Ç e C?(Y) valant 1 sur Y' et 6eCy(Y) valant 1 sur un
voisinage de supp Ç, on déduit facilement l'inégalité (4.6) pour w.

Il reste donc à démontrer l'inégalité (4.7).

Preuve de l'inégalité (4.7). - On va suivre point par point la démonstra-
tion des §§ 4 et 5 de Menikoff [6]. Cependant comme Menikoff suppose une
factorisation de la forme c(x,r,^,o) == |a| fc(x,t,Ç,a) non réalisée ici, il faut
modifier légèrement sa démonstration à 2 endroits. Donnons brièvement les
grandes lignes de la démonstration en renvoyant à Menikoff [6] pour plus de
détails, et indiquons les modifications à apporter.

Posons M = D, - fc(x,r,D^D,) et

^% = {u e ^(R^),(l +|DJ)PM e L^R3)}

que nous munissons de sa topologie hilbertienne évidente.

On va construire une paramétrixe K pour <F* ayant les propriétés
suivantes :

(1) K est bornée : Jf _i_ -> L^R3)
~2l+l

(2)si yeC^(R 3 ) , alors supp Kv c: {(x,t,5),(x,r) e X'}
(3) si v e C?(R3), alors MK, = œ(x,07(D,,D> + Rv , où

œ e Cy(X') et R est un opérateur de type (1).

Tout comme dans Menikoff [6], de l'existence de K on peut déduire (4.7).

On pose B(x,r/,^o) = c(x,e,Ç,o) dQ
Jt

Kv(x,t,s) = (2TI)-2 J^^CT'î(^CT)to(x,t)(Kot5)(x,t^,CT)d^a

ou
Kov(x,t,!,,a) = - i \ 7i{t')e-^''^v(î,,t',c)df .
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Alors MKv(x,t,s} = (o(x,t)x(D,,D,)p + Ii + I^ + 13 + 1^, avec

/•
Ii = (în)-2^^^). Je^+-Ç(Ç,CT)Koii(x,t^,CT)^dCT

_ r
Î  = - (2n)-2 ^(('̂ ^ '̂"-^•'•.^^^^^(x.t '̂.^a) ̂  rfo rir'

•/l^^l
r'^r

Is = - (2n)-2 [c^^D^DJ^^^^-^^'^œ^r))
Ji^i

r'^r

- œ(x,^^-)-B(-v^^^^^^ x(Ç^)x(Oî(Ç,^a) ̂  ̂ a ̂ f

14 = - (2n)-2 ^ X(0^(x,r,^Ç,a)5c(Ç,a)£(Ç,^a)^Ja^
ot

où

^N(^î^^,a) = ^ ^ — c^^^^D;^-8),
0<|a|^N OC !

rN^^^^a) = 0((|^| + la])-^ (N entier positif arbitraire),

v représentant la transformée de Fourier partielle de v par rapport à x.^ et
Ï4 définissent des opérateurs bornés L^R3) -^ ^ i ; il en est de même
pour 1^ si l'on intègre uniquement sur |a| ^ 1. V^oii- Menikoff, \oc. cit.

En vertu du théorème de préparation de Weierstrass-Malgrange, on a, si
X' est assez petit, la factorisation h(x,t) = f(x,t)k(x,t), où

/(x,r) = t21 + ^ A/x)r2^-,
j = i

^(x,r) > 0 si (x,r)eX', et A,(0) = 0. Donc si ^ == 1 sur un voisinage de
supp ©, on a

c(x,r,Ç,a) =/(x,r)?(x,r,Ç,a),
avec

n ^ ^ ^(x^^^)
^'^ifTM^2

si (x,t) appartient à un voisinage de supp œ.

Pour estimer 1^ , L, et K, on les considère comme des opérateurs
pseudo-différentiels à valeurs vectorielles : on montre que si les S. sont les
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opérateurs de C?(R^,42) dans C^R^L?) de symboles

r00
Si(x,^o) : ̂ (r) -> co(x,r) ^-^''^(^(r') ̂ '

r^S^x^a) : fc(r) -. œ;(x,r) e-^'^W^t') dt'
Jt

r"
S3(x^,a) : h(t) -. ^-B(x^'^N(^î^^^)x(^)^(r') ̂

Jt

on a :

(4.8) ||D^S,(x,Ç,a)||̂  ^ c,,,p(l + laD-^l +1^|)^ ;

I I 11^^) représente la norme sur l'espace J^(L?) des opérateurs bornés dans

L,2 et ô = —1—
2 / + 1

Cela se démontre en suivant point par point la démonstration de
Menikoff [6], § 5. Cependant comme Menikoff suppose une factorisation

c(x,^,cr) = |a|fc(x,r,^,CT),

il faut modifier légèrement sa démonstration à 2 endroits :

1) pour passer de son inégalité (5.15) à son inégalité (5.16), il faut utiliser

_ i C 1 '
^"^ ̂  ^-C(|^|+|CT|)J^/(^)^

et appliquer son lemme (5.2) à /(x,X) avec le poids c(|^|+|a|) en prenant
9 = 9' = Q,d = 21.

2) pour estimer son terme (5.4) (au bas de la page 131) on estime la
quantité M comme lui (en tenant compte de la modification 1) si
W + 1^1 + kl > 1. Si |a| = 1 et q' = r ' = 0, on obtient :

|̂ | ̂  C|, - rl^-^——^l^'Â^dÇI+lal)^-'.

On applique alors son lemme 5.2 à/(x,À) avec le poids c(|Ç[+|a|) et 9 = ]-,

9' = 0, d = 21, ce qui achève la démonstration de (4.8).
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5. Démonstration de l'inégalité (3.1).

La démonstration de l'inégalité 3.1 est basée sur le résultat suivant (cf.
Sjôstrand [9], lemme 2.2).

LEMME 2. - Si uç^'(W) et ri^ri'/n^eR", r^'eR^, si
WF(K) c {n"=0} et si 0 < y < 1, on définit

T^u(y^)= x(^/,r|')^^-^'>M(/,/') dy

où ^J'j^eS^^R^xR^xR"-^ dlf K"1 a son support dans
[/ - /[ ^ C et appartient àS~°° hors de \y' - /[ ^ C'h'l-7.

TyU est une fonction C00, et Von a les propriétés suivantes :

1) Si m = 0 et si u e H^ autour de C^o^o^)» alors il existe un voisinage
conique \ a W x (R^^O}) ^ (^o.no) ^/ ̂

(l+Wn^y^eL2^)

2) 5i X^y^') = ^((^•^l'nl^l'nl2" P0^ 1^1 ^ 1 (et est convenable-
ment définie pour |r|'| < 1 ^e sorîe ^ue ^ e C00) et s'i7 existe un voisinage
conique V c: R" x (R^'^O}) de G\),r|o) tel que

(l+lriDT^^ri^eL^V),

alors u e H^ autour de (^o^o»^)

(0^v|/eCg)(Rn-d)).

1
Ce lemme est prouvé par Sjôstrand (^c. cit.) dans le cas y = -. Mais la même
preuve est valable si 0 < y < 1 .

On utilisera aussi le lemme suivant qui se démontre comme le lemme 2.1
de Sjôstrand [9].

LEMME 3. — Si % e EL0 et si a(y) est une fonction C°°, alors:

T,(a(}QM)(^rT) = a(^)T,M(^r|') + T^,r|'),

OM ^eK-^R" x R"^ x R"-^.
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L'idée de la démonstration de l'inégalité (3.1) est la suivante : le lemme 2
nous montre que la régularité de u est équivalente à la fïnitude de certaines
intégrales. Nous allons établir la fïnitude des intégrales en utilisant les
estimations à poids du § 4 et le lemme suivant, qui sera utile dans l'estimation
d'un certain commutateur.

LEMME 4. - Si MG^ ' (U) et p^WF(J^K), alors

SD,,.(P) ^ S,(p) - ̂ -^-

(où D ,„ est soit D,, soit Dy).

La preuve du lemme 4 est basée sur le

LEMME 5. — Si K est un compact de U, alors, pour tout s réel, il existe
une constante positive C^ telle que

^ ||D^|L_.2_^CK,(||^IL+||^IL)
|a|^l

si ue^(K) nH, .

Preuve du fait que le lemme 5 implique le lemme 4. — Si ^(y,v\) e S° est
positivement homogène pour |ri| grand, vaut 1 autour de ^p si À- est
grand et a un petit support conique et si ^ désigne un opérateur proprement
supporté de symbole %, alors ^ue^ et ^%u = [J^,5c] u modulo C00.
Donc si S^ ^ s près de p, on a pour e > 0 arbitraire : yu e H,_g n ^ ' et
^/ueH,_,.

Donc par le lemme 5, on conclut que D^u) e H^_ 21 _ ^ , ce qui
démontre le lemme 4.

Preuve du lemme 5.

a) II suffit de le prouver pour les fonctions C°° à support compact. En
M

effet u, == u ^ 6, -^ M dans H^ et 9,(^) = e"3^-), où 9eC^ a son
\^/

support dans \y\ ^ 1 et 9 ^ = 1 .
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Si l'on a pour s < EQ :

^Z 1|D^JL-^_ < C(||̂ j|,+||̂ y,

on déduit :

Z I|D |̂|,_^_ < c(||̂  * U+||[̂ ej<+n»j|,)
|o(|ï$l

<sC(ii;y<+iio.
Donc si e -> 0, on en déduit le lemme 4.

fc) II suffit de le prouver pour s = 0, car si A désigne un opérateur
pseudo-différentiel proprement supporté de symbole (1 -l-hl2)^, on a :

^ 1|D?<-^ ^ C,(̂  1|A^||_^_ + ||«||,_^

^ ̂ C1 "D^"-^- + ,S, IICA-D?-].,,.̂  + M^)
/ /

< U Z IID ûll.̂  + ||«||,-___).
\|a|ss;l 21+1 2;+1 J

Si le noyau-distribution de A5 a son support assez près de la diagonale, alors
supp u c K => sup A5» c K' = <= U . Or, supposant le lemme 5 prouvé
pour s = 0, on a :

^JID;-,w||_^_ ^ CK, (ll^wHo+IHo), weCo^K').

Appliquant ce résultat à w = A5», on obtient que :

Z 1|D?<_^_ ^ C.JII^A^Io+IK)
[o(| ̂  1

^C,K(II^<+IK).

c) Soient K <=_c R2, et 1 c c R2 tels que (0,(0,0))6l x K c U. Si
xeî est fixé et (t,z) appartient à un petit voisinage de K, alors £'^ (la
partie de ^ d'ordre ^ 0) est sous-elliptique en t et z. La démonstration
des inégalités de Trêves [12] montre qu'il existe une constante positive C,
indépendante de x , telle que si u est une fonction C°° ayant la propriété'
que pour tout x e ï , le support de la fonction (t,z) -^ u(x,t,z) est inclus à K,
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l'on a :

II1(1 + |D,| + |D,|)2m-u(x,t,z)[2 d~z dt

/rr _ _ _ rr \
^ C( |i?i«(x,t,z)|2 rfz dt + |u(x,t,z)|2 (Ê ̂  .

\J J J J /

Intégrant cette inégalité par rapport à x, on obtient :

||(1 + |D,| + |D,|)2ï^-u||^ ^ C(||^,u||â + ||u||â).

En remarquant que

E ||D^[|___^ C||(l+[D,|+|DJ)2ï^r-M||g,
|a|^l 2 l + l

on en déduit facilement le lemme 5.

Pour démontrer Finégalité (3.1), on va démontrer que si co et S > 0 sont
assez petits (mais indépendants de ^eZ^ , alors, pour tout ^eZ^ on a :

(5J) [ iKîi')^^^-^^)^ Tnii2^,^ ̂ ' < oo
Jo

si XC^n') = ^((/-/ïhDh'l^oùO ^ il/eC^R^pourh'l ^ 1, y étant
un nombre réel appartenant à l'intervalle (0,1) qui sera déterminé par la suite
et<î i '> -(l+jnl2)1/2.

Si on pose ^ = — T^AM, l'estimation (4.1) pour ^^ appliquée à v|/T u
avec a = In <T|'/ (|r|'| ^ T) et le poids $ introduit au § 3 donne :

(5.2) (In <T1'>^)4(ÏTT)||<î^/>^T^(^,T^/)||^

^CIKTI^^^^VI/T^^ÎI')!!^

En tenant compte du fait que

J^(v|/T^) = v|/T^ + [J^,v|/]T^ + v)/^« + v|/[J^,T^,

il vient, si ITI 'I ^ T

i
C(ln<n'>x)4cTT»||<rl'>^+e)-^T^(^^^')||^<© + © + © + € ) ,
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OÙ

© = \\W^-^^u\\^,.
© = IKn^^^^-^^i^T^ii^
® = IKTI^^-^^II^
@ = ||<Ti'>^^)-^[^i,Tju||^.

On va montrer qu'il existe © > 0 tel que chacune de ces quatre expressions
soit sommable en / et T|' sur {(/^'^l^^œ^^T}.

Remarque. — Pour prouver le théorème 1, il suffît de considérer des
distributions qui, dans le système de coordonnées x, t , z, sont de la forme
v^ ® 1^ (cf § 2). Pour ces distributions-là, on a, en diminuant éventuellement
N :

(5.3) {((x,r,z),(l,0,0)),0<|x|<N,sup(|r|,|z|)^ n WF(u) = 0

En effet, repassant aux coordonnées x, t , z, on a bien que

((x,r,z)(l,0,F,/FJ)^WF(^®l,)

si (x,r,z) est proche de (0,0,0) et x ^ 0. Comme le changement de
coordonnées x = F(x,z), z = G(x,z) choisi au § 2 fait localement se
correspondre les régions x ^ 0 et x -^ 0, on en tire (5.3).

Étude de l'intégrale deQ). — Si fâ est assez petit, on aura, vu la régularité
de ^u :

F rfrr f ( D d y ' = F IKîl^^^^-^T.^II^^,^^ ̂ / < oo
J7 JI/I^M ^

jÉîi^fc de l'intégrale deQ).

f ^ / f ® ^ = f ||<î1'>^^)-^T^,,v|/]u||^
J1' J|/K(O J'1'

Si [^i,v|/] n'est pas localement nulle autour de (0,r,z), on a 2 cas possibles :
ou bien t > 0, et alors MeC°° autour de ((0,î,z),( 1,0,0)) par le corollaire
7.2.2 de Duistermaat-Hôrmander [2]. Dans ce cas, la contribution au 2e

membre est < oo ; ou bien (p(0,î,z) ^ — -• Mais alors si W est un petit
voisinage (dans R3) de l'ensemble

{(x,t,~z) € R3 , x = 0, t ^ 0, (x,r,z) e support de la fonction [J^i ,v|/]},
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on a :

<P(x,f,z) ^ - ̂  4- £1 pour (x,r,z) e W,

où s^ peut être rendu arbitrairement petit.

Si (p + e ^ 0 pour (x,t,z) e W, on a alors si œ est assez petit :

f00 fdr\1 © d y ' < oo pour X = 1.
•P JI/KO)

II suffit donc de choisir s < - — e ^ .

£tu^ de T intégrale de Q). — S i c p + e ^ l lorsque (r,z) e supp v|/ et
|/| ^ fâ, et si ^ = 1, alors

f00 ̂ ' f ©dy' ^ f IKri^-^^^ll^^^ri' < 0)
J^ JI/I^M J7'

puisque SA^^TI^O) > - u + 1 si ( y , r } ' ) e ^ . Comme (p(0,r,z) < ———

21
sur supp v|/ par construction, il suffit de prendre £ < ——— et œ petit.

Étude de l'intégrale de®. — Puisque

[ ,̂T,] = - W,]D, + [r,T,] = - fT,D, + T^

avec /^ et / ^eK" 7 , on a :

f00 thy f ® ̂ / ^ 2 f IKTI')^^)-^^^!!^^,^^ d^
J7 J|/|^(ù J7'

+ 2 f 0 0 IKîl^^^-^T^II^^^ri- = I, + I,.

En vertu du lemme 4, Ii < oo si ^ = 1 dès que

(p + £ — u ^ — n — ——— + y pour (t,z) e supp \|/ et |/| ^ œ. Puis-

que

(p(0,r,z) < .——, si (t,z) e supp v|/,
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il suffit de prendre y assez proche de 1 pour satisfaire cette condition.
L> < oo si ?i = 1 dès que (p + S - H ^ - H + y pour (r,z) e supp \(/ et

|/| ^ œ. Puisque (p(0,r,z) < _——^ si (t,~z) e supp v|/, il suffit de prendre le

y déterminé pour 1^.

Donc si £ ^ £o (£o>0) et si y est assez proche de 1, on déduit que

^ IKîl^^-^^^TT)!!^^^' < oo.

On en déduit qu'il existe CÙQ > 0 tel que S^,r|',0) > 9 + £0 - u. si

(^,r|')e^, à condition que (x,î,z,r|') e ̂  implique |x| < CÙQ. (Si
£o

<P ^ - y, c'est évident, et si r > 0, c'est impliqué par le corollaire 7.2.2 de

Duistermaat-Hôrmander [2]). En itérant le procédé, on conclut que, pour
iout'keZ+ :

/ g \
S«(^rT,0) > U(p(}Q + °j - u si (y^) e ̂  et |/| < œo.

La démonstration du théorème 1 est ainsi achevée.
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