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INTRODUCTION

L’objet principal de ce travail est le théoréme de division également
baptisé « technique des escaliers ». Cette technique permet d’associer a
chaque idéal de séries entiéres convergentes un unique systéme de générateurs
vérifiant certaines conditions. Ces conditions permettent d’une part de
totaliser un maximum d’informations sur les exposants des termes non nuls
du développement en série de chaque générateur et sur les relations entre ces
générateurs, d’autre part de définir un bon algorithme de division par ces
générateurs.

La recherche d’une forme normale des générateurs d’un idéal a déja été
abordée par divers auteurs :

Par H. Grauert pour étudier les déformations des germes d’espaces
analytiques. A tout idéal et aprés changement générique des coordonnées, il
dssocie un algorithme de division avec unicité du reste. Voir [13], [12], [11].

Par H. Hironaka pour résoudse les singularités d’un espace analytique. 11
généralise le théoréme de préparation de Weierstrass au cas d’une famille de
séries. Ce théoréme a été ensuite amélioré par J. Briangon et par nous grace a
I'introduction des notions « d’escalier » et « d’escalier générique ». Voir [15,

p. 241, [31, [5], [11].

Cependant, aucune étude systématique n’avait encore été écrite sur ce
sujet.

Avant de présenter la contribution du présent travail, exposons quelques
principes élémentaires.

L’exemple le plus simple est le théoréme de préparation classique que I'on
peut énoncer ainsi :

« Toutidéal principal I del’algébre A, des séries entiéres convergentes a
n variables, engendré par une série f telle que f(O0,...,0,x,) # 0 admet
pour générateur un unique polynéme de Weierstrass :

g =X0 4 Ap (X5 X )X0 N+ o+ ag(xy,e - X—y)
avec 4;(0,...,0) =0 pour 0 <i<m— 1»

Chacun sait que ce générateur permet de définir sur A, un algorithme de
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division avec unicité du quotient, du reste et estimation des normes sur un
systtme fondamental de poly-disques de C” ou de R" centrés en 0.
Formellement, lalgorithme consiste a substituer indéfiniment

(G—@p_ X 1—. .. —ay) a xm.

Lorsque I'hypotheése f(0,...,0,x,) # On’est plus satisfaite, on est conduit
soit a effectuer un changement de variables générique qui peut entrainer une
perte d’information sur l'idéal, soit a changer d’approche : suivant H.
Hironaka, ordonnons N" aI’aide d’une forme linéaire positive sur R" (c’est
le procédé le plus simple) afin d’obtenir la sommation :

f=ax*+r

a étant une constante non nulle et r une série n’ayant que des termes
d’exposants supérieurs @ o. Nous nommerons I’exposant o € N*, exposant
privilégié de la série f. On démontre que I'algorithme de division sur A, qui
consiste formellement a substituer indéfiniment (f — r) a (ax®) est bien
défini et que I'idéal I admet un unique générateur de la forme :

g = x* + (termes d’exposants supérieurs non multiples de x?).

Dans le cas général ou I'idéal 1 n’est pas principal, la méthode de H.
Hironaka, exposée par J. Briangon dans « Singularités a Cargese », consiste a
considérer ’ensemble E(I) des exposants privilégiés de tous les éléments de
I, aremarquer qu’il existe un plus petit ensemble fini F(I) = {a,,...,a,} que
nous nommerons l'escalier de 'idéal 1 tel que :

ED) = U (+ N,
1<igp
puis de démontrer que toute famille (f},...,f,) de séries de 1 d’exposants
privilégiés (ay,...,a,) engendre I'idéal I, enfin de définir sur A, un
algorithme naturel de division par la famille (f;,...,f,).

Motivé par des applications a I’étude de la stabilité que nous développe-
rons plus bas, nous avons été amenés a améliorer la méthode de H. Hironaka
dans trois directions.

La premiére est I'obtention d’estimations précises pour les normes : a
chaque algorithme de division par un idéal I nous avons attaché I’ensemble
des poly-rayons p appartenant a un ouvert effilé V de R (voir définition et
description p. 120), sur chaque poly-disque D(0, p) centré en 0 de poly-
rayon p nous obtenons un algorithme de division avec unicité des dividendes,
des quotients et des restes et inégalité précise sur les normes.
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La seconde est I'extension a la définition d’un algorithme de division par
un sous-module d’un module libre Al'.

La troisiéme est I’extension a la définition d’un algorithme de division avec
parametres. Celui-ci nous conduit naturellement a considérer la platitude et
nous fournit notre théoréme « platitude et division » (1.2.8) qui est, pour la
norme « a la Grauert Z|a,|p® », 'analogue de « platitude et privilege » de
A. Douady.

Notre énoncé complet se trouve en (1.2.7). Nous avons rassemblé en
Annexe les résultats sur la platitude que nous utilisons.

Cette technique nous donne des démonstrations simples et constructives
du théoréme d’existence de scissions de B. Malgrange (1.4.2) et du théoréme
d’existence du platificateur local d’'un morphisme de Hironaka-Lejeune-
Teissier (1.4.4) qui débouchent sur des procédés de calculs explicités.

Avant d’aborder notre motivation géométrique, rappelons que, tradition-
nellement depuis R. Thom, le théoréme de préparation est li€ a la théorie de la
stabilité des morphismes. L’exemple le plus simple est le fait que les germes de
morphismes stables de R" dans R" qui sont de type X!, c’est-a-dire dont
'anneau local de la fibre est de la forme R{x}/x?*!, sont & isomorphismes
preés :

RxR! xR P2 R xR x RP2
(x, a, 2) — (xP"'a,_xP . tayx, a,2)

et que ce résultat est essentiellement équivalent au théoréme de préparation
classique aprés la transformation de Tscirnausen.

La (Z-stabilité d’'un morphisme de germes F : (R", 0) — (R?, 0) au sens
de Thom-Mather peut s’exprimer de la fagcon suivante (4.2.7) : pour tout
déploiement G de F,

i

(R",0) —=- (RN,0)

il existe un couple de rétractions (o,0’) de (i,i') qui commutent avec F
et G.
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Dans le cas des morphismes plats entre germes d’espaces singuliers,
généralisons :

F : X — S est plat et stable si pour tout diagramme

,

X oY
67
F G
i
S . T
—

commutatif cartésien ot G est plat, il existe un couple de rétractions (o, ')
de (i, ') qui commutent avec F et G.

Cette définition n’est certes pas la seule généralisation possible. On
pourrait, par exemple, exiger que Y et T soient des espaces produits de la
forme Y =X x U et T=S x U. Cependant, c’est pour nous la plus
satisfaisante, car perturber un morphisme n’est-ce pas aussi perturber sa
source et son but (qui sont rigides dans le cas lisse) ? Si nous nous restreignons
au cas des morphismes plats, ce n’est pas faute d’avoir examiné le cas des
morphismes quelconques (le cas des morphismes stables a but lisse a été
étudié par J. F. Mattei dans sa Thése de 3¢ Cycle) nous indiquons d’ailleurs
(4.2.11), le premier obstacle auquel nous nous heurtons lorsque nous tentons
de généraliser notre approche de la stabilité. Disons simplement que la
platitude est une notion géométrique simplificatrice; bien que I'intuition ait
du mal a la saisir, elle exprime une certaine continuité des fibres d’un
morphisme.

La définition de la stabilité étant acquise, I'inévitable « infinitésimalement
stable implique stable » se démontre traditionnellement depuis J. Mather par
I'intégration d’'un champ de vecteurs. Ici, aprés quelques manipulations
algébriques, nous utilisons une méthode d’approximations successives et un
passage du « formel » au convergent. Ce passage ne résultant pas du théoréme
général d’approximation de M. Artin, nous sommes conduits a énoncer et
démontrer, par une méthode différente, un autre théoréme d’approximation
qui nous parait mieux adapté a 'étude des morphismes de germes d’espaces
analytiques. Nous avons (2.1.4) résumé I'idée de la démonstration de ce
résultat : elle utilise pleinement les estimations précises que nous avions
établies avec le théoréme de division et s’inspire d’un exposé de J. L. Verdier
au Séminaire de I’E.N.S. en 1973.

Un calcul simple (3.3.6) donne la caractérisation des morphismes
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plats et stables comme le produit de la déformation semi-universelle de leur
fibre par l'identit¢ d’un germe d’espace lisse. Une conséquence de cette
caractérisation est que toute déformation semi-universelle d’un germe
d’espace analytique est également quasi-universelle (3.1.8). Dans le cas
particulier important des déformations d’espaces a singularités isolées, ce
résultat avait été démontré en utilisant une méthode différente par Geneviéve
Pourcin.

Nous démontrons ensuite que le platificateur local d’'un morphisme stable
entre germes lisses est stable. Ce résultat est doublement intéressant : d’une
part il approche la notion de stabilité que nous avons introduit précédem-
ment a celle de Thom-Mather, d’autre part combiné avec le résultat
précédent, il établit le lien entre la théorie de la stabilité des morphismes entre
germes lisses de Thom-Mather et la théorie des déformations plates de germes
d’espaces de Tjurina-Grauert.

Une conséquence pratique de tout ce qui précede est 'obtention d’une
procédure de calcul de la déformation universelle d’un espace analytique local
de dimension 0.

Recette : 1° le présenter comme fibre d’'une application entre germes
d’espaces lisses,

2° calculer le déploiement universel de cette application,

3° prendre le platificateur.
A chacune des trois étapes, on sait calculer explicitement des équations.
Nous illustrons cette procédure par le calcul d’un exemple.

Nous n’avons employé ici la technique des escaliers que pour étendre la
théorie de la stabilit¢ de Thom-Mather et pour la relier a I’étude des
déformations plates. Aussi, il nous faut signaler que I'on peut appliquer la
technique des escaliers a I'intérieur méme de cette théorie. Nous renvoyons a
notre article avec J. Damon « A topological invariant for stable map-germs »
et a l'utilisation qui en est faite par J. Damon pour comparer les classifications
topologiques et différentiables des germes stables et montrer qu’elles
coincident dans les bonnes dimensions définies par J. Mather.

C’est avec grand plaisir que je remercie mes amis et Professeurs Jean-
Louis Verdier, Frédéric Pham, Christian Houzel, Jc&€l Briangon, Jim Damon,
Bernard Teissier, Claude Bardos et André Hirschowitz qui m’ont toujours
témoigné une confiance amicale et m’ont aidé dans la réalisation de ma thése.
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Je remercie particuliérement :
Frédéric, qui m’a introduit dans le monde des singularités,
Jean-Louis, qui m’a offert un bon sujet de these,

et Jogl

NOTATIONS

La lettre k désignera soit le corps des nombres réels R, soit le corps des
nombres complexes C. Les lettres R*, R,, R%, R_, R* désigneront
respectivement les ensembles des nombres réels non nuls, positifs, strictement
positifs, négatifs, strictement négatifs.

Pour tout n-uple de variables x = (xy,...,x,) k{x} = k{x;,....x,}
désignera I’algébre des séries convergentes en x,, . . ., X,,.

Pour tout AeN", A =(A,,...,A), x* = Xt X
Pour tout (A,j)e N" x {1,...,m},
xM = (0,...,x*,...,0), le monome étant a la i*™ place.

Dans ce travail, les germes d’espaces analytiques et les morphismes de
germes d’espaces analytiques sont appelés plus simplement espaces analyti-
ques et morphismes d’espaces analytiques.

La catégorie des germes d’espaces analytiques sur le corps k est la
catégorie opposée a la catégorie des k-algebres analytiques locales, c’est-a-
dire des algebres quotientes des algebres de séries entiéres convergentes a
coefficients dans le corps k. A un espace analytique X correspond une k-
algebre analytique locale que nous noterons Oy, ainsi a I'espace lisse k"
correspond 'algebre des séries convergentes a n variables. A un morphisme
d’espace analytique f: X —» Y correspond un morphisme d’algébres
analytiques locales que nous noterons f* : Oy - Oy. Nous appellerons
fibre de f I'espace analytique X, = f~!(0) (0 désignant le point marqué de
Y) ayant pour algébre analytique locale Oy ®o, k.



CHAPITRE PREMIER

THEOREME DE DIVISION

1. Exposants privilégiés, escaliers, ouverts effilés.

(1.1.1) DEFINITION. — On appellera forme positive sur R" x {1,...,m} un
couple L = (L,)\) formé par une application linéaire L : R* > R a coeffi-
cients positifs non tous nuls (l,,...,l,), et unélément A = (A,,...,A,) de R%.
On représentera la forme linéaire L par le point P de R, de coordonnées
(- - L) Une telle forme L définit  une  application :

R, x {1,....m} > R,

L(ay,....a,;0) = La, + -+ + La, + A;.

(1.1.2) Remarque. — Si les coefficients (I,,...,l,; Aq,...,A,) de la forme
positive L sont linéairement indépendants sur Z, alors pour tout
(@g,- - .,a,;0) et (by,...,b,;j) distincts dans N" x {1,...,m} la différence

L(ay,. . .,a,;i) — L(by,. . .,b,;))

est soit strictement positive, soit strictement négative. La forme positive
L définit ainsi un ordre total sur N" x {1,...,m}, qui est aussi un bon
ordre.

(1.1.3) Remarque. — Si les coefficients ne sont pas indépendants sur Z,
on peut encore définir un bon ordre semi-lexicographique sur
N" x {1,...,m} noté < de la maniére suivante :

(@gy. . 58,3 0) < (by,-.,bys))
si et seulement si
L(ay,. . .,a,;10) < L(by,. . .,b,;))
ou si

L(a,,. . .,a,i) = L(by,...,b,;))
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etsoit i <j soit i =j et Ip:

0<psntq a,=b,....ap,; =b,,, et a, <b

p p’

(1.1.4) Une forme positive L fixée, on considérera toujours
N" x {1,...,m} munidece bon ordre, de méme on considérera toujours N"
muni du bon ordre défini par L.

Remarquons aussi que N" agit sur N” x {1,...,m} de la maniére
suivante :
A + (B,j) =(A+B,)).

(1.1.5) DEFINITION. — Soit un vecteur non nul de séries convergentes sur le
corpsk =R ou C,f = (fy,...[) ek{x,,...x,}™ onnote f,= > fox*.

AeN"
On appelle diagramme de Newton de [ [lensemble d'indices

QU = {(As)eN"x{1,...,m}/f,,;#0}.

On appelle L-graduation de f le nombre réel

d.(f) = inf {L(A;i)/(A;i) € Q(f)}.

On appelle forme initiale de f pour la direction L, Iélément de
k[x,,...,x,]™ suivant :

( Z fA,le9"" Z fA,nxA>

LA =d L(An) =d

A,i
Sax™
L(A) = dy(f)

in,(f)

I

I

si lon note x* = (0,...,0,xA0,...,0), le monome étant a la i*™ place. On
appelle exposant privilégié de f pour la direction L et on note exp,(f) le plus
petit élément de Q(f) pour le bon ordre défini par L.

az 4 a 4
[ J
° i
* e alf)
[ ]
exp (F)
e‘/
> —
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Dans la suite, lorsqu’on considérera I’exposant privilégié d’un vecteur, il

s’agira toujours d’un vecteur non nul méme si on omet de préciser expressément
cette condition.

On dira que f est monique si le coefficient du mondme de f d’exposant
exp.(f) estégala 1.

(1.1.6) PROPRIETES. — a) Soient f et g deux éléments de k{x,,...,x,}"
non nuls. On a les formules suivantes d’addition :

d(f+g) = d(f)

si dy(f) <dyg) ona <in(f+g) = in(f) et
exp(f+g) = exp(f),
di(f+g) = d(f)
si {d"(f) = d9) on a < in;(f+g) = in,(f) + in,(g)
exp(f) < exp(g)

exp(f+9g) = exp(f)

o o d(f+9) < du(f) = difg)
§ mff)+inig =0 ona {expL(f+g) < expy(f) = expu(9)

on

Q

s {exp,_(f ) = expy(9) exp(f+9) = exp.(f)

in (f) + in(g) # 0

b) Soient f unélémentde k{x,,...,x,}™ et g unélémentde k{x,,...,x,},
on a les formules de multiplications suivantes :

di(g.f) = di(g) + d(f)
ini(g.f) = ing(g) x iny(f)
expy(g-f) = expi(g) + exp.(f).

(1.1.7) DEFINITIONS. — Soit # un sous-module de k{x,,...,x,}". On
appelle sous-module initial de M pour la direction L, le sous-module
In (#) = {in (f)/f € M} engendré par les formes initiales pour la direction L
des élémentsde M. On appelle ensemble des privilégiés pour la direction L, le
sous-ensemble de N" x {1,...,m} suivant :

E(A) = {exp.(f)/fe #}.
Des formules de multiplications (1.1.6) on déduit que E (#) + N" = E(A).

(1.1.8) LEMME. — Pour tout sous-ensemble E de N" x {1,...,m} tel que
E + N" = E, il existe une plus petite (pour I'inclusion) partie finie F de E
telle que

E=U a+N".

aeF
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Dans le cas ou E = E|(#) on notera cette partiec F = F (#) et on
I'appellera lescalier de M pour la direction L.

az azd
EuA)

/\

—

=

aq as

Les gros points désignent les éléments de F,(.#).

Preuve. — 1l suffit de ne considérer que le cas m = 1. Disons qu’une

partie F, de E est génératrice si E= |J a + N" et que F, est

aeF,
redondante s’il existe deux éléments distincts a et a' de F, tels que
ae(a+ N") ou ae(a+N").

Démontrons le lemme par récurrence sur I’entier n. Si n = 1, le lemme
est évident. Si n > 1, supposons le lemme vrai pour I'entier n — 1, soient
E un sous-ensemble de N" vérifiant 'hypothése et a = (a,,...,a,) un
élément de E.

Pour touti = 1,...,n et j = 0,1,...,a; notons
E;=EnON"'x{j}xN), N!'=N71x{0} x N~
agit par addition sur E;; etona E;; + N""' = E, ;.
L’hypothése de récurrence implique l'existence d’une partie finie et
génératrice F;; de E, ;.

La réunion F' = |J F;; U {a} est une partie génératrice finie de E.
i,j

Par un nombre fini d’opérations, on en extrait une partie finie génératrice non
redondante F de E.

Il est facile de voir que F est contenue dans toutes les parties génératrices
de E. O
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(1.1.9) Remarque. — Une forme positive de R"% x {1,...,m} étant
choisie, tout sous-module de k{x,,...,x,}™ a méme escalier que son sous-
module initial.

(1.1.10) ProposITION. — Soient L une forme linéaire positive sur R" de

coefficients non tous nuls (l,,...,l,) et (Ay,j,),...(A,j,) unefamille de multi-
indices de N" x {1,...,m}.

Il existe une constante strictement positive o telle que pour tout
A=Ay, . A)ERT tel que Ay <X, < ... <A, <a il existe des
constantes réelles strictement positives B,. . .,B, et un ouvert de R",

A= A(B]»-A.»B,.) = {(ll+81” . ’1n+8n)/0 < 81 < [3162 < < Bn—lsn < Bn}

tels que pour toute forme positive L' = (L' A), ou L' est représentée par un
point de A, et pour tout k compris entre 1 et p, tout multi-indice E de
N" x {1,...,m} strictement supérieur a (Aj), pour lordre défini par la
forme positive L = (L,0), vérifie inégalité L'(E) > L'(Ajy).

Preuve. — 1l suffit de démontrer la proposition dans le cas ou p égal un,
car lintersection d’'un nombre fini d’ouverts de R’ du type Ay 5
contient un ouvert de ce type. Notons

(A1) = (AY) = (ay,. . .,a,;)).

Le lemme (1.1.8) implique I'existence d’'un nombre fini de multi-indices
E,,...,E, tels que :

{EeN"x{1,...m}/L(E) > L(Aj)} = U E, + N".

Il existe une constante a > 0 telle que pour toute forme positive L’ de
coefficients (I, +98,,...,l,+0,;X,...,A,) telle que &,,...,8,, Ay, ..., A
soient inférieurs a o, on ait

L'(E) > L'(A)), 1<k<s,
d’ou I'implication
L(E) > L(Aj) = L'(E) > L'(A)).

Considérons les multi-indices E = (B,i) = (b,,...,b,;i) supérieurs a
(Ay) pour l'ordre défini par L et tels que L(E) = L(A,) c’est-a-dire

Lb, + -+ Lb,=la + - + lLa,.
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Supposons Ay < A, < - < A, < a; afin que
L'(B,j) — L'(Aj) = 6,(b,—a;) + - + 8,(b,—a,) + A, — )"j
soit strictement positif, il suffit que :

i=j, 3q, 1<q<n, b,=a, .. ,by,, =0a,,, bj>a, +1
et

-0, — - — 98,44,y +6,>0
ou que :

i>j et - 8da;, — - —9,a, + 1 —A; > 0.
Puisque (B,i) > (A,j) pour l'ordre défini par L, il suffit que
0 <(l4+a)d, <38,,, (@=1,....n=1),
(1+a)b, <y =inf{h,, —A;1<k<m—1} < qa,
donc il suffit que 'on ait : .

0<81<Bl§2< <Bn~16n<ﬁn

avec
1 1
ﬁ1~1+al’ B"_l_(1+a1)...(1+an_1)’
B, — Y
" (l+4ay)...(1+a,)
Remarquons que les inégalités précédentes impliquent que &, ..., 5, sont

strictement inférieurs a o. [J

(1.1.11) DEFINITION. — Soit L une forme linéaire sur R" de coefficients
positifs non tous nuls (I,,...,l,). Nous dirons qu’'un ouvert V de R". est effilé
pour la direction L s'il existe B = (B,,...,B,) € (R*)",

Ag = {(I,+8,,. ., +8,) e REN/O < 8, < B,5, < *++ < By_y, < B}

et une fonction continue C : Ay — R% tels que louvert V contienne I'ouvert
suivant de R,

Vie = {0l L) eAy, neR, et n < C,... L}

(1.1.12) Remarques. — Un ouvert effilé pour la direction L n’est pas vide.
L’intersection de deux ouverts effilés dans la direction L est un ouvert effilé
pour la direction L.
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Soit V un ouvert effilé pour la direction L. Les poly-disques de k" de

poly-rayon p eV et centrés a I'origine forment un systéme fondamental de
voisinages de l'origine.

Pour tout p eV, il existe un nombre réel s(p), 0 < s(p) < 1, tel que
pour tout ¢, s(p) <t <1, on ait t.peV; en général il n’existe pas de
peV avec s(p) =0.

Exemple. — Dans le cas n = 2, les ouverts effilés contiennent un des
ensembles du type suivant :
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2. Enoncés des théorémes de division.

(1.2.1) DEFINITIONS ET NOTATIONS. — On appellera partition associée au p-
uple de N" x {1,....m}, [(Aj1),...(A,J,)], la partition suivante de
N* x {1,...,m}, l'une des parties pouvant éventuellement étre vide :

Il<k<p A= [(Aka)+N"]\[kUk (Agdi) + N"]

A=Nx{l,...m}\ U A

1<k<p
A A
Aq
Ap 4 A6=(I)
A oAs¢
As
As A4 ‘

A
A AsL__—

P P
- >

Notons aussi qu'une somme indexée par 'ensemble vide est nulle.

Pour tout poly-rayon p = (py,. . .,p,) € (R%)", on notera k(p) I'algébre
de séries convergentes en n variables x = (xg,...,X,) :

kip) = {f = Y fax*e k{x}/ZIfil p* < + oo}

AeN"
qui munie de la norme ||f|| = Z|f,|p?, est une algébre de Banach.

Sauf mention contraire, on munira ’espace de Banach k(p)™ de la norme

(/1 - - Sulll = max |If]].

1<igm

(1.2.2) THEOREME DE DIVISION PAR UNE FAMILLE DE VECTEURS. — Soient L
une forme linéaire a coefficients positifs sur R" et (f*,...f°) desvecteurs non
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nulsde k{x}™,x = {x,,...,x,). Désignons par (A,,j,) 'exposant privilégié de
f* (1 <k<p) pour la direction L = (L,0) et supposons f* monique. Notons
(AA) la partition associée au p-uple précédent. On a lalgorithme de division
suivant :

1) Pour tout fek{x}™ il existe des quotients uniques g* € k{x} (1<k <p)
et un reste unique hek{x}™ tels que :

O f =gt + - +g¥"+h

(ii) ¢*

I

Y ghxAA (1<k<p)
[GWALN

(i) h = 3 ot
(Ajeh

2) Pourtout a € (R%)", quand m = 1 on peut prendre a = 0, I'ensemble
des poly-rayons p e (R%)" tels que :

(i) si fek(p)™ alors g*ek(p) 1<k<p) et hek(p)" et
p
(i) Y llgll oA + [kl < 2mp|If]l,

k=1
contient un ouvert effilé pour la direction L.

Démonstration. — Au prochain paragraphe.

(1.2.3) PROPOSITION. — Avec les notations précédentes on a, si h # 0,
exp_f = inf {exp_ h, exprg* + exp f* (1<k<p)}

et en particulier exp, f < exp, h.

Preuve. — En effet d’aprés la propriété (1.1.6)b)

exp g*.f* = exp g* + exp_f e A,

pour (1<k<p) et, comme (A, A, (1<k<p)) forme une partition de
N" x {1,...,m}, ilssont tous distincts et distincts de exp, h. La propriété
(1.1.6a) implique alors que ’exposant privilégié¢ de la somme est le plus petit
des exposants privilégiés. [J

(1.2.4) Remarque. — La famille (f!,...fP) étant fixée, lorsque la forme
positive L = (L,0) varie on n’obtient qu'un nombre fini d’algorithmes de
division.
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En effet chaque f* ne peut admettre qu'un nombre fini d’exposants
privilégiés possibles qui sont les sommets de 'enveloppe convexe de son
diagramme de Newton (1.1.5), d’ot un nombre fini de partitions possibles du
type (A, A, 1<k<p) de N" x {1,...,m}.

(1.2.5) THEOREME DE DIVISION PAR UN SOUS-MODULE. — Une forme linéaire
positive L sur N" et un sous-module M de k{x}™ x = (x,,...,x,) étant
fixés, désignons par E (M) et F (M) Pensemble des privilégiés de M et
Pescalier de # pour la direction L = (L, 0). Alors

1) Toute famille (f*,...,f7) de vecteurs de M telle que

FL('/”) < {expL fl,' . 'aexpop}

est un systéme de générateurs de M .

2) Tout élément f e k{x}™ est congru modulo M a un unique élément de
k{x}™ de la forme :
)= T hxt
(A, DEEL ()
que nous appellerons reste de la division de f par 4. De plus pour tout
ac(R*)", (quand m =1 on peut prendre a = 0) il existe un ouvert effilé
V = V(a) pour la direction L tel que pour tout poly-rayon p eV on ait :

r(Neke)” si fekE™ et |Ir(Nll < 2mp~eIf1l-

3) Notons A;(1 < i < p) les éléments de F (M) et h; le reste de la
divisionde xAi par 4 . On appelle base standard de .# , pour ladirection L,
lafamille f; = x* — h;,1 < i < p. Ellevérifie exp (f) = A,, f,e M etavec
les notations de 2), YVae (R%)',a = 0sim = 1,Vp e V(a), ||f|| < 2mpri—s.

4) Il existe un ouvert effilé V pour la direction L tel que pour tout peV,

le sous-module de k(p)" M(p)={f € M et f ek(p)"} est fermé et facteur
directeur de k(p)™.

Preuve. — Montrons comment ce théoréme se déduit du précédent.
L’unicité de 2) s’obtient de la maniére suivante : s’il existait deux éléments
distincts h et h' delaforme du reste et congrus modulo .#, par différence
on aurait :

h—h = hy s — K, M,
@, i)gdm( A a)

h—h #0 dou  expy(h — h)eE (H)
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et
expp(h — h)¢ EL(A)
ce qui est absurde.
Pour toute famille (f,...,f?) de vecteurs de .#, lalgorithme de

division permet d’écrire tout f € k(x)™ :

p
- L hy, . A
! ,‘; ¢f (A,;ea o

si {exp f,....exp f?} o F(#),A N E (M) = &, lereste de la division de
f par f!, ..., fP est alors le reste de la division de f par .#; en
particulierilest nulsi f € .# . L’inégalité sur les normes est celle du théoréme
(1.2.2). Le 3) est immédiat.

Le 4) s’obtient en remarquant que #(p) est le supplémentaire topologi-
que du sous-espace :

H(p) = {h = ; hA,ixA’iEk(P)m}
A DFE ()
dans k(p)". O

(1.2.6.) PRESENTATION D'ALGEBRES ANALYTIQUES ET NOTATIONS. — Considé-
rons I'algébre analytique K = k{t,,...,t,}/J, d’aprésle théoréme précédent
il existe un ouvert effilé W de R? tel que pour tout peW,

. = K(p)/J(n) soit une k() algébre de Banach.

Pour tout poly-rayon p e R’ on forme, x = {x,,...,x,),
p 1 n

K,(p) = {f = ¥ fwtfaeK, et 3 It < + oo}

qui, muni de la norme ||f]| = Z||f,llp* est une K,-algébre de Banach.
On munira K, (p)" de la norme suivante :
i f=Un-of)s Il =max {lIfll, 1 <i<m}.
.Si K =k{t}/J ou t=(t,...,t,), onnotera :
K{x} = k{t, x}/J.k{t, x}.
Atout feK{x}, f = Zfyx*, onassocie f(0) = Zf,(0)x*ek{x} ou

fa(0) désigne la classe de f, modulo I'idéal maximal de K, classe qu’on
identifie & un élément du corps k.
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(1.2.7) THEOREME DE DIVISION AVEC PARAMETRES PAR UNE FAMILLE DE VECTEURS., —
Fixons une forme linéaire positive L sur R", une k-algébre analytique
K = k{t,,...,t,})J, et une famille (f*,...,f?) de vecteurs de K{x}™,
X = (x,,...,x,), telle que chacun des f*(0) soit non nul. Notons pour tout k,

< k < p,(Auj) Pexposant privilégié de f*(0) pour la direction L = (L,0)
supposons f*(0) monique et des:gnons par (A,A) la partition associée au p-
uple précédent.

On a l'algorithme de division suivant :

1) Pourtout feK{x}",x = (xy,...,X,}, il existe des quotients uniques
FeKx)(1 <k <p et un reste unique he K(x)" tels que :

0 f=g'f"+ " +g°f" +h,

(i) g¢= Yy gxtM et ghek,

(A,jk)EAk

i) h= Y hxN et hyeK.

(Ajed

2) Pour tout a e (R*%)", quand m = 1 on peut prendre a = 0, il existe
un ouvert effilé pour la direction L, V de (R*)" et une fonction continue € :
V — R% tels que pour tout peV et tout p e (R%)? tel que K, soit une algébre
de Banach et || < €(p), (|u| désignant la somme des composantes de W), [la
condition sur |y| dispardit si f, = £,(0)(1 < k < p)]:

(i) Si feK,(p)" alors g*eK,(p),1 <k <p et heK,(p)" et

p
(i) Y lg“lip™ + liall < 2mp~elIf1l.
k=1

Démonstration. — Au prochain paragraphe.

(1.2.8) THEOREME (platitude et division). — Une forme linéaire positive L
sur R", une k-algébre analytique K = k{t,,.. .t ,}/J et unsous-module .#
de K{x}™, x = (xy,...,X,}, étant fixés; désignons par M (0) le sous-module
image de M @k dans k{x}™. Soit (f',...,f?) une famille d’éléments de M
telle que :

Fi(#(0) = {expy f1(0),. . ..exp. f7(0)}, L = (L,0).
Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) Le module M = K {x}"/.# est K-plat.

(ii) Pour toute feK{x}™, le reste de la division de f par la famille
(f*,....f7) est nul si, et seulement si f e 4 .
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Démonstration. — Notons I I'idéal maximal de K. La condition (i) est
équivalente a la condition # N MK{x}™ < M.# (voir Annexe). Si (ii) est
vraie, toute f € # s’écrit, selon 'algorithme de division

f=Yaf; s feMK{", f0)=0

' i=1
donc par (1.2.2)
q;(00=0 et g, eM d’ou feMma.

Supposons (i) vraie. Considérons le K-module s# des he .# qui sont
leur propre reste dans la division par (.. .,f*) si(ii) n’était pas vraie # ne
serait pas réduit a {0} et d’aprés le théoréme de Krull il existerait un plus
grand entier r telque # < W'.# . Soit he # telque h¢ M+ .4 d’aprés
le théoréme (1.2.5) h(0) = O carilappartienta .4 (0) etil est son propre reste
dans la division par (f*(0),...,f?(0)); d’aprés (i) il existe s; € M et h, e .M

q
tels que h = ) sh;.. Divisons h; par (f',...,f?) on obtient

i=1
h,=Z¢ f +1 et LeA#, puis h=X(Zsq)f*+ s, et h=Zs],
car le reste de la division de h par (f%,...,fP) est unique. Comme
e cW M, s;e6M et h¢JW+! cest une contradiction, donc
# = {0} et (ii) est vraie. O]

(1.2.10) Remarque. — Voici un exemple qui montre que le recours a
I'ouvert effilé V et au coefficient p~¢ ne sont pas superflus dans le point 2) du
théoréme (1.2.7).

Prenons K =k,n=2L=(11),m=2p=2

v _ (Y (O
/ _<3x>’ f _<x—2y>'

Si on choisit p delaforme p = (n, n), pourtout n,0 < n < 1, bien
que le vecteur

0 0

1 1
appartienne a k(n, n)?,
R o

2n 2n

son reste dans la division par (f!,f?) n’appartient pas a k(n,n)?2.

Pour que la division dans k(p)? soit possible il faut donc choisir p dela
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forme p = (n,n'*) avec &€ > 0. Considérons alors la division évidente

()-r-()

si p=(nn'"%, quel que soit € > 0 et n < 1 on n’a jamais I'inégalité
(2 X 2)nl+e ? n1+e + 3],"
cependant on a I'inégalité avec le coefficient n~°

(2 x2m)7™9Yn'*E = 0t + 3n.

3. Démonstration du théoréme de division.

Nous n’écrirons que la démonstration du théoréme de division avec
paramétres (1.2.7) qui utilise le théoréme (1.2.5). Pour obtenir celle des
théorémes (1.2.2) et (1.2.5) il suffit dans ce qui suit de remplacer partout
'algebre de Banach K, par le corps k.

(1.3.1) Soient (I,,...,l,) lescoefficients de la forme linéaire L et a € R¥",
a=0sim=1;sim=1, onchoisit L =XA;, =0;si m#1, soit a la
constante réelle strictement positive donnée par la proposition (1.1.11), on
choisit A = (A4,...,A,) € R% tels que

A <Ap... <A, <inff{o,lia; + ... + La,}.
(1.3.2.)) LEMME. — Il existe des nombres réels strictement positifs
By - -, B,, un ouvert non vide de R*%"

A=Ay =438, 1, +8,)0<8, <Py 8, <... <P, 8,<B,}

et une fonction continue b: A — R¥% tels que :

Pour tout P' € A représentant une forme linéaire L' et L' = (L')A) on ait
L'(B,i)) — L'(Awj) = b(P") pour chaque k compris entre 1 et p et chaque
(B,i) supérieur d (A.j,) pour lordre défini par la forme positive L = (L,0) sur
N* x {1,...,m}.

Preuve. — La proposition (1.1.10) nous fournit B, ..., B, tels que, avec
les mémes hypothéses, on ait L'(B, i) — L'(A,j,) > 0. Pour chaque P' € A
il n'existe quun nombre fini de multi-indices (B,) tels que
L'(B,i)) — L'(Awj) < 1, car les coefficients de la forme linéaire L' sont
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strictement positifs. On désigne par b(P’) la borne inférieure de la différence
L'(B,i) — L'(Awj,) etde 1, k variantde 1 a p, (B,) étant supérieur a
(Aji) pour l'ordre défini par L et L'(A,yj,) étant inférieur a 1. Il est facile

de voir que lorsque P’ parcourt A, b(P’) est une fonction continue
de P'. O

(1.3.4) Avecles notations de (1.2.6) on munit le module libre K, (p)" dela
famille de normes suivantes qui sont toutes uniformément équivalentes :

pour tout o = (a,,...,%,) € (R%)™, on pose pour tout

(oS €K™, No(fi- - ofu) = 2 IfjllP%
j=1
sipj<l,(l1<j<n)ona:
inf (p%). max ||fjll < N,(fy,- ., f) < m.max||fjl.

Muni de N,, K,(p)" est un espace de Banach que nous noterons
K(p,p,2).

(1.3.5)LEMME. — (A, A (1<k<p)) ayant été définie en (1.2.1). Pour tous
peR%), ae(RY)" et pe(R%) tel que K soit une algébre de Banach,
considérons les espaces de Banach suivants :

H@A) = {h eK(wpoyh= Y . hA_ixA,.}

W)€

HA = {g*e KWEYd= 3 g;xA-Ak}

(AJpea,

H(p,p,2) = @ H(A,) ®H(A) muni de la norme suivante :

g, - ..g”:hll = Z llg“llp™e+ i + [lAll.

k=1

Le morphisme
1 :H(uap,a) - K(P,Paa)

P
¢',.. gPsh) - Z g xMic + h

k=1

est une isométrie d’espaces de Banach.
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Preuve. — Evidente. [J

(1.3.6) Perturbation de @,. — Nous utiliserons les notations suivantes :
L’ désignera une forme linéaire représentée par un élément

P =(l,....)eA; L =({Ln.

A toute L' on associe une solution o = (o}, - -,00,) €(R%)™ du systeme

d’équations L'(«)) = A;(1 < i< m) et atoute L' et a tout nombre réel

positif 1 on associe le poly-rayon p’ = (n',...,n"%). Remarquons, qu’avec

ces notations, pour tout multi-indice (A,i) e N* x {1,...,m} on a I’égalité
nrad = pA, p'm}.

Pourtous p, e R% et peR%, lanotation p < y, signifiera que le poly-

disque de poly-rayon p est inclus dans le poly-disque de poly-rayon p,.

Ceci posé, on choisit un poly-rayon p, € R% et un nombre réel positif 1,
tels que :

(1) K., soit une algébre de Banach,

(ii) pour tout P'e A, les vecteurs f!, ..., f? soient dans K, (po)™,
donc dans K (pg,po,2)-

Comme (A,,j,) est Pexposant privilégié de f*(0), 1 < k < p, et que
Kk g
f*(0) a été supposé monique, on a la décomposition suivante :

o= xMict U + ¥,
avec

U, = B Z f’fx,ixA’i et V= . Z f’fx,ixA,.'
Sai0) #0 Sai0) =0
et

(A > (A")).

Pourtout peR%, p <y, telque K, soit une algébre de Banach, pour
tout neR,, n <1y, pour toute forme linéaire L' représentée par un
point P'eA, p' et o associés a L' et a m, et pour tout k, on a
v, € K(wp',o) et %, e K(p,p',o').

On peut donc considérer le morphisme
®; H(P‘,P',a') - K(“9p’9a1)

@' ...9%h) - Y F@+7).

1<k<p
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(1.3.7) LemME. — Il existe une fonction continue C : A — R* définissant
Pouvert effilé pour la direction L :

V={p=Mmh..nNeR)y(,.. )eA;0<n<n, ee n<CFP)

et il existe une fonction continue € : V — R*% telles que pour tout p'€ V et

tout pe(R%)?, telque |p| < €(p’) et K, soit une algébre de Banach, la norme
du morphisme @, correspondant soit inférieure a 1/2.

Preuve. — Nous allons majorer la norme de ¢, et définir les fonctions
continues C et & au cours du calcul suivant :

IZ@, + ¥)g"l
Zllg*|lp At i + [Ihl|

ll@,l| = sup

< p max ([l + 1177 l)p' = %)

1<k<p

or

—A-a k L'(Ad)—L'(Ayjp)
2l o™= Y Al nt e
Sad0) #0
L'(Ad) > L'(A,.jy)

d’aprés le lemme (1.3.2), L'(A,i) — L'(Aujp) = b(P’) d’ou

. n b P
N p~A i < <—‘> “U?/k”K(po.p;).u')po A=,
No
1 .
< — si n < CP)eRx
4p

ou l'on définit la fonction continue sur A, P’ +—C(P’), par légalité
suivante :

, 1 N AL _
C(PY" = — 1" min [g W % I )] " -
4p 1<k<p
U, # 0.
D’autre part si p < sp,, avec seR* et s <1,

173l < s”/Vk”Ktuo,p’,a’j’ car Y(0) =0,

, 1 . ,
17 llp =M% < —  si p < s(PMo
4p
ou 'on définit la fonction continue, p’ — s(p’), par ’égalité suivante :

1 , -
S(p/) = 4_p mkln (“Vk“K(uo,p',a‘)p _Ak—a"‘) ! .

1<ks<p
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On peut également trouver une fonction continue p’ — g(p’)e R, telle
que |pu| < &(p’) implique p < s(p)po-

On conclut que :
si pev et u < &(p) alors o ll £ 172, O
(1.3.8). — Comme I'isométrie
¢, : H(pp'a) — K(up',)

entre ces mémes espaces de Banach est de conorme égale a un, nous venons de
montrer que le morphisme de division par la famille (f1,...,f?):

¢©; + @, : Hpp'a') - K(up',o)
@'....9%h - f=4g9'"f"+ - +4°fP+h

est un isomorphisme de norme inférieure ou égale a 2.

Au début de la démonstration du théoréme nous avions choisis A; tel que
A < lag + -+ + la,, 1 <i<m, onen déduit que pour tout

P =(,....)eA, A <lia, + -+ + La,,
donc pour tout neR* et n < 1
p'u; — -r-l}», > nl'la| + o 4 e, — p'a'

Par ailleurs nous avions remarqué que la norme habituelle de K, (p')" et
la norme N,, sont reliées par les inégalités suivantes, pour tout

(es,. . .e) e K (p)":

max |lej||p"® < N, (ey,...,e,) < m.max |ej]l.

. 1<i<m I<ism

On en déduit I'inégalité cherchée, avec les normes habituelles

p
Y lghllp™a + fihll < 2m p = i1l
k=1
Le théoréme de division dans K{x,,...,x,}™ s’obtient par passage a la
limite inductive sur p’ et p.
4. Applications du théoréme de division.

(1.4.1) DeFiniTiON (B. Malgrange [21]). — Soient K une k-algébre
analytique, x = (xy,...,X,) et @ unmorphisme de K {x}-modules libres o :
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K{x}" = K{x}™. Onappelle scissionde ¢ toute application K-linéaire \s :
K{x}™ - K{x}" telleque ¢ oy o @ = .

(1.4.2) TueorEME (Platitude et scissions). — Avec les notations précédentes
et K =k{t,,...,t,}/J, les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) Il existe une scission  de o ;
(i1) coker ¢ est K-plat;

(ii1) Il existe une scission  de @, il existe a € (R%)", unouvert effilé V
de R", et une fonction continue € : V — R* tels que

VpeV, YueR%, n < €(p) et K, algébre de Banach,

¢ et \ induisent des morphismes K-linéaires continus ¢, \:

K, (o) == K, (p)"
V

vérifiant @ oY o @ = ¢ et ||| <.p7".

Démonstration. — 1l est clair que (iii) implique (i). Montrons que (i)
implique (ii). Supposons qu’il existe une scission y de ¢ ; ¢ o estalorsun
projecteur de K{x}™, il en résulte que Im @ = Im (@ o {) et ker (¢ o )
sont des facteurs directs supplémentaires de K{x}™. Comme K {x}" est K-
plat, coker @, qui est K-isomorphe a ker (¢ » ), est K-plat.

Montrons que (ii) implique (iii). Supposons que coker ¢ soit K-plat.
Soient e,,...,e, les images par @ des vecteurs de la base canonique de
K{x}", notons # = Im ¢ le sous-module de K{x}™ qu’ils engendrent.
M) = A @k est un sous-module de k{x}™. On choisit une forme
positive L =(L,0) sur R" x {l,...,m} et une famille (f*,...,f?) dél¢-
ments de .# telle que les exposants privilégiés de f*(0) exp. f*(0),
1 < k < p, décrivent l'escalier F (#(0)) de .#(0); on fixe ensuite des

élements A% de K{x} telsque f*= ) Ae,.

i=1

D’aprés les théorémes (1.2.7) et (1.2.8) toute f € K {x,,...,x,}™ s’écrit de
maniére unique et K-linéaire

r p
7= 3 (5 e+
ji=1 \k=1
k

g° et h vérifiant certaines conditions et h = 0 si, et seulement si,
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fe# =Ime. Posons
14
W= (£ #sisisr). ek
=1

V ainsi définie est une scission de @. Pour obtenir la majoration, on applique
le théoréme (1.2.7) et on « grossit » a pour se dispenser d’écrire les
coefficients 2m et |AY]. O

(1.4.3) COROLLAIRE. — Soient A et B deux matrices de types (p,m) et
(r,;m) a coefficients dans k{x}, x = (xy,...,x,). Le morphisme ¢ défini par

¢ : k? x k{x}" - k{x}™
(6y) —» A.5 + B.y

admet une scission  Kk-linéaire vérifiant @ oy o @ = .

De plus il existe a€R". et un ouvert effilé V de R", tels que pour tout
peV, ¢ et \ induisent ¢ et V:

¢
kP x k(py Z‘ﬁ—" k(p)"

avec @ oY o =¢ et || < p .

Preuve. — Si r = 0, on choisit une base de k” telle que les images
e,, ..., e, des s premiers vecteurs forment une base de Im ¢, et que pour
une direction fixée L = (L,0) la partition associée (A;,A) soit telle que
A#F D, 1<k <s.

Le morphisme ¥ : k{x}™ — k? qui & f associe
(94(0),...,9,(0),0,...,0) ek?,

ou g, ..., g, désignent les quotients de la division de f par e, ..., e,
veérifie les conditions du corrollaire.

Si r > 0, notons

¢, : k? > k{x}" et 0, k{x}" - k{x}™.
8 - A.d vy - B.y.

Soient Y, une scission de ¢, donnée par le théoréme précédent,

H# =Im(Id — (9, ° ¥))

un supplémentaire de Im ¢, dans k{x}", E = ¢;!(s#) =k, @) la
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restrictionde @, a E et {, lascissionde ¢} quenousvenonsde construire
dans le cas r = 0. Alors le morphisme k-linéaire

Vv kix}" = #A@Ime, - k? x k{x}?
1t+y2) = (W1(1), V2(y2)

vérifie les conditions du corollaire, car Im ¢ = Im ¢} ®@Im ¢,. [J

(1.4.4) TueoriME (H. Hironaka, M. Lejeune, B. Teissier [16]). — Soient
¢* : Og = Oy un morphisme de k-algebres analytiques locales et M un Ox-
module de type fini donc un Og-module via @*.

Il existe une unique k-algébre analytique Oy, quotient de Op et munie de la
surjection canonique A : Og — Op, vérifiant les conditions suivantes :

1) M ®0,Op est un Op-module plat,

(i1) pour tout morphisme d’algébres analytiques A* : Oy —» Op tel que
M ®OSOT soit un O-module plat, il existe un et un seul morphisme
p*: Op = O tel que A* = p* o Af.

Remarquons que I'unicité de p* est automatiquement vérifiée car A§ est
surjectif.

(1.4.5) DerFINITION. — L’algébre locale Oy s’appelle le platificateur du Og-
module M. Danslecasou M égale Oy, notons ¢ : X — S le morphisme de
germes d’espaces analytiques correspondant @ ©* et P le sous-germe d’espace
analytiquede S d’algébre locale Op, onappelle platificateur du morphisme @
le morphisme @p: X xgP — P obtenu par le changement de base P=—S.

Démonstration du théoréeme. — Si M = 0 alors O, = Og, supposons
donc M # 0.

(1.4.5) LemME. — Soit k{t} X Os - 0, t = (ty,...t,), une présentation

de Og, M est un k{t}-module via . Tout morphisme L* : k{t} - Oy tel
que M ®,,,01 soit Or-plat se factorise par Os.

Preuve. — A l'aide du lemme de Nakayama, on montre que 'annulateur
de tout élément j = A* (i) tel que y(i) = 0, n’est pas inclus dans ’idéal
maximal de O;. [

-On en déduit que si M considéré comme k{t}-module, admet O,
comme platificateur, Op est aussi le platificateur de M considéré comme
Og-module.
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Dans ce qui suit on peut donc se restreindre au cas Og = k{t}. Comme
Oy est isomorphe a un quotient de k{t, x}, x = (x,,...,x,) pour n assez
grand, on peut présenter M sous la forme M = k{t,x}"/.# .

(1.4.6) Designons par .#(0) I'image de 4 ®,,, k dans k{x}". Aprés
avoir choisi une forme positive L = (L,0) sur R* x {1,...,m} on définit le
k{t}-module

H = {he Mh=Zh,x" (A,i)¢ E (A (0)}.
Notons J I'idéalde k{t} formé par les coefficients h,; deséléments h de
H et Op lalgébre analytique Op = k{t}/J.
Pour tout morphisme A* : k{t} — O le théoréme (1.2.8) implique que le
module M ®,,,0r = O1{x}™/Im (A ®,,,01) est Or-plat si, et sculement
si, on a :

Vhe # et VADeN x {1,...mN\EL(A©O), A*(h,,) =0,

soit si, et seulement si, A* se factorise par Op. []

(1.4.7) ProrosiTioN (Calcul de Oyp). — Supposons Og = k{t} et
M = k{tx}"/# # 0, t=(ty,..t,), X = (Xg,. . 0X,),

on désigne par M (0) [limage de M @ ,, k dans k{x}™. On choisit
successivement une forme positive L, L = (L,0) sur R" x {1,....m}, des
générateurs f*, ..., f? de M telsquelescalier F (M (0)) soit contenu dans
Pensemble {exp, f*(0); 1<k<pet f*(0) # 0}, et un systéme de générateurs
des relations entre les f1(0), ..., f?(0) quwon note

gj,-- 9% I<j<r.
On forme les éléments m; = g} f* + -+ + g%f?, 1 <j <r, puis on calcule

le reste

h P = Z h{;‘,‘xA'i
(A )¢ E| .#(0)

de la division de m; par M . Les
hi, e k{t} {1<j<r,(A)eN"x {1,... m}\E, (#(0)}
ainsi trouvés engendrent lidéal J et Op = k{t}/J.

Nous calculerons explicitement le platificateur d’un morphisme a I'aide
de cette proposition au § 4 du chapitre 4.
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Preuve. — Notons K = k{t}/J, d’aprés (1.4.6) il suffit de voir que
M ®,,, Kest K-plat. Notons f', ..., f? lesimagesde f, ..., f? dans
K{x}™ et .#¢ le sous-module qu’ils engendrent, on a
M ®,,,K = K{x}"/#x. Par construction toute relation entre les généra-
teurs f1(0), ..., f7(0)de .#(0) s’étend en une relation entre les générateurs
fY ..., f? de My donc M ®y,, K est plat. (Voir lAnnexe.) [



CHAPITRE 2

RESOLUTION DE CERTAINS SYSTEMES
D’EQUATIONS ANALYTIQUES

Introduction.

M. Artin a démontré dans [1] que tout systéme d’équations analytiques
sur k =Rou C:

R(x,t) =0 ou X = (Xg5- - -5X0)5 t=(t,. . oty R e k{x,t}?
qui admet une solution formelle :

')El = (bl(tl,' . "tq) € k[[tb . ~atq]]

X, = Q,(ty,. . ot) ek[[ty,.. ,t,]] tels que R(x,t) =0
admet aussi une solution convergente.

Cependant, le théoréme de M. Artin ne permet pas de préciser, dans le cas
ou le systéme admet une solution formelle x telle que

Xy = ¢y(t;) e k[[t,1]

ne dépende que de la variable t,, §’il existe une solution convergente ayant la
méme propriété. Cette propriété n’est pas toujours satisfaite, voir un contre-
exemple dans [10].

Notre prochain chapitre nécessitant une réponse affirmative a4 une
question de ce type, nous allons augmenter les hypothéses et malheureuse-
ment alourdir énoncé du théoréme.

Notre démonstration utilise le théoréme de division du chapitre 1 et
s’inspire d’'un exposé, non publié, de Jean-Louis Verdier au Séminaire de 1973
de I'Ecole Supérieure et de [13].
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1. Enoncés du théoréme.

(2.1.1) Notations, définitions et premier énoncé. — Soient

z= (Zla' . "Zq)’ y = (yl’- . -»yq/):
o =(@,...0), V¥=W,..7),

quatre familles de variables; k = R ou C et R ek{z,y,®,¥}".

On appelle solution du systeme d’équations analytiques (R), tout couple
(o, ¥) ou oek{z}”, Vek{zy}” avec @0) = Y(0) =0 et tel quen
substituant dans R on ait R(z,y,0,}) = 0.

On appelle solution a 'ordre ne N tout couple (¢,V,) ou o, €k{z}",
v, = k{z,y}" avec ¢(0) = y(0) = 0 ettelqu’ensubstituantdans R onait :

R(z,),0,,V,) € M" "1 k{z,y}?, M désignant I'idéal maximal de k{z}.

Remarquons que si (¢,,V,) est congru modulo (MM"*?) a une solution a
lordre n (o,V,), alors (¢,,V,) est aussi solution a 'ordre n.

On dit qu’une solution a 'ordre n+1 (¢, ,V,.,) prolonge une solution
alordre n (@,V,) siles deux couples sont congrus modulo (M"*1).

THEOREME. — Tout systéeme d’équations analytiques (R) admettant une
solution alordre n, et tel que pour tout entier n = n, toute solution a l'ordre
n qui prolonge la solution a 'ordre n, donnée se prolonge en une solution a
Pordre n + 1, admet une solution convergente qui prolonge la solution d
Pordre n, donnée.

(2.1.2) Formulation plus générale. — Soient

Z=(Zl,...,2q), y=(Y15"-’yq’),
O = ((Dla‘ N '9d)r)’ Y = (\Pl,' . -a‘Pr’)

quatre familles de variables, k = R ou C, Q une algébre analytique
quotiente de k{z} et R e Q{y,®,y}*. Soit z la classe-de z dans Q, par
abus de notations, on écrira R = R(z,y,®,¥).

On appelle solution du systéme (R) tout couple (o,) ou
0eQ, VeQfy) avec  ¢0)=y(0) =0
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et tel qu’en substituant dans R on ait

R(zy.e,¥) = 0.

Désignons par M I'idéal maximal de Q et fixons unidéal I de Q. On
appellera solution modulo (I N M"*!) ou en abrégé solution a I'ordre

neN, tout couple (¢,;) ou ¢,€Q", ¥, eQ{y}" et ¢,(0) = ¥,(0) =0,
tel qu’en substituant dans R on ait :

Rzy,o0) el n M) Q{y}r.

Une solution a l'ordre n + 1 prolonge une solution a l'ordre n
lorsqu’elles sont congrues modulo (I N PM"*1).

THEOREME. — Méme énoncé que précédemment en (2.1.1).

(2:1.3) Remarque. — Le théoréeme (2.1.1) est un cas particulier du
théoréme (2.1.2). Remarquons que le théoréme (2.1.2) ne se déduit immédiate-
ment ni du théoréme (2.1.1) ni du théoréme (2.1.2) avec ’hypotheése I = IR.

(2.1.4) Idée de la démonstration. — On veut construire une suite conver-
gente dans Q" x Q{y}" de solutions (¢,,V,) a I'ordre n. En normalisant on
se réduit au cas ou (9,,V,) € I" x I{y}"”. ATlaide du théoréme de division on
choisit une « bonne » présentation de I comme k{z}-module qui permet
d’une part de mettre les solutions (¢,,V,) sous une forme canonique et d’autre
part de choisir un ouvert effilé de poly-rayons p tels que les normes induites
sur I(p) par sa présentation et par son inclusion dans Q(p) soient
comparées avec précision. On utilise la forme canonique des solutions (¢,,V,)
pour imposer des inégalités de normes dans I(p) et on utilise la structure
d’algébre de Banach de Q(p) pour fabriquer une série majorante.

2. Préparation et normalisation.
Notons 9 l'idéal maximal de k{z}.

(2.2.1) LeMME. (Artin-Rees). — Il existe un entier n; tel que I'on ait
Pégalité : WA M) =1 N~ WM"*™ pour tout entier n.

Donnons, a titre de curiosité, une preuve utilisant les escaliers.

Preuve. — Soit y Iapplication canonique % : k{z} - Q, notons I
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l'idéal x~'(I) de k{z}, puis considérons I'escalier de 1 pour la direction
diagonale (1,1,...,1) :

|

E(I) E(Inm,™)

v

 J

Posons n, = sup {|A|/AeFI)}. On a E(I n3") = E(I) n E(@™).
Notons (f},. . .f,) labasestandardde I n 9™ pour la direction diagonale
(voir (1.2.5)3)). Posons expf; = A; 1 <j<m, ona |A| =n,.

Pour tout fel n MW+ lalgorithme de division donne f = Z Nifi
i=1
avec exp(f) = inf(exp(r;) + exp(f})) et en particulier

lexp(A)| = lexp(f)) —n, Zn+n, —n, =n pour tout j,
dou A eI et fe M (I N W), Comme l'inclusion
W. I W) =1 P

est triviale on conclut a Iégalité, puis par passage au quotient a I'aide du
morphisme 7 on obtient I’égalité cherchée :

I AWt = wz”(l ('\W'H) = ﬁ"(l a) w‘"l).

(2.2.2) Premiére normalisation. — Dans I’énoncé du théoréme translatons
de n, lordre des solutions, c’est-a-dire que nous rebaptisons solution a
'ordre n une solution modulo I N Wr+m+! = PWr+! (I A M), Et, pour
simplifier, rebaptisons I lidéal I n M™. Nous considérerons donc le
nouvel idéal I comme un k{z}-module muni de sa filtration canonique
. 1.

(2.2.3) Présentation de 1 et comparaison des normes. — Les images
x(f1),- - -»x(f,) induisent une présentation I = k{z}"/# de I, ou .# estle
sous-module de k{z}™ des relations entre les x(f,),...,x(f,). De méme
{y} = k{z,y}"/#k{z,y}. On en déduit le diagramme commutatif suivant
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de k{z}-modules ou les deux suites horizontales sont exactes :

0 - s - k{zy}" o Hp} —— 0

k(zy} o QU} — 0

o]

Notons t et o les sections de x et yx construites a ’aide de divisions
comme en (1.2.5).

(2.2.4) ProPOSITION. — Pour tout a € (R%)? il existe un ouvert effilé de
(R*)? dans la direction L = (1,...,1), V = V(a) tel que pour tout peV et
tout p e (R%) le diagramme (2.2.3) induise le diagramme suivant d’espaces de
Banach :

kT)m == I.,([u)
k(p,u) == Q. m

et pour tous f et f' dans 1(i) on a Pimplication
KNI < MG = TN < ) e~

Preuve. — Rappelons d’abord que les notations I () et Q. (u) ont été
définies en (1.2.5). Remarquons que si nous ne demandions pas a a € (R%)?
d’étre arbitraire, cette proposition serait une conséquence immédiate du
théoréme (1.4.2) d’existence de scissions. Notons V, I'intersection des trois
ouverts effilés dans la direction L que le théoréme (1.2.7) associe a la division
dans k{y}{z} par la famille (f,,...f,) et aux sections o et t afin que
lloll <2 et ||t|| < 2mp~%? pour peV,.

Pour tout p eV, on a les inégalités suivantes :

1°Ifill S2p% 1<j<p (voir (1.2.5)3)).

2°Vfel(w), [N < 2m (max p"f) lk(NIl; en effet, si
J

T(f) =(q1s- - Gm)> _Z i’ Xl(.i') = i(f)
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on a
m
N < 71 < X lgill- 1Al < m.max (ig,il. If-
i=1 J

3V elw), U < 8mp=2(inf p*)~* ||i(f")||; en effet en divisant
G o i(f') par fi,...f, on obtient

Sk

oo i(f) =

Jj

a;fi et x4 =1

1
d’ou

IO < 2m p=<2 1" < 2m p= max. g

max llg;ll <ir}f pAJ) < X gl pY < 2o i) < 4 1)
j=1
Donc si ||t(NIl < lIt(f)]] on déduit que
-1
LI < 16m? <max pf»><inf p) p=a2 [li(f)I.
J J

Définissons la famille d’ouverts effilés :
Vio={p=(h...MYeV,/m <o et I<li<l+e

pour 1<j<gq.}

Comme pour tout j = 1,....m,|A| =n,, si peV_,, p est compris

L lal
entre n™ et nU+9m donc en choisissant € = —,
ny

max pA/inf pAi < n—"E < pol,
On choisit o tel que 16m? < @~l* < p-la4,

Donc pour tout peV = V. on obtient
N < p™ M. O

(2.2.5) Description de la filtration de 1. — La présentation I = k{z}"/#4
ayant été fixée précédemment, il s’en suit I’égalité

M. 1 = (Wk{z}™/(W") N A,
ou (M") désigne le sous-module (V")k{z}™.

Soit L = (L,0) la forme positive sur R? x ‘{1,. ..,m} de coefficient
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1,...,1;0). Il est immédiat que, pour tout ne N,
E@R" N A) = E(A) n E(IR"
donc chaque ¢lément de " .1 est I'image par ' d’un unique élément h de
k{z}™ de la forme suivante :
h= Y ™.

(A) ¢ E(H)
Al = n

Notons I, I'espace vectoriel de dimension finie sur k des éléments de
k{z}™ :
h= Y by,
(Ai) ¢ E(.#4)
Al =n

On en déduit la somme directe :
w1 = y(I,) W),
On définit I,{y} de maniére analogue.
(2.2.6) Deuxiéme normalisation et préparation. — Quitte a effectuer un
changement de variables qui transformerait
Rzy®Y¥) en  R(zy,02—90,¥ Vo),

on peut supposer que le couple (0,0) est solution a 'ordre 0. Toute solution
alordre n(o,V,),n € N, qui prolonge la solution 0 est alors congruea (0,0)
module I, cest-a-dire @,el” et V, e {y}".

Toute solution a 'ordre n qui prolonge la solution nulle est congrue
modulo MM"*! .1 A une solution & l'ordre n de la forme (@,V,) avec

0, = 29, ¥V, = x(V,), wne(hE_D Ii) et \l/,.e<h(-_B IL{y}> :

Dans la suite de ce chapitre, nous ne considérerons que des solutions de
cette forme.

Une solution a 'ordre n, (¢,,V,) se prolonge en une solution a 'ordre
n + 1 sietseulementsiilexiste 8,.,€(l,,,) et v,,1 €4, {y}) telsque

Sn+1 = X(8n+ 1)9 ?n+1 = X(Yn+1) et (i’n+8n+17{pn+?n+ 1) soit solution a
lordre n + 1.

Une solution (¢,¥,) a lordre n étant choisie, on notera
R,+1 = xR,4,) leterme en x(I,, {y}?) de

RZy,0,¥,) € QT {y}P = (U(T,+ 1 {y}) ® (W 2L{y}y.
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3. Construction de la solution.

(2.3.1) Désignons par A et B les matrices suivantes a coefficients dans
k{y} :

A—aR(O 0,0) B—aR(O 0,0)
—aq) ’y’ ) ) _a\P ,y, ) .

Posons R(z,y,®,¥) =R(z,y,0,¥) — A.® — B. ¥, les égalités suivantes
_sont satisfaites :

R(0,y,0,0) = 0

0,y,0,0) = 0

% 3%

0,y,0,0) = 0.

2|

(2.3.2) LEMME. — Pour tout ne N, considérons I'application
Bt IT x L{y}" - Ty}’
(Bpy) — A.8, + B.y,.

Une solution (9,,V,) @ lordre n se prolonge en une solution a lordre
n + 1 siet seulement si R,,, €eIm(B,,,).

Dans ce cas si

Roii = = Bus1Bns1s¥ns1)s
le couple (©,+9, ., V,+7V,+1) est solution a Pordre n + 1.

Preuve. — A l'aide de la formule de Taylor et en négligeant les termes
d’ordres supérieurs & n + 1, on exprime que

R(z2),0,V,) € B (17)
et que

R(zy,0,+38,0, +7,) € M"*2 (I7).
(2.3.3) Construction de la scission €, de B,. — Soient

B: k" xk{y}m - k{y*
b,y) — A.0+B.y

et € = (¢',6?) la scission de B construite en (1.4.3).
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En considérant la base {zA';(A,i)¢ E\(#), |A|=n} de I,, B, sécrit
Bn(E8,,z%, Zyp,z) = ZB(8as, Va2
donc ¢, : L{y}? - Iy x L{y}"
20,20 o (Ze(0,)z7,Ze%(0, )zM)
est une scission de f,,.

(2.3.4) Construction de la solution. — On définit par récurrence sur 'entier
n, lasuite (@,V,) @, = x(®,), V¥, = x(¥,) de solutions a I'ordre n qui se
prolongent I'une I'autre, par les relations :

Po=Vo=0

Gt 15Yn+1) = = &0t 1R 1(23,0,,0,))

Ppr1 = @+ 8,0y € VYpuy =V, + ¥piy

Purr =8+ + 8,41, Va1 =714+ "+ Your-

(2.3.5) ProprosITION. — Soient ceR% ,c <1 et
Y =(c,...,c)e(RY)+a+r+r

le pol y-rayon d’un poly-disque sur lequel converge un représentant de R dans
k(z,y,®,P) .
11 existe deux poly-rayons p € (R*)? et pe(R%) tel que
(@) Ipl <cet |y <c;
(i) VneN iox(e)eQ, iox(V,)e Q)
liox(@ll <c et liex(Wull <c.

i oy désignant l'un des morphismes composés

k{z}"y ->1T - Q
k{zy}™y - I{y}" - Q{y}".

La proposition implique que les séries

a0 0

Yoiox@) et Y iox(y.)

n=1 n=1

convergent dans Qf et Q,(u)’; soient @ et | leurs sommes. Le couple
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(e, ¥) € Q" x Q{y}" est solution du systéme (R) et prolonge la solution
nulle (0,0) fixée initialement. La démonstration du théoréme est donc
ramenée a la démonstration de la proposition.

Démonstration de la proposition :

(2.3.6) Choix du poly-rayon p. — A l'aide du corollaire (1.4.3) on fixe
pe R tel que : |yl < c.

B et ¢ induisent des morphismes d’espaces de Banach entre k™ x k()"
et k(p?.

Soit N la norme de «.

Pour tout neN, I, < k{z}™ et I,{y} = k{zy}™; donc pour tout
pe(R*), B, et g induisent des morphismes

@, 0 k()™ x Ly} nkew™y 2 Giy; 0 ke
d’espaces de Banach. La norme de ¢, est N.
Comme (8naYn) = - 8n(l{n+ 1)’ Rn+1 = - (A 6n+BYn), on obtient

13,1l < N ||A8, + By, ||

puis en sommant

@ ol = M8,11 + -+ + 113,
< N|R,4ll + N[|Ag,+BY,|| = N[R, ., — (Ap,+By,||

de méme
Wil < NJR, 11 —(Ag,+BY,)|.

(2.3.7) Série majorante auxiliaire. — Notons F la série en
p = (py,-.-,p,) et v acoefficients réels positifs définie de la fagon suivante :
Soit (R,,...,R,) unreprésentant de R dans k{z,y,®,¥}” qui converge

sur le poly-disque de poly-rayon (c,. . .,c)

ﬁi = Z Ri,H,J,K,LzHyJ(DK\PLa

HJ,K,L

M=

F(p,v) = IRi,H,J,K,LlquHv'Kl i,

13

1 HJKL

Cette série converge dans le poly-disque de poly-rayon (c,...,c) et
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satisfait aux relations suivantes :

“R“Qp(u,{v,. Loy S F(p,v)
F(0,00 =0
| oF

(5,00 =0.

Les deux derniéres relations provenant de (2.3.1).

(2.3.8) LEMME. — Il existe a € (R*)!, il existe p e V(a), louvert effilé
associé a a par la proposition (2.2.4), et il existe une suite de nombres réels
positifs (v,) tels que pour tout ne N on ait

'p‘ <gc, Un <c et Un+l = Np_aF(p’Un)'

1
Preuve. — Fixons a = <——,...,——
5¢ 5q

existe des nombres rationnels [,,..,l, compris strictement entre 1 et 2, un
entier M et un nombre positif 1, tels que

M|, . c
_—EN’ (lglsq), Th <- nl < la M 2 27
q q

). Par définition d’un ouvert effilé, il

et tels que pour tout n compris entre 0 et n, on ait :
p(n) = (M™Mh,.. . .n"M) e V(a).

Remarquons que p(n)® « divise » n?M. Grice aux relations (2.3.7) il existe
deux sériesen m et v, H,(n,v) et H,(n,v) convergentes sur le poly-disque de
poly-rayon (m,,c) telles que

Np(m) “F(p(n)v) = n°H,;(m,v) + v*H,(n,v).
Posons
H(n,w) = n72.Np(m) “F(p(n),n>w)
= n’H,(n,n’w) + n’w?H,(n,n’w);

la fonction w — H(n,w) vérifie les conditions du théoréme des fonctions
implicites. Donc il existe 1,,0 < g < m,, tel que la suite définie par

récurrence w, = 0, w,,, = H(ne,w,) soit bien définie et que w, < ¢ pour
tout n.

g 1 1 )
On en déduit que a = —S—q, .. .,5 eR¥, p=pnye R et la suite

v, = Mow, vérifient les conditions du lemme. [J
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(2.3:9). — Démontrons par récurrence sur n que
liox (@l S va<c et liox (Wallgyu < va <c.
Eneffet ¢, = ¥, = v, = 0, supposons I’assertion vraie pour n, onobtient
REyiox' (@), iox' (V) eQ,(n)
puis, d’aprés (2.3.6) et la proposition (2.2.4)

lli o X' (@n+1llq, < Np IR Gy, o X (9,), i X (Ullom
< Np—a”R”Qp(u,(vn,. )
< Np_aF(pavn) = Up+q

de méme |li o' (Wps1llg,p S ns1- O



CHAPITRE 3

STABILITE DES MORPHISMES PLATS

Introduction.

Soit T un espace analytique, c’est-a-dire un germe d’espace analytique, et
I unidéal de ’algébre analytique locale O, onnotera V(I) ou Spec(O/I)
le sous-espace analytique S de T d’algébre Oq/I; si I est de carré nul
(respectivement de carré nul et de dimension finie sur k) ondiraque T estun
épaississement (respectivement épaississement de longueur finie) de S. On
dira que T est artinien si 'algébre O est artinienne (i.e. k-espace vectoriel
de dimension finie).

Dans ce chapitre, nous montrons que tout morphisme plat et stable f:
X — S vérifie la propriété suivante :
« tout diagramme commutatif & carrés cartésiens en traits pleins

P ~~0
~

X £ vy, =3 vy,

|

plat

peut étre complété par des fleches en pointillés »

Pour que f soit stable, il suffit de vérifier cette propriété pour tousles T,

et T, artiniens ou pour tous les T, épaississements de longueur finie de
T, = S.

Ceciimplique que si un germe d’espace analytique admet une déformation
semi-universelle (une condition nécessaire et suffisante a été donnée par H.
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Grauert dans [13]) celle-ci posséde une propriété d’universalité plus forte :
elle est quasi-universelle.

Au § 3 nous décrivons et caractérisons les morphismes plats et stables.

Au §4 nous obtenons un critére de stabilité, a I'aide du complexe
cotangent de L. Hlusie, qui généralise le critére bien connu de stabilité
infinitésimale de J. Mather.

1. Définitions et énoncés.

(3.1.1) DEFINITION. — Nous dirons qu'un diagramme commutatif de
morphismes d’espaces analytiques :

X «— Y, — Y
(3.1.2) fl 1) gl 2 h l
S «— T, — T

ou les carrés (1) et (2) sont cartésiens, c’est-a-dire que Y, est le produit fibré de
X et T, au-dessus de S etde Y et T, au-dessus de T, et v est un
plongement, posséde la propriété d’extension s’il existe deux morphismes w :
T—->S et w:Y—>X tels que :

Le couple (w,w') est appelé une extension du couple (uu’).

(3.1.3) Remarque. — Dans un diagramme du type (3.1.2) si le morphisme
- h est plat, pour toute extension (w,w’) de (u,u') le diagramme suivant est

cartésien :
Y
[ )
T

W
-

_.,
N e—-X

-—
w
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Cette assertion est une conséquence du Lemme 3 de ’Annexe ou du Lemme
(4.2.8).

(3.1.4) DEFINITIONS. — Soit f: X — S un morphisme plat, on définit les
notions suivantes de stabilité :

(S) : f est stable, si tout diagramme du type précédent (3.1.2) ou h est plat et
u est un isomorphisme posséde la propriété d’extension.

(LS.) : f est infinitésimalement stable, si tout diagramme du type précédent
(3.1.2) ot h est plat,, u est un isomorphisme et v est un épaississement de
longueur finie posséde la propriété d’extension.

(F.S.) : f est fortement stable si tout diagramme du type précédent (3.1.2) ou
h est plat posséde la propriété d’extension:

(F.I.S.) f est fortement infinitésimalement stable si tout diagramme du type
précédent (3.1.2) ou h est plat et v est un épaississement de longueur finie
posséde la propriété d’extension.

(F.F.S)) : f est fortement formellement stable si tout diagramme du type
précédent (3.1.2)ou h estplatetou T, et T sont artiniens posséde la propriété
d’extension.

(3.1.5) THEOREME. — Pour un morphisme plat f:X — S, les différentes
notions précédentes de stabilité sont équivalentes.

(3.1.6) DEFINITIONS. — Soit X, un espace analytique on appelle déforma-
tion plate de X, en oubliant souvent I'adjectif, tout morphisme f: X — S plat
dont X, est la fibre. Soient f:X - S et h:Y — T deux déformations de
Xo; S'il existe un morphisme w: T — S tel que Y =X xsT, ondit que h se
déduit de f par le changement de base w.

On dit que f: X — S est une déformation semi-universelle de X, si toute
déformationde X, se déduit de f par un changement de base dont I'application
linéaire cotangente est unique.

Ondit que f: X — S est une déformation quasi-universelle de X, sielle est
semi-universelle et fortement stable.
(3.1.7) THEOREME. — Soient f un morphisme plat et X, sa fibre. Le

morphisme f est stable si et seulement si

1° X, admet une déformation semi-universelle f,: X, — S et
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2° il existe un espace lisse V = k* et deux isomorphismes y et y' tels que
le diagramme suivant soit commutatif :

X 1 X, xV

fl lfuxldv

S 5 sy xV

(3.1.8) CoroLLAIRE. — Une déformation semi-universelle d’un germe
d’espace analytique est aussi quasi-universelle.

2. Démonstration du premier théoréme.

Dans le dessin suivant, les implications notées en traits pleins sont
évidentes et nous allons démontrer les implications notées en pointillés.

) = (8) <

H : (F.FS.)
(FS) =—> (F1S) /

&z=45= )

(3.2.1) (F.F.S.) = (1.S.). — Supposons le morphisme f (F.F.S.)et plat.

X Y
2t
S T

un diagramme commutatif cartésien ou h est platet T est un épaississement
de longueur finie de S.

Soit

v
[«

v
(BN

Notons M I'idéal maximal de O, et I l'idéal qui définit S dans T.
Pour tout entier n, définissons les sous-espaces de T suivant :
S, = VI+Mm")
T, = V(9"
et notons
S X, = S, et h,:Y, » T,
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les morphismes obtenus & partir de h par les changements de bases naturels;
notons aussi

u,:S, - S, u,: X, - X
v,:S, - T, et v, X

les inclusions naturelles. Remarquons que :

So=S, Xo=X, To=T, Y,=Y,
fo=f et hy=h.

Comme le morphisme A est plat, il en est de méme des morphismes f, et
h, et on en déduit les égalités :

Ox,, = OY ®oT (OT/I +ﬁn")
OY,, = Oy ®0T (O/MM").

L’idéal I étant de longueur finie, il existe un entier k tel que
I nI* = {0} donc, par un petit lemme algébrique évident,

O; = (Oy/I) x (Op/1+W) (O1/My)
d’ou
O; = O x o5, OTk et O, = Oy x ox, OYk.

X — Y

~ /" 1

k Yk

P

Uy AN
w,‘\\

Sk k

Il existe une extension (w,,w;) de (u,u) car f est (F.F.S.). L’extension
(w,w;) et le couple des identités (IdsIdyx) définissent alors, grace a la
propriété universelle du produit fibré O, un couple de rétractions (w,w’) du
couple (v,v'); le diagramme commutatif des algébres « au but » étant le
suivant :

w
Idg =— Oy == O =OSXOSkOTk

Os, = Oq

Donc f est (I.S). O
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(3.22) (IS) = (F.IS).

Nous utiliserons deux lemmes.

(3.2.3) LEMME. — Soient ¢ : Tq > S un morphisme et T un épaississe-
ment de T,. Le produit fibré des algébres Oy et Og sur Oy, est une algébre
analytique. Cette algébre définit un espace analytique S, qui est un épaississe-
ment de S. Si T est un épaississement de longueur fine de T,, S, est un
épaississement de longueur fine de S.

Preuve. — Notons J l'idéal de carré nul de O (respectivement de carré
nul et de longueur finie) qui définit T, dans T.

1° Si Og = k{x}, x = (x,...,x,), J est,via @*, un k{x}-module de

type fini, notons (g,,...,g,) un systeme de générateurs de J sur k{x} et
P

(Z a’{gi> 1<k<gq un systétme de générateurs des relations entre les g;.

i=1
Alors, il est facile de vérifier que

14
kix} xo O = k{x,y;,.. ~,yp}/<y.-y,-, Y a’.-‘yi>
0 ' i=1

1<i<j<p, 1<k<g,

le produit fibré est donc une algebre analytique.

2° Si Og = k{x}/I, x = (xy,...,x,). Remarquons que le produit fibré
existe toujours dans la catégorie des k-algebres, dans cette catégorie on a le
diagramme commutatif suivant dont les lignes sont exactes et les carrés (1) et
(2) cartésiens :

0 —> J=— O5 xo k{x} — k{x} — 0
0

X ' (1) XL
00— J — OTXOTOS —> Oy — 0
0
@
00— Jce— O —> Oy — 0

D’aprés le «lemme des trois», ' est surjective, il en résulte que
Or %o, Os est un quotient de Oy x o_k{x} donc est une algebre analyti-
0 0
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que. L’espace analytique S; qu’elle définit est un épaississement (respective-
ment un épaississement de longueur finie)de S. [
Supposons que le morphisme plat f vérifie (I.S.). Soit

u v
X «— Y, = Y
/I
u v
S «— T, = T

0

un diagramme du type (3.1.2) ou v est un épaississement de longueur finie et
le morphisme h est plat; v’ est aussi un épaississement de longueur finie.

Définissons les produits fibrés
OS1 = OS XOTOOT et OXI = OX X OYOOY

qui existent d’apreés le lemme précédent : on a le diagramme

Oy, Oy
\Ox \Ox
+ 1
h* !
I ] if’f
Oppe— OT\ i
|
\os o}

Comme Oy, = Oy X o, Oy, f* et h* induisent un morphisme (% de
Os, dans Oy, ’

(3.1.4) LeMME. — Le morphisme f% est plat et Oy = Oy, ®Os Os.
1

Preuve. — Voir A.H.M. Levelt [19, § 1. Proposition 2]. [

Comme f a été supposé (1.S.), il existe un couple de rétractions (w,,w}) de
(vy,v}). En appliquant la propriété universelle des produits fibrés Og, et
Oy,, ce couple induit une extension (w,w') du couple (uu). Donc f est
(FIS). O

(3.2.5) (F.1.S.) = (F.S.). — Soit f un morphisme plat supposé (F.L.S.) et
soit un diagramme du type (3.1.2) ou h est plat.
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Notons I l'idéalde Oy définissant T, dans T et 9 I'idéal maximal de
O:. Pour tout entier n, posons T, =V({I M), Y, =Y x T, et
notons v, I'inclusionde T, dans T. Alors, pour tout entier n, le morphisme
h,: Y, T, obtenuapartirde h par changement de base est platet T,,,
est un épaississement de longueur finie de T,.

Par hypothése, tout couple de morphisme (u,,u,), dutype u,: T, > S,
u:Y,»X et u,oh,=fou,, sétend en un couple de morphisme
(Uy+1,4,+1) du méme type. On a le diagramme suivant qu’on désire
compléter a I'aide des fléches en pointillés :

Vil Pa kit T T T = — - A

/ u w b
Oy — OYo T = Oyn « «~ Oy

!
f* h h*
| u*

Qs — OT/I - < Oty nmr < « 9T

b e e e e e e ——— o ——— —— v

W*

Pour ramener ce probléme a la résolution d’un systéme d’équations
analytiques, on choisit les présentations suivantes :

O5 = k{s}/J avec s = (5y,...,8) et J =(;,....J)
Ox = k{s,x}/G avec x = (x;,...,x,) et G =(Gy,...,G)

de sorte que f* soit induit par I'inclusion de k{s} dans k{s,x} c’est-a-dire
que f* (classe (s;)) = classe (s;), pour 1 <i<gq, et f*J) = G.

On choisit aussi les présentations

O; =k{z}/K avec z = (z,,...,2)
OY = k{z’y}/L avec y = (yls~ . 'syr) et L = (Lla' . 'sLl)

de sorte que h* soit induit par linclusion de k{z} dans k{z,y} et
h*K) c L.

Avec ces présentations, les couples (w*,w'*) tels que
W* o f* = h* o w*,
correspondent aux solutions

H(Z,y) = (HI(Z,y),. . "Hp(z’y))

M(E’y) = (ma,ﬂ(z’y))a=l,. .9
B=1,...1

€ Oy{y}r*¢
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du systéme d’équations analytiques dans Or{y,0,IT1}?*¢
(J,6) =0, i=1...d

1
(3:26) G,0.IT) = Y m, 4L, a=1,...,9.
p=1

Le couple (u*,u'*) correspond a une solution modulo I de ce systéme.
Pour tout entier n, les couples (u¥u*) tels que u* o f* = h* ou*
correspondent aux solutions modulo (I n ") de ce systéme; et dire que le
couple (u,, 1,4, ) estuneextension du couple (u,,u,) signifie que la solution
©,-4,10,,,,M,,,) correspondant au premier étend la solution (6,,I1,,M,)
correspondant au second au sens du Chapitre 2.

En vertu du Théoréme (2.1.3), il existe alors une solution (6,I1,M) du
systtme modulo I correspondant au couple (u,u’). D’ou une extension
cherchée et la conclusion que f est (F.S). O

3. Démonstration du deuxiéme théoréme.

(3.3.1). — Soit X, un espace analytique (c’est-a-dire selon nos conven-
tions, un germe d’espace analytique). L’ensemble D(X,,k[e]) des classes
d’isomorphie de déformations de X, de base Spec (k[¢]/e?), est munid’une
structure canonique d’espace vectoriel sur le corps k.

Nous utilisons un théoréme de H. Grauert [13] sous la forme explicitée
dans [12].

(3.3.2) TuEorEME (H. Grauert). -- Soit X, un espace analytique. Une
condition pour 'existence d’une déformation semi-universelle de X, est que la
dimension sur k de D(Xy,k [€]) soit finie. Si cette condition est remplie (par
exemple quand X, est réduit et a singularité isolée), il existe une déformation
f: X > S de X, quiest semi-universelle et qui de plus vérifie la condition
(F.F.S)).

(3.3.3) LEMME. — Deux déformations semi-universelles d’'un méme espace
analytique X, sont isomorphes.

Preuve. — Eneffet,soient f: X - S et f': X' - §' deux déformations
semi-universelles, il existe deux changements de bases h:S — S et
W : S —> S tels que les endomorphismes h* o h'* et h'* o h* induisent
I'identité sur les espaces cotangents Mg/MZ et My/M2 de S etde S', donc
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sont des isomorphismes. Donc h et h’ sont des isomorphismes et les deux
déformations sont isomorphes. [

Le Corollaire (3.1.8) est une conséquence du Théoréme (3.3.2) du Lemme
(3.3.3) et du Théoréme (3.1.4).

(3.3.4) LEMME. — La fibre X, d’un morphisme plat et stable f : X — S,
admet une déformation quasi-universelle.

Preuve. — La propriété (F.F.S) de f implique que les déformations de

X, de base Spec k[e]/e?> (qui est artinien) se déduisent de f par
changement de base.

La fléche canonique suivante :
Ms/ME = Hom (Ogk[e]/e?) - D(Xok[e])

est donc k-linéaire surjective. Ce qui implique que la condition du Théoréme
(3.3.2) est satisfaite. On conclut a I'aide du Corollaire (3.1.8). O

(3.3.5) LEMME. — Soit f : X = S un morphisme plat et stable, et soit V
un espace lisse. Le morphisme

fxIdy: XxV - SxV
est plat et stable.
Preuve. — Il suffit d’utiliser la propriété (F.S.)de f et la propriété de lissité
de V (ie.si U « Z, toutmorphisme ¢ : U — V provient d’'un morphisme

¢ : Z —» V) pour compléter tout diagramme commutatif suivant en traits
pleins ou les carrés (1) et (2) sont cartésiens :

en un diagramme commutatif incluant les traits en pointillés. [J
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(3.3.6) Fin de la démonstration du Théoréme (3.1.7). — Nous venons de
voir qu’une déformation semi-universelle est (F.F.S.) donc est un morphisme
stableet plat, f : X — S, puisque pour tout espacelisse V, f x Idy estun
morphisme stable et plat. Réciproquement, si f est un morphisme stable et
plat, il existe une déformation semi-universelle g : Y — T dela fibre X, de
f. Il existe alors des couples (a,2') et (B,p") tels que le diagramme suivant :

B

Y — X—Y

gl (1) fl ) l‘.t/

o p

T—— S — T

soit commutatif, que les carrés (1) et (2) soient cartésiens et que P o o induise
I'identité sur I’espace cotangent de T. Notons S; et T, les sous-espaces
analytiques de S et T d’algébres Oy/IM2 et O/MZ, Mg et M, désignant
les idéaux maximaux. Il existe un espace lisse V tel que S, soitisomorphe a
T, x V et un diagramme commutatif :

X 45X, =Y, x Ve YxV

fl Y] l (2 l g =g x ldy

S «——= 8§, =T; xVe— TxYV
u v

ou les carrés (1) et (2) sont cartésiens.

Comme f et g’ sont(F.S.)il existe une extension (w, w') de (u, u’) etune
extension (0,8') de (v,v) telles que

(wob,wo0) et (0 ow,0 ow)

induisent I'identité sur les espaces cotangents donc sont des isomorphismes,
donc (w,w’) est un couple d’isomorphismes. [
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4. Critéres de stabilité.

(3.4.1) Nous allons interpréter la stabilité infinitésimale d’'un morphisme
plat f: X — S arlaidedes premiers termes des complexes cotangents Ly, L,
Lys de X, de S etde f. L’étude détaillée du complexe cotangent d’un
morphisme a été faite en géométrie algébrique par L. Illusie [17] et sera
bientdt généralisée en géométrie analytique par C. Banica; cependant pour
voir que les objets que nous allons considérer sont bien définis en géométrie
analytique locale, il suffit de consulter 'exposé de Ruget dans [29]. Fixons un
(germe de) morphisme plat f: X — S.

(3.4.2) DEFINITIONS. — Appelons épaississement de [ tout diagramme
commutatif cartésien d’espaces analytiques :
X —Y
S 1 ly
S—T

ou g est plat et T est un épaississement de S; et définissons de maniere
naturelle les isomorphismes d’épaississements.

Si I et J désignent les idéaux de carrés nulsde O et Oy, définissant S
dans T et X dans Y, on a le morphisme d’extensions suivant :

0 — J - Oy —» Oy — 0

! I T

0 — f_lI —‘_’_f_IOT—>‘f_IOS’_> 0

et comme g est plat, on a aussi un isomorphisme ([17], p. 191) :
v =T ®,10,0x = J.

Nous dirons que I’épaississement précédemment défini est un épaississement
de f parle Og-modulede typefini I, et nousnoterons Ep(I) I'ensemble des
classes d’isomorphie d’épaississements de f par I.

Remarquons que Ep(I) contient toujours la classe 0 dont un représen-
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tant est construit en suivant le modéle des nombres duaux, d’ou le Lemme
immédiat.

(3.4.3) LEMME. — f est stable si, et seulement si : pour tout Qg-module de
type fini 1, Ep(l) = {0}.

(3.4.4) Comme dans [17] p. 214, considérons la catégorie (XS) dont les
objets sont les triplets (LJ,v) ou I est un Og-module de type fini, J est un
Oyx-module de type finietv: f*I — J est un morphisme de Ox-module,
triplet que I'on note aussi J « I. Il existe un complexe L, de cette
catégorie, qui induit canoniquement les complexes cotangents Ly et Lgsur
X et S ([17] p. 224), tel que pour tout Ogmodule de type fini I ([17]
p. 192) :

— Ep(I) est un torseur sous Ext!(Lyg, (I,/*L1)),

— legroupe Aut(I) desautomorphismes d’un épaississementde f par I
s’identifie canoniquement a Ext®(Lyg, (I, f*L,1)).

(3.4.4) A Taide du diagramme de transitivit¢ du complexe cotangent
Lys([17] p. 169) et des trois diagrammes de transitivit¢ suivants de la
catégorie dérivée de (XS):

ey

(f*Ls s (LX/S < 0)

(f*Ls - Ls)

v

(f*Ls « 0) «—— (0 <Ly

on obtient pour tout Og-module de type fini I, les quatre suites exactes
longues qui forment la tresse suivante, on a noté :

Ri(I) = Ext' (0 « Lg, f*I « I)
et on a remarqué ([17) p. 214) que :

Exti(Ly « Of*I « I) = Ext! (Lyf*I)
Ext'(Lys « O/*1 « I) = Ext'(Lye/*I)
Exti (f*Ls « Lof*I « I) = Ext (Lgl),
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De la tresse précédente, on déduit immédiatement les deux suites exactes :

Aut() —— Hom(LgI)@® Hom(L,f*I) Mo, Hom(f*Ls,f*I)—)

1

C—» Epl) — Ext(L D)@ Ext(Lf*) —b Extd(f*Ly/*I)

et

R(I)® Hom(Lyf*I) —— Aut(l) —— Hom(f*Lg/f*I)
8, >

(o RID@ Ext!(Lysf*) — Epl) —— Ext(f*Lgf*)
5, >
s R(1) @ Ext3(Ly o *1).

(3.4.5) ProposITION. — Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) f est stable,

(i) Mg est surjectif et M, est injectif,

(1i1) &, est surjectif et &, est injectif,

(iv) KS, est surjectif et KS, est injectif,

(V) m, est surjectif et m, est injectif. []

(3.4.6) CoroLLAIRE (Généralisation du critére de stabilité de John Ma-
ther). — Le morphisme f est stable si et seulement si :

1° Der(Og,Qg) @ Der(Oyf*Qg) — Der(Ogf*Qy) est surjectif;

2° pour tout Os — module de type fini 1 le morphisme M, est injectif.

Lorsque X et S sont lisses, la condition 2° est vide.

Preuve. — Remarquons d’abord que f* : Oy — Oy étant platet Qg un
Og-module de type fini, on a pour tout Ogmodule de type fini I les
isomorphismes canoniques ([6] Ch. I, § 2 n° 10)

Homos(Qs,I)@)osOx — Homos(gs,I ®os Oy) = Der(Ogl ®os 0y
2
Homo,((Qs®oS Oyl ®os 0y.
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Supposons la condition 1° et montrons que pour tout Og-module de type
fini I le morphisme M, est surjectif.

Pour tout a € Oy, il existe alors

8,€ Hom, (Q,Q) et v, € Homg (2,Q®0 Ox)
tel que 'homothétie h, : Qs - Q®o Ox sécrit
ha = 8a®1 — Ya Of*‘
Tout @ € Hom,, (Q5] ®o, Ox) > Homg, (1)@, Ox s'écrit
p p
¢ = Z ¢, = Z (Piohu,.=8®1 —yof*

i=1 i=1
avec



CHAPITRE 4

MORPHISMES STABLES ENTRE GERMES LISSES

Introduction.

Nous rappelons bri¢vement au § 1 la description des germes de mor-
phismes stables de k" dans k? contenue dans la série d’articles de J.
Mather [23]. Au §2, nous définissons le déploiement généralis¢ d’un
morphisme f: X — S comme un diagramme commutatif :

)f c— Y avec X =Y xS
S =—— T Tor,°1(0,,04) = 0,

S est stable si tout déploiement généralisé de f est trivial, i.e. se rétracte sur f.

Dans le cas ou X et S sont lisses, cette définition est équivalente a la
définition classique du § 1 et dans le cas ou f est plat, c’est celle que nous
avions donné précédemment. Nous indiquons, sur un exemple, ou se trouve la
difficulté pour étendre dans ce cadre général les résultats du Chapitre 3.

Au § 3, nous démontrons que le platificateur f d’un morphisme stable F
de k" dans k®, c.a.d.la restriction du morphisme F a X = F~}(S) ou S
est le plus grand sous-espace analytique contenant O de kP au-dessus
duquel F est plat, est stable; autrement dit, f est la déformation semi-
universelle de la fibre de F multipliée par I'identité d’un espace lisse.

Au § 4, nous calculons la déformation semi-universelle du « point » X,
ayant pour algébre C{x,y,z}/(x,y,z)*, qui est 'exemple le plus simple de
morphisme stable et plat a base non lisse.

1. Rappels.
(4.1.1) DErFiNiTIONS. — Soit f: k" — Kk? un morphisme. Un déploiement
de f est un morphisme
F:k"x ki — k? x K¢
telle que F(x,t) = (F(x,t),t) et F(x,0) = f(x).
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Un déploiement F de f est dit trivial s'il existe un déploiement 7y
de lidentité de k" et un déploiement t de lidentité de K* tels que le dia-
gramme suivant commute :

k" x k% —— k" x Kk

\ e

F ke fx1d

N

kP x k% —— k? x k9.

Le morphisme f est dit stable si tout déploiement de .f est trivial.

(4.1.2) TueorEME (J. Mather). — 1° Tous les morphismes stables de k"
dans kP, n et p fixés, ayant des fibres isomorphes sont isomorphes.

2° La fibre d’'un morphisme stable est soit une intersection complete a
singularité isolée quand n = p, soit de dimension zéro quand n < p.

3° Considérons une présentation minimale de I'algébre d’un germe d’espace
du type précédent 2° :

Q = k{xl" . "xa}/(f) . avec (f) = (fls' . ':fb),
x = (Xg,..-,X,)

nous allons écrire les conditions sur n et p pour que ce soit la fibre d’un
morphisme stable de k" dans kP, puis la forme normale d’un tel morphisme :
posons ¢ = (p—n) — (b—a), ilfautque c =0sia=2betc>=20sia<b,
définissons q = dim E ou

E = k{x}b+c/<kb+c+f(b+c)+<§_){>)

0
oi (f)P* et (%) désignent les sous-modules de k{x}**° lun formé par
X

b + ¢ exemplaires de l'idéal (f), lautre engendré par les a éléments de

0 0
k{x}’”’c(a_‘ﬁ,...,aﬁ,o,...,()) 1<i<a;

i
il faut et il suffit alors qu’il existe un nombre entier s tel que

n=a+qg+s et p=(b+c)+q+s.
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Soient g,(x),. ..,g,(x) des éléments de k{x}**° de la forme
©,...,0x%0,...,0)

dont les classes dans E forment une base de cet espace vectoriel, le morphisme
F suivant de K" dans K” est stable et a pour fibre Q :

k* xkix k¥ — Kkt x k! xk*
f
(xtz) — ((0 + £191(x) + -0+ tg, (2 ).

Références : [23], [25] et [36].

2. Généralisation.

(4.2.1) DEFINITIONS. — On appelle déploiement généralisé d'un morphisme
d’espaces analytiques f: X — S tout diagramme d’espaces analytiques

i
—>

4.2.2) s

»n «—— X
- — <
@

i
e

commutatif cartésien ou les morphismes i et i’ sont des plongements et tel que :
(4.2.3) TorP1(0y,04) = 0.
On désignera souvent le déploiement généralis€é par le morphisme

g:Y-T.

Deux déploiements généralisés g et g’ de f sont dits isomorphes si on
peut les placer dans un diagramme commutatif du type suivant ou ¢ et ¢’
sont des isomorphismes :

Y

LN,

l/T\‘nly'
S =, T

Un déploiement généralisé est dit trivial si son diagramme (4.2.2) posséde
la propriété d’extension (3.1.1).
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(4.2.4) ProvposITION. — Soient f : X — S un morphismeet g :Y - T un
déploiement généralisé de f, alors

a) tout déploiement généralisé h:Z — U de g est aussi un déploiement
généralisé de f.

b) pour tout morphisme o :U —— T au-dessus de S, le morphisme
S

induit h: Z =Y x1:U — U est un déploiement généralisé de f, qui est dit
déduit de g par le changement de base o.

Preuve. — Montrons que dans chaque cas la condition (4.2.3) est vérifiée.

a) En tensorisant par O, sur Oy la suite exacte (1) on obtient la suite
exacte (2) :

(1) 0->1->0; >0y-0
(2 Tor{vy(0,0;) — Tordv(0,0, — I®0,0;,—> Oy —» Ox - 0.

Comme TorO“J(OZ,OT) = 0 et que la suite

0 > 1®0,0;, =1 ®,0y » Oy = Oy > 0
est exacte par hypothése, on déduit que Tor{v(0,,0;) = 0.
b) On considére la suite spectrale convergente
E2, = Torpu(Tor{1(0,0),05) = Torf,(0y,0y)
d’ou ’on déduit la suite exacte suivante
TorPr(0,,09 — Torv(0,0s) — 0.

Comme Tor$1(0,,0) = 0, alors Tor{v(0,0,) = 0.

(4.2.5) Exemples et remarques. — 1° Dans le cas ou f est un morphisme
entre germes lisses, tout déploiement de f (au sens de (4.1.1)) est un
déploiement généralisé de f.

2° Dans le cas ou f est un morphisme plat, la condition (4.2.3) est
équivalente a la condition « g est un morphisme plat ». En particulier, un
morphisme est un déploiement généralisé de sa fibre si et seulement si il est
plat.
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3° Considérons le diagramme commutatif suivant ou les carrés (1) et (2)
sont cartésiens et les morphismes i et i’ sont des plongements :

o

i
e

1

(4.2.6)

alorssi B estplat, g est un déploiement généraliséde f; etsi o estplatet g
est un déploiement généralisé de f, B est plat.

Les diagrammes (4.2.6) ou a et B sont plats ont été étudiés dans [30].

(4.2.7) ProposiTION. — Tout déploiement généralisé du morphisme
f k" > kP se déduit par changement de base d’un déploiement de f.

Preuve. — Soit g : Y —» T un déploiement généralisé de f. Il existe un
entier g et un plongement i : T — k? x k? qui induise I'inclusion canoni-
que sur k?» < T.

Notons
O,. = k{x;,....x,}, O,, = k{sy,...,5,}
O e = k{51, Sptise - by} et gri*(t) = 9;

pour 1 < j < ¢q. On obtient a isomorphismes prés :
0y/(8y,....8,) = k{x,,....x,}.

Choisissons des représentants &, de x, dans Oy, (1<k<n). Définissons le
plongement i’ de Y dans k" x k? par

i*(x) =& (1<k<n), i*t)=90; 1<j<gq,
% 1 k{xy,.. ., Xpty,. . .,t,} = Oy est alors surjectif.

Choisissons des représentants m, de i"*"'[g*i*(s)] dans k{x,t}
(1<I<p). Définissons enfin le déploiement

F:k"x k! - k? xk?, F(x0) = f(x)
(1) — (F(x,)0)

en posant F*(s) = n, (1<I<p) et F*(t) =t; (1<j<q).
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On obtient alors le diagramme commutatif suivant :

k" xk? «— k" = Y

Fl @ f ) g

k" xkI «— k¥ =—— T

i

oules carrés (1) et (2) sont cartésiens. Comme Tor?T(OY,Ok,,) = 0, on peut
appliquer le Lemme (4.2.8) suivant et conclure que le troisiéme carré est
cartésien, puisque le déploiement généralis€ g se déduit du déploiement
généralisé F par le changement de base i.

(4.2.8) LEMME. — Soit

un diagramme commutatif ou les carrés (1) et (2) sont cartésiens. Si on suppose
que :

Tor?T(Oy,OTO) =0,
(hypothese vérifiée si g est plat), le troisiéme carré est aussi cartésien.
Preuve. — Formons les produits fibrés
Y =X xgT et Yo=Y x: T,

et considérons le diagramme commutatif suivant :

T
Y\f_f\/

[
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ou ¢, est unisomorphisme. Pour montrer que ¢ est plat, formons la suite
spectrale
E;, = Tor)¥(Tor)"(0;,0,),0,)
qui aboutit & Tor?T(OTo,OY). Elle permet d’obtenir la suite exacte suivante :
Tor?7(0r,0y) — Tor?Y'(OYi),Oy) - 0.

On en déduit que Tor?v'(OY6,OY) =0, puis que ¢ est plat car
@ : Yy, = Yg est plat.

On conclut que @ est un isomorphisme car il est plat et de fibre un point
simple.

(4.2.9) DEFmNITION. — Un morphisme f: X — S est stable si tout déploie-
ment généralisé de f est trivial.

Un morphisme f:X — S est infinitésimalement stable si tout déploiement
geénéralisé g : Y — T de f tel que T soit un épaississement de S, est trivial.

(4.2.10) ProposiTiION. — Un morphisme f :Kk" — kP est stable si et
seulement si il est stable au sens de Thom-Mather (4.1.1).

Un morphisme f : X — S plat est stable si et seulement si il est stable au
sens du Chapitre 3 (3.1.4).

(4.2.11) Remarque. — Lorsqu’on tente de démontrer que tout morphisme
infinitésimalement stable est stable, le premier obstacle est le suivant :

Soit g:Y —» T un déploiement généralis¢é de f :X — S, notons I
I'idéal de O, définissant S dans T, soient T, le sous-espace de T défini
par Iidéal 12 de Oy et g, : Y, = T le morphisme obtenu par changement

de base
X \ / Y
S Y, 9
3]

~J

T,

T
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alors la condition TorP1(0,,05) = 0 n’implique pas la condition
Tor?1(0y,0;7) = 0.
Exemple : O; = k{t,t,ts}, Oy = k{t,,t,}

I = (2 —t,03,t3 —t st t, —13).

3. Relation entre un morphisme stable entre germes lisses
et la déformation semi-universelle de sa fibre.

(4.3.1) TuEOREME. — Soient F :Kk" — kP un morphisme stable et
Fp : Xp = Y, son platificateur local (1.4.4).
Alors Fp est un morphisme stable.

Démonstration :

(4.3.2) LEMME. — Soient X, la fibre d’'un morphisme F :k" — kP et

¢ : X > Y unedéformation platede X,. Supposons Y plongé dans un espace
libre k.

a) Il existe un plongement i de X dans k" x Y tel que ¢ soit le
composé :

pry
_

X — k"xY Y

et il existe un morphisme y : k" x Y — k? tel que :
Y(x,0) = F(x) Vx ek, et iX = ¢y~ 1(0).

b) Il existe un déploiement G de F tel que le diagramme suivant :
X, — X — XY o Kk
R
{00 — Y — kPxY — Kk xKk

ou  est défini par Y(x,y) = (U(x,y),y) et les fléches non normées sont
canoniques, soit commutatif et ait tous ses carrés cartésiens.
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Preuve. — Le a) est démontré en Annexe. Le b) est une fagon d’exprimer le
a) et le plongement de Y dans l'espace lisse k". [

(4.3.3) Soit Q = k{xy,...,x,}/(f1,- - .J/p) une présentation minimale de
I’algébre locale de la fibre X, de F. D’apres le Théoréme (4.1.2) et avec les
mémes notations, il existe un morphisme stable F’ : k* x k7 — k**¢ x k?
et un entier s, tels que F soit isomorphe a F' x Id,;.

D’aprés le Théoréme (3.1.7), il nous suffit donc de montrer que le
platificateur Fp : Xp — Yp est la déformation semi-universelle de X,.
Pour simplifier I’écriture, supposons s = 0 et supprimons le signe '.

Pour toute déformation plate ¢ : X — Y delafibre X, du morphisme
stable F : k" — k?, le lemme précédent implique I'existence d’un diagram-
me commutatif :

X — kxk ©3 k > X,

Jooo e

Y — Kxk 3 k¥ > Y,

ou le carré (1) est cartésien. Comme F est stable, le déploiement G se
rétractesur F et ¢ sedéduitde F par changement de base; ¢ étant platce
changement de base se factorise par Y,. On en déduit que toute déformation
platede X, s’obtient par changement de base a partirde Fp, c’est-a-dire que
F, est une déformation verselle de X, .

Pour que F; soit semi-universelle, il nous suffit & présent de montrer la
proposition suivante.

(4.3.4) ProposiTION. — Toute déformation plate

¢ : X - D = Spec (k[€]/e?)
de X, se déduit de F par un unique changement de base
h:D — kP = k% x k9,

Preuve. — Soit ¢ : X — D une déformation plate de X,. D’aprés

(4.3.3) il existe un changement de base h : D — k’*¢ x k? défini par :

h*(y) = en; (1<i<b+¢)
et

h*(t) = €6, (1<k<g),
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tel que le diagramme en traits pleins
_kix} o. = k{x,e) I*
AET)) X T fteb.g—ened) 10
Y I I

h*
k — k[e]/e? € . k{yt}

ol @*g) =¢ =classe de & dans Oy, I*t) =16, (1<k<q) et
I*(x;) = x; = classe de x; dans Oy (1<j<a), soit commutatif.

Supposons que ' : D — kb*° x k? défini par
W*(y) = en; (I<i<b+c),  h*n) = €8, (1<k<gq)

soit un autre changement de base qui convienne. Il existe alors un morphisme
I'* : k{x,t} — Oy tel que

I'* o F* = @* o h'* et ™o I'* = 1% o [*,
D’ou
I'*(t,) = I'* o FX(t,) = ¢* o K'*(t,) = €6, (1<k<q);
par ailleurs k{x}/(f) étant une présentation minimale de Oy, ona
T* o I'*(x;) = classe de x; dans OXO, (1<j<a),
il existe alors 3,(x) e k{x} tel que I'*(x;) = x; + €d/(x) dans Oy. Donc

1% FHy) — @* o () = fix+ed(0)+ & Y. 0ighx) — en; = 0

k=1

dans Oy, (1<i<b+c).

Cest-a-dire qu’il existe des AM(x) + ep™(x) € k{x,e}/e? tels que dans
k{x,e}/e?, on ait les égalités (1<i<b+c):

a 5f. q
flx) + e ) ix 3(x) + & ) Bigix) — em;
ji=1 xj k=1
b+c q
= ) ((x) + eul(x) (ful¥) + € Y Bigh(x) — en,);
m=1 k=1

La platitude de ¢ (voir ’Annexe) implique que la relation

Jix) = Z AT f(x),
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obtenue en « faisant » ¢ = 0, se prolonge en la relation :
fix) + e Z64i(x) — en; = ZAT(X)(fu(x) + & Z Oig(x) — enm,,)

+ Z " (X)fm(x) 5
en soustrayant, on obtient dans k{x} :

q q af’l
Y (6,—8)gi(x) — (n;—m) + X a—-5,(X)
k=1 ji=1 xJ

b+c

- ¥ (W) — W) = 0 (1<i<bo).
m=1

On conclut que n; = n; (1<i<b+c) puis que 6, = 6, (1<k<q) en se
rappelant que les classes de g4, ..., g, dans

k{x}b+c/(kb+c + (g{) + (f)(b+c))

X

forment une base de ce k-espace vectoriel.

4. Un exemple.

Pour illustrer les résultats précédents, nous étudions la déformation semi-
universelle du point de C* défini par le carré de I'idéal maximal de C{x,y,z},

Xo = (O,C{x,y,Z}/(X,y,Z)Z).

Nous obtenons ainsi I’exemple le plus simple de morphisme stable et plat a
but non lisse, car la déformation semi-universelle d’un point de C? est a base
lisse.

(4.4.1) Présentation minimale de X,. — X, est la fibre de I'application
fo:C*— C®
(X,,V,Z) - (xzsyzazz’xy,yz’zx)’
Formons le quotient :

2x 0 0

ez [©+(0)+(0)+ ()
I:(x27y2’22’x.y9yz,zx) C * 0 + 0 + 2z
y X 0

0 z y
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C’est un C-espace vectoriel de dimension 15, on en choisit une base de
mondmes.

(4.4.2) Présentation de X, comme fibre d’'une application stable f. — X,

est la fibre de l'application f suivante qui est stable d’aprés le Théoréme
4.1.2) :

f:CxC® — C°xC'®
qui a
((x,y,2)(a,a’,a”,b,b’ ,b" ,c,c' " d,d' A" X0,y 0,20))
associe ((fi.f2.f3.fa S5l ad,- - -.y0,20)) avec

fi=x* = (2xo+a)x — by + cz
fo =y — QRyo+ad)y — bz + c'x
fi =22 — (Qzo+a")z — b'x + "y
Ja=xy — yox — (xo+d)y

fs =yz — 20y — (Yo +d)z

fo = 2x — X9z — (zo+d")x

(4.4.3) Platificateur de f. — Le platificateur de f estle morphisme X — S
déduit de f par changement de base S — C® x C!3, lesous-espace S étant
déterminé par la Définition (1.4.5). Pour calculer les équations de S,
considérons le graphe I' de f: '

T ,C? x C¢ x C'3
C x Cl5 T

pr

C® x C**

le graphe I' a pour équations : f; — uy, f, — Uy, ..., fo — ug. Il nous
faut donc calculer I'idéal J de C{u,...,uqad,. . .,y0,2,} déterminé par la
Proposition (1.2.8) avec

M= (f; =y, . fo—ug) © C{X,),2,Uy,. . . Ugl,. . .20} .

(4.4.4) Equations de la base du platificateur. — Pour calculer des
générateurs de J, on considére une famille de générateurs des relations entre
(x2,y%,2%,xy,yz,2x), on applique ces relations a

(fl_ul" . "f6_“f.)»
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on divise par . et on prend tous les coefficients des mondmes qui restent
sous 'escalier.

Dans notre exemple, on considére 8 relations génératrices :

y.x2 —x.xy, z.y?—y.yz, x.z2 — z.zx,
z.x% — x.zx, x.y2 —y.xy, y.z2 —z.yz,
Z.Xy — X.yz, = X.yz — y.zX.

Elles nous donnent 8 éléments de . :

yUfi—uy) — x(fy—uy), z(f2—uy) — y(fs—us), ... .

Pour chacun de ces éléments, on remplace x? par
x? —fi = 2xo+a)x + by —cz,  y* par y* —f, etc..;

dans les 8 expressions obtenues, les 32 coefficients de 1, x, y, z sont les
générateurs de J que nous cherchons.

Aprés élimination des générateurs redondants, il reste :

— Uy = Xo(xg+a) + by, — czy + a'b + d(a—d)
—u, = yolyo+d) + bzg — c'xqg + a"b’ + d'(a'—d)
— Uy = z5(zo+a") + b'xy — "y, + ab” + d"(a”"—d")
— Uy = Yolxo+d) + dd

— ugs = z4(yo+d) + d'd”

— Uy = Xol(zg+d") + d'd

It

et les 12 équations suivantes dans C'* ou n’apparaissent que les 12 variables
d,d,d",c,c',c",b,b',b",e,e,e" etouonaposé e=a—d,e =a —d,

"

e =a" —-d:
bb' = cd cc” = bd” bc = dd
b/bl! —_ C/dl/ C/C — b/d bIC// p— d/dll
bl/b — c//d C//cl — blldl bllc — d//d
de + be' +ce” =0
ce+de +be =0
b//e + CI/eI + dllell = 0'

Remarquons que les 9 premiéres équations expriment que la matrice

d b ¢
A=|c¢ d ¥V
bll c/l d/’

est de rang inférieur ou égal a 1; ce sont les équations dans C° du cone
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centré a l'origine sur le plongement de Segré de P? x P? dans P® défini
par :

(AN, (WER) — AMpAR,. A W)

Si les 9 premiéres équations sont satisfaites, les 3 derniéres sont proportion-
nelles.

Interprétation. — Labase S de la déformation quasi-universelle du point

0.C{x,y,z}/(x.9.2)*)

est le produit par le germe lisse C3, correspondant aux variables (x,,y0,20),
du cone centré a Porigine de C'2 sur un fibré localement trivial de rang 2 et
de base le plongement de degré de P? x P2 dans P8.S est donc un germe
d’espace analytique de dimension 10, de dimension de plongement 15, S
est a singularité isolée et rigide, c’est-a-dire n’admet pas de déformation
infinitésimale non triviale.
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ANNEXE

UN CRITERE (BIEN CONNU) DE PLATITUDE

1. LEMME. — Soit un morphisme d’espaces analytiques f : X — S, si sa
fibre X, est plongée dans I'espace lisse k", il existe un plongement i de X
dans k" x S tel que f soit le composé de i et de la projection
pr, :k" x S - 8.

Preuve. — Notons y,,...,Jy, un systétme de paramétres de I'idéal
maximal Mg de Og et m,...,7n, les images de ces éléments par
f*:05 > Oy. Daprés lhypothése, Oy admet la présentation
Oy, = k{x,,...,x,}/J, d’ou l'isomorphisme :

Oy/(Ny,- - -5M,) = k{xl,' . .,x"}/J.

Pourtout j =1, ..., n choisissons un élément &; de Oy tel quedans Oy
sa classe soit égale a celle de x;.

Définissons i* : O,, ¢ = Og{xy,...,x,} = Oy par
*y)=m (I<k<r) et i*(x)=¢; (I<jsn).
Le morphisme i* est bien défini, surjectif et vérifie I'égalité
*opr¥ =f*. O
2. LEMME. — Soit f : X = S un morphisme d’espaces analytiques, d’apres
le lemme précédent Oy admet la présentation
Ox = O4{x}/1, X = (Xg. . 5X,),

notons M = W lidéal maximal de Og. Alors les deux assertions suivantes
sont équivalentes :

(i) le morphisme f est plat
(i) I n M. O{x} = M.1.



THEOREME DE DIVISION ET STABILITE EN GEOMETRIE ANALYTIQUE 181

Preuve. — On a le diagramme commutatif suivant ou les fléches verticales
sont les fleches de tensorisation par k sur Og et les lignes sont des suites
exactes :

0 — I — O¢fx} —> Oy — 0
| fe
0 — Toro(Oxk) — I/MI — k{x} — 0, —0
On voit immédiatement que (ii) est vraie si et seulement si
Torp(Oy.k) = 0
donc si et seulement si f est plat d’apres le critére de platitude de Bourbaki
[6]. Remarquons que I'on a le méme énoncé lorsqu’on remplace Oy par un
O¢{x}-module de type fini. O
3. LeMME. — Soit f : X — S un morphisme plat et soit Og{x}/I
x = (Xg,- . -5X,)

une présentationde Oy, notons y : Og{x} — k{x} la surjection canonique. Si
I' est un idéal de Og{x} inclus dans 1 tel que y(I) = x(I'), alors 1 =1T'.

Preuve. — Si ' # 1, d’aprés le Théoréme de Krull, il existerait un plus
grand entier r tel que I' + M. O¢{x} contienne I, M désignant I'idéal
maximal de Og. Soit alors

Hel et Hg¢l + W1 .0O4x},
par hypothése il existe H' eI’ tel que y(H) = yx(H') donc
H-Hekery nI =M1 cMT + P+ .O4x}

par le lemme précédent, d’ou une contradiction. [J

4. CoROLLAIRE. — Si dans le diagramme commutatif

X — X

AL

S

ou i est un plongement et f est plat, les morphismes f et f' ont méme fibre
alors i est un isomorphisme.
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S. CRITERE DE PLATITUDE. — Soient f : X — S un morphisme de germes
d’espaces analytiques et

Oy, = k{x}/(f1,-- - fp) X = (Xg,. %)
une présentation de I'algébre locale de la fibre X, de f.

Notons y la surjection canonique Og{x} — k{x}. Le morphisme f est
plat si et seulement si :

1° il existe une présentation de I'algébre Oy du type suivant

Oy = Og{x}/(Fy,...,F)
avec
vF)=fi A<i<p),

p
2° pour toute relation ) g.f; =0, g;ek{x}, il existe une relation
i=1

M~

GF, =0 avec G;eO¢x} et x(G) =g, (1<i<p).

1]

i=1

Preuve. — Supposons f plat. Le point 1° résulte du lemme précédent,

14
démontrons le point 2°:si Y g,f; = 0, g; e k{x}, alors
i=1

M~

gF. el nM.O{x} = M.1

1]

i=1
ou I désigne l'idéal (F,,...,F,) de Og{x} et M I'idéal maximal de O,
donc il existe m; € M (1<i<p) tels que

M=

)4 n
gF;, = Z m;F; et Z (g:i—m)F; = 0.
i=1

i-1

1]

i=1

Réciproquement, montrons que I N M. O4{x} = M.I et appliquons le

p
lemme 2. Pour tout H = ) G;F, el nM.O4x{x} en notant g, = (G,

i=1

p
on obtient Y g,f; = 0; il existe alors Gje Og{x} (1<i<p) tels que
i=1

14
1(G)=xG) e ) GF =0,

p
dou H=Y (G—G)F,eM.IL 0O

i=1
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