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DECOMPOSITION DU GALOIS-MODULE
DES ENTIERS
D’UNE EXTENSION CYCLIQUE DE DEGRE PREMIER
D’UN CORPS DE NOMBRES OU D’UN CORPS LOCAL

par Francoise BERTRANDIAS

Dédié a Monsieur Claude Chabauty.

Soit A un anneau de Dedekind, de corps des fractions K,
et soit L une extension galoisienne finie de K, de groupe de Galois
G. La cloture intégrale B de A dans L est un A[G]-module de
rang 1; B est somme directe d’un nombre fini de sous A[G]-
modules indécomposables et, lorsque G est abélien, cette décompo-
sition est unique ; elle a été déterminée, dans le cas ol K est le corps
Q des rationnels, par HW. Leopoldt [6].

On se propose ici de trouver la décomposition de B lorsque
G est un groupe cyclique de degré premier, et K un corps local
ou un corps de nombres algébriques.

On étudie d’abord la décomposition d’un A[G]-module de
rang 1, lorsque G est abélien (§ 1), puis lorsque G est cyclique
de degré premier et K est un corps local ou un corps de nombres
(8§ 2). Le cas du Galoiss-module B est traité dans le § 3 lorsque K
est un corps local, et dans le § 4 lorsque K est un corps de nombres.

1. Décomposition d’'un A[G]-module de rang 1.

1.1. Décomposition et idempotents.

On désigne par :

A un anneau commutatif intégre de corps des fractions K,
G un groupe fini,

M un A[G]-module, de type fini et sans torsion sur A,
CM) = EndA[G]M le commutant de M.
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On sait qu’il existe des décompositions de M en somme di-
recte de sous-A[G]-modules indécomposables (utiliser par exemple
le fait que I’application canonique de M dans K ®, M est injective).

Rappelons les relations entre les décompositions en somme di-
recte d’'un module M et les idempotents de son commutant C(M).
Soit une décomposition en somme directe de sous-A[G]-modules :

M= & M, (1
1<i<k

et soit e¢;: M—> M, la projection canonique (1 <i< k). Alors
(e;);<i<x est un systeme d’idempotents complet orthogonal de
C(M), c’est-a-dire :

1C(M) = 2 €;

‘ 1<i<k (2)

;e = 5,., ;-
Réciproquement, i tout systéme d’idempotents complet orthogonal
de C(M) correspond la décomposition de M en somme directe :

M= & ¢M.
1<i<k
Un idempotent non nul de C(M) est dit primitif si I’égalité :
e=¢'+e"” ou e et e" sont deux idempotents orthogonaux de
C(M), entraine: e’=0 ou ¢’ =0.

Un sous-module M figurant dans la décomposition (1) de M
est indécomposable si, et seulement si, I’idempotent correspondant
e; est primitif.

On voit donc que trouver une décomposition de M en somme
directe de sous-A[G]-modules indécomposables revient a trouver un
systéme complet orthogonal d’idempotents primitifs de C(M). (On
notera fréquemment : systéme d’idempotents c.0.p.)

1.2. Commutant et ordre associé.

Rappelons les définitions suivantes ([7]) : un A[G]-module M
est de rang 1 si M est de type fini et sans torsion sur A, et sile
K[G]-module K ®, M est libre avec un générateur. L’ordre associé
4 un K[G]-module M de rang 1 est le sous-anneau de K[G]
défini par : © M) = (A €K[G] I\M C M}.

On montre facilement :
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PrROPOSITION 1. — Soit G un groupe abélien et soit M un
A[G]-module de rang 1. L’application qui a un élément \ de
OM), associe la multiplication a gauche par N dans M, est un
isomorphisme d’anneaux de O (M) sur CM).

Pour trouver les décompositions de M, on est donc ramené
a chercher les systémes complets orthogonaux d’idempotents pri-
mitifs de O (M).

1.3. Unicité de la décomposition.

On suppose G abélienet M derang 1.

PROPOSITION 2. —

1) Il existe un unique systéme S complet orthogonal d’idem-
potents primitifs dans O (M).

2) S est I’ensemble des idempotents primitifs de © (M).

Démonstration. — L’existence de S provient de I’existence
de décompositions du module M en somme directe de sous-modules
indécomposables (§ 1.1). L’unicité de S, et le fait que tout idem-
potent primitif de © (M) soit contenu dans S, proviennent du
lemme suivant (dont la démonstration est analogue a celle du lemme
5.7de[10], ch. 3):

LEMME. — Soit R un anneau commutatif possédant un sys-
téeme S complet orthogonal d’idempotents primitifs. Alors S est
l’ensemble des idempotents primitifs de R.

La proposition 2 entraine immédiatement :

ProrosITION 3. — Soit G un groupe abélien et M un A[G]-
module de rang 1. Si S est l'ensemble des idempotents primitifs

de O (M), la décomposition: M = @ eM est l'unique décomposi-
eES
tion de M en somme directe de sous A[G]-modules indécomposables.

1.4. Idempotents de K[G].

Rappelons comment s’obtiennent les idempotents de K[G]
(cf. [3]). On suppose le groupe G abélien et le corps K de carac-
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téristique 0. Soit I I’ensemble des caractéres irréductibles de G
sur K. Pour tout x appartenanta I, on pose:

1
e, =—— 2 x(gVg.
X |G 2€G

On a les résultats suivants :

(1) e, est un idempotent primitif de K[G], et K[G]e, est un
corps ;
(2) on a la décomposition : K[G] = @1 K[G] e
XE

(3) (ey)yer est I’ensemble des idempotents primitifs de K[G].

On montre facilement :

PROPOSITION 4. — Tout idempotent e de XK[G] s’écrit

e= Y e, J étant un ensemble de caractéres irréductibles de
X €EJ
G sur K.

Remarque. — Soit n lexposant de G, et soit Q™ le corps
engendré sur Q par les racines n-€mes de 1. Les valeurs prises par
un caractére x de G appartiennent 3 Q™ . Par suite, les idem-
potents e, , et donc aussi tous les idempotents de K[G], appar-
tiennent a I’algébre Q™ [G].

2. Casou G cyclique de degré premier, et K corpslocal
ou corps de nombres.

Hypothéses et notations.

G est un groupe cyclique de degré premier p .
K est un corps local (de caractéristique O et de caractéristique rési-
duelle p) ou un corps de nombres, et A ’anneau de ses entiers.

M estun A[G]-module derang 1.

On pose : k:‘ Q, si K estun corps local,

( @ si K estun corps de nombres.

(Qp désignant le corps des nombres p-adiques).
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~ 2.1. Les caractéres irréductibles de G sur K.
(p)
ko) — K

m m

E— K

r

k
Notons, dans une cloture algébrique de k, k() (resp. K(®))
le corps engendré sur k (resp. K) par les racines p-émes de 1 et
E=KnN k®
Soit XP —-1=X-1)P,(X)...P,(X) la décomposition du
polynéme X? — 1 en produit de polyndmes irréductibles de K[X].
Les polynomes P;(X), (1 <i<r), ont tous le méme degré m

-1
et 'on a: m=[KP:K] = pr

De plus, I'extension k(®)/E

étant galoisienne, [k(P):E] = [K("):K] = m. Par suite, les poly-
némes P,(X), (1 <i<r), appartiennent a E[X]. On a les iso-
morphismes de K-algébres :
K[G] = K[X]/XP — 1 = K[X])/(X - 1)x

x K[X]/P,(X) x . .. x K[X]/P,(X).

Le groupe G posséde donc r+ 1 représentations irréductibles sur
K : 1 représentation de degré 1, et r représentations de degré
m. Comme les polyndmes P,(X) appartiennent a E[X], les r + 1
représentations de G proviennent, par extension des scalaires, des
r+1 représentations irréductibles de G sur E. Pour tout carac-
tere irréductible x de G sur K, lidempotent e, appartient donc
a E[G] (cf. remarque du § 1.4).

Notations.

On note :
Xo le caractére de la représentation de degré 1,
X;» (1 <i<r), le caractére de la représentation K[X]/P,(X),

T=1Y g,

gEG

e, = T/p.
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2.2. Action du groupe de Galois de I'extension E/k .

L’extension E/k est cyclique de degré r, et Gal(E/k) opére
sur ’ensemble des représentations irréductibles de G sur E, et donc
aussi sur leurs caracteéres. On voit facilement que x, est invariant,
et que les caractéres x; (1 <i<7r) sont permutés transitivement.

En posant, pour tout ¢ de Gal(E/k) et pour tout A = 2 a,8
g€G

de E[G]: cp(z agg) = 2 w(ag)g, on obtient une opération
g2€G g€G
de Gal(E/k) sur E[G]; ¢ est un automorphisme de k-algébre de

E[G].

On remarque que le groupe Gal(E/k) laisse invariant I'idem-
potent e, = et permute transitivement les idempotents exi(l SIisSr).

2.3. Hypothése d’invariance.

Soit M un A[G]-module de rang 1, et © (M) son ordre as-
socié dans K[G]. On sait que tout idempotent de © (M) appartient
a E[G]. On supposera par la suite que 'ordre © (M) vérifie I’hypo-
thése suivante :

HyYPOTHESE D’INVARIANCE (H). — Tout élément de Gal(E/k) laisse
globalement invariant 'ordre © (M) N E[G].

THEOREME 1. — Soit M un A[G]-module de rang 1 décompo-
sable, dont l'ordre associ¢ O (M) vérifie 'hypothese d’invariance (H).
Soit F le plus petit corps intermédiaire entre k et E tel que F[G]
contienne tous les idempotents de © (M). Alors F[G] et O (M)
ont les mémes idempotents.

Démonstration. — Notons :

S TI’ensemble des idempotents primitifs de O (M),
re = [F:k],
7 un générateur du groupe cyclique Gal(F/k).

D’aprés le choix du corps F, il existe un idempotent e¢ de S tel
que les éléments 7i(e), (0<i< rg), soient tous distincts. Ces
éléments 7'(e) appartiennent a O (M) (hypothése (H)), et
sont nécessairement des idempotents primitifs de O (M). Soit
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e'=1— Y 7i(e); e' est un idempotent et (e e,7(e),...,
rp-1 0<i<rF . .

T (e)) est un systéme complet orthogonal d’idempotents de O (M).
Comme ce systeme a le méme nombre d’éléments, ret1 quele sys-
téme d’idempotents c.o.p. S’ de F{G], il ne peut que coincider
avec S’ et donc aussi avec S.

2.4. Modules décomposables.

Le théoréme 1 entraine immédiatement :

PROPOSITION 5. — Soit M un A[G]-module dont l'ordre associé
OM) vérifie I'hypothése d’invariance (H). M est décomposable

si et seulement si l'idempotent T/p appartient 3 O (M). Dans ce
cas, on a la décomposition :

T T
M= = MEB(I— —)M.
p p
Remarque. — L’idempotent T/p est primitif dans K[G], et

T
donc aussi dans O (M) . Par suite, le module ; M est indécomposable.

3. Anneau des entiers d’une extension cyclique
de degré premier d’un corps local.

Notations et hypothéses.

K est un corps local de caractéristique O et de caractéristique rési-
duelle p, d’anneau de valuation A ;

L est une extension cyclique de degré p de K ;

B est I’anneau des entiersde L ;

o estun générateur de G = Gal(L/K) ;

t est le nombre de ramification de ’extension L/K.

B est un A[G]-module de rang 1. On se propose de trouver
la décomposition de B en somme directe de sous-A[G]-modules
indécomposables.

3.1. L’ordre associéd B.

Si I'extension L/K est non ramifiée, © (B) = A[G] (cf. [9]).
Si D’extension est ramifiée, O (B) a été déterminé précédemment
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([11, [2], [4]D. Pour énoncer le résultat, introduisons les notations

et définitions suivantes ; pour tout réel x :

[x] est le plus grand entier inférieur ou égal 4 x,

X = x — [x] est la partie fractionnaire de x,

&(x)={h entier > 1| h' entier et 1 < ' < h  entrainent:
Ky > ).

Si K est un corps local :

vk désigne la valuation normalisée de K,
ex désigne I'indice absolu de ramification de K.

PROPOSITION 6. — Soit, pour tout entier i O0<i<p-1),

. A e
n,.=[’—’]+a,.,oaa,.= sip-i€8Ulp)
p 0 sinon

9@ =) X 40-114EK et v (a)>-n0<i<p-1D{.

o<i<p-1

On en déduit facilement :

PROPOSITION 7. — L’ordre D (B) vérifie I'hypothése d’invariance
H) .

3.2. Modules B décomposables.

THEOREME 2. — Le A[G]-module B est décomposable si, et
seulement si, l'une des conditions équivalentes suivantes est vérifi¢e :

(1) lidempotent T/p appartienta D (B) ;
(2) le nombre de ramification t de l’extension L[K est tel que :

14 p
e, —1<t<
p—1K p—1

DEFINITION. — Le nombre de ramification t de [’extension
L/K est dit ‘“presque maximal” (cf. [5]) si l'une ou lautre des
conditions équivalentes (1) ou (2) est vérifiée.

Démonstration. — L’ordre 0 (B) vérifie I’hypothése d’inva-
riance (H). Donc (proposition 5) B est décomposable si, et seu-
lement si, T/p appartient 4 © (B). L’équivalence des conditions
(1) et (2) résulte facilement de la description de I’ordre © (B) (cf. [4]).
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Ce théoréme a été démontré précédemment, et indépendam-
ment, par M.J. Ferton (1975, non publié) et Y. Miyata [8].

3.3. Décomposition de B. Enoncé des résultats.

Notations,

a désigne le reste de la division de ¢ par p ;
I désigne ’ensemble des caractéres irréductiblesde G sur K.

THEOREME 3. — Soit L/K une extension cyclique de degré p
de corps locaux dont le nombre de ramification t est presque maximal.

1) Si a est nul ou divise p — 1, l'ensemble des idempotents
primitifs de O (B) est {exleI} et la décomposition de B en
somme directe de sous-modules indécomposables s’écrit . B = @ eXB.

xXEI
2) Si a est différent de 0 et ne divise par p — 1, l'ensemble
T T
des idempotents primitifs de O (B) est ‘ —s1—— et la décom-

14 14
position de B en somme directe de sous-modules indécomposables
T T
s'écrit: B = ~B€B(l ———)B.
14 p
Remarque. — Un A[G]-module N, de type fini sans torsion
sur A, est A-irréductible si K®, N est un K[G]-module simple
(cf. [3]). Pour tout x €1, e B est A-irréductible. En particulier

T T
Z B est A-irréductible. Par contre, (1 — —)B est A-irréductible
p

si et seulement si les corps K et Q‘(,p ) sont iinéairement disjoints
sur Q, (r=1). Le théoréme 3 montre donc que B est décompo-
sable en somme directe de sous-A[G]-modules A-irréductibles si et
seulement si

1) t est presque maximal

2) ou bien K et Q’(,p) sont linéairement disjoints sur Q, ou
bien a est nuloudivise p — 1.

3.4. Démonstration du théoréme 3.

D’aprés le théoréme 1, ’ensemble S des idempotents primitifs
de O(M) coincide avec I’ensemble des idempotents primitifs de
F[G], ou F est le plus petit corps intermédiaire entre Q, et E
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tel que F[G] contienne S. Il s’agit donc de déterminer le corps
F. La démonstration se fait en plusieurs étapes.

On vérifie immédiatement le

LEMME 1. — F est le plus grand corps intermédiaire entre Q,
et E tel que, pour tout caractére irréductible x de G sur F, e

X
appartient a O (B).

Introduisons les notations suivantes: Ay est anneau des en-
tiers de F, M  'ordre maximal de l'algebre F[G]; e(K/F) = ey/er ;
my = [QP):F].

On montre facilement le

LEMME 2. — Soit F wun corps local contenu dans Q;”). Alors
My est l'anneau engendré par Ax[G] et par les idempotents e, , X
parcourant [l'ensemble des caractéres irréductibles de G sur F.

Par ailleurs, on démontre le

LeEMME 3. — Pour tout corps local F, ona

SITEF.—_‘ > a;(6—1)1q,EF etvF(a,.)>—[piT1eF])s.

o0<i<p-1

LEMME 4. — F est le plus grand corps intermédiaire entre Q,
et E tel que, pour tout entier i, 0<i<p—1, onait:

e(K/F) ;:—~£_ —(—’—‘1_—13+ 5, >0 (1)
g 2 plp

. ; , . . t
ou &; vaut 1 ou O suivant que p —i appartient a & (;) ou non.

Démonstration. — Les lemmes 1, 2, 3 et la description de I’ordre
D(B) (proposition 6) entrainent: F est le plus grand corps inter-

médiaire entre Qp et E tel que

n; i
>
e(K/F) ~ [p By eF] ’
0<i<p-1). Posons: =ag+up, (O<as<p-1). Comme
t est presque maximal, on a (cf. [4]): ex =a+u(p—1). On en
déduit (remarquer que p —1 = e my):
n,.—e(K/F)[ : eF] = e(K/F) — —— — —2% 45,
| p—1 my 2 plp-1)
Le lemme 4 en résulte.
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LEMME 5. —Si a=0, ona: F=E. Si a#0, F estle
plus grand corps intermédiaire entre Q, et E tel que l'ensemble

t
des entiers {p—jm |1<j<e.} soit contenu dans & (—)
D

Démonstration. — Si a = 0, linégalité (1) est vérifiée pour
tout corps intermédiaire F entre Qp et E. Supposons a # 0.
Soit F un corps intermédiaire entre Qp et E, et soit i un entier
non multiple de m . Ona:

ia a ia
> —_

i
K/F) — — = =0
K T s -D " r-1 -1

g

et donc (1) est vérifiée. Le lemme 5 en résulte.

LEMME 6. — Soit d un diviseur de p—1, d <p—1. Les

t
entiers p—jd, 1<j< rp-2, appartiennent a & (~) si et
d p

-1
seulement si a divise p — 1 et p divise d.

Démonstration. — On utilise le développement en fraction continue
de t/p, ennotant g, =1, 4q,,....,9;=a;9;, , + q;_»,..., 4, =D,
les dénominateurs des réduites de t/p (on suppose a, > 1). On
montre ([4]) :

t . n-—
g(;)= {p}U1q2i+ xq,;,,10si<

et x entier,

0<x <a2i+22.
Supposons que p —d et p — 2d appartiennent a 6( ); il existe
desentiers i, j, x, » telsque:
p—-d=gq, txq,,6 ,»,0sj<i< n;l
p—2a’=q2]_+yqz].+l s O<x<a21+2, 0<y<a2].+2

On en déduit: p=2(q,*txq,,, )~ (q2i + yq2].+l) <2q,,,-

Comme p=a,q, ,+q, ,>2q9, ,, on a: 2i+2>n-1,

et donc 2 =n-2. Par suite p = ay;,,9,;.; T Gy, et

d = (ay;45 — X)qy;y, - Ceci entraine: g¢,;,, divise d et donc

divise p —1. On en déduit : q,;,, divise g,;,— 1 et donc q,;,=1.

Dou i=0, et n=2. Il en résulte: a divise p—1, a# 1.
— 1

Posons ¢ = ;ona g, =q et a, =a. Dou:
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t
8(—-) = {1 +xq|x entiecret 0 <x <a}
p

={p—jqg |j entieret 0 <j<a}.
On en déduit le résultat annoncé.

On peut alors terminer la démonstration du théoréme 3. Si
a=0, on a vu que F=E. Supposons donc a#0. Si F est
un corps intermédiaire entre Qp et E, my est un multiple de
m=mg, et F=Q, si et seulement si mg=p—1. Si a ne
divise pas p —1, les lemmes 5 et 6 montrent que mp =p —1,
d’ou F=Qp. Si a divise p—1, pour tout corps F intermé-
diaire entre Qp et E, pT—l divise my ; eneffet, m = p ;l 5— >
et ep, divisant e, et p—1, divise a=e —u(p-1). lgar
suite, si a = 1, my =p —1, etdonc F=E=Qp. Sia# 1, pour
tout corps F intermédiaire entre Qp et E, {p— ijI IS<j<er}

t
est contenu dans 8(—), d’aprés le lemme 6. D’ou F = E (lemme 5).
14

On en déduit le théoréme 3.

4. Anneau des entiers d’une extension cyclique
de degré premier d’un corps de nombres.

Notations et hypothéses.

est un corps de nombres, A son anneau d’entiers,
une extension cyclique de degré p de K,
I’anneau des entiers de L,

est un générateur de G = Gal(L/K).

Q wr R

B est un A[G]-module de rang 1 ; on se propose de déterminer
la décomposition de B en somme directe de sous-modules indé-
composables.

4.1. Les extensions L;B/K p-
Pour tout idéal premier B de L, on note :

Lsn un complété de L pour la valuation §-adique ;
Bg lanneau desentiersde Lyg;p =B NA;
Kp lecomplété de K dans L% pour la valuation p -adique ;
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A p I’anneau des entiers de K P
Vg (resp. vp) la valuation ¥ -adique (resp. p -adique) normalisée

de Lg (resp. Kp).

La factorisation de pB en idéaux premiers de L a l'une des
3 formes suivantes :

a) B =P°* (p ramifié)

b) PB =% (p inerte)

c) PB=% o%P...0? ' P (p décomposé).
Dans les cas a) ou b), L‘B/K p est une extension cyclique de degré
p ; on identifie son groupe de Galois & G. On note fy le nombre
de ramification de 1’extension L;BIK;,. Si I'idéal p est au-dessus
de p, et se ramifie dans L, I’extension L%/KP est sauvagement
ramifiée. On connait, d’aprés 1’étude locale du § 3, les idempotents -

de ’ordre © (B$), ordre associé a B% dans l’algébre Kp[G]. Dans
lecasc),ona L$= Kp.

4.2. L’ordre © (B).

PROPOSITION 8. — Soit ny, ; Ulentier défini pour tout idéal pre-
mier p de K, et pour tout entier i, 0 <i<p-—1, par ny: =0,
sauf si p est sauvagement ramifié dans L, auquel cas on pose :

1si p—i€ &(E’)

i
n, , = —~t]+8.,avec 8.=%
b [p P ' ' 0 sinon

L’ordre O (B) est donné par :

Y a0-1)aq,€EK et vp(a)) = —ny, ,, pour tout
O(B) =1 o<i<p-1
idéal premier p de K, et toutentier i, 0 < i < p—1
Démonstration, — Soit A= 2, a;(0 —1)' un élément de

0<i<p-1
K[G]; A appartient 4 O (B) si et seulement si, pour tout P idéal
premierde L, ona:

pour tout x appartenanta B, vgn(kx) =0. D)
Si B N A n’est pas décomposé dans L, on voit facilement que (1)

équivaut a: A appartient 4 O (B%); par suite, (1) équivaut a
vp(a,.) = — ny ; d’aprés I’étude locale (proposition 6).
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Si B N A est décomposé dans 1., on montre, en utilisant par exemple
le théoréme des restes chinois relatif 4 'anneau A et aux idéaux o'%g,
que (1) équivaut a : vp(a,.) = 0, pour tout entier i, 0<i<p-1.

De la proposition 8, on déduit :

PROPOSITION 9. — L’ordre O (B) vérifie I’hypothése d ’invariance
(H).

4.3. Modules B décomposables.

On déduit facilement des résultats antérieurs :

THEOREME 4. — Le A[G]-module B est décomposable si et
seulement si l'une des deux conditions équivalentes suivantes est
vérifiée :

(1) lidempotent T/p appartient d O (B),

(2) tout idéal premier p de K au-dessus de p est ramifié dans

L, et le nombre de ramification correspondant ty est
p 14
] eK —1 < t‘p <

presque maximal, c est-a-dire :
p- p-1

eK.

4.4. Décompositionde B .

Notations.

Soit I I’ensemble des caractéres irréductibles de G sur K ; notons
ay lereste de la division de 7y, par p.

THEOREME 5. — Soit L/K une extension cycligue de degré p
de corps de nombres telle que tout idéal premier p de K au-dessus
de p soit ramifié dans L, le nombre de ramification correspondant
t étant presque maximal.

1) Si, pour tout p au-dessus de p, a p est nul ou divise
p — 1, lensemble des idempotents primitifs de O (B) est {e,IXET},
et la décomposition de B en somme directe de sous-A[Gmodules
indécomposables s’écrit : B = S;BI eB.
X
2) S’il existe un idéal premier p de K au-dessus de p tel
que ap+ 0, et a p ne divise pas p — 1, lensemble des idempotents

T T
primitifs de O (B) est {—5>1— — ; et la décomposition de B
p p
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en somme directe de sous-A[Gl-modules indécomposables s’écrit :
T T
B=—B@@—~ﬁ.
p p
Démonstration. — Elle se déduit facilement de 1’étude locale
(théoréme 3) et du fait qu’un idempotent e de K[G] appartient
a0 (B) si et seulement si, pour tout § au-dessus de p, e appar-
tienta O (B¥B)'

Remarque. — (cf. remarque du § 3.3) B est décomposable
en somme directe de sous A[G]}-modules A-irréductibles si, et
seulement si

1) tout idéal premier p de K au-dessus de p est ramifié
dans L, et le nombre de ramification ty correspondant est presque
maximal ;

2) ou bien K et Q) sont linéairement disjoints sur Q, ou
bien, pour tout p au-dessus de p, ay est nul ou divise p —1.
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