ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER

RoONALD R. COIFMAN

YVES MEYER

Commutateurs d’intégrales singuliéres et
opérateurs multilinéaires

Annales de institut Fourier, tome 28, n°3 (1978), p. 177-202
<http://www.numdam.org/item?id=AlF_1978__ 28 3_177_0>

© Annales de I’institut Fourier, 1978, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Annales de l’institut Fourier »
(http://annalif.ujf-grenoble.fr/) implique 1’accord avec les conditions gé-
nérales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisa-
tion commerciale ou impression systématique est constitutive d’une in-
fraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=AIF_1978__28_3_177_0
http://annalif.ujf-grenoble.fr/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Ann. Inst. Fourier, Grenoble
28, 3 (1978), 177-202

COMMUTATEURS D’INTEGRALES SINGULIERES
ET OPERATEURS MULTILINEAIRES

par R. COIFMAN et Y. MEYER

Introduction.

Soient V une variété C~™, compacte, de dimension k et a €N
un entier. Rappelons qu’une dérivation de classe €% est un opérateur
D :e€%(V) — C%*(V) qui, pour tout choix de coordonnées locales,

K a
s’écrit 2 a;(x) Fo ou g; € €,
1 ]

On sait que I'algébre £° des opérateurs pseudo-différentiels clas-
siques d’ordre O est caractérisée par des propriétés de commutation
avec les dérivations de classe €~. Si T :C*(V)— €~ V) est un
opérateur linéaire et D : C™(V) —> @%(V) une dérivation, on pose
T, =T et T,,, =[T,,D],n€N. Alors TEL? siet seulement
si, pour toute dérivation D, tous les commutateurs T, (n € N) se
prolongent en des opérateurs bornés de L?(V) dans lui-méme.

L’objet de ce travail est d’améliorer ces résultats. Il est d’abord
prouvé que pour toute dérivation D de classe €! (ou plus géné-
ralement dont les coefficients appartiennent a ’espace de Lipschitz
A,) et tout opérateur T € £°, [T, D] est boné sur L*(V). 1l
revient au méme d’étudier le commutateur [S, A] entre un o..d.
classique d’ordre 1,S, et la multiplication par une fonction
A€ A (V);[S,A] est borné sur L?(V) et la condition A € A, (V)
est évidemment nécessaire pour obtenir un tel résultat.

Plus généralement soient » =1 un entier, A € A;(V) une
fonction, A : €%(V) — A, (V) lopérateur de multiplication par A
et T un o.y.d. classique d’ordre n. On pose successivement T, = T
et T,,, = [T;, Al. Alors T, estborné sur L?(V).
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Les problémes sont locaux et tout se raméne a prouver les résultats
correspondants sur R¥.

La démonstration se fait en deux étapes.

Dans un premier temps, on introduit » fonctions A,,..., A,
appartenant 4 €' . On appelle encore A; les opérateurs qui consistent
a multiplier les fonctions A; et Pon pose T, =I[T;,A;;;] si
0<j<n—1et Ty, =T. On prouve que

IT, Ol <C VA, ... IVA, 1L, IIfll, ()

quand 1<p, <+ oo, . [ 1<p, <+ o0 1<g<+oo |<r<+ o

1 1 1 1
et —=—+ ...+ —+ — ; VA est le gradient de A € @! (R¥).
r pl pn q
L’inégalité (1) résulte de I’étude de la transformée de Fourier de
T, (f), regardée comme une expression multilinéaireen A,,..., A, et

f. On développe, a cet effet, un calcul multilinéaire sur les o.y.d. clas-
siques et 'on a besoin, en outre, de I'interpolation complexe (th. 1
et 2).

Il faut ensuite passer au cas ou p, =...=p, =+ o et
q=7r €]1,+ oof. Les techniques utilisées sont complétement diffé-
rentes et s’apparentent aux méthodes de variables réelles introduites par
Calderon et Zygmund et développées par leurs éléves. La transformée
de Fourier est abandonnée et I’on étudie les opérateurs en estimant
leurs noyaux.

Un des exemples les plus simples du théoréme 2 est le cas ou T est
la dérivée n-iéme de la transformée de Hilbert (en dimension 1) : les
[A(x) — AQ))"

(x —_ y)n+l
tout A € A;(R). Cet exemple résulte aussi du récent théoréme de
Calderon relatif au noyau de Cauchy pour les courbes de classe @!.

noyaux

sont bornés sur L2(R) pour tout n € N et

1. Enoncé des résultats.

Soient n=>1 et k> 1 deux entiers et 0 : Rkx R* — C
une fonction indéfiniment dérivable telle que
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VBE N¥ Vo € N™ | 3c(a,P),Vx €ERF , VE=(§,..., £,) € R™
[Df 8¢ alx, &)1 < Cla,B) (1 + (£ 1)

Naturellement &« = (¢, ...,q,),® € N et fol = [og [+ ...+ o, |-
Par abus de langage, une telle fonction ¢ € @*(R*¥ x R™) sera appelée
un symbole classique d’ordre 0 et de type (1,#n). On associe & ¢
Popérateur multilinéaire défini sur les suites (f;, ..., f,) de fonctions
f; € S(R¥) par

[Tf,,....f)lx) =
f ) e Gt ) o(x s .. E)f (8. f, (8, dE, .. dE,. (2)

R
Naturellement x € R*¥ tout comme &, + ...+ &

n

THEOREME 1. — Soient p; € 11,4+ o[, 1<j<n des nombres

réels tels que =—+ ...+ — < 1. Alors pour tout symbole clas-

1

p pl pn

sique d’'ordre O vérifiant (1), il existe une constante C (ne dépendant
quedes p;, de k, de n etdes C(a,p) telle que

Vf, € 8(R¥),...,Vf, € S(R*),
HTUrse s Bl XCHIf o U, - (3D

Pour énoncer le théoréme 2, considérons un symbole classique
d’ordre n, au sens usuel, 7 € €”(R¥ x RF) définissant un opérateur
pseudo-différentiel 7(x , D).

THEOREME 2.— Soient a, € $(R¥), ..., a, €S(R*) et f€ S(R¥).
Formons, pour tout x € R¥,

g(x) = 7(x, D) [(a; (x) —a, () ... (a,(x) —a, () fO)].
Alors pour toute suite (p,, ..., p, ,p) telle que

1 1 1 1
1<p <+, 1<p<+ow et —=—+ ... +—+ =<1,

q pl pn p

Note. S(Rk) est I’espace des fonctions de G“(Rk) qui, ainsi que toutes leurs
dérivées, ont une décroissance rapide a l’infini ; G)(Rk)= G; (R¥) est le
sous-espace des fonctions a support compact.
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il existe une constante C (ne dépendant quede k,n,p,,...,p, ,P
et des constantes C(a,B) intervenant dans la définition de 1) telle
que, en appelant V ['opérateur gradient,

liglly < C 11Va,ll,, ... IVa,ll, lIfll, . @)
Un cas particulier mérite d’étre mentionné.

Soit T un opérateur pseudo-différentiel associé a un symbole
classique d’ordre 0. Soit A € @€”(R¥) une fonction telle que
Vx € R¥ ¥y € R¥ | |A(x) — A(»)| < [x — y|. Par abus de langage,
nous appellerons aussi A 1’opérateur de multiplication par la fonction
A . Alors le commutateur TA — AT est un opérateur régularisant
d’ordre 1. Pour le voir on calcule

0 d 0A
- T(Af) — —— AT(f) = T,(AD) — AT,(f) =~ T(f).
X ; 0x; ox;

7 ] 7

On a pos¢ T, = a— oT ; T, est un opérateur pseudo-différentiel clas-
X .
i

0A

X

sique d’ordre 1 auquel on applique le théoréme 2,

HTHI, < ClIfl, -

<1 et

Malheureusement le théoréme 2 ne découle pas immédiatement
du théoréme 1. La méthode est cependant d’écrire la fonction g a
I’aide d’un opérateur multilinéaire dans le style de ceux décrits par le
théoréeme 1. Cependant le symbole correspondant (méme dans le cas le
plus simple &k = n = 1) ne vérifie pas les inégalités (1) dans tout
I’espace. On fait alors une partition de l'identité sur I’espace des &
pour se ramener au théoréme 1 ou a des opérateurs multilinéaires que
I’on étudie par interpolation complexe. La méthode employée oblige a
se restreindre, en un premier temps, au cas p; <+ o 1 <j<n.
Le passage au cas général s’obtient par des méthodes de variables réelles
(c’est-a-dire en retournant aux noyaux). Nous retournerons enfin au
casou k = 1 et ala transformation de Hilbert en prouvant le

THEOREME 3. — Soient  A; : R—> C des fonctions telles que
1A;x) —AOIS<Ix —y| pour xER,yER,1<j<n. Alors
[Ay(x) — A, ... [A,x) — A, ()]

(x — y)n+l
un opérateur borné sur L? par

le noyau

=K, (x, y) definit
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Tf(x) = lim [ K, (x, »)f0) dy. (5)

€40 ly—x|>e

Pour étre plus précis, pour toute fonction f€ L*(R), la limite
écrite ci-dessus existe presque-partout et constitue la définition de Tf.
De plus |[Tfll, <C, IIfll, ou C, nedépend quede n.

Le théoréme 3 découle facilement du théoréme 2 par un procédé
de régularisation. Le théoréme 3 est également une simple conséquence
de résultats récents sur le noyau de Cauchy obtenus par A.P. Calderon.

2. Preuve du théoréme 1.

2.1. On serameneau casou o(x ,§) =0 si |§|< 1.

Pour cela on appelle ¢, € @(R™) une fonction égale a4 1 sur
€] < 1. Posons

Oo(x ,8) =0(x,8) (&) et o,(x,§) = o(x, &) (1 —¢,(8).

Ona o=o0,+0,;0,(x,8=0 si [§|<1 et il suffit de vérifier
que 0, conduit 4 un opérateur multilinéaire borné T, .

Pour cela on retourne au noyau associé au symbole 0,(x , £) en
écrivant

Oy(x , §) = f . K, (x, w) PR SRR du, ...du, .
Rn

Grice a la régularité de 6,(x , %), ona

= K , du < + oo,
C fnnk xsggk Ko (x , w)| du

L’opérateur T, associé a 0, n’est autre que

TO (f]"")fn)(x):
fnnk fl(x"ul).--f,,(x—u,,)Ko(x,u)‘du1 ... du,
etPona ||To(fy,...,f)ll, <C Wfillp, - Ilfnllpn.

2.2. On seraméneau casou || < 21§ | si 2<]j <n.
On appelle ¢, , ..., ¢, desfonctions appartenant a €~(R"* \{0}),
homogénes de degré O, telles que 1 =¢,(§)+ ... +¢,(§) etque

1
(5 +0 ine |§|=— .
@, (§) entraine [§1 > U 1€, |
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Alors 0;(x , §) = (1 — ¢, (8) cp,('g’) 0(x ,£) est un symbole clas—
sique d’ordre 0 et de type (1,n).

Par symétrie, on peut se limiter au cas j = 1 et écrire o(x, £) au
lieude o0,(x, §).
2.3. Une seconde partition de o(x , &) .

On appelle € un nombre positif qui sera fixé dans un instant et
0 € ™(R) une fonction égale 4 1 sur [2¢, 1] et dont le support est
contenu dans [e , 2]. On pose

wix, &) =o0a(x, ¥ [ (I'Egl ] .. [1 — 0('%')] Le produit

m(§) = [1 —0(%)] [l —0 %"Il)] est une fonction homo-

géne de degré 0 et de classe € dans R™ \ {0} puisque 6 est nulle
au voisinage de 0. Donc w(£) est un symbole classique d’ordre 0
et w(x, &) est un symbole classique d’ordre 0 et de type (1, n).

On pourra donc écrire
&1
o(x , §) = wlx, &) g( 1) fgxe(—Llsl)"(x’E)’ (6)

la somme est étendue a toutes les parties J de {2, ..., n}, non vides,
de cardinal |J].

Nous allons examiner successivement chacun des termes du second
membre de (6).

Désignons pour commencer par T, I'opérateur multilinéaire
associé au symbole w.

Pour avoir w(x , &) # 0, il faut que |&,| < 2elkl,...,l§,1<2¢€ ¢
ce qui, compte tenu de [§| < 2 |§,| (2 <j < n), entraine
&l <4nelg | 2<j<n).

2.4. Le cas de I'opérateur multilinéaire T,

Nous allons rappeler des résultats classiques sur les opérateurs
pseudo-différentiels.

LeMME 1. — Soit q(x ,§) € @ (R* x R¥). Supposons qu’il
existe une constante C telle que

Va € N fal Sk +3==13q(x ,§) | <CA + 1EN™ (7)
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et qu'il en soit de méme pour 9% V,q(x , £)|. Alorsl'opérateur pseudo-
différentiel associé au symbole q(x ,&) est borné sur LP pour
1 <p<+eoo,

LEMME 2. —Soient k=1 un entier, 1 <p<+o et C>c>0
trois constantes. Il existe une constante C;, = C,(C,c,k,p) telle que

si, d’'une part, m,(x),vE N, sont des fonctions indéfiniment
dérivables sur R* telles que Im,(x)I< 1 et que |Vm,(x)| <1 pour
tout x € R* ettout v €N,
et si, d autre part, f,(x) € 8(R*) ont la propriété que
support f,(§) C {c2” < [§| < C2%},

aors  NIY m, ) f, M, < I(T1502) "1

v20 v=20

On découpe N en une réunion finie de progressions arithmétiques de
c ,
raisons r ou 2’Z>2C. Appelons A T'une de ces 7 progressions

arithmétiques et posons fix) = Z f,(x). On a, grice au théoréme
VEA '
de Paley-Littlewood,

1, <G, 1S 1,007) 1, <, i(E thewe) i,
VEA v20

11 suffit, pour prouver le lemme 2, de vérifier que

'y m, (x) £, , < C, lIfll,. Pour cela appelons ¥ € ®(R*) une
vEA
fonction égale 3 1 si ¢ < |¢§| < C et dont le support soit contenu dans
1e<[§]<2C. Alors q(x,§) = 2 m,(x) Y(277E) est un sym-
vEA
bole vérifiant les hypothéses du lemme 1 et

X my(x) f,(x) = q(x,D) f(x) .

VEA

Dans le méme ordre d’idées et en conservant les notations du lemme 2,
on prouve le résultat suivant

LEMME 3. — Soient p,(§) € C°(R*) des fonctions telles que
3%p,(§) | <27 pour 0<|u<n+3. Définissons g, €ES(RM)

par §,(§) = p,(¥) f,(¥). Alors ||(V |gu|2) "”(z \f, lz)nlzn
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Retournonsa T, .

Appelons I' le cone défini par |§]|<4nelé|,2<j<n,et
[£,1 = n > 0. Cette derniére condition provient de la premiere parti-
tion utilisée (a ’aide de ¢,). En utilisant encore une fois le raison-
nement fait en 2.1, on peut se ramener au cas ol 7 = 1 ce que nous
ferons.

Nous allons recouvrir I' par des “cylindres” dyadiques trés plats
R, , v = 0, que nous allons maintenant décrire.

Si v=0,R, estdéfini par
V< §,1<22" et |§1<16y/ne2”,2<j<n.

Enfin R} est le cylindre “élargi” défini par 2*' < |§,| < 2¥*?
et Ig| < 32¢/me2".

Nous allons maintenant décomposer, de facon naturelle, w en
2 w, ou supp w, C R¥ (en ce qui concerne la variable §£). Pour
v20
cela on appelle Y, € ®(R*) une fonction portée par -2- < § <4
et telle que > ¥, (27%¢§)=1 si |§1=>1. On appelle ¥;(§),

v=0
2 <j<n, des fonctions € D(R¥), égales a 1 sur &1 < 16/ne et a
Ohorsde |§| <32 Vne.

On a alors, puisque le support de w(x , &) est contenu dans I'

et que Yy, 27UE) V.27V E) .. ¥, E) =1 sur T,

v=0

W, =7 w,(x,§

=0
o w,(x,§ = wlx, ) ¥,27") ¥,27E) ... ¥,(277 &) et
Supp w,(x , ) C R}. |
Si’on pose, quand x € R¥ et t+ € R™,
Fx,)=w,(x,2"1),

il est immédiat de vérifier que toutes les dérivées de F,(x, ) prises par
rapport & x et ¢ sont uniformément bornées par rapport 4 v = 0.
Cela tient a ’homogénéité des conditions (1). Par ailleurs le support de
F,(x, t) est contenu dans Rj. En considérant F,(x, ) comme un
symbole, il est naturel de retourner au noyau correspondant défini par

F,,(x,t)=f €K, () du.
Rn
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Les noyaux K,(x, u) et leurs dérivées par rapport a x, considérés
comme des fonctions de u € R™ indexées par v et x, forment une
partie bornée de S(R™). C’est-a-dire que pour tout entier N> 1,
tout a € N* et tout § € N¥, ona

IDE 3% K, (x ,w)| < Cppn (1 + lu)™™.

1
Soit 6, € M(R*) une fonction égale & 1 quand 3 < g 1<4 et

dont le support soit contenu dans la couronne % < |§,1 < 5. Défi-
nissons la fonction 4, , f, €S(R*) par sa transformée de Fourier
(A, ) E) =0, ) e T ().
De méme les fonctions S, , f; € S(R*), 2 <j < n, sont définies par
(S, . [Y(E) = ¥,(278) e T2 £ (&)

Avec ces notations on a

TG f)®= [ [Ye0,u 0K 0] du @

R7K ¥>0
ou glv,u,x)= (A,,,u i) (Sv,u ) o Sy [

Le spectre de A,,,u f, par rapport & x, est contenu dans
2 ‘ '
‘3—<|£,|<5.2" ; celui de g(v,u,x) dans [§|<32y/ne2".

1
On choisit e de sorte que, par exemple, 32/n(n — 1)e = g

14

Alors le spectre de g(v,u,x) est contenu dans %— < §1<6.2°.

Pour tout u fixé, on peut appliquer le lemme 2 pour calculer la
norme L? de Z gw,u,x) K,(x, u). Ilvient
v>0
I1X e, u,x) K, G, Wl p,, < C@IEIgw@,u, )2, ;
v>0
C(u) ayant une décroissance rapide en u grice aux propriétés des
noyaux K, (x, u). Or

(180, u, P <up [S,,, fy | sup 1S, fol( X 14, f, )2
=0 v>0 »>0 ’
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d’ou

I 18, u. )F) P, < lsup 1S, 1, -
v20

1Up 1S, £y g, 1 (2 14, £y )21

v=0 v=0
Grice au lemme 3, (Y 14,, f, |2)"2 lp, <C @ Ifll, et C )
=0

a une croissance lente en ¥ € R™.
De méme Ilsuop IS,,u/‘;IIILp,-(dx) < Cj(u) Hfjllp’ et Ci(u) a une
croissance lente.

Donc l'intégrale (8) définissant T (f,,..., f,) est une intégrale
de Bochner et I’'on a

”Tw (fl”";fn)”p <(:(14)[""9l)n)”.f] ”pl oo ”fn"pn-

2.5. Les autres termes de la somme (6).

Posons oy;(x, %) = H (7] %) o(x , £). Par raison de symétrie on
peut supposer que 2 € J. Nous poserons 7(x,§) = H O(ITZ—I o(x,§).
[)3
&,

Naturellement 7(x , &) vérifie (1) et o;(x, &) = G(El—)'r(x ,£). On a

maintenant, en considérant toujours les supports en § € R™,

Supp 0; (x , §) C {elél < &, ; 1§ < 21§ | pour 2 <j<n}
Clelg, | SIET<2UE 1 1&5] <2IEL..., 1&]I <2181}

On appelle T' ce cone ; il est contenu dans la réunion des cylindres

R, définis, pour » >0, par ;—2v |z,|<5.2”,—§—2” <|E,1<10.2" et

1§51 < 10.2%, ..., 1§,] < 10.2°.

On définit les cylindres élargis R} en divisant par deux les
bornes inférieures et en multipliant par deux les bornes supérieures.
En reprenant la méthode précédente et en utilisant une partition
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dyadique adaptée au recouvrement de I' par les cylindres R,, on
est alors conduit a2 majorer la norme LP d’une somme du type

> gv,u,x)K,(u,x) ou, cette fois,
v=0

g(V U 7x) = (Av,ufl)(Av,uf2)'(sv,uf3) R (Sv,nfn)'

On utilise une majoration triviale de la forme

g, u,x)K,(u, ) <Cw Y lgw,u,x) <

v>20 v>0

CO (18, £ ) (2 @yu £oP)7 sup 18, £51 ... sup 1S, , £, |
v>0 - v>0

v=20 v=20
et I'on termine comme ci-dessus en tenant compte de la décroissance
rapide de C(u).

Ceci termine la preuve du théoréme 1.

3. Preuve du théoréme 2. Un lemmg d’interpolation complexe.

DEFINITION 1. — Soient n =1 un entier et w : R("*2)¥ — C
une fonction mesurable localement bornée ayant une croissance poly-
nomiale a l'infini.

On écrira w €M, si l'opérateur multilinéaire T, associé a w
par

Tw(al 30 an,f)(x) = f eix.(a]+...+an+t) (d(x ;al,---,a,,,f)

d, (). .. a,(a,) f(®) day ...da, dE

¥érifie la propriété suivante :
Vpl e]1’+°°[,"')vpn e]1,+°° [,Vp€]1,+°°[ (9)

1 1 1
tels que —=—+ ...+—+ —€]0,1[, il existe une constante
q pl pn p

C=C(p,,...,p, ,Dp) telle que
"Tw (al LI ] an’f)”q < C"V(ll ”P] oo ” Van ”p" ”f"p ¢

On a utilisé les conventions suivantes : o; € R¥, da; est la mesure de
Lebesgue sur R¥, & € R*¥ df est 1a mesure de Lebesgue sur R* et
x € R*. Les normes LP,LP, L? écrites sont, plus précisément du
type L (R¥) etc.
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Le théoréme 2 sera prouvé dans le cas 1 < pi<te 1<j<n
si nous montrons que pour tout symbole classique

o(x, 5 €ES" (R*xR¥), on a, si A f())=fE¢+a)—f),
W, (x, §,0p,...,0,) =4, 0. 0A, o(x,§) EM,. (10)

La démonstration s’obtient par récurrence sur »n. On définit w, par
wo(x, &) = o(x , §) etl’on appelle H, Iassertion w, €M,,.

Alors H, est vérifiée. Il n’y a pas de fonctions a; et l'on
sait qu’un symbole classique d’ordre O est borné sur tous les
LP(R*), 1 <p < + 0.

On se propose de montrer que H,_, == H, quand »n=1.
Avant d’entrer dans les détails nous allons indiquer des conséquences
de H,_, que I’on obtient par interpolation complexe.

LEMME 4. —Si H,_, est satisfaite et si T(x,£) € S"~! (R* x R¥),
alors pourtout i =1,2,...,n ettout j =1,2,...,n,

A, 0.0 By T(x E)EM,. (11)

Naturellement o ; est la j-iéme coordonnée de o; € R¥. Par symétrie,

nous pouvons nous restreindre au cas ot i =j = 1. Posons
Tx,0,..., o, = By, 0.0 A‘.’n T(x, §)

et désignons par T(a,,...,a, ,f) lopérateur multilinéaire corres-

pondant. Nous savons, par H,_;, que

T, ,..., a, ,Nllg SCIVayll,, ... IVa,ll,, IfIl, .
Alors

ix.(ayp+...+ap+§) -
‘/;(n+1)k € al,l [Aal 0...0 Aan 7(x, 5)] a, (al) cee

.y (@) fE)dadE = g(x) = g (x) + £, (x)

N _ ix. (g +...+ ap+ 2
ou g (x) = — ‘/l.a(nﬂ)k e "0 a4y ()

T,y 0, , 8 dy () ... 4, () f(§)d da, ... da, dE

E)
= ’(a_x, 4,) 0) T@,,....a,,) ()

Note. A est dans toute la suite l’'opérateur de différence défini par

(Aaf)(g)“= G+ ) —f(§), E ERF, a € RF.
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et oﬁ g2(x) = f( i eix.(a1+...+an+t) ?(x ’a2,_ . an’ E + al)
Rn

4, (e,) ... a4, (Oln)(al,l dl (Oll ) f(§)) dadt

—iT(az,...,an ,gxii )

Dés lors, il est clair que g, € LY et g, € L7 avec les inégalités
désirées sur les normes.

LEMME S. — Si m,(a;) ..., m,(a,) et m(§) sont des multipli-
cateurs bornés de GLP(R*) pour tout p € |1,+ oo [, alors w EM,,
“implique m,(a,) ... m,(a,) m() wx ,a,,...,0, ,§) EM,.

La preuve est trés simple et laissée au lecteur.

LEMME 6. — Si H,_, est satisfaite, si 7(x ,§) € S*! (R¥ x R¥)
est un symbole classique d'ordre n — 1 et si les nombres réels
t€10,11,1 <j<n, vérifient t, + ... +t, =1, alors, pour tout
choix des indices j,, ...,j, € {1,2,..., n},

e Ay 0. 0 Ay T(X,E)EM,.  (12)

ialvfl »in ay

On appelle I' I'’ensemble de toutes les suites u = (¢,, ..., ¢,)
€[0,1]" telles que ¢, + ... +f, =1 et pour lesquelles (12) est
vérifiée. Nous allons montrer que I' est convexe. Par les lemmes 4
et 5 on sait que I' contient toutes les suites élémentaires (celles ou
tous les L valent O a ’exception d’un seul qui vaut 1). Le lemme 6
sera alors démontré.

Supposons donc que (s;,...,8,)E, (¢,...,t,)ET et
montronsquesi 0<¢<1,(ts;, + 1 —8)¢t,,...,t5, +(1—0¢t,)ET.

Pour cela on appelle z un nombre complexe tel que Rez€[0,1]
et 'on définit, si « = (a,, ..., ®,) € R™*

z81+(1-2)1 zsp+(1-2) 1,
1 1 i n

e

n,in

w, (x, 0,8 =l ;|
A, o...0 A"‘n T(x,§. (13)

@]

On a Iwz(x 5a>£) | <Sup(l‘"”()(x 9aa£)| ’ Iw] (x ’a,E)l)- A
Paide de w, on définit, pour tout choix de

a, €8(RY),...,a, €S(R¥), fES(R¥) et g€ES(R"),

I(z) = f(m)k ™ et (5o, B) () dy (o) - .
R . d, (&) f(£) dadtdx . (14)
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Le théoréme de convergence dominée de Lebesgue s’applique
sans difficulté pour montrer que I(z) est continue dans la bande
0 < Rez <1 et analytique a l'intérieur.

Si Rez =0, cest-a-dire z =iy, on peut remarquer que
oy 5, >, o, in [ sont des multiplicateurs de L (R¥) pour tout
pE€]1l,+ o[ ;la norme de ces multiplicateurs peut, pour tout p
fixé, étre majorée par Cp(l + |y). Si N=n+ 1, on a donc, pour
Rez = 0, griace aux lemmes 4 et 5, ‘

I(1+27 N @IS C@, ... Py DI Vay Iy, - IVayll, £, gl (15)

. . e s 1
en appelant ¢ P’exposant conjugué de q (defim par —
1 1 q p,
+—+—)_ On a une inégalité analogue a (15) si Rez= 1.
b, P

Il suffit maintenant d’appliquer le principe du maximum a
(1 + z2)™N I(z) pour conclure que (15) est vraie pour 0 < Rez < 1.
On se restreint alorsa z € [0, 1] et le lemme 6 est démontré.

4. La preuve du théoréme 2.

4.1. Plan de la démonstration.

Une partition de Iidentité dans I'espace R("*D¥ des suites
(¢,0,,...,a,) permettra de décomposer w,(x,§,0,,...,q,)
(défini par (10)) en une somme finie de morceaux. Pour ces morceaux
il n’y aura que deux possibilités:

(a) celui pour lequel || est beaucoup plus grand que |a| con-

duira a un symbole classique d’ordre 0 définissant un opérateur multi-

oa da

g s o 1 o . ,

niléaire sur (B s n, f). L’estimation découlera alors du
X1,7y 0%y, j,

théoréme 1. -

(b) les morceaux pour lesquels || < C(lay | + ... + |a,|) néces-
siteront une analyse subtile utilisant le lemme 6. Pour des raisons
techniques nous procéderons & une premiére partition de 'unité dans
chaque espace R¥ pour choisir la plus grande des coordonnées des vec-
teurs & ou ¢ correspondants. Ensuite nous appliquerons le pro-
gramme décrit ci-dessus.
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4.2. Une premiére partition.

On appelle ¢ ED(R¥) une fonction fixée, égale a 1 sur
[l <n + 1. On écrit

o(x,8) =0y(x,§) +0,(x,5) ou 0y(x,§ = a(x,&) &) .
Nous nous proposons de montrer que 'on peut se restreindre a sup-
poser que d(x,§) = o,(x , £). Posons, en effet,

my(x,§,0,,...,a,)= A4, °-~°Aa,, 0,(x,8)

1
et montrons que my, € M,,.
En retournant au noyau associé au symbole 0,(x,§), -on a
0y (x , ) =f K(x,u) e™™-t du . Grace a la régularité de 0,(x,%),
Rk

il vient que sup |K(x,u)| a une décroissance rapide a I’infini. L’opé-
xERK

rateur multilinéaire M, associé & m, s’écrit maintenant
Mo(a,,...,a, ,f) (x) = @m)@*D% [ S W) (@ = w) — g, ().
R
vo. (@,(x —u) —a,(x)) K(x ,u)du .

Les inégalités évidentes llai(x —u) — a,-(x)II

< Va. ,.
: ’ : ulIVayl
entrainent le résultat cherché.

L% (ax)

Posons ml(x,E,ozl,...,oc,,)=Aalo...oAan 0,(x,8).
On a évidlemment m, =0 désque |§|<1,|o|<1,...,|a,|<1.

4.3. Une seconde partition (choix de la coordonnée dominante).

Choisissons des fonctions ¢,, ..., ¢, €C~ (R¥\ {0)) telles que

chaque y; soit homogene de degré O (16)
1=¢, +... ¢, sur R¥\{0} (17

: 1
¢,(£)¢0='IE/I>ESUD(ISII,---,lEkl')- (18)

On écrit alors ox,8) =¢, () ox,8) + ...+ ¢,(5) o(x,¥).
Puisque o(x ,£) =0 sur |[§|<n+ 1, ona
0§ o(x ,§) = & 7;(x , )
ou 7, € S"™=! (R* x R¥). On peut évidemment se restreindre au cas

d’un seul terme. On a alors, pour tout 7 € S*~! (R* x R¥), le résultat
suivant.
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LeMME 7. — Si H,_, est vérifiée, alors
Do, 0.0 8, (§7(x,8)
— &b, 0.0, T ,)EM, (1<j<n.

11 suffit évidemment de supposer j = 1. Ona

LE T D) =, T, E ) T E A, Tx,E)

Orl,o...08,, (o, 7(x,E+a,))=a,,8,c...c8, 7(x,+a,),
qui appartlent a M, (comme on le voit en reprenant la démonstration
du lemme 4). On est réduit 4 considérer Am1 o... °‘n . (EIA 7(x,8))

et ’on répéte ’argument jusqu’a ce que ’'on obtlenne )

£, By 0.0 A, T(x, ).

Il suffit donc de prouver que pour tout T€S"' (R* x R¥) et tout
i=1, ...,n,';’jAo,1 ° ...OAa" T(x ,§) EM,,.

k k k
Ona 1= [Zsp,-(E)J [Eﬁ-(%)] [Z soj(a,.)]
1

1 1

2y, (B ¢, ) ... ¢ (o).
Il nous suffira de démontrer que chaque terme
0108 0, (@) .. 0, (@) Ay o ..o A, T(x, B EM,
Par symétrie, on peut se restreindre au cas ot j, =j, =...=j, =1
et étudier, pour 7 € S"! (R* x R¥),

Tx,E,00 = &0 (B) oy (y) ... 0 () By 0. 0By 7(x,8). (19)

Nous allons prouver que m(x ,&,a) €M,

Pour aller plus loin, il nous faut partout remplacer les vecteurs par
des scalaires. En particulier, les différences vectorielles A°‘i vont étre
(dans certains cas) remplacées par des différences ou seulement une
coordonnée varie. A cet effet, posons '&,’m =,...,0,¢,,0,...,0);
le @, occupant la m-iéme position. On pose aussi a,.,o =0. On a
alors

By 76,0 = X B TOLEFT, F o+ )
1Sm<k
Si ’on répéte cette identité, il vient )
By om0 By T, )= X X Ag y 00 B, TOLE +5(@)) ;

s=(my,...,my)
s@W=0, +...+%, , +..+3a, +.. G, - (20)

La sommation porte sur s = (m,,...,m,) €1 = {1,...,k}". Ona -
donc



COMMUTATEURS D’INTEGRALES SINGULIERES 193

Tx,§,00=) mm(x,§, @ 21
s€l
01‘1' o (x,E,0) = £, (8) ... () Aar,ml o,..0 A“n,m,, 7(x,§ + s(a))
et S@=F, +. ATyt TG,

n,my—1-°

4.4. La derniére partition de l'identité.

Elle a pour but de comparer les tailles relatives de |&| et |a|. On
appelle A € O(R) une fonction valant 1 sur [—10kn, 10kn] et ’on
définit

N P Y oy (fL
Q(x,g,a)-[l xam]...[l x(an,l)] T(x,E,0). (22)

Cette définition est rendue possible grace au choix des coordonnées
dominantes de £ et o; .

Nous allons d’abord montrer que {2 € M,. Ensuite nous exa-
minerons le cas des termes du membre de droite de (22) ; 7(x,§,)
étant excepté, tous les autres appartiennent & M,,. Il en résultera que
T(x ,E,0) EM,, .

4.5. Lapreuvede S)(x,E,0) EM,.

La décomposition (21) de w(x,&,a) nous améne a poser

Qx50 = & [1 —A(—EL)]

oy,

[1 —A(&EL)] Doy, © e 0 Bay,, T EF s(@)

n,1

On a alors

Qx, 8,00 = 2, Q,(x,£,0). (23)

sl

On aura £(x,&,a) €M, dés que l'on aura prouvé le résultat
suivant.

PROPOSITION 1. — Pour toute suite s = (my,..,m,)€El,
Q(x,¢,q)

est un symbOle ClaSSique d’ordre 0 bar
a] mq, % e QG
ymy smy n,mp

rapport aux variables x € R* |t € R et «€R"K,
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Cela signifie que les inégalités (1) sont satisfaites par ce symbole.
En particulier le théoréme 1 s’applique et 2,(x,%,a) €M,. Pour
démontrer la proposition 1, on appelle A C R*¥ x R™ le cone fermé

1
défini par |§,| = 10 kn Iai,ll,la,-,,l>5 log ol et
1
|g,|>5|.§g|, 1<e<k 1<j<n.

Alors A\ {0} est contenu dans le cone ouvert A défini par
1

& 1> 37- €] et 1§ 1>4nlol, 1 <j<n. Il existe donc une fonc-
n

tion 0, (¢,a) € € (R 1¥*\{0}) quiest homogene de degré O et telle
que

0, =1 sur A\{0}, support 8, C AU {0} . (24)

En particulier 6, = 1 sur le support de ,(x,¢,a). Il n’y apasdse
préoccuper de ce qui se passe prés de 'origine car 2,(x , & ,a) = 0 si
E1<1 et loy| <1(1 <j<n), toutcomme n(x, §,a). En particu-
lier.si I'on appelle 0,(%,) une fonction indéfiniment dérivable, nulle
au voisinage de 0 et égale a 1 quand |&|= 1, on aura aussi.
0,(8,) =1 sur le support de $£2,(x,¢,a). Posons 6 = 0,0, et
remarquons que 6 =1 sur le support de £,(x,§,a). On peut donc

écrite Q,(x,§,0) = 0" Q(x,&,0) =0(§,0) [1 —)\(i)]
LNt

3

n, 1

o

8¢, [1—>\( )] §OE. @A, o.0by  T(x,E+5(0).

Remarquons tout d’abord que chaque produit 6(§,a) [1 - 5'—) ]
1

1
est un symbole classique.On a en effet 1 —A(x) = u(;),x €ER,ueED(R);

o
pour toute fonction u € @(R), 0(¢,a) n( Ell) est un symbole clas-
1

sique car c’est une fonction indéfiniment dérivable sur tout ’espace
R™®*Dk quj est, de plus, homogéne de degré 0O en dehors d’une boule
de centre 0.
Il reste & examiner le terme
£0(¢,0) Aal,ml °o...0 A&"n,m,, T(x, &+ s(a)).
On se sert, a cet effet, de la remarque suivante



COMMUTATEURS D’INTEGRALES SINGULIERES 195

LEMME 8. — Pour toute fonction f € C™(R¥), ona

By ® 0 B FO = Gy G, . fafml

0<t]<1

fE+a, +... 4+, )dy ...d, . (25)

. aEm,, n
La vérification de (25) est immédiate et laissée au lecteur. 11 suffit

an
maintenant d’observer que si 7 € S"! a_E-T € S™! etque

pour tout symbole p = p(x,§) € S7! (R¥ x R") on a, uniformément
par rapport a t; € 0,1, 1<j<n

0(¢,0) p(x . + (@) + 1,0, + ...+ 1,0&,,, )ES. (26)
Cette derniére remarque résulte de ce que
I5(0) + £,0 py, F ot 1,0 (<o |+

et de ce que, sur le support de 6({, a), on a donc

1§+ s(@) + 1, &y + oo F 1,0, [ E— 'E‘ 3%—'2%—'.

: n
Les coefficients de la matrice de s : R™ —> R valent 0 ou 1 et
les détails de la vérification de (26) ne présentent plus de difficulté.
Nous venons de montrer que 2(x,§,a) € M, en utilisant essentiel-
lement le théoréme 1.

3
4.6. —L
6. La preuve de 121 )\(a“) m(x,§,0) €M,

Nous désignons par J une partie non vide de {1,..., n} et nous
proposons de prouver ce qui est annoncé. Cette fois le théoréme 1 n’est
plus utilisé et tout repose sur I'hypothése de récurrence et le lemme 6
(interpolation complexe).

Supposons que les fonctions A\ aient été choisies paires. Alors
ona

LEMME 9. — Pour tout € >0, on peut trouver une fonction
n(u) € $(R) telle que, pour tout t + 0 ,
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+“ .
eI X @ = [ 11 n(w) du. 7

— oo

On peut se restreindre & £ > 0. On pose alors t = ¢*, x € R, et
I’on remarque que x —> e** A(e*) € S(R).

On retourne a la définition (19) de w(x,&,e) et cette fois, on
n’utilise pas (21). Grace au lemme 5 tout revient a prouver

g, | T\ &
j€l 0’7-,1

pour tout symbole 7(x,§) € S"! (R* x R¥).

)A,,,1 o...0A, T(x,E)EM, (28)

La réduction se fait en remarquant que

§
1& |

sont des multiplicateurs de % LP(R¥) et en utilisant le lemme 5.

——¢,(8), o, (), ..., p,(c,)

Désignons par p 2 1 le cardinal de J. On écrit

& 1/,,)\ i). (29)
Olj’l ai,l

&1 1 x(a‘)— I o'/ 11

j€y % jEI

En utilisant le lemme 9, on peut développer cette derniére expression.
en

. El
II 22 Y=
&1 10 %)
E | ™
T oy, 11 fnp/a G| M) ) d e, GO)

En utilisant cette identité, (28) résulte immédiatement des lemmes 5
et 6.

5. Preuve du théoréme 2 quand p, = ... = p, = + o,

La démonstration s’obtient par les méthodes de variable réelle
introduites par A. Calder6n et A. Zygmund et développées par leur
Ecole. Ces méthodes reposent sur I’étude de la régularité du noyau
associé a l'opérateur étudié. Cette régularité et une estimation de la
norme de lopérateur (agissant sur L2, par exemple) permettent
de déduire que ’'opérateur est continu sur L”, de type faible L' etc.



COMMUTATEURS D’INTEGRALES SINGULIERES 197

Dans notre cas, ’opérateur est multilinéaire. L’estimation obtenue au

§ 4 sera cependant suffisante pour appliquer les méthodes de variable
réelle et passeraucas p, = ... =p, = + oo,

Nous aurons besoin d’une définition et d’une proposition qui
permettent d’élargir un peu le probléme.

DEFINITION 2. — Un noyau de Calderén-Zygmund est une fonction
K(x,y),x €R¥, y € R¥, y # x, a valeurs complexes, continue sur
y F x et possédant les quatre propriétés suivantes :

— il existe une constante C telle que |K(x,y)|<Cly —x|7* ; (31
— les gradients V.K(x,y) et V,Kx,», (32)

pris au sens des distributions, sont en fait des fonctions localement
bornées sur y # x telles qu’il existe une constante C pour laquelle

V. Kx,I<Cly —x|7%1! et
IV, K(x,»)| < Cly — x|7*71;

— pour toute fonction f € ®D(R¥) (33)

(TH (x) = lim [ K(x,y) f©) dy

€l0 ¥ ly—xI>e
existe presque-partout ;
— il existe une constante C pour laquelle 34)
ITfll, <Clfll, (f € DRF)).

Si K posséde ces quatre propriétés, nous désignerons par ||K|| la
borne inférieure des constantes C figurant dans (31), (32) et (34).

On peut, si on le désire, se ramener a des noyaux
K(x,y) € €(R* x R¥)

grice au procédé de troncation suivant. On fixe une fonction radiale
o €EMD(R*), égale 4 1 au voisinage de 0 et I'on pose, si v=>1,
o,x,y)=1—9px —vy) et K,(x,y)=¢,x,y»)K(x,y). On
appelle T, lopérateur associé a K,. Il n’est pas difficile de vérifier
que |IK, Il < C(p)IIKI|l. Seule I'inégalité (34) n’est pas triviale et on
P’obtient en remarquant que ¢ est la transformée de Fourier d’une
fonction de S(R¥) ;ce qui permet d’écrire
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‘P,,(X ,y) =1 __fk eivx.u e-ivy.u w(u) du .
R .

Il suffit alors de remarquer que les noyaux K(x,y) et
evx 4 g=®y.u K(x,y) définissent des opérateurs de L?(R¥) ayant la
méme norme.

En ce qui concerne la fagon dont K, approche K, ona

lim [K,0,9)f0)dy =tim [ Kx,») fo)dy (35
P00 elo Vly—xize

au sens suivant : chaque fois que la limite écrite au membre de droite de
(35) existe, celle écrite au membre de gauche existe et lui est égale.

Il est remarquable que I’ensemble des quatre propriétés (31), (32),
(33) et (34) définissant les noyaux de Calderon-Zygmund soit équi-
valent a un autre groupe que nous allons maintenant définir.

DEFINITION 3. — Soit q € [1,+>]et f: R*—> C une fonction
appartenant localement a L9 (R*). Pour tout cube Q C R¥, on pose

M,(f; Q) = (l—Ql—| S, 17 axyite.

ProposiTioN 2. — Soit K(x,y),x €ER¥,y € R¥,y #x, une
fonction vérifiant les propriétés (31), (32) et (33) de la définition des
noyaux de Calderon-Zygmund et soient 1<gq <r<+ oo deux
nombres réels. Alors le noyau K(x,y) définit un opérateur T borné
sur L*(R¥) si et seulement si il existe une constante .C telle que pour
tout cube Q et toute fonction f E®D(R*) dont le support est contenu
dans Q, ona

M (Tf;Q <CM, (f;Q). (36)
De plus on a l'inégalité
ITH,, <Ck,q,rC 37

ot IITll,, est la norme de T:L*(R¥)—> L*(R¥),C(k,q,r) est
une fonction ne dépendant que de k,q et r ; et C est la constante
figurant dans (31), (32) et (36).

La démonstration qui suit est due a J.O. Stromberg [7].
Nous ne nous servirons que de I'implication
(31), (32), (33) et (36) == (34).
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Mais par souci de symétrie nous allons d’abord prouver (36) pour un
noyau de Calder6n-Zygmund K .

Si g <r etsi g:R¥—— C appartient localement 3 L", on a
évidemment M, (g; Q) < M,(g, Q).

Il en résulte que

Tf C
M, (Tf;Q) S M(Tf;Q) < ||lQ|—‘|}f < I(glf‘y’ CM,(F;Q)

puisque T est borné sur L” et que f est portée par Q.
Venons en i la preuve de (31), (32), (33) et (36) = (34).

Appelons K, (x,y) les noyaux tronqués associés a
Kx,y) : K, (x,y) = ¢,(x,y) K(x,y) = K(x,y) —

ka evxu e~ Wy K(x,y) Y(w)du ;Y € $(R*) .

Il est immédiat de vérifier, grice a cette derniére expression que les
opérateurs T, associés a K, vérifient (36) uniformément en ». Si
nous montrons que ||T, fll, <CIIfll, ou C ne dépend pas de v,
le lemme de Fatou donnera [|Tfll, <lim ||T,fll, <CIlifll,. On
peut donc supposer que K(x,y) est remplacé par K,(x,y) et
désormais nous n’écrirons plus I'indice ».

On a alors, pour tout noyau K(x,y) € € (R*¥ x R¥) vérifiant
(31) et (32) pour tout cube Q et pour toute fonction f€ L! (R¥),

v, ,xz,xale K(y ) = K, ) If @) dy < €, F*(x5) .
(38)

On a désigné par 6 le cube de méme centre que Q et de coté
double et par f* la fonction maximale de Hardy et Littlewood de f.

Pour montrer linégalité classique (38) on majore d’abord
IK(x, ,¥) — K(x, ,¥)| par Cdlx; —y|="! ; d estlecoté de Q et
C' ne dépend que de la dimension. Ensuite on continue comme dans
[6] p. 29.

Pour démontrer (37), nous allons rappeler la définition de g* (x)
pour une fonction g localement intégrable. On pose

g (x) = %%p g ‘2{;@ lg(H)— cldt

Soit f € @(R*) et g = T(f). Pour montrer (37), il suffit de montrer
que IIg‘b"|I2 < CIIfll, car on a, pour toute fonction
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g € L2(R¥), ligll, <C'lig*ll,
([5] p. 153) par un théoréme de Fefferman et Stein. Les hypothéses
faites sur f et K(x,y) assurent bien que g € L?(R¥) sans permettre
toutefois une évaluation précise de ligll, -

Définissons M} (f) (x) = sup M, (f; Q).
Qox

LEMME 10. — Sile noyau tronqué K(x, y) vérifie (31), (32) et
(36), pour toute fonction fE€®D(R¥), ona

(TH* (x) < CMF*(f) (x) (39)

pour tout x € R¥ ; C ne dépend que de q,r,k et des constantes
figurant dans les seconds membres de (31), (32) et (36).

La preuve du lemme 10 est immédiate. Soit x, € R*¥, Q 3 x, un
cube, Q le cube double et Q le double de Q. On peut decomposer
fen f=f +f, ou f; E@(R¥), |f)l < IfI, support f, C Q et
f> = 0 sur Q. Posons Cq = (Tf,) (x4). On a, grice a (38),

IT(f;) () — T(f,) (%) | S C £ (x0) < Cf*(x)

“pour tout x € Q. Par ailleurs

IQIf IT(f,) ) | dx < 5If%3 IT(F) 0 | dx <

4" M, (T(,) : Q) S CM(f; 3 Q) < CME() (xo).
Donc
5 f ITH) () — ¢q ldx < Cf*(xg) + C M () (¥0) <2 CMF (o).

Il suffit maintenant de prendre la borne supérieure sur lensemble des
Q>3 Xg -

Si r <2, la preuve est terminée car, grice au théoréme de Hardy
et Littlewood sur la fonction maximale usuelle et & la remarque que

M} ) = [UFIN*]IY (x), ona [IMF(NIl, < CM IS, -

Si r= 2, on peut appeler r; un nombre réel dépassant r et
conclure du lemme 10 que T : L' (R¥) — L'*(R*) est un opérateur
“bomé. Cela suffit pour appliquer la théorie (classique) de Calderdn-
Zygmund ([6] p. 31) et pour démontrer que T envoie L' dans
Liyivie- Alors T envoie L? dans L? par interpolation.



COMMUTATEURS D’INTEGRALES SINGULIERES 201

Il reste 4 appliquer la proposition 2 au théoréme 2 quand
py =...=p, =+ o Pour définir un opérateur pseudo-différen-
tiel 4 l'aide d’un noyau il est commode de tronquer le symbole
correspondant.

Soit ¢ € @(R*) une fonction égale 2 1 au voisinage de 0 et soit
¢, (§) = p(v~ ' §), v=1. On définit 7,(x,&) =7(x,£) ¢,(§¥) et I'on
appelle L,(x ,y) le noyau correspondant. Alors pour toute fonction

fEDRY), (TR () = [t (x5 f(§) dE = lim L,(x,) f0) dy.
En particulier si a, € ®R¥), ...,a, € ®(R¥),

(T(@, () =, () - @) = a,() F)E)
= lim f L,(x,)(@; () — a,0) - . (@, (x) — a,(») f¥) dy .

v+ oo,
Il suffira d’étudier le cas d’un symbole tronqué puis d’appliquer
le lemme de Fatou pour passer au cas général. Supposons donc
IIVa le<1 pour 1 <j< n. On vérifie sans peine que, uniformé-
menten v > 1, |L,(x,»)| < Cly —x|™" etque
v leL,,(x,,y)I < Cly =x"1, |V, L,(x,»)I< Cly — x|+
quand L, est le noyau d’un o.¥.d. d’ordre n.

Oublions I'indice v et posons
Kx,y) =@, x)—a, ) ... (@a,x)—a,0) Lx,y) .

“On a K(x,y)€C~(R*¥ x R¥) et K(x,y) vérifie, uniformément
en v,(31)et (32).

Il reste & prouver (36). Soit Q un cube de coté d et de centre
xo. Appelons Q le cube double et x(x) une fonction appartenant
a @W(R¥), égalea 1 sur Q, dontle support est contenu dans Q et

C
telle que VX< R Posons  a;(x) = (a;(x) — a;(x,)) x(x). Si

Xx€Q et y€Q on a évidemment o4(x) —o;(») = a;(x) — a;(»).
Par ailleurs || vyl < lla;(x) = a;(xp) Il oy 1V XNl + 1 X1l V[l < C
si nous supposons IIVa,II.,.< 1. On a donc !IVa I, < CIQI”‘p . Soit
Tq lopérateur associé au noyau

(@, (x) — o, ) ... (o, (x) — a, () L(x,y).

Si f est supportée par Q et x €Q, ona clairement T(f)(x)=Tq (f)(x)

et les résultats du §4 donnent si g— + —:— = ql , 1 <p<+oo,
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( fQ IT(H)1e dx)™ = (fQ ITo (Nl ax)™ <( fR T ax )"

n 1_1
SClVeyll, ... IVa,l, 7, <C [QIZIIfll, =C"IQI7 ",

ce qui est exactement (36).
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