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FORMES DE PFAFF A SINGULARITÉS
NON DÉGÉNÉRÉES*

par E. WAGNEUR

1. Introduction.

Soit M une variété différentiable de dimension n > 3 , para-
compacte connexe et u une un-forme complètement intégrable sur
M (a? A dœ = 0). Pour simplifier, on se place dans le cas C°°.

En situation générique, les singularités de GJ sont des sous-variétés
de codimension deux de M et des points isolés en lesquels la matrice
jacobienne de a? est de rang maximum n (cf. Kupka [3]).

Dans la suite, nous supposerons que co n'a que des singularités
isolées. Au voisinage d'un tel point, on peut écrire :

oj(x) = a ^ x i d x / + 0(|x|2) ,

où les a^ sont les coefficients de la matrice jacobienne de a? .
On sait que (cf. G. Reeb [6] p. 142) la forme approchée

a? = a,y x1 dx1

est exacte lorsque det (a^) ̂  0 . Il existe donc une fonction de Morse
locale /' telle que

( ^ , ( x ) = d f ( x ) ^ 0 ( \ x \ 2 )

au voisinage de chacun de ses points singuliers. On dit alors qu'il s'agit
d'un point singulier non dégénéré. Son indice L est défini par
min [ k , n - k] si k ̂  2 et n - k ^ 2 et par l'entier 2 dans le cas
contraire, où k est l'indice de / au point considéré.

(*) Ce travail est un résumé de résultats rédigés avec davantage de détails
sous forme de rapports scientifiques (cf. [7]) alors que l'auteur bénéficiait d'une
bourse de recherches du Gouvernement du Québec.
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DEFINITION 1.1. — Un point singulier non dégénéré de a; ̂  dit
sphérique si i = 0 ^ conique â?û^ 0̂1̂  les autres cas.

La un-forme a? étant complètement intégrable sur M , ses
variétés intégrales maximales définissent un feuilletage à singularités,
transversalement orientable, de codimension un de M .

On convient que les points singuliers coniques appartiennent à
des feuilles singulières. Plus précisément, si S désigne l'ensemble des
points singuliers de cj et Si le feuilletage régulier défini par a; | M - S ,
on peut poser la définition suivante qui m'a été suggérée par J. Milnor.

DEFINITION 1.2. — Une feuille singulière de (jù est l'union d'une
feuille F G^ et de tout point singulier a CE S tel que F U {a} est
connexe par arcs.

On remarque immédiatement qu'une feuille singulière peut conte-
nir plusieurs points singuliers (nécessairement coniques) et un tel point
appartenir à plus d'une feuille singulière.

Nous dirons souvent qu'une feuille du feuilletage défini par a? est
une feuille de cj .

La notion classique d'holonomie (cf. [2]) dans le cas des feuille-
tages réguliers s'étend de manière naturelle aux feuilletages à singula-
rités. Il suffit de définir l'holonomie d'une feuille singulière F7 par
celle de la feuille régulière F = F' - (S H F').

Nous aurons encore besoin de la notion de champ de vecteurs
transverse à une un-forme cj du type considéré. On peut toujours
supposer que M est munie d'une métrique riemannienne, donc que
TM est pourvu d'un produit scalaire < , > . On pose alors :

DEFINITION 1.3. —Un champ de vecteurs X sur M est transverse
à (jù si

i) < X , o j » 0 sur M - S
ii) X(û) = 0 en tout point a € S .

La suite de ce travail consiste en deux parties. Dans la première,
je présente des résultats locaux qui sont relativement connus des
spécialistes mais, à ma connaissance, encore inédits. Dans la seconde,
j'énonce quelques résultats globaux dont l'un (cf. théorème 3) géné-
ralise un théorème bien connu de G. Reeb ([6] p. 147) au cas où co
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admet des points singuliers coniques. On en déduit facilement un
énoncé analogue pour les fonctions de Morse.

2. Propriétés locales.

On suppose que a? est définie au voisinage de l'origine de R" .
Soit c^ la forme approchée de a) et X un champ de vecteurs trans-
verse à a? . A l'aide des trajectoires de X , on montre par récurrence la

PROPOSITION 1. — Les feuilles de a? sont des revêtements de
feuilles de a?i . De plus toute feuille singulière de a; est un revête-
ment à un seul feuillet d'une feuille singulière de a? ^ .

Rappelons que, dans le cas des feuilletages réguliers de codimen-
sion un d'une variété M , le groupe d'holonomie d'une feuille est dit
Copiât si tout générateur a même jet d'ordre r à l'origine que l'appli-
cation identique de R . On a alors la proposition suivante.

PROPOSITION 2. — Au voisinage d'un point singulier (conique) le
groupe d'holonomie (local) d'une feuille singulière est C^-plat.

Démonstration. — On montre facilement que les générateurs du
groupe d'holonomie d'une feuille singulière sont toujours l'identité
sur une demi-droite.

DEFINITION 2.1. - Deux un-formes complètement intégrables oj ,
a/ admettant une singularité non dégénérée en 0 , 0' respectivement
sont dites (localement) C-équivalentes s'il existe des voisinages U , U'
de 0 , 0' respectivement et un difféomorphisme de classe C
0 ; U —^ U' tel que 0(0) = 0' et qui envoie les feuilles de a; sur
celles de a/ , r = 0 , 1 , . . . , °° (on a alors 0* a?' A u = 0 si
r> 1).

L'espace des un-formes intégrables définies et admettant un point
singulier non dégénéré au voisinage de l'origine de R" peut être muni
de la C^-topologie de Whitney. Désignons par a cet espace.

DEFINITION 2.2. — a? ̂  a est dite r-stable s ' i l existe un voisinage
V de a; dans a tel que toute un-forme a/ € V est ^-équivalente à
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CL?(r = 0 , 1 , . . . , °°). Pour r = 0 , on dit aussi que oj est structu-
Tellement stable.

THEOREME 1. — oj ^ a est astable si et seulement si sa singula-
rité est d'indice i ^= 2 .

Démonstration (esquissée).

a) Nécessité.
Soit oj = d f ^ g ( f ) ( x ^ d x ^ -x^dx,)lx\ + x\ ,

où f(x) = x\ + ̂ | - ̂ | - . . . — x^ , et ^ est une fonction de classe
C°°, plate à l'origine et nulle pour / < 0 . On a i = 2 et a? est struc-
turellement instable (le revêtement de la proposition 1 comporte en
général plusieurs feuillets).

b) Suffisance.
Si a/ € a est voisine de co , les formes approchées œ\ et o?^

sont C^-équivalentes. Il suffit donc de montrer que a? est C1 -équiva-
lente à o?i dans un voisinage U assez petit de l'origine.

Pour cela, on considère un champ X orthogonal à co^ et l'on
construit le difféomorphisme 0 cherché à l'aide des trajectoires de X
(et en posant 0(0) = 0). Il est à peu près évident que 0 | U — {0} est
de classe C°° (d'après la proposition 1, les feuilles régulières de a? | U
sont donc difféomorphes aux variétés de niveau d'une fonction de
Morse définie sur U). On montre ensuite facilement que les dérivées
partielles premières de 0 sont continues à l'origine.

Remarques.
1) Dans le cas des points singuliers sphériques et lorsque a? est

de classe C2 , le résultat est dû à G. Reeb [6, p. 145].
2) II est clair que si l'on suppose a; de classe C^ au voisinage

de l'origine le théorème 1 reste vrai pour tout k > 2 .
3) La stabilité structurelle (locale) des points singuliers d'indice

^= 2 a été obtenue indépendemment par A.S. Medeiros [5] et l'auteur
[7].

4) On peut conjecturer qu'en général, si a? = f^ dx1 est de classe
C^ , elle sera (k — Instable au voisinage de chacun de ses points
singuliers d'indice =^ 2 . Remarquons cependant que la classe de
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différentiabilité du difféomorphisme 0 ci-dessus tombe brusquement
à l'origine. En effet si 0 était de classe C4 , d'après de Rham [1]
l'équation 0*0^ A a? = 0 permettrait de définir une fonction g de
classe C2 au voisinage de l'origine de R" , jamais nulle et telle que
0*a)i = gcj . D'autre part, dans tout p-plan TT (passant par l'origine)
où a? a une singularité sphérique, 0 est de la forme 0(x) = \(x)x ,
où X est une fonction qui tend vers 1 lorsque x tend vers 0 . En
restriction à TT , on a 0*c^ = \x\2 \d\ + X2 o^ et le coefficient
quadratique de ûbc, du développement limité de 0*a?i ne contient
aucun terme en x. x^ si 7 ¥= k ^ i =^ / . Mais le coefficient corres-
pondant du développement limité de o?|^ est donné par

ô2 /.(O)
g(0) ——l-— qui n'est en général pas nul.

9 ,̂ 9x^
II est facile d'illustrer la remarque 3 par un exemple. De plus, a?

étant exacte, on sait qu'elle est C°°-équivalente à sa partie linéaire ùi .

Exemple 1.

^ = d ^ e,x] + x.x^x^ , e, = ± - •
i.f.k L

On a ..A^ = = i si i ^ j ^ k ^ i .
ô ,̂ 3^^

COROLLAIRE. — Pour i ̂  2 , a? admet toujours un facteur inté-
grant continu.

L'exemple 2 ci-dessous m'a été suggéré par Ngo van Que. Il illustre
la non généricité des un-formes à singularités non dégénérées ([2]).

Exemple 2.

M = D2 x S1 et CL? est définie par la rotation du feuilletage
indiqué sur la figure ci-dessous. Son ensemble singulier est le cercle
{0} x S1 . Il est à peu près évident qu'à l'ordre 1, aucune perturbation
de CL) ne peut avoir un ensemble de points isolés pour seules singula-
rités.

Soient g et h des fonctions de classe C°° qui s'annulent ainsi
que toutes leurs dérivées sur la demi-droite négative (0 inclus). Dési-
gnons par x, y , z, t les coordonnées de R4 .
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Exemple 3. - Soit f(x , y , z , t) = x2 + y2 - z2 - t2 . Alors

^ = d/ + ^(/) (^ - xrfjQ/jc2 + y2 + /?(- /) (rdz - z d t ) / z 2 4- r2

est complètement intégrable. Le choix de g et h permet d'obtenir
autant de feuilletages (avec une singularité conique d'indice i = 2)
topologiquement distincts que l'on veut. En particulier, si h(s)=g(-s)

avec g(s)=expÇ——) pour 5 > 0 , la un-forme i*(^ définit le

feuilletage de Reeb classique de S3 avec une seule feuille compacte,
où i est l'injection canonique de la sphère unité de R4 .

On sait que pour n > 3 , S" admet une décomposition de la
forme (D"~ 1 x S1) U (D2 x S"-2). Soit encore i : S" —> R^ ï

l'injection canonique. On voit facilement comment modifier l'exemple
précédent pour se donner une un-forme a) au voisinage de l'origine
de Rî^+l telle que /*o; définisse un feuilletage de Reeb du tore
solide D"~1 x S1 C S" dont le bord est une feuille (donnée par
l'image réciproque de la trace sur i(S'1) de la feuille singulière de a;).
D'après la proposition 2 ci-dessus, son groupe d'holonomie est C°°-plat.
Nous dirons que /*o) | D"~1 x S1 est une forme de Reeb sur le tore.

Exemple 4. - Soient x^ , . . . ,x^ les coordonnées canoniques
de R" , r2 = x\ + je2 , ^ x2 4- . . . + x\ , et

-Kr!/^)=7 -T (2-r2) r2 . Les variétés {x e R" | f(x)>- 1},~ 2 ( 2

[x C R" |/(jc) =c <0} et \x R" \f(x) > — ( sont respectivement0 )
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difféomorphes au disque unité D" , à la sphère S"~1 et au tore
solide D"~1 x S1 . La un-forme définie par df = r(l - r2) dr - tdt

sur • x € R" i — 1 < f{x) < — / et par une forme de Reeb sur le
( 8 )

tore \\x Ç=. R" | f(x) > — i détermine un feuilletage du disque D" (dont
( 8 )

le bord est une feuille) avec un point singulier conique pour seule singu-
larité.

4. Quelques propriétés globales.

Dans tout ce paragraphe, on suppose que M est une variété
compacte. L'existence de un-formes intégrables à singularités non
dégénérées sur M se déduit immédiatement de celle des fonctions de
Morse. D'autre part, les singularités d'une un-forme a? du type consi-
déré doivent vérifier le théorème de l'indice, comme on le voit immé-
diatement à l'aide d'un champ de vecteurs transverse à a;.

Comme a; définit un feuilletage à singularités (transversalement
orientable) de M , on peut se demander si un tel feuilletage admet des
transversales fermées (ne passant par aucun point singulier). Le cas le
plus simple se présente lorsque les singularités de co sont toutes
coniques. Nous allons voir que cette condition est suffisante et que,
pour n > 3 toute variété compacte M admet un tel feuilletage. Plus
précisément, on a la

PROPOSITION 3
i) Pour n > 3 il existe toujours une un-forme complètement

intégrable sur M dont toutes les singularités sont coniques.
ii) Pour une telle un-forme, on peut toujours trouver un champ

de vecteurs qui lui est transverse admettant des trajectoires pério-
diques.

Démonstration
i) On se donne une fonction de Morse / sur M . Au voisinage

de chaque point singulier sphérique, on choisit un disque difféomorphe
au disque unité de R" dont le bord est une feuille de df et l'on
définit eu sur ce disque par la un-forme de l'exemple 4 du paragraphe
précédent.
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ii) Si X est transverse à a; , ses points singuliers sont ceux de
ÇA; et sont tous hyperboliques. La dimension des variétés stables et
instables correspondantes est alors strictement inférieure à la dimension
de M . Par compacité, ces variétés sont en nombre fini et X admet
nécessairement des trajectoires n'en rencontrant aucune, donc ne
passant par aucun point singulier. On sait alors comment fermer une
telle trajectoire (cf. [4], p. 388 par exemple).

Désignons par a (M) l'espace des un-formes à singularités non
dégénérées sur M muni de la C^-topologie et considérons les pro-
priétés suivantes :

PI Tout point stftgulier conique d'indice 1 appartient à deux
feuilles distinctes.

P2 Chaque feuille singulière contient un seul point singulier.

Remarque. — D'après la proposition 1 du paragraphe 3 ci-dessus,
les points singuliers coniques d'indice c > 1 appartiennent toujours à
une seule feuille.

PROPOSITION 4. - Pour tout n > 3 (resp. n ̂  4) la propriété
PI (resp. P2) définit un ouvert partout dense dans a (M).

Démonstration. - II est clair que PI et P2 définissent des ou-
verts de a (M). Soit alors a un point singulier conique de co€ a (M)
et U un voisinage assez petit de a . Le groupe d'holonomie de la
feuille singulière de a? | U étant C°°-plat on peut "épaissir" cette
feuille dans un voisinage V C U de a . Ceci revient à se donner une
forme a?' ^ a(V) aussi C^voisine que l'on veut de a? |V et dont la
feuille singulière est sans holonomie. On montre ensuite assez faci-
lement qu'on peut toujours recoller les feuilles de a/ avec celles de
a? i M — U de telle manière que

i) le point a appartienne à deux feuilles distinctes si son indice
est 1 ,

ii) la (les) feuille(s) singulière(s) contenant a ne contienne(nt)
pas d'autre singularité.
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Remarques

1) L'exemple 2 du paragraphe précédent suggère que lorsque
t = 2 et A2 = 4 le recollement envisagé dans la démonstration ci-dessus
n'est pas toujours possible.

2) Si l'on affaiblit P2 en :

P'2 Toute feuille singulière dont le groupe d'holonomie est
C°°-plat contient un seul point singulier

on peut supprimer la restriction n ̂  4 dans la proposition 4. (Il
suffit "d'épaissir" les feuilles singulières en question et de déplacer
les singularités excédentaires sur les feuilles voisines.)

Soit r une courbe transversale au feuilletage défini par
(jù Ç=. a (M). Désignons par v(r) l'union des feuilles qui rencontrent r .
On montre facilement que si r est fermée et si ïV(r) = v(r) — v(r)
contient des feuilles non fermées, on peut construire une transversale
fermée / telle que v(r) C v ( r ' ) . M étant compacte, on en déduit
facilement que si cj n'admet aucune feuille compacte il existe une
transversale fermée coupant toutes les feuilles. Considérons alors la
propriété suivante :

P3 (jû n'a pas de feuille compacte.

THEOREME 2. - Si le premier nombre de Betti rationnel de M est
nul, P3 définit un ouvert de a (M).

Démonstration. — II existe une transversale fermée r qui ren-
contre toutes les feuilles de a?. Il est à peu près évident que r ren-
contre encore toutes les feuilles d'une forme a?' assez voisine de (jù
dans a(M). On conclut alors en utilisant la proposition classique de
Haefliger, d'après laquelle r ne peut rencontrer de feuille fermée
(t2Lp.385).

Soit a? € a(M) et p (resp. q) le nombre de ses points singuliers
sphériques (resp. coniques). Pour tout point singulier sphérique a ,
on désigne par Sî(a) l'union de a et de toutes les feuilles difféomor-
phes à S""1 telle que Î2(û) est le plus grand connexe de M conte-
nant a . Il est clair que ôî2(û) = î2(û) — Î2(û) est réunion de feuilles
singulières lorsque Sî(a) ̂  M .
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LEMME. -Soient a^a^ deux points singuliers sphériques dis-
tincts tels que Î2(a,) ̂  M , i = 1,2 . Si l'intersection Sî(a^) H n^)
e^r ^OAÎ Wrf^, ^//^ contient un point singulier conique. De plus, l'indice
d'un tel point est toujours égal à un.

Démonstration. — II est clair que le groupe d'holonomie d'une
feuille F C Sî(a^) H Sî(a^) est toujours trivial. On peut donc sup-
poser que a? vérifie la propriété P'2 . On montre alors facilement
par l'absurde que l'indice d'un point singulier conique & G F est
nécessairement égal à un. Le corollaire suivant est immédiat.

COROLLAIRE. - Dans la situation du lemme ci-dessus, 3î2(a,)
consiste en une seule feuille pour l'un des a, au moins (i = 1,2).
De plus une telle feuille est homéomorphe à la sphère S" ~ l .

Il est bien connu (cf. [6], p. 147) que si q = 0 alors p < 2 et
p = 2 entraîne que M est homéomorphe à la sphère S" et (d'après
la théorie de Morse classique et la démonstration du théorème 1 ) les
feuilles sont difféomorphes à la sphère standard S""1 .

THEOREME 3. — On a toujours p < q + 2 . De plus, en cas
d'égalité on a :

i) M est homéomorphe à S" .

ii) L'indice de tout point singulier conique est égal à un.
iii) Les feuilles régulières (resp. singulières) sont difféomorphes

(resp. homéomorphes) à S"~1 .

iv) a? admet une intégrale première globale de classe C1 .
v) En situation générique, 0} est 1-stable.

Démonstration. — L'hypothèse p > q 4- 2 entraîne l'existence
de deux points singuliers sphériques dans la situation de lemme ci-
dessus. On réduit alors deux à deux singularités sphériques et coniques
comme dans ([8] p. 9) pour se ramener au cas q = 0 . D'où p < q 4- 2
et i) et ii) sont vérifiées, iii) se déduit assez facilement du cas
q = 0 en remarquant que la réduction des singularités revient essentiel-
lement à supprimer un ensemble Î2(û) dont le bord est homéomorphe
à S"-1 .
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iv) Résulte du corollaire du théorème 1 et du lemme de de Rham
([1] p. 364). En effet, a? admet des intégrales premières locales de
classe C1 au voisinage de chacun de ses points singuliers. Si a est un
point singulier sphérique, la fonction / définie au voisinage de a se
prolonge facilement à Î2(û), puis à tout ensemble S î ( a ' ) qui ren-
contre î2(a) et ainsi de suite. On pourra donc construire une fonction

/ p ———\
globale / de classe C sur M [ = U î2(û,)J vérifiant la condition
de de Rham co A df = 0 .

v) Si p = q + 2 , co vérifie toujours la condition PI . De plus,
P'2 est équivalente à P2 . On montre alors que si P2 est satisfaite
P'espace des feuilles" obtenu en identifiant les points d'une même
feuille lorsqu'elle est régulière et les points de toute feuille contenant
une même singularité autrement, caractérise la classe de C1-équivalence
de (jù . Si a?' est assez C^-voisine de a? , son "espace des feuilles"
peut être identifié à celui de û;.

Remarque. — Le théorème 2 fournit aussi des précisions sur le
comportement d'une fonction de Morse quelconque sur une variété
compacte.

Remerciements. — Je tiens à remercier particulièrement M. Ngo
Van Que qui a su éveiller mon intérêt pour le sujet présenté et qui ne
m'a ménagé ni son temps ni ses conseils.
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