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CLASSES D’IDEAUX DES CORPS ABELIENS
ET NOMBRES DE BERNOULLI GENERALISES

par Georges GRAS

INTRODUCTION

Soit / un nombre premier impair fixé. Soit K/Q une extension
abélienne dont le degré est premier a / et soit 3¢ le l-groupe des classes
de K. Il existe un certain nombre d’“‘informations’” numériquement
accessibles sur I’'arithmétique de K, permettant d’approcher la structure
de g€ (considéré comme Gal(K/Q)-module), sans toutefois la déter-
miner systématiquement. Ces “informations” sont les suivantes :

i) Le résultat de Leopoldt sur linterprétation arithmétique de
la formule analytique du nombre de classes des corps abéliens réels
[13], au moyen des unités cyclotomiques [19], [26] : Grace a ce ré-
sultat, on peut atteindre le nombre de classes de ces corps en utilisant
la méthode de ‘“dévissage” des unités cyclotomiques [10], [11]. On
peut alors se demander si les groupes d’unités ainsi rencontrés (unités
modulo unités cyclotomiques) ne fournissent pas en réalité des pré-
cisions sur la structure de 8¢, (cf. Chap. V, § 2 et 3).

ii) Les nombres de Bernoulli généralisés : En effet, les nombres
de Bernoulli de la forme B,(x') (x' caractére de Dirichlet impair)
permettent de calculer les nombres de classes relatives des corps ima-
ginaires [13]. En outre, nous montrons (chap. I, § 2, ), que le théo-
réme de Stickelberger [18], [7] sur ’annulation du groupe des classes
relatives, s’exprime trés simplement en terme de B, (x') ; ceci permet
d’obtenir des résultats partiels sur la structure de 9‘€—K (cf. [24], § 4
et 5). On peut aussi se demander, comme pour le cas réel, si ces ré-
sultats analytiques ne fournissent pas d’autres précisions sur la struc-
turc dc ey (cf. chap. V, § 2 et 3). Enfin les résultats de Leopoldt
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[21], [22] et Fresnel [4], [5] sur les fonctions L, l-adiques montrent
que les nombres de Bernoulli Bl(x') donnent, sous certaines hypo-
théses supplémentaires, des conditions nécessaires de divisibilité par
[ des nombres de classes réelles : dans [21], Leopoldt suppose
! non ramifié¢ dans I'extension considérée : les résultats de Fresnel
permettent alors d’éliminer cette hypothése dans tous les cas sauf
un cas “‘spécial” ; ce cas sera défini dans le chap. III, § 2 (cf. Déf. I11.4).

Nous avons établi, grice 4 une méthode tout a fait différente,
I’énoncé général pour cette question (cf. Th. IV .1 et Prop. IV.4).

iii) Le “‘Spiegelungssatz” de Leopoldt [23], [25] qui donne des
relations entre les l-rangs de groupes de classes réelles et de groupes
de classes imaginaires, constituant ainsi un lien partiel non trivial
entre i) et ii) [22], [24].

Dans cet article, nous nous proposons de montrer que la juxta-
position de ces différentes “informations” permet d’obtenir des ré-
sultats partiels nouveaux sur la structure du groupe des classes des
corps abéliens dans le cas “‘semi-simple”’.

Nous avons adopté le plan suivant :

Dans le chapitre I nous précisons tout le formalisme algébrique
“semi-simple’” qui est bien connu et qui permet de simplifier le pro-
bléme posé et nous exprimons, dans ce cadre, les résultats classiques
sur la structure des /-groupes de classes que nous venons de rappeler.

Dans le chapitre II, nous redonnons les définitions des nombres
de Bernoulli généralisés et des sommes de Gauss et nous établissons
un certain nombre de résultats techniques qui nous sont utiles dans
les chapitres suivants.

Dans le chapitre III, nous caractérisons les unités cyclotomiques
I-primaires au moyen des résultats de Fresnel afin de mettre en évi-
dence le cas “spécial”’ dont nous avons parlé dans ii).

Dans le chapitre IV, nous décrivons une généralisation de la
méthode utilisée dans [1] (chap. V, § 6) pour caractériser la régula-
rité du nombre premier [ ; ¢’est cette méthode (dite des séries formelles)
qui nous permet d’englober le cas “spécial” et de donner un énoncé
général. Comme nous le disons dans le chap. I, § 4, et dans le chap.
IV, § 5, ce résultat doit pouvoir éclairer certains “défauts’” inhérents
a ’emploi des fonctions L, classiques. A titre d’illustration de ce phé-
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noméne nous montrons que les congruences obtenues pour les corps
quadratiques (et / = 3) par Ankeny, Artin et Chowla, dans le cas
non “spécial” (cf. [17], pp. 155-156) existent aussi dans le cas
“spécial”’.

Dans le chapitre V nous essayons de déduire des résultats pré-
cédents des précisions nouvelles sur la structure des J€, et nous don-
nons des illustrations diverses. Enfin nous posons quelques problémes
(que 'on pourrait énoncer sous forme de conjectures si la quantité
d’exemples numériques dont on dispose 4 titre de vérification était
plus importante).

Signalons pour terminer que le cas | = 2 est particulier et a fait
I’objet des articles [8] et [9] (voir aussi [25]).
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CHAPITRE PREMIER

RESULTATS GENERAUX SUR LA STRUCTURE
DU /-GROUPE DES CLASSES DES EXTENSIONS ABELIENNES
DE DEGRE PREMIER A/

1. Caractéres abéliens.

Dans toute la suite, / est un nombre premier fixé impair. On
appelle Qg I'extension abélienne maximale de Q contenue dans une
cloture algébrique Q de Q et on appelle Q% le composé de toutes
les extensions abéliennes de Q de degré premier a /. On désigne par
Q, une cloture algébrique de Q, et par £, un complété de £, ; on réalise
une fois pour toutes un plongement Q - Q, de telle sorte qu’on a
le schéma d’extensions :

Q Q - g, g,

Q——QNQ° Q° Q? Q C

o Qf = Q,Q” est aussi le composé de toutes les extensions abéliennes
de Q, de degré premier a [. Ce procédé de plongement signifie en
particulier que pour tout corps K de degré fini sur Q, il existe une
valuation % -adique sur X (% idéal premier de K divisant /) unique
pour laquelle un complété de K est contenu dans Q,. Par convention,
nous noterons K, ce complété bien déterminé au lieu de K. pour
éviter une débauche d’idéaux premiers .

On pose 6, = Gal(Qg/Q) et & = Gal(Q?/Q)
(OnaG, =~ liJ_n Z/n2)*).

a) Caractéres de .

@) Caractéres de degré 1. On appelle X(', I’ensemble des homo-
morphismes x' de G, dans Q C £, dont le noyau U, est fermé et
d’indice fini dans €,. On remarque que X’ est a valeurs dans le groupe
des racines g;» de I'unité, ou g, - est I'ordre de X
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B) Caractéres rationnels et l-adiques. A partir de X, on va définir
plusieurs ensembles de caractéres. Sur 3{' on considére la relation
d’équivalence suivante : on dit que %’ est equwalent a Y/’ si les groupes
engendrés par X' et Y’ sont les mémes ; il est équivalent de dire que
Ker x' = Ker §', ou encore que ¥’ = x'* avec k premier a I'ordre
de x'. La deuxiéme caractérisation pennet de définir la I'g-conjugaison
[29], [27] : soit g, Pordre de x' ; lisomorphisme canonique de
G l(Q(gX /Q) sur (Z/gx:Z)* permet de donner un sens i la notation
X' pour o € Gal(Q x") /Q) : on pose X'’ = x", ol a est un repré-
sentant dans Z de I'image de o par cet 1somorphisme ; ainsi deux
éléments de X' sont équivalents si et seulement s’ils sont I’ g-conjugués.
Nous dirons que X' et ¥’ sont FQ -conjugués si Y’ = x'?, o appartenant

au sous-groupe de décomposition de / dans Q(gx /Q. C’est une relation
d’équivalence plus fine que la précédente. On posera :

,Z,w' et o= 2 Y,
~X

'~
respectivement pour la I'g puis pour la FQ: équivalence, on notera

; une FQ-classe et $ une FQl—classe ; les applications x et ¢ sont ap-

pelées respectivement les caractéres rationnels (resp. l-adiques) irré-
ductibles de ©, ; on notera par X, (resp. ®,) ’ensemble des caractéres
X (resp. ¢) On remarque que x est a valeurs dans Z et ¢ a valeurs
dans Z, C Q (|l suffit de constdter que les valeurs de x et ¢ sont des
traces dans Q( X /Q tQ, X /Q, respectivement).

Soit x €EX, ; pour X' € X, lordre 8, le noyau U, le sous-corps
K, fixe par Uy, le groupe G,» = Gal(K,//Q) ne dépendent pas du
choix de x' dans X ; ces quantités seront notées respectivement 8>
U,, K, et G,. Enfin les relations § CX, X' €§ et X' €X seront tra-
duites respectivement par les notations ¢|x, x| ¢ et x'|x et nous
dirons que x est au-dessus de ¢, ¢ au-dessus de x’ et x au-dessus de

X -

v) Caractéres pairs et impairs. Soit x' € ;. Notons pour sim-
plifier — 1€ 6, la conjugaison complexe Si X'(—=1)=1 (resp.
x'(— 1) = — 1), nous dirons que x' est pair (resp. impair) ; cette pro-
priété se conserve par I'g et FQl-conjugalson, d’ou les notions de ca-

ractéres rationnels et /-adiques pairs ou impairs. Nous noterons par un
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indice supérieur + ou — les sous-ensembles de caractéres pairs et
impairs que l'on peut définir a4 partir d’une partie quelconque de
Xy, B, et X,.

8) Conducteur d'un caractére. Soit x' € X;. Le conducteur du

corps K, est appelé indifféremment le conducteur de x', de ¢ ou de x
et est noté f, .

b) Caractéres d’un sous-corps.

a) Définitions. Soit K C Qg (de degré fini ou non sur Q) ;alors
on vérifie facilement que :

X = (X €%, K, CK}

s’identifie canoniquement, par passage au quotient, a ’ensemble des
caractéres de Gal(K/Q). La relation x' € X} entraine X CX}, on peut
donc poser de méme :

X = (xE€X, , K, CK} et &= {pEP,,K CK}.

Ces trois ensembles sont appelés les ensembles de caractéres
(complexes, rationnels et l-adiques) de K ;X ¢ et ®, sont les ensembles
de caractéres rationnels et l-adiques au-dessus des éléments de X} . Par
exemple, si K =QY) feN* ¥’ Q( s’identifie canoniquement au
groupe des caractéres de (Z/fZ)*, ce qui permet de donner un sens a
la notation X’ (g, ), 0, étant (pour (a, f) = 1) 'élément de Gal(Q"’ /Q)
correspondant a la classe de a modulo f.

DEFINITION 1.1. — Dans le cas particulier ot K = Q°, on posera
pour simplifier X;)a =X, ¢Qa = et Koo = %

Remarque 1.1. — L’application K — X | est une application crois-
sante. Pour K, L C Qj, Xk, est le groupe engendré par Xy et X} ;si
K/Q et L/Q sont linéairement disjointes alors, on a Xy, = X ® X] ;
enfin Xy, = X NXL.

B) Le caractére 0. Soit §, € §, une racine primitive /° de 'unité.
Pour tout 0 €EG,, ¢/ = ,a", a, € Z défini modulo /, indépendant du
choix de ¢, ; il existe alors une racine (/ — 1) de I'unité unique appar-
tenant a4 Q, congrue a a, modulo / ; on la note 6 (o). On définit ainsi
un élément de X’ d’ordre / — 1 dont le noyau laisse fixe le corps QU)
(donc ()EX'Q(,)). Comme [ est totalement décomposé dans Q™"
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il en résulte que 0 est aussi un élément de ® ; ’hypothése [ # 2
entraine 6 € ~.

v) Caractéres unités. L’élément unité de 362, est commun a tous
les ensembles de la forme Xy, X et @y ; on le notera 1 dans tous les
cas (on a K; = Q).

c) Propriétés des caractéres rationnels. On vérifie facilement le
résultat suivant :

ProposITION I.1. — Soit L un sous-corps quelconque de Qf. L’ap-
plication qui a x €X, associe le corps K, donne par restriction une
application bijective et canonique de X, sur l’ensemble des sous-corps
de L cycliques sur Q. Dans cette bijection, X{ (resp. X)) correspond d
l’ensemble des extensions cycliques réelles (resp. imaginaires) de Q
contenues dans L.

PRrOPOSITION 1.2. — Soit L un sous-corps de Qy. Soient (A,), X,
et (A;()xe36L deux familles de nombres indexées par % . Si pour tout

corps K CL, on a les relations 11 A, = 1l Al alors A, = A’
X € Xk x€¥g X x X

pour tout x € Xy .

Cette proposition est un cas particulier d’un résultat de [19]
I § .
d) Conducteur des caractéres d’ordre premier d I On sera amené

dans la suite & supposer x € X (i.e. (g, , ) = 1) ; on utilisera alors le
résultat suivant :

ProrosiTioN 1.3. — Soit K CQ°%, de conducteur f. Alors on a
f % 0 modulo I>. En particulier, si x €X, alors fx # 0 modulo 1%

CoROLLAIRE I.1. — L’indice de ramification de | dans K/Q est un
diviseur de 1 — 1.

DEFINITION 1.2. — Pour tout x €X, nous poserons f, = lf, (resp.
fi = 1) si 1 divise f, (resp. | ne divise pas f, ).
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2. Premiers résultats sur la structure du I-groupe des classes.

' (g,) . .
a) Structures de Z, 8 modules. Soit x €X et soit ng") Panneau

) A ., .
des entiers du complété Q(g" C 2, (déterminé de fagon unique

comme il a été dit au début du § 1).

Pour tout ¢ |x, considérons Z,[G ]e¢, ou e, est I'idempotent
Z #(6~ ') o de Palgébre semi-simple Q,[G ]. Soit 0, un géné-
gx aG(.

rateur de G, .-

PROPOSITION 1.4. — [l existe un isomorphisme i, (non canonique)

de Z,[G,] e, sur Z( X C SZ réalisé de la fagon suivante : Soit vy, une
racine du polynome cyclotomzque local P, {l X -x (0 )) de
|

Z,[X] ; alors d o, ey, on associe v, € ng") (cf. [27], § I, 2).

Remarque 1.2. — Nous faisons une fois pour toutes le choix d’un
systeéme (0,),cx et d’un systéme (Yg)pe - Ceci détermine les isomor-
phismes i;.

DEFINITION L.3. — Soit M un Z,[G, }module ; on aura la décompo-

sition : M = ¢€:$ M. Les sous-modules M, = M’ sont donc, de
K

fagon canonique, des Z,[G,] e,-modules, donc des Z £x) -modules,
d’aprés la prop. 14.

Par définition, la loi de ng")-module définie sur M¢ sera celle
définie par I'isomorphisme i, de la prop. 1.4.

Remarque 1.3. — On démontre de la méme maniére qu’'un

Z[G,] e,-module M (ex =—1-— 2 x(671) ¢ étant un idempotent de
X 6EG

P’algébre semi-simple Q[G ]) est un Z £x) -module, en utilisant un iso-

morphisme i, : Z[G,]e, > Z &) défini par exemple par i, (0, e,) = v,

ou v, est une racine du polynome cyclotomique P, = XI'T‘X (X - x'(ox))

(cf. [27], § 1, 2).
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b) Définition des groupes e, et 3, . Soit L C Q° de degré fini
sur Q et soit G = Gal(L/Q) ; les algébres Z,)[G] et Z,[G] sont semi-
simples et admettent chacune une famille d’idempotents irréductibles
orthogonaux que l'on peut indicer respectivement par X; et &, a

1
savoir : (e)'(")xe}eL et (e(%)d,e(,,L ; on a er=— Y x(e Yo et

o‘gG

e;; = — Z #(0™ 1) o, ot g = |G| ; il en résulte, compte tenu des
g oecG

inclusions Z,) CZ, CQ;, que ek= Y e et ek = 2 ek avec

[-2P% x'l¢

1

e;ﬂ = — 2 x'(671) 6 qui peut étre considéré comme idempotent
8y o€G

de ,[G].

Soit € le I-groupe des classes de L, #¢, est, de fagon canonique,
L
u Za [GL]-mOdUIe et un Z,[G]-module ; on posera €, = zei" et

I, = ye”f, pour tout x €%, et ¢ € &, . Ces notations (ne faisant pas
référence au corps L) sont justifiées par le résultat suivant :

PROPOSITION 1.5. — Les groupes €, et 3¢, ainsi définis ne dé-
pendent, d isomorphisme canonique prés, que des caractéres X € X et
¢ € ® respectivement et non de l'extension L considérée (cf. [19] et
[27D).

COROLLAIRE 1.2. — Pour tout corps LC Q% on a :

geLz 23] ge = @ ge

peo, ¢ xex, X’
Remarque 1.4. — On peut convenir que €, et §€, sont les sous-

d—

. . 1
groupes de ger définis par 36;’)‘( et 96;"; oue, =— Y x( Yo
X oer

S
et e, =— Y ¢ Ho ; 40, et ge, sont, d’aprés la Déf. 1.3 et la
X UEGX
Rem. 1.3, respectivement des ng") et Z % -modules. On vérifie faci-
lement que la connaissance de la structure de 3¢ (en tant que

Gal(L/Q)-module) est équivalente a celle de la structure des 3€¢,
¢ € &, (en tant que ng")-modules).

(gy)
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c) Définition des groupes &, et &,. On suppose dans ce sous-
paragraphe que x € X". Pour tout corps L, désignons par E, le groupe
des unités de L. On définit, en suivant Leopoldt, les groupes
E = {e€ EKx’ NKx/k € =+ 1, pour tout sous-corps strict £ de K.}
(unités dites x-relatives) ; pour x =1, on a E, = {£ 1}.

On considére IEXI (groupe des valeurs absolues) comme Gx'
module en posant |€|° = |€°|. On montre [19], § 5, 2 que pour

X+ 1, | E, | est un Z-module libre de dimension v(g,), que pour tout

corps réel L, EGBX |E, | est d’indice fini dans le groupe E; et enfin
XSXp

que pour tout € € E , |€| est invariant par e, [19], § 5, 1. On peut
donc con81derer |E, l comme un Z[G,]e, module donc (Rem. 1.3)

comme un A ")-module (il sera donc de rang 1 sur Z(g" ).

DEFINITION 1.4. — On pose &, = Z, & |E, | ; &, est un Z,-module
libre de dimension ¢(g, ) et c’est, canoniquement, un Z,(G, | e,-module,

o , , . _ €y . ‘o _
ce qui fait qu'on a la décomposition &, = ¢G]>X & ', onpose &’ = 8§, .

(gy) , L
Les sous-modules &, sont des Z,gx -modules (Déf. I.3). Le théoréme
sur les unités de Dirichlet conduit au résultat suivant [27] :

PROPOSITION 1.6. — On a &, = ng"), pour tout $ € d*, ¢ # 1.

Remarque 1.5. — Si F, est un sous-G,-module de E, , Z, ®; |F, |
s’identifie canoniquement a un sous-module de &,, que I'on notera
gx ; on posera 5334, = d’ pour tout ¢ |x. Alors dans I'isomorphisme
84, =~ Z, ), I'image de d'¢ est une puissance de I'idéal maximal de

2% ou (0).

d) Formule analytique du nombre de classes. Soit L CQ° et
soit Ay le nombre de classes (au sens ordinaire) de L. D’aprés Hasse
[13] et Leopoldt [19], on a, lorsque L est imaginaire : A = h,jh{,
avec :

T

—1 X

=W, Q In_(n —> xo,)a),

t L Qu xEXL(x'lx 21, ,,‘Ti'lx ("))
Tx

\ S PP . . . N
ol le symbole D" désigne la sommation restreinte aux a premiers a
a=1



CLASSES D’IDEAUX DS CORPS ABELIENS 11

fx’ ou W, est le nombre de racines de 'unité contenues dans L,
QL =1 ou 2 est l'indice du groupe des unités du sous-corps réel
maximal L, de L dans le groupe des unités de L, [y est le conducteur
de x. Le nombre % est le nombre de classes du sous-corps réel maximal
L, (on a donc h{ = hLo) ; hi se met sous la forme suivante :

QLhy = xer:]x{ (E, : F),

ou Q: est, 2 une puissance de 2 prés, un entier rationnel dont
I’ensemble des diviseurs premiers est inclus dans I’ensemble des diviseurs
premiers de [L : Q] (donc, si L CQ*, Q] est premier a [).

Rappelons la définition des groupes F, [19], § 8 : Soit x € x5,
soit f le conducteur de x, soit V. le noyau commun des x €X
considérés comme caractéres de gal(Q Y /Q) et soit :

= ) 8y /P .
Dx ‘V fzv T) pll_!wx a- TxX ) (p premier) ,

ou 7, est un élément de Gal(Q /Q) dont I'image dans G, est géné-

ratrlce (égale a o, par exemple). Soit G)x I (E:‘ — g; 2y,
GEC‘\X

E; = exp(i7r/f) ol &, désigne un systéme de représentants dans Z
de Ga l(Q /K ) ; alors m, = @;Dx est une unité de E  engendrant
un sous-groupe F, d’indice fini dans E, ; F, qui ne dépend que de x
est appelé le groupe des unités cyclotomiques x-relatives.

e) Définition de certains mvarzants Soit x € X, et soit ¢ l’1deal
premier au-dessus de / dans Q (&) qui est associé au plongement
Q- Q (autrement dit, le complété de Q(g") contenu dans Q (et
que nous avons noté Q, ") est le complete en ¢, de Q X) Soit
enfin @, la fermeture de £, dans Z £ (puisque / ne divise pas g, ,
ona® = lZ(g"))

«) Invariants “classes”. Soit ¢ |x ; on rappelle (Déf. 1.3 et Prop.
1.4) que 3€¢ est un ng")-module ; on peut donc écrire

g, ~ M 2 ¥y@le 1)

i>1

les n, (3€), étant supposés décroissants et nuls 4 partir d’un certain
rang, sont alors uniques.
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DEFINITION 1.S. — On pose

my(#e) = ¥ n, @), m (@) = ¥, m, (%) ;

iz21 @dlx

n, ;(@e), my(3e) et m,(3€) sont dits les invariants “classes” ; ils ne
dépendent pas du choix des isomorphismes i,.

& (1) )
Avec cette deflmtlon on remarque que |J€,| =1 el

1 (a
que |5€X| = l¢( e (en effet, le nombre d’éléments de Panneau

£y) \
Z &x R Gest égal a ey

B) Invariants “analytiques”. Soit ¢ |x. Nous distinguons les cas
PEDP et pE D,

i) g€ ®*. On a donc K, réel, K, C Q? ; on considére le groupe
E /F dont le lSylow sndentlfle canomquement aé /d' qui est

somme directe des Z £ -modules &,/;. D’aprés la Prop. 1.6 et la

Rem. L5, les modules é.¢ et d'¢ sont monogénes (donc libres de di-
mension 1 pour ¢ # 1) sur Z(gx) :

DEFINITION 1.6. — On convient d’identifier 8 a Z , dans cette

. me (h)
identification, on aura d‘¢ mg,’x , md,(h) = 0. On pose

m(h) = Y, my(h).
lx

(1) my(h) _ :b(l)mx(h)

On remarque que |8,/3,1=1 et que |8, /9, |

ii) € ®”. On a donc K, imaginaire K, CQ® Si x' # 6, on
X 1—1

Sk -
pose Bx' =— ), x'“‘(aa)a et pour X' =6, on pose By = 2 6 l(ora)a N
x a=1 a=1
on définit ensuite By, = Il B,, er B, = II B, = H B,:. Les
x'l¢ olx x'lx

nombres B, sont des éléments de Q, et les nombres B, des rationnels
(B4 est une norme dans I'extension Q¥¥/Q, et B, est une norme dans
’extension Q¥¥/Q :

(8y) _ ,me(h)

DEFINITION 1.7. — On pose B,. Z,
pend pas du choix de x'|9) ; on a donc B,Z, =
o(1)m (h)

=%, (lexposant ne dé-
¢ (1) my(h)
et B

X

pour l-participation 1 avec m(h) = z m (h).

olx
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PROPOSITION 1.7. — Pour tout X' € ¥'~, le nombre B est l-entier
(i.e. m¢(h) = 0).

Démonstration. — 11 suffit d’examiner le cas [, =0mod /et x #0
Tx
et de montrer que Z* X' ~'(0,)@a =0 mod I. Comme [ divise f,, on
a=1

a, pour tout a(a@,f,) =1,a= 6 (o,) mod [/, d’ou,

fX fX
Y xNopa= ¥ X100, ;

dnd

a=1 a=1

’ , . . ) . ,
or le caractére x' ! 6 n’est pas trivial sur Gal(Q(f" /Q) puisque x' # 0.
D’ou la proposition.

Le résultat suivant constitue la premiére relation entre invariants
“classes” et invariants “analytiques” :
o (1)m, (h)
THEOREME L1. — Pour tout XE X, ona (g€, | = 1" X"
résulte I'égalité m,(3€) = m, (h), pour tout x € X.

1l en

¢ (1)ymy (h) d(1)ymy ()

Démonstration. — Posons Ax =1 et A; =]

onalye, | = A;, d’ou, d’apres le Corol. 1.2 {38, | = xeljx A; ; il suffit
‘XL

alors de montrer que pour tout corps LCQ%*,onal¥e, |= II_ A,
L xe¥X, X
L

la Prop. 1.2 entrainant le résultat. Notons ( ), la l-participation d’un
rationnel l-adique ; celle de A est donc, en vertu du § 2, d la suivante :

i) L est réel ; al h), = Il E,L:F)= 11 A
i) L est réel ; alors (hp), xe}i}i( x - Fxh ex, . (car

dans notre cas, Q; est premier a [).
ii) L est imaginaire mais ne contient pas Q(”. Dans ce cas,
(Wp); = 1 et X'[ ne contient pas 0, d’ou

h), =h hi= 1 A, I = N0 A,.
(s REY= xxEXIAX x€X, X

iii) L est imaginaire et contient Q('). On a alors (W), =1
2
(’hypothése L C Q* implique que L ne contient pas Q) et 6 € X'

1 l:l
on constate alors que B, = (WL),( nm-—3 6 a) (ou 6’| ),
'l x a=1 1
d’ou encore la relation (k,), = Il A , d’ou le théoréme.
XE€ XL
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Remarque 1.6. — Les invariants m¢(h) et mx(h) sont dits des
invariants “analytiques” car ils sont définis a partir des résultats donnés
par les formules analytiques des nombres de classes “A” (cas réel et
cas imaginaire). Les invariants nq,_,.(ge), my(3e) et m (3€) sont par
définition des invariants définis directement a partir de la structure
des groupes de classes “¥€”. Il est intéressant de chercher a comparer
ces deux sortes d’invariants dans le but d’avoir des informations sur
ng. (3) et my(@€) a partir des my(h) qui, contrairement aux pré-
cédents, peuvent se calculer (m¢(h), dans le cas pair se calcule par
“dévissage” des unités cyclotomiques [10], [11] et m,(h) dans le cas
impair par le simple calcul de nombres de Bernoulli).

f) Conséquences du théoréme de Stickelberger. On rappelle le
résultat bien connu suivant [7], [18], [2] ; voir aussi [24] :

ProrosiTION 1.8. — Soit K/Q une extension abélienne imaginaire
de conducteur f et de groupe de Galois G d’ordre g. Soit

1 Je _
K s 2 0—1 €QI[G],
f i
ou o, est limage de 0, € Gal(Q(f)/Q) dans G ; alors tout élément de

Z[G]) N Sg Z[G] annule le groupe des classes de K et tout élément de
Z,[G] NS¢ Z,[G] annule le l-groupe des classes de K.

Nous allons en déduire le résultat suivant :

THEOREME 1.2. — Soit ¢ € & et soit X' |¢. Alors 3 , (considéré

(gy)
comme Z X module) est annulé par B, €EZ*

inégalités : n, ;(3€) < < my(h), pour tout z> 1.

. Il en résulte les

Démonstration. — Appliquons la Prop. 1.8 au cas d’un corps
K., x€X"~. Calculons

fX
- ok —_
eySg, =— 2 X(0YHo— Y avl=
xGEGX xa-—-l

X

’ﬂ* _ —_

Y Y ad(ehHo e,
fxgx a=1 OEGX

ce qui devient, en posant : 0! 0 = 7
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1,
BLENE LN "G lr-yr =B
Lo 2 ax(giThT=Bye, .

fxgx a TEGX

On aura en particulier e, Ssz Z e, B,.. Distinguons les cas
x'lo
pFOetp=20:
i) Supposons ¢ # 6. D’aprés la Prop. 1.7, e, SK est un élément
de Z,[G,] ; d’apres la Prop. 1.8, e, SK annule 3€ , Reste a déterminer

'image de e, SK par i, pour trouver un entier de Z &) qui annule

H, : on a z¢(e¢SK)—t¢(XI¢ BX.eX.) = 2 B, is(e,) ; or

x'lo
Ex
i(e,) =— Y X' (07%) vy (aprés avoir écrit 0 = 0¥) et cette somme
[ AN g k-:ll X ¢ X
x k=

est nulle pour tout X' | ¢ sauf pour un unique X’ | ¢ tel que '74> = x'(o )
(cf. choix de Ye)s d’ou z¢(e¢ SK )= B, pour un certam X | ¢. Comme

les Bx , X' | ¢, sont conjugués dans l’extensmn Q, ) /Q,, ils sont egaux (a

8y) o my (h)
des unités l-adiques prés). En résumé, comme on a posé B, ,Z #x =R, ¢

£,) (ae)
et que €, ~ II 7% n¢'

, on aura bien n, ,(#) < m, (h)
iz1

pour tout i.

1o
if) Supposons ¢ = 0. On obtient ¢, Sy = ¢ 7 Y 071 (0,)a
a=1

-1
qui n’est pas l-entier car Y, #7'(6,)a=— 1 mod ! ; donc
a=1
-1
e X 07'(0)a
a=1

annule #¢,. L’image de cet élément par i, est égale a

-1
=Y 07'(g,)aF0mod/,

a=1

dot 8, = {1}.

CoRrOLLAIRE 1.3. — Soit x € X~, si pour ¢|x, on a my(h) =0
alors 9€¢ = (1). En particulier, si pour tout ¢ | X, ¢ F ¢4 1%, m¢(h) =0,
alors m(3€) = my,(h), pour tout ¢ |x [24], § V, 2.
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COROLLAIRE 1.4. — Soit X € X™. Si pour tout ¢|x,5€, est ng")-
monogene alors m, () = my(h) pour tout ¢|x [24], § V, 2.

En effet, dans ce cas n, ;(#€¢) = 0 pour i = 2. D’aprés le Th. 1.1

¢(1) (h) N e,
on |3€, " , d’ou I'égalité Z ng (8€) = 2 m¢(h) et les
olx olx

inégalités n¢,1(3€) < md,(h) entrainent 1’égalité.

Remarque 1.7. — On vérifie que pour X' €X', x'# 60, on a
BX, = Bl(x"‘) (nombre de Bernoulli primitif d’indice 1 : cf. chap. I,
§ 2).

g) Conséquences du “‘Spiegelungssatz” de Leopoldt.

«) Définitions préliminaires. Soit M un Z;[G, ] e,-module ; on

peut écrire M =~ ﬂ (Z(gX)J. fy x (Z ")" avecr = 0,n, = n, > .

.n,>0,n= O ; nous noterons dimy(M) = r + n (le Z-rang de M
est alors égal a ¢(1) dimy(M))..

On déduit de la Prop. 1.6 et de la définition des unités cycloto-
miques le résultat suivant :

PRroPOSITION 1.9. — Soit ¢ € ®. Les nombres dim, (8¢) et dim¢(87¢)
ont les valeurs suivantes :

) gE®, ¢ #0, dim,(&,) = dim,@,) = 0,
i) p€E D", ¢ # 1, dim,(8,) = dim,(F,) = 1,
iii) ¢ = 1, dim, (8,) = dim, (,) = 0.

B) l-primarité. Soit o un élément d’un corps K ; on dit que «

est l-primaire si I’extension KQ (\I/&)/KQ(” est non ramifiée ou de
degré 1. On sait que a est l-primaire si et seulement si il vérifie les
deux conditions suivantes :

i) Dans K I'idéal engendré par « est la puissance /¢ d’un idéal,
ii) « vérifie les “congruences de Kummer”.

Donnons ces congruences dans le cas ol o € K., X € X (on sait
que dans ce cas K Q(”/Q(” est non ramifiée en [/ (cf Prop. 1.3)) :
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ProposiTioN 1.10. — Pour a €K, , o premier d |, les congruences
de Kummer sont : Pour tout P premzer divisant | dans K Q“)
existe £ €K Q(') tel que « —E mod p', ou encore de fagon equt-
valente - Soit b, un idéal premzer de K, Q" divisant 1 ; alors pour
tout s € Gal(K,, QW /Q), il existe £, €K Q(’) tel que of = £, mod %y,

CoroLLAIRE L.5. — Soit a« €K, , o premier a | et soit N le degré
résiduel de | dans K Q(')/Q Alors o vérifie les congruences de

Kummer si et seulement si a*="™) =1 mod b’ pour tout s € G,.
N
En effet, on a o'~ ) = 1 mod by, or Eé = 1 mod p, entraine
£, =1 mod b, et comme (1 + p,)' C 1 + bl, le corollaire en résulte.

v) Définition des groupes ££. Soit x € X. Soient
= {@ EK}/KY, (@ = U’ dans K, }
et Bz = {« €L, aest l-primaire} ;

on pose £, = ﬁe¢ et Eo Eo ¢ (ﬁ’ et E sont des Z Y -modules).
Le quotient & /8 s’identifie canoniquement a un sous-Z X -module

de £, (a savoir (|E I/Ig‘("' E D) P~ =~ (E, /E' ®) et est donc facteur
direct dans £y il ex1ste un supplementalre £, (5e) tel que

2, = 8,18, @ £,(5) .

DerINITION 1.8. — Soit E° {e€E,, € est lprimaire} et soit
FS = F, NE;. On pose 8 =1, ®|E°l "’0 =2, ® |FS| puis &) = ())(e‘b
et Fy = dloe‘”.

Remarque 1.8. — On rappelle que si ¢ €®*, ¢ # 1, &, (g")

et F, ~CJ’ i (Déf. 1.6) ; il en résulte que é'»o &, ou (%fb, que

o _ 1
5’47¢ = d'¢ ou 5474, et que si md,(h) > 0 alors 87¢ %7¢

Compte tenu du fait que B est facteur direct dans £, et que
60/8’ est facteur direct dans [:’g, on peut toujours supposer que £,
est decompose de la maniére suivante :

DEVINITION 1.9. — Nous poserons £, = &8, ® £4(3) & £,(5€),
avec 24 = 84/8, ® £(5) et £,(3€) = 13¢(3e) ® E’ (30).
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8) Enoncés du “Spiegelungssatz”.

DEFINITION [.10. — (caractére “miroir”). Soit ¢ E®, ¢ = Y. X' ;

>

x'le
on définit ¢ =0 Y, x'"'. On montre que ¢ € ® en vérifiant que
: x'l¢
6= V' ou ' parcourt la FQl-classe de X =0x'"'. On aaussi
_ v
¢=¢et 0=1.

Remarque 1.9. — Nous n’utilisons pas le “miroir” d’un caractére

rationnel x car I’élément 6 2 x'~! n’est plus un élément de X en
x'lx

général (en particulier, si ¢, et ¢, divisent x, les caractéres rationnels

X; et x, respectivement au-dessus de ¢, et ¢, correspondent en général

a des corps le et KX2 distincts).

THEOREME 1.3 [23]. — Soit ¢ € P :

i) On a la suite exacte | —~ &;/&, ~> £ —~ g ~ 1, oudey
est le sous-module de 38, formé des classes cl(U) d’ordre I",n=0,
telles que W' est un idéal principal représentable par un élément
a € £24(50),

.e . 0 _ 3:

ii) d1m¢13¢ = dlm‘; 965,

iii) dimy £,(3€) = dim, I, ,

iv) dim, £3(3€) = dim,, €3 .

DEeFINITION L.11. — On  définit les invariants suivants :@ d, =

. . - — . 0 ' —

d{ma 3§$ (31m¢3€¢ (on a dy + d$ =0), a; = d1m¢(8¢/8¢) etby =

d1m¢(§’37¢/%¢) ; conformément d la terminologie du § 2, e, on peut

dire que d, est un invariant “classe” et a, et b, des invariants “ana-
lytiques’”.

COROLLAIRE 1.6. — Ona :

4 . 0 _ . . o_ . _

i) dnmagea-dxmq, e, = a, et d1m¢ ze¢-d1m¢3e¢ =a, dq,,
i) — as <dy,<a,,
iii) a, +a$ <1,
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iv) si €D, ¢ # 1, alors 0<a,<b,<let0<d,<a,;si
pEDd, ¢ 0, alors 0<aa <b$<l et —a$<d¢<0.

En effet, on a ﬁg = 82/8:, @ Bg(ye) ; on utilise le Th. 1.3 ii) et
iv) pour démontrer i) ; ii) se déduit du fait que Seg C &, et du fait
que dE = — d¢ ; enfin iii) et iv) se déduisent de la Prop. 1.9.

COROLLAIRE L.7. — i) Soit $ € ®",¢ # 1, ¢ |x. Supposons b, = 1.
Alors il existe ¢, |x tel que m @) = 1.
1

ii) Soit € P, ¢ #0, ¢|x. Supposons m¢(3€)> 1. Alors il
existe ¢, |x, tel que b¢2 =1, ou X, est le caractére rationnel au-
dessus de ¢.

Démonstration. — i) On distingue deux cas :

— Sig, = &,, alors &, = 83 eta, = 1;donc comme 8‘;/8; Cﬁg,
on aura dima 965 =2 1 (d’aprés le Th. 1.3 ii)).

— Si §,C&y, alors m,(h) > 1, donc m (k) = m (B)>1 ; il
existe donc ¢, | x tel que dimd,l 9€¢l = 1 mais alors comme d¢l = 0,

i =
dlmalge51 = 1.

ii) On distingue deux cas :

— Si d, =0, alors dim; & =dim,9¢,>1 ; on a donc
me(ge) = me(h) =1 et il existe ¢,(x, tel que m¢2(h) = 1, soit
. 1 Py
w¢2 C8¢2 soit 8"% = @%.

— Si dy, =— 1, la seule possibilité est a; = 1, soit 8% = & et
alors ?It% = 976.

3. Conclusion.

Il ne semble pas que dans le résultat ci-dessus (cor. 1.7), la seule
utilisation du “‘Spiegelungssatz” puisse apporter d’autres précisions
sur la nature des caractéres ¢, et ¢, (par exemple, a-t-on ¢, = ¢ dans
le cas i) et ¢, = ¢ dans le cas ii) ?) (cf. Th. IV. 1).
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CHAPITRE I

NOMBRES DE BERNOULLI GENERALISES
SOMMES DE GAUSS

1. Caractéres de Dirichlet. (d’aprés [4], § 1).

Soit x' € Xy et, pour m fixé, soit Q™ un corps cyclotomique
contenant K, (on a alors x' € X;z(m)) ; on n’impose pas que m soit le

conducteur de x’. On étend la définition de x’ en une application x’
ainsi définie de Z dans £, et qui dépend de m (cf. I.1, b, o, pour la
définition de 0,) :

X@=x'(0,) si (@ m=1,

X@=0 si (@ m#l.
On a donc X'(b) = x'(@) si b =a mod m et on a X'(a) = O si et seu-
lement si (@, m) # 1.

On notera X(m) l'ensemble des applications ainsi définies. On
vérifie facilement que I’application de X;I"") dans X(m) définie par

x' = X’ est bijective. Les éléments de X(m) sont caractérisés comme
étant les applications ¢ de Z dans &, vérifiant les conditions :

c(ab) = c(@) c(b) pour tout a, bEZ,

c(@) = 0 si et seulement si (@, m) # 1,

c(b) = c(a) si b =a modulo m.

Les éléments de X(m) forment un groupe multiplicati. si 'on
définit le produit cc’ par cc’(@) = c(a) ¢'(@) ; on a :

i) cc’' € X(m),

ii) 'élément neutre de X(m) : c’est la fonction 1, définie par
1,,@ =1 (resp. 0) si (@, m) =1 (resp. (@, m) # 1),

iii) Iinverse de ¢ € X(m): on pose ¢~ (@)= (c@)) 'si(a, m)=1,
¢ Y(a) = 0 sinon.

L’élément neutre de X(1) est le caractére trivial 1, défini par
1,(@) =1 pour tout a €Z ; il est distinci de 1,,, m # 1.
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Nous posons X = Lil X(m) ; X est appelé ’ensemble des carac-
m
téres de Dirichlet. Si ¢ € X, on pose M(c) = {m, c € X(m)}.

Soit ¢ € X et soit m € M(c) ; la restrictiondeca {a, (@, m) = 1}
permet de retrouver un caractére de (Z/mZ)* qui est Punique élément
x' de X:) tel que X’ = ¢ (et qui est dit le caractére sous-jacent a ¢).

Nous adopterons la notation X' pour désigner les éléments de X:
cette notation signifie que X' est un caractére de Dirichlet (pour un
certain module supposé précisé dans le contexte) dont le caractére
sousjacent est x' € X;.

DErINITION IL1. — Si X' € X(f,), on dit que X' est un caractére
de Dirichlet primitif.
L’ensemble X est muni d’un produit qui redonne, par restriction,
les lois de groupe dans les X (m) : si x ll/ € X, on définit x l[l par
l[l (a) = x (a) dJ (@), pour tout a € Z. On vérifie facilement que
si X € X (m,), V' € X (my), alorsl g € X (m), ou m est le p.p.c.m.
de_ml et m,. Il en résulte en particulier que si (m;, m,) = 1, alors
X (m; m,) = X (m,;) X (m,) (produit direct) Si x' € X (m), alors pour
tout k € Z, x"‘ € X (m) ; en particulier x n’est autre que 1,,

DEFINITION I1.2. — Par définition 0 sera un élément de X () ainsi
que ses puissances (en particulier Qo =1,)

2. Nombres de Bernoulli généralisés ([20] et [4], § 2).

a) Définitions. Soit x' € X(m) ; on pose :

Te‘” ~ A
s X@ = L B,(x)—
a—l n=0 n

(égalité de séries formelles). On montre que si x' € X(m) N X(m"),
m' aT TeaT

alors Z l'(a)T— ? X (a) , ce qui fait que les
a=1 e -1 =1 -1

coefficients Bn(x') ne dependent que de X € X et non du choix de

mEM(X'). Ce sont les nombres de Bernoulli généralisés. Pour

=1, € X(1), on retrouve les nombres de Bernoulli ordinaires (au

sens de [4] et [20]).
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DEeFINITION I1.3. — Nous noterons B, (x') les nombres de Bernoulli
associés aux caractéres primitifs 2(_' € X(f,)- Nous les appellerons les
nombres de Bernoulli primitifs.

b) Rappels de quelques propriétés des Bn(x') ([201, [4D.

i) Calcul de By(x"). On a By(x') = 0 pour x' # 1,, et By(1,,)=
p(m)

m

ii) Parité. On a B,,,;(x) =0 si x' est pair et si x' #1,,

1
B,,+1(1,) =0, pour n# 0 et B,(1,) = 3 ; By (X)) =0 si X' est

impair.

iii) Calcul des Bn(x'). On dispose de deux formules permettant
le calcul de B,(x') :

1] m
On a d’abord B,(x) = — Y. X'@) (@ — m+ mB)" ou, dansle
a=1

développement de (a — m + mB)", on remplace B', i >0, par
B, (nombre de Bernoulli ordinaire). Cette formule montre que
’ (g,)
B,(x)E€Q ™ pour tout n.
On a ensuite une formule de récurrence :
m . ) m
Y CaBOOm =+ 1) Y X@a,
i=0 a=1
pour tout x' € X, tout m € M(x') et tout n €N.

iv) On a B,(x'0%) = B,(x) (1 — X' @) I"™"), pour tout n > 0.

v) Soit x'€ X(m), x' # 1, ou m = Im’, m’ #0 mod [ ; enfin
on suppose X6 # 1. Alors, en posant, pour tout @ premier a I,
a=0@+yD,v,€Z, on a d’aprés iii) :

, 1 m 1 Zx
B(X)==— Y X@0@U+y,D=—73 ¥x0@+
m ;= m =)
1 m
+— Y x0@n,;
m ;=
d’ou ici :
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3. Décomposition canonique des éléments de X'.

Soit x' €X' et soit m un multiple du conducteur de x’ ; on sup-
pose m #* 0 modulo /? (on pose m=m'l", m'#0 mod I, n= 0
oul):

ProPOSITION II.1. — Sous ces hypothéses :

i) Il existe ¢’ € x&(ml) et \, 1 A< -1, uniques, tels que
X' = ¢'0*.

ii) Soit x' I'élément de X(m) associé d X' et soit @' I'élément de
X(m') associé d ¢'. Alors :

— si I divise m, ona X' = ¢'0* ;

— si I ne divise pas m, ona x' = ¢'.

Cette décomposition est alors I'unique décomposition de X_' € X(m)
sur X(m') x X{™.

Démonstration. — L’assertion i) résulte de la Rem. I.1 i), compte
tenu du fait que QU™ est le composé des extensions linéairement dis-
jointes Q/Q et QP/Q et qu’un élément de 35;2(,) se met de fagon

‘ unique sous la forme 0>‘, 1 <A</ — 1. L’assertion ii) est évidente.

Remarque 11.1. — Supposons que m = f, = If;, f, #0 mod L
Alors, dans la décomposition x' = ¢'0*, ¢’ est de conducteur fy (se
déduit aussi de la Rem. I.1), i)).

Remarque 11.2. — Le nombre X\ est constant sur la I‘Ql-classe de
conjugaison de X’ : en effet, soit x' = ¢’0* ; le sous-groupe de décompo-
sition de ! dans Q(g")/Q est engendré par I'image de / dans (Z/g, Z2)*,
d’oun, tout FQ'-conjugué de x' est de la forme x'* = ‘p"iﬂ“i = cp"il?" ,
car 8' = 0. Ceci permettrait de définir la famille de nombres As>
pour ¢ € &.

Toujours sous les mémes hypothéses, on a :

ProposITION I1.2. — Soit r = (A\,1 — 1), ott \ est l'entier défini
par la décomposition canonique x' = ©'0*. Alors Uindice de ramifi-
1-1

cation e de I dans K, est égal a
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Démonstration. — Soit L le corps d’inertie de / dans I’extension
Q('")/Kx ; on sait que l'on a Q('"') CLCQ" ; par définition, on
aura Gal(Q"™/L) = {oEGal(Q('”)/Q('”')), X' (@) =1} ; or X' = ' 6*
et X' (0) = ¢’ (0) 0*(0) = 6*(0) et GalQ"™/L) = {0 € Gal(Q"™/Q"™")
0)‘(0) = 1} =~ {OEGal(Q“)/Q), 0)‘(0) = 1} ; la valeur de e en résulte
immédiatement puisque 0 est un générateur de X;)(,). '

4. Sommes de Gauss [14].

a) Définitions. Soit x' € X(m) et soit &, = exp(2iw/m) ; on

m
pose B,,(x) = Y, x'“ £ . De par le choix de &,,,on dit que cette

a=1
somme de Gauss est la somme de Gauss normée associée a X’ et au
module m. C’est donc un élément de 2, qui dépend de X’ et du choix
de m € M(x). Pour simplifier, nous écrirons ®(x') au lieu de ®,,(x").

DEFINITION 11.4. — Comme pour les nombres de Bernoulli, on
notera ®(x') la somme de Gauss ‘G(X') lorsque 2(_' est primitif et que
le module considéré est fx. Elle sera dite somme de Gauss primitive.

b) Décomposition des sommes de Gauss primitives pour X' € X'.
On a le résultat suivant (cf. [14], § 20, 2) :

ProposiTION 11.3. — Soit X' € X'. On suppose que f, = If,, L ¥0
mod 1. Soit X' = ¢'0™, 1 <\ <1 — 2, la décomposition canonique de
X' ; alors on a (avec x' € X(f,), 0 €EX() et ¢’ €X(f)) :

B) = 6M(f) &' (D) B BO) .

c) Valuation des sommes de Gauss. On désire, entre autre, déter-
miner la valuation l-adique de ®(x'), pour X' € X'. Pour cela on va
. . .. , . . ) ()
faire un choix particulier d’une uniformisante du corps Qgg" ,J"
qui contient le nombre B (x') : si f, ¥ 0 mod ! alors 'uniformisante
. , . (£,) ~(f,) s

sera / ; si f, =0 mod [, I'extension Q,g" ;X /QY est non ramifiée
et on peut choisir une uniformisante dans Qf'). D’aprés [1] (chap. V,

§ 6) on peut poser la définition suivante :

DEFINITION I1.5. — On appelle m l'unique uniformisante de Q{"
telle que :
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ha't+1=0,

ii) T=w — 1 mod 7% (ou w = exp(2in/D)).

ProrosiTION 11.4. — L’uniformisante m est telle que pour tout

sE Gal(Qf’)/Q,), on a m = 0(s)w Il en résulte que pour tout i > 0,

i#¥0mod!—1,0na Tron g (7') = 0. Enfin, pour tout d divisant
] l

-1, 7=V engendre l'unique sous-corps de Qf') de degré d sur

Q..

Démonstration. — Soit sEGal(Qf”/Q,) ; comme 7! =—1 il
en résulte que @ = y,mouy.™' =1 ;calculonsy, :onar=w — 1
w' — 1

mod 72, d’ou * =y, =w® — 1 mod =2, soit v, = mod T ;

w—1

S

on sait que " = 0 (s) mod m, d’out ’égalité vy, = 6(s). La deuxiéme

partie de la proposition est évidente.

ProposiTION IL.5. — Soit x' € X. Si f, # 0 mod [ alors B(x') est
une unité ladique. Si f, =1 f): et si X' est décomposé sous la forme
X =0 s TSNST =2, ¢ €%y, on a B = upw~17, o

ue =0M(£)) @' () B(") (— D* X! mod L

Démonstration. — On rappelle que dans C on a la relation
B(X') B(x) = f, [18], [14] d’0ou la premiére partie de la proposition
et, dans le deuxiéme cas, le fait que ®(¢") est une unité l-adique. On
est donc ramené a calculer B(6) pour | <A</ - 2.

-1
On a VO = }: Q"(a) w? ; c’est un élément de Qg') car
a=1
6M(a) €Q,. On peut donc écrire B(OM) = u, 7™, u, unité de Q{P.
Soit s € Gal(le)/QI), alors

-1
BEM = L 0@ w = 07N BO) = uf T = uf H*M(s) mA =

a=1

= 07N (s) uy, TN,

ce qui conduit a 0°M(s) u3 = 0~*(s)u, pour tout s ; on aura donc
ug\"”("” = 1, soit uﬁ\“ €Q, ; si u, n’appartient pas a Q,, Q, (u,)
est une extension de Kummer de degré d > 1, pour un d tel que
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ud €Q, ; on a de méme Q,(u,) = Q,(#''"1/¥) (Prop. IL4). La théorie
de Kummer montre qu’il existe o premier a (I — 1)/d tel que
uf = 7=y avec y €Q, ; u, étant une unité, ceci est impossible
pour d # 1, en considérant les valuations des deux membres. Donc
u, €Q, et €™ (s) = 07 M) pour tout s, d’ox, =-—Amod/ — 1 et
la seule valeur possible (compte tenu du fait que la valuation de
BO™) est comprise entre 1 et/ — 1) est x, =/ — 1 — X\. Pour A > 1,
calculons

1l
w—1DBOYH =Y M)W —w) =
a=1
=3 (O@-1D -0 @)w ;
a=1

on a, pour tout b,BA(b) = b mod I car \ # 0, d’ou

1
w-DBOH =Y wi@a- D -ah=
a=1
' Ao ANl .
=Y w Y CE=Didri=) A1) Y ariwes
a=1 i=1 i=1 a=1

A

1
C(— 1B (O Hmod! ,

1

-

M
g

Wl

1
car ¥ a* fw*=0 pouri=N\;
a=1 .
A—-1
w—DBOY= X Ci(— 1Y u_, 7" imod1,

i=1

A—1
dott W — Duy '™t = 3 C(— Du_, o' mod a7,
i=1

d’ou u, =—Clu, _,mod ! ;

on a donc, pour A > 1, u, = — Au, _, mod [ puisque u, et u, _,€Q,.
La relation B(0") BO) =/ conduit a uyu,_,_, = (— D*! pour
I<A<I-2. PourA=1[l-2o0na
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-1 w? — 1

-1
BO'H =Y 0@ TTW - D=w-1) Y o7

a=1 a=1 w—1

{1

-1
=w-1 Y & 'modn®;

a=1
on a donc B@O' ") =— (w — 1) mod 7? soit B0~ %) =— 7 mod 7.
Ceci conduit & u;_, =— 1 mod /, soit u; = — 1 mod [ ; il en résulte

immédiatement u, = (— D A ! mod I,pour ] <A</ - 2. Lasomme
de Gauss ®B(x') s’écrit

BX) = 0M(f) &' (D Ble') BOM) = 0 () @' () Blp) uyn' ™'~
et on aura bien u,, = Q"(f):) o' (D) Bl (— DM\ ! modulo /.
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CHAPITRE 111

UNITES CYCLOTOMIQUES /-PRIMAIRES DES CORPS K, x € X

1. Logarithme l-adique des unités ¢-relatives (¢ € ®*).

a) Choix d’une uniformisante. Dans toute la suite, on sera amené
a calculer dans les complétés K, C Q, des corps K contenus dans Q°.
D’aprés la Prop. 1.3 et le Corol. I.1, lorsque [ est ramifié¢ dans K, K
est de conducteur If', f' # 0 mod /. Comme I’extension fo)/Qfl) est
non ramifiée, quitte a se placer dans fo ) on peut toujours écrire le
développement l-adique d’un élément de K, selon les puissances de
Puniformisante m (cf. Déf. IL5) avec des coefficients dans le corps
fo ). Sur la réunion, Qj, de ces extensions K;, on a, par restriction
de la valuation définie sur £2,, une valuation, notée v, que nous normons
par égalité v(l) =1 — 1.

b) Logarithme l-adique. Nous utilisons dans Qj le prolongement
fonctionnel du logarithme /-adique défini normalement sur les nombres
congrus 4 1 modulo 7 : Pour toute unité Fadique de Qj, on pose

1
Logu = — Log(u“’N) ou N est le degré résiduel de / dans

I’extension qui contient u. L’application Log ainsi définie a pour
noyau un groupe de racines de I'unité d’ordre premier a [

Remarque 111.1. — Le logarithme des unités de Q; est un entier
N
et on a v(Logu — Logu!~")>1

DerFINITION IIL.1. — Soit e =1 —am”, «a F0 mod met n=>1 ;

11 nyi
on pose L(€) = — Y (our.).

i=1 l

Remarque 111.2. — On a v(L(e)) = v(e — 1).

ProposITION IIL1. — On a Loge = L(e) mod 7' sauf si n =1
auquel cas on a Loge = L(e) + o7 mod =’
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¢) Unités ¢-relatives.

DEerFINITION TI1.2. — Soit ¢ € ®* et soit X le caractére rationnel
au-dessus de ¢. Nous appellerons unité ¢-relative toute unité e € Ey

telle que l'image de € dans Eg /E soit invariante par e,. Nous

désignons par ed, un résidu modulo ldans Z[G ] de e¢ ; il est clair
que € est ¢-relative si et seulement si € % = =eu', u€EE,

ProrposiTioN II1.2. — Soit ¢ € &* et soit € une unité ¢-relative.

1)
Alors Log e = a,m mod ', avec a)\EZ X,ou N ISAST—Dest

défini par la décomposition canonique de x' : X' = ¢'0™.
Démonstration. — Montrons le résultat suivant :
LemME III.1. — Si € est ¢-relative alors I’élément
& =—— 2 07M97,
o I-1 SEH,
ou H, =~ Gal(Qf')/Q,) est le groupe d’inertie de Q}/Q, et ou s désigne
la restriction de s a K, est tel que e’;)\ Loge = Loge mod 7! (cette

écriture a un sens car s est un élément du groupe de décomposition
de | dans K,).

. e e;)\ €s exx
Dans Ey /Ex , on a € ®=7¢€ et €’ =¢€ % . Calculons
X X

X . X ’
ey €\ 5 pour cela on calcule e, e\ pour x |¢. On a

o . _
ey =— Y x(0 Mo YoM T =
o X 0E€EGy -1 s&€H,

11 .
=— —— Y X( )0 o5 =
g)( -1 sEH,;

1 - P T
— Y Y XGrThHoe M=
8, — 1) TEG, SEH;

Lo« . 1w,
=— Y X' Y XG0 ;
x TEG, I—1 sen,
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or X' = 90" dou Y X'($)0N)= Y 1=1-1cet

SEHI sGHl
et e, e;‘}\=exr ;

comme A\ est constant sur la FQl—classe de x' (cf. Rem. 11.2), on aura

X
67&

X — =%
€p e\ = €4 d’ou € €

= ‘e. Il en résulte immédiatement la
1 ~

relation Loge = X *» Loge = T & Y 6 ™(s) Loge® mod 7.

- se Hl

Fin de la démonstration de la proposition. — On peut toujours
'S oY)
écrire Loge = ) a;m mod 7', ¢, €Z; X", en tenant compte de la
i=1

~!'=—1 On aura

relation 7'

1 < 'a :
Loge = e" Loge=—— 2, 07 s 2. an*(mod ') =
-1 :&n, i=1
1 \ S
=—— Y 07M9) X g7 =

! - sEHl i=1

1

] —

]

Yoagm Y 67Ms)6'(s) mod 7 ;
i=

p—

or Z 6~(s) 0(s) = 0 sauf si i =\ mod /— 1, auquel cas cette
sEHl

somme vaut / — 1, ce qui se produit une fois et une seule puisque
NE{l,2,...,1— 1}, dou Loge = a,7 mod .

CoRrOLLAIREIIL.1. — Sie =1 mod 7, € ¢-relative, alors L(e) = b,\1r>‘

mod 7', b, € fox). Ceci résulte du fait que la fonction L est, modulo
7, multiplicative (cf. [1], chap. V, § 6) ; on obtient alors L(e) = e;‘,\ L(e)

mod 7' et la suite des calculs est la méme que ci-dessus a partir de

lexpression L(e) = S‘ b;m, b, EZ(f"
x—l
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2. Logarithme des unités cyclotomiques ¢-relatives (¢ € ®*).

Nous supposons f, # 1/, le cas f, =1 étant connu [1], [6] et
devant étre traité a part. On sait que F, est engendré par M, qui a
été définie dans le chap. I, § 2, d) Posons £, = exp(2m/f ),

N(fx/lg( E)—'@) et@ "@e‘f’ pour tout ¢ |x.

ProposiTION 1113, — Soit $ € ®*, ¢ # 1. On suppose f, # I Le
nombre ®¢ est un l-entier de Kx et il existe une unité ¢-relative Ny
telle que ©, = Ny u', u l-entier de K., et telle que l'image de n, dans
54, soit génératrice.

. s D
Démonstration — D’apres la définition de n, , on aura n2 = @XX

ot D n (- g"” f. [19] et
N |V (T&v )”X( ) (p premier) (cf. [19] e

D!
chap. I, § 2, d) ; mais comme @XEKX, on a ni = @X" avec

Dj= I (1 -0X")EZ[G,] Plagons nous dans le Z,(G,] e,-
pley

module (K*/K*') ® et de81gnons par q4() I'image de « €K} dans ce
module (1e qs(0) = o K*', par exemple). Considérons (K*/K*' ‘¢
comme Z, X)-module (Prop. 1.4 Rem. 1.2) et calculons I'image de

&y/p

D par I'isomorphisme iy z¢(D ) = ﬂ (1 — Yo ), ol 7Y, €St une

racine primitive gX de lunité convenable ; il en résulte que pour
tout pig,, 1 ——'y¢ x/ est un entler de Z, &) premier & | et que

¢(D ) est mversnble dans Z &) . On a donc qd,(@ ) = q¢(nx)“",
' inversible dans Z &) . En relevant cette égalité dans K, , on obtient
une égalité de la forme G)¢ = nx u, Qe Z[G,], avec i, (82) = w' et
uec K* ; il suffit de poser n, = n;'“’n , on constate alors que g, est
engendre par 'image de ne- Le fait que Gx soit (pour f, # I) l-entier
résulte de [19], § 8, 2 ; d’ou, G)¢ et u sont l-entiers et la proposition
est démontrée.

DEFINITION II1.3. — On pose @) = @l - (N étant le degré rési-
duel de | dans Q(f")
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ProrosiTioN II1.4. — Soit s € G .

) On a Log(®%) = ay 7 mod 7, a, € 2%,

ii) On a L(®%) = by mod 7, b, €ZU%,
iii) Si A # 1, alors a, = b, mod I

Démonstration. — On a (Prop. 1I1.3) : n¢u N, Unité ¢-
relative, u l-entier. Il en résulte que pour s fixé, Log(®¢) Log(nfp a-iN )
mod 7' ; d’aprés la Prop. 111.2, Log nyt- - = a, ™ mod 7', a, € Z(f"

d’ol i). On aura de méme, d aprés le Corol. I1L1 L(®¢) = L('rr‘(l ’N))
mod 7, soit L(@ )= b, 7™ mod 7, d’ou ii). Posons @" =1—-oama
entier l-adique ; d aprés la Prop IIL.1, on a L(®¢) = Log(@ ) —alw
mod 7, soit L(®) =a,n* — a'r mod 7', soit b, T =a, 1r"—oz’7r
modulo 7. Si \ # 1 alors on a nécessairement « =0 mod 7 d’ol

b, =a, mod 7' ~* ce qui entraine b, = a, mod / puisque a,, b, € Z(f"

COROLLAIREIIL.2. — &) Les conditions suivantes sont équivalentes :
i) gg =3, (ie.by =1, cf. Déf. L11),
ii) L(©3) = 0 mod 7, pour tout s€ G,.
B) Si A # 1, les conditions suivantes sont équivalentes :
DF=9, (ie. by=1),
ii) Log(®3) =0 mod ', pour tout s€G,.
Ceci résulte de la Prop. II1.3 et du Corol. L5 sur la l-primarité.

On est conduit a poser la définition suivante :

DEerINITION 111.4. — Soit ¢ € ®*. On dira qu’on est dans le cas
“spécial” si le nombre N\ (qui ne dépend que de ¢) dans la décompo-
sition canonique de X' 19, X' = ¢'0*, est égal a 1.

Remarque 111.3. — Dans le cas “spécial”’, on a donc X' = ¢'0,
¢' € X' ;). On constate que le cas “spécial” est caractérisé par le fait
Q X

que le caractére miroir ¢ (impair) de ¢ est de conducteur premier a /
(ici ¢ est le caractére l-adique au-dessus de ¢'~!). L’exemple le plus
simple de cette situation est donné, pour / = 3, par K, = Q(m),
d>0,d# 0 mod 3 (onaici¢ = x et ¢ est le caractére quadratique
associé 4 Q(y/— d)) (voir aussi les chap. IV, § 4 et V, §4) ;
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3. Caractérisation de la condition by = 1 dans le cas non “spécial”.

Les propriétés des fonctions L, l-adiques de Leopoldt-Fresnel
vont nous permettre d’établir un critére simple pour la condition
b, = 1, dans tous les cas envisagés (a savoir ¢ E D", ¢ # 1, f, # I)
sauf dans le cas “‘spécial”.

a) Fonctions L/(x'). Soit x' un caractére primitif pair. On sup-
pose fx:#l. D’aprés Leopoldt et Fresnel [16], [4], les nombres
B X, :

Z X (a) Log(l — E‘,'() sont reliés aux valeurs en

fx a=1 ,
x (D)
1 des fonctions L, l-adiques par 'expression L,(1,x")= (l — —l—) L, (x).

L(x)=—

On a alors le résultat suivant :

ProrositioN II1.5 (Fresnel, [4]). — Soit _)g' un caractére primitif
pair ; on suppose f, # I On a la congruence : L,(1, x) = Bl(x'ﬁ_“')
mod ! dans Q;gx).

L’expression de L,(x') conduit au résultat suivant :
p 1

Lemue 111.2. — Soit ¢ €®*, ¢ # 1 ; on suppose fi 1 Pour

1 \ ’ ’— ’
tout s€ Gy, ona Log@sz——-——}_ X ) B ———— L ,x)
& x'19 I-x
mod 7.
, . ) .
Démonstration. — Posons I', = Gal(Q /Q) ; on a
fX
Y X '@ Logl —£)= Y x'"'(0) Log(l - £) ;
a=1 gEl

X

|

posons ¢ = 57 (en notant par
dans I‘X de s€ GX) ; il vient :

€T, un prolongement quelconque

Y XT'ED Log — g =X X X7 Logll - ) =
fe‘x -rEl‘X

—

=x"'s) T Y x"'(o) Log(l — £ =

TGVX o;

= X' Y X"'(0) LogN(1 — £))

1
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L . s . (1) .
(N désigne la norme dans I’extension Q X /Kx ; les 0; représentent

GY=x"'( Y x'(s,) Log®", d’on

%

x

Sﬁ —1 L @os=_ ] N —_— "
aé-‘Gx X (o) Log X X (5) c@(x,’) LI(X) x' (s) B(x") LI(X) :
- fX fx
mis  BOO)= X XT@E =Y XTCaE;
a=1 a=1

or ?ﬁ' étant pair, on aura B(x') = B(x'~"). Il en résulte par sommation
'
sur x (¢ :

Y 607 H Log®) =— X XV HLK) =—

0E€G, X'lo

- _ y ' B r—1 .
X’T¢X(s) (x )—l—x(l)

L,x).

Comme e; =e, mod [ et Log(G);s) =0 mod m, on en déduit que

1 Al ’ ’— ’ .
Log@be——— }_ ¥ () BOX'™Y) L,(1,x) mod 7. Le ré-

8x x'lo I — X’(l)
sultat essentiel est alors le suivant, dans le cas non spécial :

ProposiTION IIL.6. — Soit ¢ €E®*, ¢ # 1 ; on suppose f, # 1 et
N # 1. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

i) by = 1,
ii) le nombre de Bernoulli primitif Bl(x'f)_l) est congru a 0
modulo glx dans Q(g") (condition indépendante du choix de x'|¢),

iii) ma(h) >0, ou ¢ est le caractére miroir de ¢.

Démonstration. — La condition i) équivaut 4 Log(®}) = 0 mod 7',
pour tout s € G, (Corol. IIL.2, B) ce qui équivaut a (Lemme II1.2) :

y 1—1 —1 /
%d,x @B T

14 - Vo k — lIi k 1N
Considérons la matrice (x (ox))k.:l“__gx = (xo (ax))kﬂ,m,gx , ou
x'lo i=1,..,¢(1)

L,(1,x") =0 mod =, pour tout s € G,,.
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x:, | ¢ est fixé et ou ¢@(1) est le degré résiduel de / dans Q(gx)/Q ; cette
matrice est de rang ¢(1) : en effet, elle est du type Vandermonde et
il suffit de prouver que xg'(ox) = x(')’l(ox) entraine i =j mod ¢(1) ;
or une telle égalité entraine xg' = xé,’l (puisque g, est ungénérateur
de G,), ce qui conduit au résultat par définition du degré résiduel. La
condition nécessaire et suffisante devient donc

]
B l——‘,— L,(,x)=0mod 7,

X ()
pour tout x’|¢. Distinguons deux cas :

@) f, # 0 mod /. Dans ce cas, la condition devient :

BKx' )

I— X0
(car x' (1) # 0) soit, puisque ®B(x'~ ') est une unité l-adique (Prop. I1.5) ,
L,(1,x) =0 mod m, soit BI(Z(_'Q“’) = 0 mod 7 (Prop. IIL.5), ce qui
se traduit encore par Bl(x'g‘l) = 0 mod %, puisque Bl(gg_l) ap-
partient a Q(g"). On a enfin Bl(x'_ﬁ__l) =B, (x'0"") car X'Q—‘ est
primitif.

L(l1,xX)=0mod 7

B fx = 0 mod /. Dans ce cas X' () = 0 et la condition devient
®B(x'~") L,(1,x") =0 mod 7. On utilise alors 'expression de la somme
de Gauss donnée par la Prop. IL.5, ce qui conduit immédiatement a
la condition L,(1,x') =0 mod #**!, soit B, (x'07') =0 mod =**",
mais B, (x'Q’l) est un élément de Q(gx) extension non ramifiée de Q
pour /, dc;nc, puisque A + 1 est au plus égal a/ — 1, cette congruence
est équivalente a BI(X'Q"I)EO mod %,. On a X'Q"GX(fx) ; or
X'07! = 6! est de conducteur If, = f, pour X # 1, mais la cir-
constance A = 1 est justement écartée. D’ou la condition ii) dans ce
cas.

L’assertion iii) va résulter du lemme suivant :

Lemume 111.3. — Soit ¥' € X', ¥' # 0. Alors B, = Bl(d/"l).
On utilise la formule de récurrence (chap. II, § 2, b) définissant
les nombres de Bernoulli pour le caractére primitif g"‘, m = f,,et

X
n=1;onobtient: By(¥'™") 7 + 2B, f, =2 Y Vv '@a;

- ¥
a=1
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mais BO(Q"’I) = 0 car ' n’est pas le caractére unité, d’ou le résultat
compte tenu de la définition de B, (Déf. L7).

Démonstration de iii). — On a Bl(x'B_‘) = Bx"le’ d’aprés le
lemme II1.3, car x' 710 € X'~ et x'~'0 # 0 puisque x’ # 1. La condition
m(_b(h) > 1 résulte de la définition de ma(h) compte tenu du fait que

élément de ® au-dessus de x' "0 est @.

4. Conclusion.

L’utilisation des fonctions L, /-adiques permet d’obtenir une ca-
ractérisation simple de la condition b¢ = 1, a partir des invariants
analytiques définis au chap. I, dans le cas non “spécial” (i.e. A # 1).
Le résultat général que nous avons obtenu dans le chap. IV montre
clairement que le cas “spécial” est lié 4 un probléme de caractéres
primitifs : en effet, si X' =¢'0, on a aussi (Prop. II.1, ii))

X =¢'8 (XEX(f, ¢ EXUY) ;

or la fonction L;, dans ce cas, s’approche au moyen du nombre de
Bernoulli B,(8x'™") = B, (8 ¢"7'07") = B, (¢! 6°) distinct du

nombre de Bernoulli primitif Bl(ap'"l) qui, d’aprés nos résultats
(th. IV.1), doit seul intervenir. De plus comme

Bi(¢' 107 =B, (¢ N1 - D),

il n’est pas étonnant de ne pas pouvoir atteindre I’énoncé général
puisque le cas _ce'(l) = | peut parfaitement se produire (cf. Rem. II1.4,
ci-dessus).

Nous pensons que ce phénoméne est 4 la base de la présence
dans certains énoncés de [3] de la condition supplémentaire ¢(I) # 1,
condition qui devrait donc pouvoir étre éliminée a notre avis ; méme
remarque en ce qui concerne certains énoncés de [12] et ce qui est dit
a la fin du § 4 de [12]. Nous proposons dans le chapitre suivant une
résolution partielle du probléme qui semble confirmer I'inadaptation
de la fonction Log l-adique dans les définitions classiques.
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Remarque 111.4. — Les caractéres X' € X' pour lesquels X = 1 et
¢'(l) =1 sont exactement ceux pour lesquels x' est trivial sur le
groupe de décomposition de / dans Q?/Q. On peut appeller ces carac-
téres les caractéres singuliers relativement a [ ; cette propriété est
stable par FQl-conjugaison uniquement, ainsi nous pouvons parler des
caractéres l-adiques singuliers (ensemble noté ®*). On peut aussi dire
que les miroirs des caractéres singuliers sont exactement les éléments
de xéD si Qp est le corps de décomposition de / dans Q°. La propriété
d’€tre miroir d’un caractére singulier est, elle, stable par I'-conjugaison.
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CHAPITRE 1V

CARACTERISATION DE LA CONDITION b, = 1
PAR LA METHODE DES SERIES FORMELLES

Dans tout le chapitre, ¢|x désigne un élément de ®* différent
de 1. De plus, le cas e = 1 (i.e. A =1 — 1) ayant été résolu dans le
chap. IIT et le cas f, = [ étant connu, nous supposerons =1 f;,

f #*1, f £0 mod I. On rappelle que tout X' 19 est decompose
sous la forme x' —‘pf)}‘ 1<A<I-2, €% A et X\ ne dé-
Q

pendant que de ¢. Dans ces conditions, b, = 1 (i.e. d'g = &) équivaut
a L(G) )= 0 mod =* pour tout s€G, (corol III.2, «). Nous allons
etudler L(G) ) modulo 7.

1. Etude de L(®¢)

a) Rappels. On rappelle que dans Q] si € =1 — a7, a [

-1 i
| "
entier, n 2 1, alors L(e) = — 3 (a - ) .
i=1 l

Définissons aussi sur Q; la fonction E : pour w =0 mod m,
W
E(w) = 5‘ —

101'

Les fonctions L et E ainsi définies ont les propriétés suivantes
([1], chap. V, § 6 et [15]) :

LeMME IV.1. — i) Soient €, et €, des unités l-adiques congrues
a 1 modulo © ; alors L(e,€,) = L(g,) + L(e,) mod .

ii) On a E(km) = wk mod =, pour tout k € Z.

b) Calcul modulo | de L(@’) Commencgons par faire une re-
marque qui simplifiera de beaucoup le calcul de L(@’) mod 7 :

Remarque 1V.1. — D’aprés le corol. III.1, on a L(@d,) b)jr"

mod 7', bAEZ(f") Comme on a supposé ! ramifié dans K,, on a
donc 1 <A< — 2 ;on peut alors effectuer les calculs de la maniére
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suivante : on calcule L(©3) modulo #'~! au lieu de #'. Soit R; le
résidu obtenu. Alors la condition by, = 1 est équivalente a Ry = 0
mod 7'~ !, pour tout s € G (en effet, on aura

L(©)) = R, + B, 7'~! = b, ™ mod 7 ;

donc b, = 1 équivaut 4 by, =0 mod I. Si b, =0 mod [ alors Ry =
mod m'~! et, inversement, si R, = 0 mod n'~!, on aura R; + B, n'~!
Y~ =b, 7 mod 7' ; comme X\ #1[— 1, on obtient bien b, =
mod ).

— —e' — N
Ona®,=02,000,= I -1 ';ona
uevx

0
0

N _ N
¢, -1 =§ — 1 modl

soit, en posant N=1+ tf;, t #0 mod |, puisque N est aussi le
(6] tf

X,E; =£ £ ;org"—w ce qu1 fait
x Swius ]

degré résiduel de ! dans Q

que $'N=£ whoet © = I (£ - 1)'N‘1 = I

x x x uev, x UEV,, E;s -1
mod !/ (en effet, E;‘ — 1 est, dans le cas fx # I, une unité l-adique).
On a donc a calculer

1 ~ -
L@ =— ¥ 40 HLE)
gx oE CX
Elﬂ'ﬂ wtusE .

1
uev, ES7 -1 )

=Ly p~HL( M

qui est (en utilisant le lemme IV 1, i)) congru a

o tusE
l —

su
— X Z ¢(a—1)L(—T_T—I)modl,

gx UEG uEV

en désignant par o un prolongement de o dans I',. Cette somme
peut s’écrire

I . } ous woust _ |
Ly 5 st
gX oEG uEVX EX -1

~1
Ly seniF—)-
0ET £ — 1
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1 3 oS . .,08t 1
— 2 X X HL(= =
gX UEI‘X X l¢ g;x 1 )
t, sa . tsa
1 ~ X w - 1
=— ¥ ¥ x'@L=2
gx XI|¢ a=1 E;a — 1
(avec XI (S X(fx)) ; elle est donc en vertu du lemme IV.1, ii), congrue

? E(tsam) — 1

a
gX x'1p a=1 E‘; -1
(s est premier a f, , par conséquent b parcourt tous les résidus modulo
fx) ; on obtient :
1,
1 . g E(tbm) — 1
— 2 Y Xlen Y F——)=
8x X'1¢ b=1 x — 1

T
l « & NE
modulo / 4 — Y, Y l()L( ).Posons sa= b

£ E(tbm) — 1).
g -1

Compte tenu du fait que la matrice (X'(s))se Gy est de rang égal au

=1 ¥ X 3‘ X~ @) L(
gx X|¢

x'l¢
nombre de %' divisant ¢ (cf. démonstration de la Prop. IIL6) il en
résulte le critére suivant :

ProrosiTioN 1V.1. — Dans le cas f, = 0 mod [, f, # I, une condi-
tion nécessaire et suffisante pour que b, = 1 est que pour tout X' |9,
un résidu quelconque modulo w~' de I’expression

, g“ E(tam)
— 3 X L (-——) )
gx a—l Ea - 1
soit congru a 0 modulo 1.

Nous allons effectuer ce calcul en établissant d’abord des iden-
tités de séries formelles. Nous généralisons en cela le calcul qui se
trouve dans [1], chap. V, § 6, pour le cas particulier f, = I

2. Calcul de séries formelles.

Pour plus de commodité nous revenons aux notations du chap. II
sur les caractéres de Dirichlet et les nombres de Bernoulli.
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I-1 i

DEFINITION IV.1. — On pose E(T) = Y, — ;onadonc E(T) = '
i=o I:

T
mod T (congruences dans Z,[[T]]). On pose L(1 + T) = — Z = )

i=1 i

on a donc L(1 + T) = Log(l + T) mod T".

Les séries L et Log sont définies sur ’ensemble des séries for-
melles congrues 4 1 mod T et les séries E et exp sur ’ensemble des
séries formelles congrues 3 0 mod T.

Nous considérons les séries formelles dans £2,[[T]] et, éventuel-
lement, celles qui sont a coefficients l-entiers.

DEFINITION IV.2. — Pour x' € X(m), m =0 mod I, m # I, posons

1 = £ E(taT) — 1
T = — D) =1 L 2m - 7 ).
FyM=- 3 A7 ( P )

Remarque 1V.2. — Admettons pour I'instant que Exr(T) soit une

série a coefficients l-entiers. Il en résulte que I'expression que I'on
désire calculer (Prop. IV.1) est égale (pour m = fx) a £, (m). On peut
méme ne calculer £,(T) que modulo T'~' (Rem. IV.1).

a) Calcul de la série auxilliaire 2 (T). On commence par calculer
la série analogue a EX:(T) avec Log—et exp 4 la place de L et E et
sans aucune hypothése_ sur m >0 :

DEFINITION IV.3. — Pour x' € X(m), on définit la série formelle

em=—? ”wmd—~;g-
gx a-l E‘:ﬂ 1

(x) R
—3 € Q,(x), P polyndme

. . . P
On considére la fraction rationnelle —
X

non nul de degré strictement inférieur & m. On la décompose en

s . P(x) < k
éléments simples : e = 1;1 T Ek ce qui donne
__ P&
S | G A )

k#i



42 G.GRAS

m
On a (x™ )—mx"“smt(l'l (x—‘g‘)) 2 H(x-ifn)
i1 k#i
: —i i k PPRES Em (Elm . .
soit m§,' = Il (§, — &,), dou A, = ———— ; par substitution de
k#i m
eT a x on obtient identité
T b 1% Em
e -1 TimE"-E) miZ g e -1
I
qui s’écrit — 3 E‘———(OH a ici P(x) = x?), pour a <m. Si
i= 1 e
e"’T 1 emT 1 g‘, 1
= =1+ ,dot ———=1+— -
=M omT e _ 1 mT m =y &, et — 1

Définissons A> = 0sia#m N? =1 ;o0n a
m m

T L
T ] m o +—5 2—-——1-, pour 1 <a<m
e — m, 1 e
T 1
Soit #5,(T) = P —”F ; c’est une série formelle entiére car le
emt — m

1
terme ——s’élimine. On posera
mT

N (T) = fn‘,‘n(T)dT pour 1<a<m,

le signe f ayant le sens suivant :

Soit S(T) une série formelle Y. s; T'. On posera

dnid
iz0

[smyar=y Si_gi+

So it 1

(primitive sans terme constant de la série).

Par définition des nombres de Bernoulli généralisés, on a

, eaT m 1
X(a)T“‘—S_. X()?

1 et -1 m T,

| 13

Y X ng (M=

a=1 a
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Tn—l m
_ % ' _ '
—%omQ)n! —;g X (a) .

m
1
Si X # 1, & X (a) = 0 mais By(x') = 0 et le terme en I s’élimine.
a=1
m
Si X’ = 1,, alors Z X'(a) = p(m) mais By(1,) = e(m) et le terme

a=1

1 m ™!
en — s’élimine encore. On a ), x'(@ n%(T) = Y B,(x) )
T a=1 n>1 - n!
pour tout x'EX(m) cette relation ayant lieu identiquement pour
tout élément de M(x) Appliquons la pour les caractéres w € X(m) :
Pour b premier a m multlphons la relation precedente par y'~ L),

lll € X(m) et sommons sur 11/

> W‘@

vexm) —

n ol Seb

wwm<n=21 B, (V")
Vo

-¥ M Y vt

(o0 b* désigne l'inverse de b mod m) ; on pose [b*al],, = ¢ (ou [ 1,
est la fonction résidu mod m) ; on obtient :

3ok

aemery X Y

1 y'eEX(m)

o
1

or Z Y'(c) =0 (resp. ¢(m)) si ¢ # 1 (resp. ¢ = 1), d’on, il
y'EX(m)

reste ¢(m) n‘,’”(T), ce qui donne par I'opération f :

1 ~
N (T =—— Xy~

p(m) v'eEXm) n>1

pour tout b, 1 < b <m, et (b, m)=

. aT
On a pour tout a : N2 (T) =] (;'_ni__

1
1 _mTl:) dT ; posons

a=dx,m=ds, (x,8) =1 -Ngg(r)=f(edf,r_ 1 —-daT)dT,en

faisant le changement de variable X = dT, on obtient
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dx 1
) g N,
dod N% = NG (T) = ——N(dT) ou (a,m)=d, 1<a<m. Ona
T 1 1 L
M) =—————=—(m\% + Y —— — =
7 (T) e -1 mT m(m ,1£'e )
kT—l

Posons L (T = Log( ) pour 1 < k <m (en fait k est

b —
défini mod m) et L"'(T) Log( ) ce sont des séries formelles
l m
en T. Le terme constant de — }_‘ ‘;’_“k L7 (T) est nul car L'(T) =
m k=1

mod (T) pour tout k. Dérivons cette série ; on obtient :

m1 £k et 1 e
% — m
e ey

1
m o1 gret—1 m

mais
YR 1 1, 1, m &g
don o (X 6"+ ) —5) = (L gy -

1 ‘
——+ X 5*);
T k=1£m )

or — 2, £-9% = \2 ; on retrouve ainsi I'expression de n%(T), d’ou

1 «
Ne(T)=— 2, £,% L™(T) pour tout a, 1 <a <m. On multiplie
m k=1

cette identité par &, 1 <r < m, et on somme sur a :
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- 1o <«
2 ogeNe (T)——Z Y e pm(T) =
a=1 m = k=1
1 m m m
=— 2 Lp(M XL =L X g No(T);
m k=1 a=1 a=1
comme N? n’est calculable qu’en fonction des N}, on remplace la
m
sommation 2 par la suivante : On pose a =dx, d = (a, m) ; si
a=1

m=4d§, alors (x,6)=1 et 1 <x <6 ; cette décomposition est
unique et lorsque d parcourt I’ensemble des diviseurs de m et, pour
chaque d, x parcourt {x,(x,8) =1, 1 <x < §} alors on retrouve
tout élément a, 1 < a < m une fois et une seule ; on a :

8
=Y ~¥ paxnr @)

dim x=1

pour toutr, 1| <r < m.

On aura alors £ (T) =— 5 x'~t(a) L7 (taT), pour ¥ € X (m)

gx a—l

3

1 ~ ) ~ % 1
£, (T)=— Y XX 5 — 2% NI (dtaT) ; en utilisant
= 8 a=1" dim x=1 d

NZ (T) = >
2 (D= (5)wex(5)w no1
on aura
s
13>(T)=——S '@ X X X
x a=1 dim x=1 y'€X(6) n>1
Y (x) (dtaT)"
adx = -~ 7 '
d‘E 9 (8) B, (¥ nn!

5
on introduit les sommes de Gauss (chap.II, § 4),% (V') = » V' (x) £

x=1

pour ¥' € X (8) et & = exp (2in/§) ; on a alors

8 8
oYt gear= Y, gl (x) g2

x=1 x=1



46 G. GRAS

Si (a, 6) = 1, alors en posant ax = y, si x parcourt {1,...,8} alors

laxl; parcourt le méme ensemble, et comme Y'(¥)= ¢’ (") si
2 v

y—y'=0mod & alors on aura Z V'l (ya*) &, a* inverse de

y=1
8

a mod &, soit 2, Y'h@*) V' () 8 = ¥ (@B ). Supposons
y=1

maintenant (a, §) # 1, alors c’estque (a, m) # 1, mais pour un tel a,

_)g' ~!(a) = 0. On peut donc toujours supposer que (a, m) = 1, auquel

cas on est ramené au cas précédent. On a alors :

HRSERY $ i V@ .,
g M=—2% 3% ¥ X @ B(Y'Y)
X g a=1dlm '6X(8)n>l v (8)
, an dn—l tn Tn
B, () ———7F7—
= nn!
m m
La sommation X' (@) ¥’ (@) @ sécrit h) ') @a, le
a=1 a=1
caractére x'' ' est un élément de X (m) car x' '€ X (m) et

d/ S X(5) 5§ | m. Cette somme sera notée S% Ny (m) On a donc
obtenu :

LEMME IV.2. — On a légalité de séries formelles :

n-—l m T"

gwn=i2 PIEEDY 'WWW(WWWU

8y dlm Y'EX(8) n>1 ¢(®) nn!

pour tout m € N* et tout x' € X (m).
b) Etude du reste modulo T de la série B (T) On rappelle

(Déf. II1.2) qu’on a posé

¢ E (taT) — 1)

M= £ =1

1 m
—Lx@lL
X g a=1"

et que (Rem. IV, 2) on désire calculer E((T) modulo T2 La série

E (atT) est a coefficients 2-entiers ; de méme L (X) est a coefficients

2 E (atT) — 1
[-entiers. La série ELL—est de la forme 1 + S(T) avec

&, —1

S(T) a coefficients L-entiers, lorsque m est de la forme ¢m’, m’
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distinct d’une puissance de ¢, car dans ce cas £, — | est une unité
([19], § 8). D’out comme £ ne divise pas &> Ex (T) est a coefficients
Q-entiers. Considérons maintenant les séries £ "(T) et ﬁ (T) modulo
T%.Ona

)

Ea eatT_
1_1 L m
(a) Log (—_E‘,‘,. —

u [\45

1
L AT)=—
1 8,

et T = E (asT) mod T* dans &,[[T]]. On a

g T 1_ g E@D)-1
g1 g1

mod T®. Soient U et V deux séries en T telles que U=V =1 mod
T et telless que V=Umod T% Alors L (U)= Log(V) mod T? ;
en effet : on peut écrire V= U(1+ST% dans Q,[[T]], soit
Log V = Log U + Log (1 + ST*) ; donc ici Log (1 +ST*) = 0 mod T
On obtient donc finalement

Log(U)=Log(V) mod T* mais Log(U)= L (U) mod T%;
s AT | ¢ E (afT) — |
on a donc Log (E——- E———&—) mod T% soit
m 1 m -1 '
- _ . _
f:!,(T) = %.(T) mod T et ﬁ,’f' (T

est 4 coefficients 2-entiers. Ecrivons

£y (T)—5 g, T+ T S(T), S(T) € Q, [[T] ;

i=0
2—1
alors 27 (T) = £;(T) mod T entraine &g (T) = %, T'+TS (T),
= = = i=0
§(T)EQQ [[T]] ; comme B_)((T) est a coefficient L-entiers, les
a, pour i =0,.. ,2—1 sont Qentiers ; ce sont les ¢ premiers

coefficients de la série £ (T) a savoir (Lemme IV.2) :

n—l mT
n!

1\ Ql
—2 X X Sy (mB, )BT

8y dim Y'EX () n=1 ¢(8) n
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LEMME IV.3. — On a dans le sous-anneau des séries formelles
a coefficients R-entiers la congruence :
_ 1 2—1
£,(T) = -y Yy ¥
- 8x dlm y'E€X(8) n=1
dn—l tn Tn
S*_1,(m) B, (Y =y —
-ty () B, (W) B s s
c) Applications du calcul de séries formelles. En vertu de la
Prop. IV.1 et de la Rem. IV.2 on a obtenu :

mod T

ProPoSITION 1V.2. — Une condition nécessaire et suffisante pour
que b¢ = 1, dans le cas& =0 mod¥, j; #* L, est que :

2—2 .

S \ ar
XX X Sy (RBAIBETY —

alf, v'€eX@n=1 = ¢(6) nn!

nn

" =0 mod &

pour tout x' | ¢.

Remarque 1V.3. — Nous avons limité la sommation sur n a
Pintervalle 1 <n < — 2, compte tenu de la Rem. IV.l et du fait
que le coefficient de 7%~! est Q-entier.

3. Fin des calculs.

a) Etude du coefficient de m".

DEeFINITION IV.4. — On pose

—1

. an
A = 2 S _1, (£,) B, NG ——
" diry g'ezxd ® * v (50 By (D) B ¢ (8)

n N

A, est le coefficient de pour 1 <n <Q — 2 {mais n’'est pas d

nn!
priori un élément de ZQ(&)). On peut donc calculer An mod 7%~ 17

5
1
On sait que B, (') est de la forme 5 x D, (¢) ¥' (c) ou D,(c)

c=1

est défini par le développement symbolique D, (¢) = (c — & + § B)",
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ou B i=>0, est remplacé par B, =B, (1)), nombre de Bernoulli
ordinaire (chap. II, § 2) ; comme i <n < — 2, les B; sont L-entiers
(théoréme de von Staudt), donc D, (c) est aussi Lentier). On aura
Ix 8 5
A= X X Lyt@a gD, 5 L ¥ @*o),
dlf, a=1b=1c=1 * 8y ( ) y'EX (5)

n—1

ou b* est inverse de b mod & lorsque (b, §) = 1 (sinon b* =0

par exemple). On a Z V' (@b* ¢) =0 sauf si ab*c=1 mod §
lg’ex(.’s) -
auquel cas la somme vaut ¢ (6). La sommation sur b peut donc
étre limitée au seul terme b = ac mod § pour chaque couple (a, ¢)
fixé, (a,8) =1, (¢, 8) =1 ; on peut en fait faire b = ac avec a
quelconque et (¢, §) = 1 car pour (a,8)# 1, onax'~'(a) =0 et
enfin £ ne dépend que de b modulo §, d’ou -
8

dn—l Nk
A= 2 Y Y ¥ l@a"D, (o) £
dlfy b a=1c=1

On a D, (c)=(c—8"By,+n(c—8)"'86B, mod 6%, soit

i n
puisque By, =1 et B, = 5—, D,(c)=c" -3 8 ¢! mod 6% ; de plus
1
D,(c)=c — 56 ; il en résulte que dans le calcul de A, mod £, on

n
peut, lorsque & # 0 mod £, remplacer D, (c) par ¢" -5 8 ¢" ! pour
tout » (en effet, pour n = 2 ceci ne change rien car "~ ! = 0 mod

1
et pour n =1, D,(c) =c — 55) et lorsque 6§ = 0 mod £, il suffit

alors de faire le calcul modulo 62 :

Y R G
A= Y Y X '@a (c"——Z—S c""")fg‘ mod 1.

dlfy 8 =1 =

On est amené a poser la définition suivante :

>
M -

dn—l
DEFINITION IV.5. — On pose A% = 5 Y
a=

*
X' 7! (a) a" £
X

1
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fx 8
v nd*? v Oov*o .
et Ay = Z L X (@a*c" ! ES Onadonc
a=1c¢=1"

A= Y (A9— A9,

n

d|fx
b) Etude du terme A'? modulo £. On a :

8* fx 5* fX

Lot Y Yl@age= X ot X oy () 0% (a) k=

c=1 a=1" c=1 a=1""
\6‘* f)i* —t

=21 L X (@) 0" (a) g0

c=1 a=1

(ou ¢, est premier a f, et ¢, = ¢ mod §)
8 fX
_ Nk el n \\* -1 an . ‘
=L x0Ty = X7 0" (@) £ mod L ;

c=1 a=1

posons H = Gal (QU¥/Q®)), on a

Y X0 E =X e XX 6" (o) £

GETy TEH o

(o,.EI‘x représentant I‘X/H) ; la somme 3 x'~1 07 (1) est nulle

e
T€EH

sauf si x'~! 0" est trivial sur H. Si & =0 mod & cette somme est,
pour H # (1), nulle (car alors pour 7 € H, 0 (1) = 1 et x' étant de
conducteurfx n’est pas trivial sur H # (1)). Si 6§ ¥ 0 mod &, la seule
valeur a étudier est n = 1, car d"! =0 mod 2 pour n > 1 ; pour
n = 1,x""10 est trivial sur H si déja x'~* 0 est trivial sur Gal (QU%/QYY)
et il est nécessaire que dans la décomposition canonique de ',

x = ¢ 0,

on ait A =1 auquel cas, on a X' 7'6 = ¢'"! ; la seule possibilité
étant alors § =f)'< (Rem. II .1). On est donc ramené aux deux cas
d=f,etd=f aecn=N=1:

@) & = f,, n quelconque. Le terme calculé devient
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fx* fX
Y @0 L X 0@ g =
c=1 a=1
I
=Y X 071 (@B 6™ mod ¢ ;
c:
x
or ¥* x' 071 (c) =0 mod &, car x' # 6.
c=1

B 6= f)'c, n = 1,X = 1. Le terme calculé est alors
Iy fx
S‘* X (Co) 0 1(co) 31* -1 0 (a) Ef 5

c—l a—l
5

sk
or le coefficient X X' (co) 07" (co) est égal a
c=1

75
X=X @=0,

carp' # 1 :

LEMME IV.4. — On a A;¥ = 0 mod &, pour tout d |f, et tout n,
I1<n<®-2

n—1

5 Ix
‘*‘* Al
Yot Yl@a £
5 o &

1 a=1
on peut se restreindre aux deux cas suivants : § 0 mod et n = 1
puis 6 = 0 mod &, n quelconque.

c) Etude du terme A2. Ona A2 =

«) 8 #0 mod L et n = 1. On aura alors
s i
2 Y X '@agi=

=%

Ad=L
‘5

o

5 x
Z X (€07 () 2 X710 (@) & mod &

a—l

1
5.
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Ix

et, d’aprés ce que 'on a vu en b), Z )ﬁ'“ 0 (a) &5 = 0 sauf dans le
a=1

cas B) (8 =fx’ A = 1), auquel cas on aura

5 fx
Af = ]%2 e X (c) 07 (cp) (R —1) 3‘ $I) g =
b=
G 1 fx fx
=Sk 2* @' (co) = ———%(w' 5y Y g’ (c) mod L.
fy e=1 Iy =1 —
1 &
On reconnait que f—,—s‘ cw (c) = B, (¢, car cp #* 1 dans X(f)
x ¢c=1

et ¢ est primitif, d’ou A{=—B (') B, (¢') mod &

B) 8 =0 mod £, n quelconque. On étudie mod £ I’expression

dr1
Ad = S‘ 3 x' 7! (a) a" " £ ; on peut poser

8 a=1e=1"
a=0@0+v9 et c=0@)(1+7.9,7, 7 €L,
pour (@, Q) = (c, 9 = 1. D’ou
a1 Ix

A== v 3‘* "1 (@) 6" (ac) (1 +ny, L +nv, 0 Ee=
a=1 c=l

dn— 1 g’s*

O
a

Il
-
o

I
-

m—1

. d
i) Calcul de

XY @) 0" (ac) £3°. La somme

a=1c¢=1
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fx
S‘* -1 on ac
Z x T (a) 87 (a) &

a=1

est nulle sauf si & = f, (cf. b) cas a) d’ou, pour § = f,, on obtient

fx Tx
1 S* n ! —n '—1 gn\ — 1 AL '—1 gny —
— L 0"@OXxX@T"E@OB XTI L X (@©OB XTI =0.
x c=1 x c=1

5

Z* x' 7' (@) 0" (ac) v, £2°. 11 suffit
a=1ec¢=1 -

de calculer la double sommation modulo £ : on a

x
Rat X
i) Calcul de ——— 3"

o8 5 X

* -3k * ok
Y X X @ 0" @) v, e = X 0m(0)y, X X TP 0" (a) £
a=1c¢=1" - e=1" a=1" -

on est encore ramené au seul cas 6 = f, et alors on obtient

n f)(* [] oo n fx*
— V70" @7, X @0 ()TN =BT VX (0, ;
fX = - - - = fx N
1 &
On reconnait (chap. II, § 2, b) : f—,z* X, (c) v, = B, (X' Q‘l),d’oh
X c=1

la valeur finale de ce terme : n G (l"lg") B, (l’ g“l).

A 5
nt dn—l X,* Nk,
iii) Etude de —— z > X' 7' (a) 0™ (ac) v; £5°. 1l y a en
a=1c=1
5

facteur le nombre 2* {9_" (c) ¢ ; comme 6 = 0 mod &, cette expres-

c=1
sion est une combinaison linéaire a coefficients entiers de sommes
21
N . . - .
de Gauss de la forme Z 0" (c) w, i 2 0, ellessmémes multiples
ce=1_

de (0™ ; or d’aprés la Prop. 11.5, ®(0") a pour valuation £ — 1 —n ;
comme A, est coefficient de =", le terme correspondant est multiple
de 7! et est donc négligeable. On a donc finalement obtenu :

LEmMME IV.S5. — On a A‘:EO mod 71" sauf dans les deux
cas suivants :



54 G.GRAS
Dn=1N=1,d=QouAN=—B (' ") B, (¢') mod 71",
il1<n<g-2,d=1, ou

Ar=n® (X 710M B, (X' 071 mod 71"

En conclusion, nous avons obtenu pour A, (d’apres les lemmes
IV.4 et IV.5) :

ProposITION IV.3. — Ona :
DPour\>1let1<n<g-2,
A, =n% (x'"16" B, (x' 6~!) mod m*~1-",
ii)Pour \=let2<n<Q-2,
A,=n% (x'716" B, (x' 67 mod 7*1"
iii) Pour A\ =l etn =1,
A=— BB, (p) +B (x'10) B, (x' 6~") mod 7*~2

d) Etude de A, pour X\ = 1.
o) Etude de A,.

OnaBxX 10 =% 10°)= ¢ (OB ) B 0 ([14],
§ 20,2) ;ona® (0°) = — 1, d’ou

A=—BE@ B @) -¢ TV B K IH=-
— T DB @) +TT@OB KXY

orx' 071 =¢' 0° et B, (¢' 8°) = (1 — ¢’ (V) B, (¢) (chap. I, § 2, b);
dou A, =— ¢ (®) B, (¢) B ™.

B) Etude de A, 2 <n < 2 — 2. Toujours pour A = 1,
A, =n B 1M B, (x' 07,

mais B (x'! 8") = B (¢’ 9"7") est pour n > 1 de valuation
2—1—n+1 (Prop. I1.5), ce qu’on néglige puisqu’il y a 7" en
facteur.

Ainsi dans les cas non résolus au chap. Ill, on a by, = 1 si et

seulement si le nombre de Bernoulli primitif B, (¢') est congru a
0 mod R, soit By—1 = 0 mod @, , soit encore mg (h) > 0.
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e) Etude de A, pour N> 1. Etudions a titre de vérification
le cas A> 1. On a alors a calculer

-2 -2
: Ll S . "t"

LA—T= 1 BTN B K0T —

n=1 hn: n=1
Q-2
N ol (o

=B, 07H L 0" (@O BT BOH—;

n=1

on rappelle que ¢ est défini par &N = 1 + tf ;onat"=6"(t) mod &,
et " (tf) =0"(—1) = (- D" soit 6" (¢¥) = (— " 6~ "(f ). On utilise
le fait que (cf démonstration de la Prop 11.5)

BOM = (— Do, ! 7871 mod &,

pour n # X\, avec u, = résidu de n — N appartenant & I’ensemble
{1,...,8—1} ; pour n =QA, B (6 ) = — 1, ce qui est ’expression
précedente pour u, =L —1. Si n> A, 7" ‘6(0""‘) est de valuation
—1+ X ; il reste le cas n <A, auquel cas pu, =L —1+n—Nx,

et la valuation de 7" (Q""‘) est £—1—pu, + n =X et on obtient
I’expression

A-1
P (o R (I A o (fy ™+
n=1
A A 1 Tf}‘
-1 n— 7] 1—1 —1_
=DM T O B =
@1+
=0 )P @B r e T - -,
n=1
1
- —1+n-=N"!
Evaluons la somme — + 2 ® 'n ) ;on a
n=1 n:
A—l _ + . ! A—'l
@_1-n1 5 &=1+rn-d

=@-1-N! > =
asan!l (—1-2)! ( ) aoy TineA

(Q—l—)\)'Y T@=MNQ@=-2+1D. (SZ—)\+n—l)E

n:l l’l!




56 G. GRAS

A-1
—_1-n! Y A= DAont D
n=1 n!
A—1
=@-1-M!'Y Q== +CEDY@—1-1)! mod 2;
n=1

1
la somme cherchée est donc égale a el A+=DHE-1-N!;
or
@=1-!'=DER-1DQ=2)...QA+)=

_Cp e

N
(- D
Al

et la somme a pour valeur

PrOPOSITION IV.4. — Soit x € X * x # 1. On suppose

£ =0fLf# 1, f1% 0 mod &

Alors pour tout ¢ | x on a :

— B , , . , N
LO)=-2 x &) B, 0H0¢) (B ) pmod ¢

8x x lo

Remarque 1V.4. — Pour N\ # |, on vérifie facilement que cette
expression coincide mod £ avec I'expression de Log(©3) donnée
dans le lemme II1.2. Ainsi nous retrouvons bien la condition voulue.

Nous résumons les résultats obtenus dans les Chap. III et IV
ainsi que le cas f, = R dans le théoréme suivant :

THEOREME IV 1. — Soit ¢ € &+, ¢ # 1. Alors une condition
nécessaire et suffisante pour que by =1 (i.e.?ﬁ; = iy est que
mg (h) > 0 (¢ désignant le caractére miroir de ¢).

4. Exemple d’application des calculs précédents.

On suppose £ = 3 et on suppose que X est un caractére quadra-
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tique pair distinct de 6. On a K, = QG/fet K0X=Q(\/T3_f:).
On appelle €, 'unité fondamentale de K, choisie plus grande que 1
et on appelle n, Punité cyclotomique définie dans le Chap. I, §2,
d. On vérifie facilement que (cf. Chap. III, § 2) ©,=n, u3 ;enfin
d’aprés [1] (chap. V, § 4, 1) on vérifie que Inx| = Iex =" ol A
est le nombre de classes de K,. On en déduit alors la congruence :
L(®¢)E—hL(e_x) mod 73, ou EX= €l (resp. €5) si 3 n’est pas
inerte dans K, (resp. est inerte), et ot 7 =/— 3 par exemple.

Nous allons interpréter les deux membres de cette conguence.

LreMME IV.6. — Posons4 €, =t+rus/f, si 3 n’est pas inerte
dans K, sinon posons €, =1t t u/ f.. Alors

L)=2ut/ 7x mod 73,
Posons n = t>— f, u* On a
e_xét2+fxu2+2ut\/7x=n+2fxu2+2ut\/ T

et

L(?x)=n—l+2fxu2+2ut\/Tx——;-(n-1+2fxu2+2ut\/7;)2.
i) Sif,=0mod 3, ¢, =€, n=1et
LE)=2f,u*+2ut\/F,—2u**f, mod m3,
mais 2= 1 mod 3, d’ou L()=2u ty/f, mod m3.
ii) Si f, #0mod 3,ut=0mod 3,n — 1 +2 f u?>=0 mod 3 et
LEe)=n—1+2fu*+2ut/f,mod9. Sin=1alors
u =0 mod 3 et LE)=2ut+/f, mod9.

Sin=—1 alors t=0 mod 3 et n—1+2f u*>=2¢"=0mod9
d’ou L(e) =2 ut+/ 7x mod 9.

Posons comme d’habitude x = ¢ 0%, ¢ de conducteur premier
ald3et 1<A<2.

Si k' est le nombre de classes de Q (/— §fx , on a (Chap. I,
Ixo
§2,d): h'=——2 x0(@)a=—B,(x0) (nombre de Bernoulli
x0 a=1
primitif) et d’aprés la Prop. IV.4 on a
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A
L(®,)=—B,(x0) 0*(Pg ()T («p)%mod 3

A
d’ou la relation hu t/F,=h' () ¢ (3) Blp) ;—‘mod 3.

Distinguons deux cas :

i) £, ¥ 0 mod 3 ; alors X = 2, ¢ = ¢ est pair, d’ou T (p) =+/ e
((1],chap. V, § 4,3) et hut=— 3 h' ¢(3) mod 73, soit

ut

h?E—‘p(3)h' mod 3.

On retrouve bien les congruences de [17] puisque dans ce cas
L (e,) = Log (¢,) mod 3.

ii) £, = 0 mod 3. Ceci correspond au cas “spécial”. Nous ren-
voyons le lecteur a nos remarques (chap. III, § 4) rappelant que
Putilisation dans le cas “spécial” des fonctions L, adiques de
Leopoldt-Fresnel ne permet pas en général de conclure. Ce phénoméne
apparait clairement ici car dans le cas ¢(3) = 1,la congruence
de [17] se réduit 3 © = 0 mod 3 et Ankeny, Artin et Chowla suppo-
saient dans leur papier de 1952, f, = 3q, q # 2 mod 3. Ici nous
allons obtenir une congruence non triviale :

Nous avons x = ¢ 0, XA = 1 et ¢ est impair, donc

Blp) == 13

({1], chap. V, § 4, 3) et

hut/F,=h' 8 ()¢ (3)/—F/3/—3 mod m*

soit hut=h" 0 (f;) ¢ (3) mod 3 ; on vérifie que 6 (f)) ¢ 3) = — 1,
d’od hut=—h' mod 3.

Remarque 1V.5. — 11 est facile, compte tenu de I’expression de
L (©,) (Prop. IV.4) et de la Rem. IV.4 d’obtenir des congruences
généralisant celles provenant de l'utilisation des fonctions L, R-adiques
dans tous les cas, y compris le cas “spécial”, a condition de rem-
placer, comme pour le cas quadratique ci-dessus, le logarithme par
la fonction L.
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5. Conclusion.

Pour compléter les remarques (chap. III, § 4) déja faites nous
pensons que la définition classique du régulateur (par imitation
du cas complexe) est inadaptée au cas Q-adique compte tenu du
fait que le phénoméne essentiel dans ces questions est la Q-primarité
(et par extension la {™primarité) et que la fonction Log R-adique
ne la traduit pas, au contraire de la fonction L (la {*-primarité
nécessitant d’introduire les fonctions de Chafarevitch (cf. [15])).
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CHAPITRE V

AUTRES CONSEQUENCES DES RESULTATS PRECEDENTS

1. Classes de caractéres L-adiques.

a) Définitions. Les résultats des chapitres précédents (notam-
ment les Th. 1.1, 1.2, 1.3 et IV. 1) montrent qu’il y a certaines
relations possibles entre les groupes 8‘€¢ ¢ € &, relations qui font
intervenir ¢ et ¢ mais aussi leurs différents caracteres €-adiques
conjugués (i.e. divisant le caractére rationnel qui est au-dessus).
On est donc conduit & poser la définition suivante

DEFINITION V.1. — Nous dirons que deux caractéres ¢ et ¢
sont “‘équivalents” si @' est obtenu d partir de ¢ au moyen d’'une
composition finie des opérations suivantes :

i) passage d’un élément de ® au caractére miroir,

ii) passage d’un élément de ® a l'un de ses conjugués.

PrOPOSITION V.l. — La relation précédente est une relation
d’équivalence dont les classes sont finies. Une classe C est une
réunion disjointe de C* = C, ®* et C- =C, P~ etonal|Ct|=|C |

Remarque V.1. — Cette notion de classe permet d’améliorer
la connaissance de la structure des groupes €, : en effet, il apparaitra
clairement dans les exemples que la considération simultanée de
tous les (’}€’¢, pour les caractéres ¢ d’une classe C, donne le maximum
d’informations sur chacun d’eux, alors que I’examen du seul couple
Iy, Fs (comme il est classique de le faire) est, & priori, moins
précis.

b) Exemples de classes. Pour engendrer une classe, il suffit
de prendre ¢ € & et de procéder de la fagon suivante : on établit
la liste des conjugués de ¢ puis celle de leurs miroirs respectifs ;
a partir de chacun des caractéres ainsi obtenus, on recommence
le méme processus.
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Remarque V.2. — Comme ¢ est dans la classe de ¢, on peut
toujours engendrer une classe a partir d’un caractére réel.

Nous représentons les classes de la fagon suivante :

i) Dans un rectangle en trait plein (resp. pointillé) nous
regroupons les ensembles de caractéres conjugués réels (resp. imagi-
naires). De tels rectangles sont donc associés aux caractéres rationnels
(i.e. aux corps K , x € X) pairs (resp. impairs). On indique a coté
le degré du corps K, concerné.

ii) Nous relions par un trait un caractére £-adique et son miroir.

Dans les exemples suivants, on suppose que le caractére
¢ | x est tel que K /Q est linéairement disjointe de Q®Y/Q. Le graphe
obtenu ne dépend donc en fait que du couple (g, , Q).

Exemple V.1. — g, = 2,8 = 3.

rF==="

2 ¢ b———— 0012
| E S — )
Exemple V.2. g, = 2, L =235,
S8 T 05 {7
Y |
4 2
Exemple V.3.gx=2,Q=7
e _ _ Fom——— ———
| 0°¢ 1 0% | 0%9 — %9 L0 —— ¢
e e - P A S — N S — —_— - —
2 6 6 2
Exemple V.4. — g, = 3,0="17.
6 3 6
I--—:1__ _}-— ——:1_ _‘ -1 Y e _—_1_:1_-!
107l 1 07 —— & |9 0o | 071¢7" |
| I [ I { L_____l_._._l__.J
02971 | 0% 0797 1039 — 049! | 079
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2. Problémes.

Posons la définition suivante :

DEFINITION V. 2. — On appelle propriété A (resp. A*, A7) Ia
propriété : “m,@€) = m,(h) pour tout ¢ € P’ (resp. ¢ € P*,
¢ € 7). On appelle propriété B (resp. B*, resp. B™) la propriété
“1o™  annule le groupe 3, pour rout ¢ € ®” (resp. ¢ € I+,
¢ € P).

Il est clair que A implique B.

Seule a notre connaissance la propriété B~ est démontrée
(théoréeme de Stickelberger). On peut alors poser les problémes
suivants

i) Les propriétés A, B sont-elles vraies (méme question avec
A-, A* et BY) ?

ii) Quelles sont des conditions nécessaires a I’existence d’un
contre-exemple ?

Remarque V.3. — En restreignant les propriétés A et B a une
classe C, on peut envisager les deux questions précédentes ; on est
ainsi ramené a une situation équivalente plus simple.

Nous allons, dans le § suivant, examiner les propriétés A et
B relativement 4 une classe C dans un esprit “numérique” et nous
allons préciser des conditions d’ordre numérique a satisfaire pour
espérer trouver des contre-exemples. Il est important de noterque
dans les cas numériques connus, il y a, dans une classe C “suffisamment
peu” de 3¢, non triviaux pour que les résultats établis dans les
chapitres précédents permettent de contredire A et B (les conditions
nécessaires 4 un contre-exemple sont relativement difficiles a obtenir
sur le plan numérique).

3. Etude des propriétés A et B.

DEFINITION V.3. — Soit C une classe, C = C* U C~. On appelle
Co l'ensemble {¢ € C™,my(h) > 0} et on appelle Co l'ensemble
{¢ , 9 € Cy. Dans la pratique, C, est connu a partir du calcul
des nombres de Bernoulli.
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Remarque V.4. — 11 convient de remarquer que dans les tous
premiers exemples numériques que lon peut obtenir, la plupart
des mg (h), pour ¢ € C, sont nuls et, la plupart des mg (h) non
nuls, sont égaux a 1. On peut alors donner quelques énoncés tenant
compte de ce fait.

ProrosITION V.2. — Soit C une classe.

i) Si dans C, il n’y a pas de couples de caractéres conjugués
alors A~ est vraie ;

ii) Si dans 60 il n’y a pas de couples de caractéres conjugués
alors A" est vraie pour C.

Démonstration

i) résulte du Corol. 1.3.

ii) Soit x un caractére rationnel au-dessus d’un élément de C*.
Par hypothése, pour au plus un ¢,|x, mg, () > 0, soit by = 1

(Th. IV.1). Si on avait pour ¢,|x, ¢, ¥ 4)0,9!64)1 # (1), on aurait
(Th. 1.3) Ry # (1) soit mg (h) > 0 soit b¢1 = 1, ce qui est absurde.

PrOPOSITION V.3. — Soit C une classe. On fait les deux hypo-
théses suivantes :

i) Pour tout ¢ € C™, my (h) <1,

ii) Dans C,, il n’y a pas de couples de caractéres conjugués.
Alors A est vraie pour C.

Démonstration. — D’aprés la Prop. V.2 At est vraie. Supposons
A~ fausse\: cela signifie qu’il existe ¢,, ¢, € C, tels que ¥y, (Z/RZ)",
n 22 et#y,= (1). Comme My, h) = My, (W)=1,ona

bg = by, = 1;

Ze%est nécessairement trivial (Th. 1.3) et ag, = 0 (Corol. 1.6, 1)) mais
bg, = 1 et ag, = 0 entraine mg, (h) > 0, ce qui contredit At

CoRrOLLAIRE V.1. — Si C est la classe obtenue pour g = 2,
Q =5, des conditions nécessaires a un contre-exemple a la propriété
A sont les suivantes (cf. Exemple V.2) :

i) moy (h), my3, (h) > 0 et l'un de ces deux nombres au moins
est supérieur ou égal a 2.
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ii) a, + dim,, 3¢, > 0, ap2, + dimg2, 2, > 0 er l'un de ces
deux nombres est supérieur ou égal a 2.

En effet, si par exemple mg,(h) = 0, alors A~ est vérifice
(donc A) ; on doit donc avoir Moy n), mg34 (h) > 0. Si ces deux
nombres sont égaux d 1, la Prop. V.3 montre que A est vraie. De
plus l'un des groupes #, , J€y2, a un 5-rang plus grand que 1
strictement (sinon A~ est vraie (Corol. I .4)), d’ou le corollaire
en utilisant pour (ii) le th. I.3.

Remarque V.5. — En modifiant les hypothéses des énoncés
précédents, on pourrait en donner d’autres ; en fait il est préférable
d’examiner des situations numériques et d’essayer pour chacune
d’elles de conclure en utilisant tous les renseignements dont on
dispose. Si I'on rencontre un cas “non décidable” il faudra voir
s’il constitue un contre-exemple ou non, par d’autres méthodes.

Signalons pour terminer quelques études numériques qui sont
en cours de programmation :

a) Etude des types de classes suivantes :
i) classes obtenues pour g, = 2 et 2 =5 ;

ii) classes obtenues pour g, = 3 et £ =17, 13, 19, ... (situation
destinée a exploiter les résultats des tables de [10]) ;

iii) classes engendrées par les caractéres 0, pour tout . (situation
du “Théoréme de Fermat™).

b) Etude de la table de [28]. En effet, cette table met en
évidence un certain nombre de cas intéressants (une trentaine environ)
pour lesquels il est nécessaire de recalculer les invariants mg (h) (Ja
table de [28] ne permettant de retrouver que les invariants m, (h)).
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