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APPROXIMATION POLYNOMIALE PONDÉRÉE
DANS UN DOMAINE D'HOLOMORPHIE DE C"

par Nessim SIBONY

1. Introduction.

Soit il un domaine d'holomorphie dans C^ et soit w
une fonction s.c.i. définie dans il, à valeurs réelles stricte-
ment positives. H^ti, w) désignera l'espace des fonctions /*,
holomorphes dans Q, telles que j \fip{z)w{z) d\(z) < 4- °°î
À étant la mesure de Lebesgue de îl et 1 ̂  p < oo. On
munit cet espace de la norme

ll^p-tjûl/1!^)^)^^))1^
H°°(û, w) désignera l'espace des fonctions f holomorphes
dans 0. telles que ^(^OIA2)! tend vers zéro quand z
tend vers le bord de Î2, on le munit de la norme

||/1L=sup^(z)|/-(z)|.
•?eQ

Nous noterons ces espaces H^w), 1 ̂  p < + °°5 lorsque
Î2 == C71. Ce sont des espaces dô Batlach.

On se pose le problème de ^approximation des fonctions
de H^Q, w), 1 ̂  p ^ + ooy par de^s fonctions holomorphes
dans des ouverts contenant strictement le dOïîââiïie û ou bien
par des fonctions holomorphes à croissance donnée, par
exemple des polynômes.

Un tel problème a été étudié par B. Taylor dans [12] lorsque
û == C". Il a donné une condition suffisante pour approcher
les fonctions de H2^), par des fonctions à croissance donnée,



72 NESSIM SIBONY

mais pour une topologie plus faible que celle de H2^) ; c'est
celle d'un espace H2^), w^ < w.

Le problème d'approximation pour des algèbres bornolo-
giques de fonctions holomorphes a été étudié par J.-P. Fer-
rier [4], [5], qui utilise pour cela le calcul symbolique de
Waelbroeck.

Nous avons besoin de quelques notations pour introduire
ce problème.

Etant donné un ouvert Q de G", nous noterons d^z)
la distance au complémentaire de Q soit d^z) = inf \z — z'\.

n z'^a
Posons 8o(z) = (1 + \z\2)-112 où \z\2 = S N2 et

1=1

8Q(z) = min [^(z), 8,{z)].

Soit 8 une fonction lipschitzienne positive dans C";
posons t2 == {z\S(z) > 0}. On suppose 8 ^ 80 et — log 8

plurisousharmonique (p.s.h.) dans £2.
Notons E(/c, 8) l'espace des fonctions f holomorphes

dans û telles que ||/'|[/, = sup \f{z)\ ^{z) < oo où k est

un entier positif et 0(S) == \_j E(/c, 8). L'espace (P(8) a une
k

structure naturelle d'algèbre bornologique [5]. Un sous-espace
F est dense dans (P(8) pour cette structure si pour tout k,
il existe un entier k' tel qu'on puisse approcher les éléments
de E(/c, 8) par des éléments de F, pour la topologie de
E(À• /, 8). J.-P. Ferrier [4] a donné des conditions nécessaires
et suffisantes pour que ^(8') soit dense dans ^(8), au sens
précédent lorsque 8' ^ 8, si on identifie ^(8') à un sous-
espace de ^(8).

Nous généralisons la technique de B. Taylor pour étudier
l'approximation dans un domaine d'holomorphie de G",
nous essayons de faire l'approximation pour la norme de
l'espace de départ. Nous donnons également des conditions
nécessaires d'approximation, ce qui nous permet de retrouver,
sans avoir à utiliser le calcul symbolique de Waelbroeck,
les résultats de [4] sur les algèbres (P(8). La technique uti-
lisée permet en particulier de préciser un entier k tel que
l'espace ^(8') n E{k^ 8) soit dense dans l'espace E(/c, 8)
muni de la topologie induite par E(/c7, 8).



APPROXIMATION POLYNOMIALE PONDÉRÉE 73

L'outil essentiel est la résolution de l'opérateur ô avec les
estimations de Hormander [7].

Nous aurons besoin des notions suivantes. Étant donnée
une fonction g à valeurs réelles définie dans Q, on notera
g* la plus petite fonction s.c.s. qui majore g. On dira que
exp (x) est un module de plurisousharmonicité pour 0,
définie dans Q, si x est une fonction continue dans 0. est si
pour tout (ti, . . . („) 6 C" la distribution

ô2^ — n

S ——^^-exp(x) S \tj\2

^k bz^z^ y==i

est une mesure positive. Dans toute la suite on supposera que
w est de la forme w == exp (— 0). On dira que w est un
poids si pour tout entier k on a :

sup exp (— ^(^)) SQ^) < °o.
2GQ

Nous obtenons en particulier les résultats suivants.

THÉORÈME. — Si (0 — 2 log So){z) == /sup9,*\ Çz) pour
\ ieï 1

z e t2, où chaque <p, est p.s.h. dans un domaine d^holomorphie
O.i => Î2, la famille (9i)igi restreinte à 0. étant supposée
filtrante croissante et si de plus il existe une constante C > 0
telle que C S^2 soit un module de plurisousharmonicité pour <I>,

alors ^_J H2^, exp (— 9,.)) est dense dans H2^, exp (— <!>)).
iei

Lorsque 0, = G" ^ ^u^ rfe supposer que C 82 e5( un module
de plurisousharmonicité pour <I>.

THÉORÈME. — Soient 0. un ensemble connexe de G" et 0
une fonction connexe dans 0. telle que exp (— 0) soit un poids.
Alors pour tout p, 1 ̂  p ^ + °°î les polynômes sont denses
dans H^Q, exp (— <&)).

Nous obtenons comme corollaire d'un théorème plus géné-
ral le résultat suivant.

COROLLAIRE. — Si $ est p.s.h. homogène complexe d'ordre
p > 0 dans C71, i.e. <S>(uz) •== [ujPO(js) pour u e C" <°(
z e C'1. Ai!or5 ^5 polynômes sont denses dans

HP (exp (— 0)), 1 ̂  p ^ + oo.
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Pour étudier des conditions nécessaires d'approximation,
nous montrons le résultat suivant sur les fonctions p.s.h.,
ce résultat admet d'autres applications [11].

PROPOSITION. — Soit 0 une fonction p.s.h. continue dans
un domaine d^olomorphie û telle que 0(z) ^ — log 8o(z)
et exp (— 0) lipschitzienne dans û; alors

<D(^)= /supCylogKIpz)

pour tout z G ti, où Cy > 0 et où Oy son( des fonctions
holomorphes dans û.

On montre alors qu'une condition nécessaire pour que
H(û'), l'espace des fonctions holomorphes dans Q' D Q,
soit dense dans H^Q, exp (— /cO)) pour tout entier positif /c,
est que, exp (— 0) étant un poids, on ait

<D(z) == /sup^logi/;.!)*^), z e Q ,

les Ci étant des constantes positives et fi des fonctions
holomorphes dans û7.

Les cas où cette condition est suffisante sont étudiés dans
la suite.

2. Approximation dans un domaine d^holomorphie
pour les espaces H^û, w).

Nous utiliserons à plusieurs reprises les deux théorèmes
suivants dus à L. Hôrmander [7].

THÉORÈME 1. — Soient 0. un domaine d'holomorphie de
C", 0 une fonction p.s.h. dans Q et exp (x) un module de
plurisousharmonicité pour 0. Pour toute forme

g e 1 (̂0, loc), q > 0,

telle que ôg = 0 et L |g|2 exp — (<D + x) d\{z) < oo, ^
existe u e L^g_i)(t2, loc) telle que ïu == g et

(1) î^ |u |^exp(-0)^ ^ / jgpexp-^+x)^.

Les notations sont celles de [7] et [8].
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COROLLAIRE 2. — Soient 0. un domaine d^holomorphie de
C71, 9 une fonction p.s.h. dan5 Q, g e L2?^^, loc), ç > 0,
a^ec ôg == 0 et F |g|2 exp (— 9) d\ < oo. Alors il existe
u e L^q^ÇQ., loc) vérifiant ou == g et

(2) î f |u]2 exp (- 9) 8^ 1 F [g|2 exp (- 9) dX.
Jû ^ Jû

Démonstration. — II suffit d'appliquer le théorème 1 avec
0 =9 +21og(l +N 2 ) . On a

2 -Ô 2 ^-^^2S -^^log(l+|^|2)^^2 M2

^ ^ ô ^ . ô z ^ ^ ^ ô z ^ ô ^ (1+|^|2)2

d'où
exp (- $) == exp (- 9) Sg

^
et exp — (0 + x) == — exp (— 9).

Donc (2) se déduit de (1).

PROPOSITION 3. — Soit 0 une fonction positive dans un
domaine d^holomorphie ii. On suppose que

0(z) -21og8Q(z)=/sup9A a l s (^ )
\ i-ei /

pour z e 0, où, pour chaque i e I, 9^ est une fonction p.s.h*
positive dans un domaine d'holomorphie t2; => Q. La restric-
tion de la famille {^1)1^1 à 0, est supposée filtrante croissante.
Alors pour f e H^û, exp (— 0) il existe une suite de fonctions
appartenant à {_J H2^, exp (— 9,) 8^) qui converge vers f

iei
dans H2(û, exp (— 0) 8^ 8g).

Démonstration. — D'après un lemme de G. Choquet [9],
il existe une suite i(m) d'indices tels que la suite 9^) soit
croissante et fsup 9^)\* = fsup 9^* dans Q. Soit (K^ngN

\ m ^ ) \ iei 7
une suite exhaustive de compacts de Q. et (a?) une suite de
fonctions %700 à support compact dans iî, 0 ^ a^ < 1, a^
valant i sur un voisinage de Kp. En convolant la fonction
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/ x \caractéristique de Kp avec e"71? ( — ) où p est une fonctionx
£

<^00 à support compact égale à 1 sur un voisinage de l'origine,
on voit qu'en choisissant e en fonction de Kp, on peut cons-
truire une suite a? qui vérifie de plus la condition

^ 2
(3) 5 -£ (z) < C(l + Wz))2

K^n ÔJ^

où C est une constante indépendante de p.
Posons gp = ô((Xp/*) === /'ôap; gp est une forme différentielle

de type (0, 1) à coefficients dans ^J°(Q). Soit I(p) défini
par

W = Jû l&l 2 ^P (- 0) ̂  ̂  = f l^pl2 ^P (- <I)) ̂  dx-
D'après (3) on a

I^) ^ ^K lyi2 ^P (- (I))(1 + ̂  ̂ •
Or p

fe H^Q, exp (— 0)) et SQ < 1 donc lim I(p) = 0.
P>oo

Afin d'alléger les notations, désignons <p^) par 9^, ^^)
par 0.^ et posons :

I(p, m) == ̂  Igpl 2 exp (— cpj c;X.

Rappelons que sup 9^ == /sup y^\ * sauf sur un ensemble
m \ m )

de mesure de Lebesgue nulle [9]. Par suite, p étant fixé,
en appliquant le théorème de convergence monotone on a :

lim I(p, m) = f \gp\2 exp (— (sup <pJ) d\
CT>00 €/

== fa l&l2 ex? (-- ^"P 'P'")*) rfx

=^|g^exp(-<I))8h=I(p),

d'après l'hypothèse : 0 — 2 log SQ = ^sup <p,'\*.

Donc pour tout p, il existe un entier m{p) tel que

I(p, m(p)) < 2I(p).

Résolvons l'équation ou == gp dans le domaine d'holo-
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morphie Q^). D'après le corollaire 2, il existe une solution
Up vérifiant

Jû^> N2 ̂ P (- (̂p)) 8g ̂  < / |gpl2 exp (- y,̂ ) rfX
= I(P, ^(P)) < 2I(p).

Posons pp == /ap ~ Up. Alors ïv? == 0 dans Q^); par suite
Vp est une fonction holomorphe dans D^) et on a

An(p) N2 ̂ P (~- (̂P)) ̂  ̂  < oo

car il en est ainsi de u? et que f<x.p est à support compact.
De plus

Jû I/^P - ^pl2 exp (- <D) 8^ 8^^ = fM2 exp (- 0) 8^ 8^X

^ Jû l^pl2 exp (- 9,̂ ) 8g rfX < 2I(p),

or /a? est arbitrairement proche de f dans

L2(û,exp(<D)8û8g).

Par suite v? converge vers f dans H^û, exp (— 0) 8^ 84).
Cette proposition a été démontrée par B. Taylor [12]

lorsque ii = C^ sous dés hypothèses plus fortes sur 0.
Remarquons qu'on peut remplacer dans l'énoncé la fonction
8Q par une fonction lipschitzienne strictement positive et
tendant vers zéro sur le bord de iî.

THÉORÈME 4. — Soit 0 une fonction p.s.h. positive dans le
domaine d^holomorphie û. On suppose que exp (— 0) est
un poids vérifiant les conditions suivantes :

a) 0(z) == fsup ç,)*(z) pour z e Q, où les y. sont p.s.h.
\ iei

dans Qf, domaine d^holomorphie contenant Q. et où la res-
triction de la famille 9, a û est filtrante croissante.

b) II existe une constante C > 0 telle que C 8^2 soit un
module de plurisousharmonicité pour 0.

On suppose de plus que

c) — log 8û(z) = /sup ^\*(z) pour z e D, où les ^ sont
\ ieî /

p.s.h. dans 0.^ et la restriction de la famille (4^) à Q est
filtrante croissante,
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Alors t^jH^Û^ exp (— cpi)) est dense dans

?(0, exp (- 0)).

5i on suppose que (9»), (^) sont définies dans G" et que
exp (9,) et exp (^) 5on( à croissance polynomiale alors les
polynômes sont denses dans H2^, exp (— 0)).

Démonstration. — Comme dans la démonstration de la
proposition 3 posons

^-Jûl^l2^-0)8^
I(^ r)==Jûl^2exP(- ro)8û^

où 0 < r < 1 et g, = ô(a,f).
On voit facilement que lim I(p, r) == I(p) ; donc pour tout

4 r->l
p il existe -̂  < r(p) < 1 tel que I(p, r(p)) < 2I(p). D'après

^
le théorème 1 et l'hypothèse b) faite sur 0 il existe une solu-
tion Up de l'équation ou = gp dans û vérifiant

jju,|2 exp (- r(p)<D) dX

^ ^Jû'^2 exp (^ r(p)<t>) 5Û dx ^ ̂  I(p)<

En effet C/2 8Q2 est un module de plurisousharmonicité pour
j[

r(p)0 puisque r(p) > -,.- En posant Vp = /a? — Up alors
^

ô^ ==0 et on voit qu'on peut approcher f dans

IP(Û, exp (- 0))

par des fonctions qui sont dans \_J H^tï, exp (— r0)). Il
r<l

nous suffit à présent d'approcher les fonctions de

H^û, exp (— ro0)), ro < 1.

Or (roO — 2 log 8û)(z) = (sup (ro9. + 2^)^(2) pour z e Q,
d'après les hypothèses a) et c). La proposition 3 permet d'affir-
mer qu'on peut approcher une fonction h e H^tî, exp (—^oO))

par des fonctions de \_J H^û,, exp (— ro<pi — 2^) 8g) et ceci
iei
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pour la norme de l'espace H^ti, exp (— ro0) 8^ 82). Or,
puisque, pour tout k > 0, sup exp (— 0) S^Çz) < oo, la

zeQ
convergence dans l'espace H^û, exp (— ToO) S^S2) implique
la convergence dans H^îi, exp (— $)). Pour terminer la
démonstration, il nous suffit de montrer que les fonctions de
H2 (exp (— 7o<pi — 2^() 8^) sont des polynômes si exp (y;)
et exp (4/i) sont à croissance polynomiale. En effet, si f appar-
tient à cet espace, il existe par hypothèse un entier k > 0
tel que f i f l ^ l + H2)-^ < oo. On a alors

1^)1 2^ ^f^\f(z+urdHu)

^cn L<i 1^ +u^1 +1" + u^k(i +^+ ̂ Y^W
^ sup (1 + \z + u)2)^ f \fW{l + 1 Çl2)-^ d^)

lul^l l/

^ M(l + H2^

donc f est un polynôme d'après le théorème de Liouville.

Exemple 5. — Soit U un ouvert borné de C'1 et p une
fonction de classe ^2 strictement plurisousharmonique dans
U. Posons t2 == {zfz e U, p(js) < 0}, on suppose U => t2;

^
alors tî est strictement pseudoconvexe. Posons 0 == — —;

p
$ vérifie les hypothèses de la proposition 4, car c'est la
composée de p avec la fonction h{x) === — x~~1 qui est convexe
croissante sur R^-. Donc $ = sup (a,p + P() où a, et (^
sont des constantes, o^ > 0 et oc^p + p, est p.s.h. dans U.
De plus on a

ôôO ^ p~2 ôôp ^ cp-2 ^ c So2.

Donc 0 vérifie l'hypothèse b) et il est clair que exp (— 0)
est un poids. Par suite les fonctions holomorphes dans U
sont denses dans H^û, exp (p~1)).

THÉORÈME 6. — Soient 0 un ouvert connexe de Cn et 0
une fonction connexe dans fi telle que exp (— 0) soit un
poids; alors pour tout p, 1 ^ p ^ + oo, les polynômes sont
denses dans H^ti, exp (— 0)).

Lorsque ii = G" ce résultat est démontré dans [12] en
utilisant des fonctionnelles analytiques; notre démonstration
est cependant différente même dans ce cas.
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Démonstration. — Nous allons faire d'abord la démonstra-
tion pour p = 2. On peut toujours supposer que 0 ^ 0 ,
0 e Q et 0(0) == 0.

Soit ( > 1. La convexité de 0 permet d'écrire

<&(js) < r1^) + (1 — r1)^)
ou encore

(4) O(^) ^ (0(z).

En particulier $(z) > R"1] z| 0 ( -r-. h par suite il existe e > 0
\pl/

tel que 0(z) ^ e|z| pour [z| assez grand, sinon 0 serait
nulle dans une direction donnée et exp (— 0) ne serait
pas un poids.

Posons pour r < 1 fr{z) = f{rz) ; la fonction f^ est définie
dans Q,== r^Q ^ Q. On a

^ |/',(̂  exp (- O^)) dX = r-2- ̂  \f{z^ exp (- 0(r-^)) dX;

or
X,û(z) exp (-(D(r-^)) ^ XQ exp ("- ̂  <D(z)') < XQ exp (-O(z))

où XQ désigne la fonction caractéristique de û.
D'où, en appliquant le théorème de convergence dominée

de Lebesgue, |]/̂ || -> ||f|[ quand r-> 1; par ailleurs fr con-
verge vers /* ponctuellement. La boule unité de l'espace
H^Q, exp (— 0)) étant faiblement compacte, on voit que
[ ] ^ — ^ [ ] tend vers zéro quand r tend vers 1$ de plus

f, e H^r-^, exp (0,)).

Nous avons besoin du lemme suivant.

LEMME 7. — Soient 0. un ouvert convexe et ^ une fonction
convexe sur t2 telle que ^{z) ^ e]z|. Alors il existe une suite
^ de fonctions p.s.h. dans C71 telles que exp (^) soit à
croissance polynomiale et ^{z) = sup ^/c(z) pour tout z e Q.

/c

Supposons le lemme démontré et achevons la démonstra-
tion du théorème. Il est clair que

0 - 2 log SQ = sup ((<D - 2 log rfo), 0 + 2 log (1 + M2)).
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Or, $ — 2 log CÎQ est convexe puisque 0 l'est et l'hypothèse
i2 convexe équivaut à — log (IQ convexe. De plus

0 — 2 log (IQ ^ e'jzl

comme on Fa vu, puisque —log d^z) ^ — l o g j z — a | .
D'après le lemme 7, 0 — 2 log d^ et O s'écrivent comme
enveloppe supérieure de fonctions p.s.h. dont l'exponentielle
est à croissance polynomiale; il en est donc de même de
0 — 2 log SQ et de 0 ^ — 2 log S^Q, puisque r-^ est
convexe. D'où 0 ^ — 2 log S^Q = sup (p/, avec exp (9^) à

A
croissance polynomiale. La proposition 3 permet d'affirmer
qu'on peut approcher f^ dans l'espace

H^(r-^,exp(-0,)8^8g)

par des fonctions de {_J H2 (exp (— 9,) 8g) c'est-à-dire par
i

des polynômes, comme on l'a vu dans la démonstration du
théorème 4.

Il suffit de remarquer que la convergence dans

H^-^exp^O,)^^)

implique la convergence dans H^û, exp (— O)).
Or

(5) d^Q{z) ^ a > 0 pour tout z e û.

En effet, il existe une boule de centre 0 et de rayon (3 conte-
nue dans Q. Donc si z e Q, on a pour |Ç| ^ (3(1 — r)

z + Ç = r[r-^] + (1 - r)((l - r)-1!:) e r^û

d'où l'inégalité (5). On a vu (4) que pour r < 1,

0(z) ^ r-1^).
Par suite

exp (— <D(z)) ^ exp (— r-1^^))
= exp (- d),(z)) exp (1 - r-1)^) ^ C exp (- î),^)) S2-^ 8g

puisque ^-iû(jz) ^ a > 0 et <l>(js) ^ £|;s|.

Démonstration du lemme 7. — ^ étant convexe, d'après le
théorème de Hahn Banach, ^ ^ sup (Re<z, w^) — a,),
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v.j e C, Wj e G". Il nous suffit donc de montrer que dans C
la fonction 9 = sup (e[z|, a;), où x = Re z, s'écrit comme
/sup 9^\ avec ç/, sous-harmonique dans C et exp (9^)
à croissance polynomiale.

En effet, ^ = sup [sup ((Re<z, w^>) — a,, e|z|] et en uti-

lisant une rotation on se ramène au cas où w^ = (w9, 0, . . . 0).
Remarquons que£M = ï (10^ H îF) = ̂ p ̂

La fonction 9^ est sous-harmonique et exp (9^) est à
croissance polynomiale.

Soit 6 une représentation conforme de l'angle s|z| < x
sur le demi plan supérieur

(6) 6(z) = ^ïzP.

Si Im z > 0, posons

(^lw=ïL^^-dl où ^=-+i•'•
On voit que (9N o Ô-^Ç^) ^ p log4-1^| + C donc que l'intégrale
est convergente. On voit facilement que log4' |(| == inf ((<°5)-1^),
par suite s<i

Kï^^^+^j'.^b*
^A+g^J'(,^)).' '^y.=A+pReM(«)-.

D'où il résulte que

(7) KÎT^)^)! ^ A+plog+|^|.

Posons 9^(2) == (f>y{z) si £[^[ > a; et ^y{z) = (9^ o 6-1) o 6
si £|z| ^ x. On a 1^)1 ^ Ai + Ag log+[z| d'après (6) et (7)
et 19^(^)1 ^ 9(2).

Remarquons que

(8) ï7^e^) ^ ÇN o e-i(^),
par suite ^(z) ^ 9w(^) voir lemme 8. Donc ^y est sous-
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harmonique dans G et à l'intérieur de l'angle x > s|z|,
elle est égale à la solution du problème de Dirichlet avec
donnée au bord y^. De plus 9(2;) == sup ^y{z), car en fai-

N

sant tendre N vers l'infini on voit que la solution du pro-
blème de Dirichlet, dans la construction choisie, avec pour
donnée au bord y^ converge vers la solution du problème
avec pour donnée au bord x et que cette solution est égale
à x.

L'inégalité (7) et la relation (6) permettent de voir que
exp (9^) est à croissance polynomiale.

Remarquons que la conclusion du lemme 7 reste vraie
pour la fonction 4'01? a étant un nombre strictement positif
et ^ une fonction convexe vérifiant ^i(z) ^ e\z\ pour un
s > 0 donné.

Pour écrire l'inégalité (8) nous avons utilisé le résultat sui-
vant : soit h une fonction sous-harmonique dans le demi-
plan supérieur, continue dans le demi-plan supérieur fermé.
On suppose qu'il existe k > 0 tel que

0 ^ h{z) ^ /clog(l +H2) .

Notons Ph l'intégrale de Poisson de la fonction h, i.e.

ph(,) = JL r h^ di[ ) ^ JR {x - tY + ̂
On a alors h < Ph,

Nous allons démontrer un résultat un peu plus général.

LEMME 8. — Soit u une fonction sous-harmonique dans
le demi-plan supérieur continue dans le demi-plan supérieur
fermé. On suppose que

r \ii(i\\ \ /l7t

( rj~ï dt < °° !"" — ( u+(r^) sin 9 d'y = 0.
i/R J- "l t r-> oo r JQ

Alors u < Pu où Pu désigne Vintégrale de Poisson de u.

Démonstration, — Soit z e C avec Im z > 0. Désignons
par (A? la mesure harmonique, relative au point z, du demi-
disque centré en 0 et de rayon R contenu dans le demi-plan
supérieur.
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On peut calculer explicitement (JL?. Pour R assez grand,
on a alors :

^^r^::^^^^
+2y^JR^|z|-)R^

" Jo IRe'î'-zpIR^-zl2

Majorons la dernière intégrale en remplaçant u par u+.
Les hypothèses faites sur u permettent de passer à la limite
en faisant tendre R vers l'infini; d'où il résulte que u ^ Pu.

Ceci achève la démonstration du théorème pour p = 2.
Faisons la démonstration pour p = = + 0 0 - Si r < 1 on a

|/-,.(z)| exp (- 0) < |/-(rz)| exp (- r-i<D(rz))

puisque <I>(rs) < r0(z). Donc f,. e H°°(û, exp (— 0)) et /',
converge vers f quand r tend vers 1.

Pour r ' > r, /', e H^r^Û, 20,,). En effet

O(r'z) ^ r<- <I>(rz),

d'où

|/-,(z)|2 exp (- 2<I>(r'z)) < \fW exp (- 2 -̂ - <I»(rz))

qui est intégrable puisque ^(z) > e|z| et r'/r > 1.
Par suite, il existe une suite de polynômes pj qui converge

vers fr dans H^r'-1^, 20,.,), c'est l'application du théo-
rème pour p == 2. Or si z e t2 on a vu que z + î e r'-^û
pour [Ç| <S p(l — r') = ri. Il en résulte que

\frW - pW < Cr,-2- f^ \Uz + Ç) - p,(z + ̂  dX(Ç)

< Crr2» ̂ u^ exp (2<D,,(z + î)) L^ l/^)
- p,(î:)j2 exp - (2<D,,(!:)) d^)
< Cr^2»exp(2<I>(z))^

où
^ = ̂  l^(î:) - P^)12 exp (- 2 ,̂(!:)) rfÀ(Ç).

En effet, <I),,(z + ^ < 0(z) + A(r') car
0(r'z + r'^) < r'<&(z) + (1 - r')(D(r'(l - r')-^)

^ r'<I>(z) + A(r').
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D'où il résulte que pj converge vers fr dans

H°°(Q, exp (- <&))
puisque lim s^ == 0.

j>w

Pour démontrer le résultat, lorsque 1 < p < oo, on se
ramène selon la même technique au cas p === 2.

3. Approximation pour les algèbres 0(8).

Nous avons défini l'algèbre (P(8) au paragraphe 1, 8
étant une fonction lipschitzienne positive telle que 8 < 80.

THÉORÈME 9. — 5i — log 8(z) = /sup <p^*(z) pour z e i2
\ i e i / ^

a^ec y, p.s.h. dans un domaine d^holomorphie î^ => tî et si
la restriction de la famille 9^ a Q est filtrante croissante^
alors on peut approcher les fonctions de E(/c, 8) pour la norme
de E{k + 2n + 4, 8) par des fonctions de

U H2^., exp (~ 09,) 8g),
iei

avec c = 2k + 2n + 3.

Démonstration. — Soit ïï == {js/z e C71; 8(z) > 0}. On a
8(z) < Sû(z) pour tout z. Dans la démonstration de la pro-
position 3, on peut supposer

S ^N c{i + 8-^.
t ôzj

Par suite étant donné fe E(/c, 8) qui est inclus dans
H2^, 82fc+sîft+l), on peut l'approcher dans H^û, 82fc+2ft+7)
par des fonctions appartenant à l J H2^,, exp ( — ^ 9 i ) 8g).

iei
II suffit pour terminer la démonstration de voir que

H^Q, 82fc+2ft+7)

s'injecte continûment dans E(/c + 2n 4- 4, 8).
En effet on a :

(9) l/^)!^2^2^) ^ (volB,)-l^J/•(z+Ç)|282/c+2/l^(z)^(^:)
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où B^ désigne la boule de centre z et de rayon -~- 8(z).
Mais B^ est contenue dans û, car -

|8(z)-8(^+î:) | ^ -l-S(z)

si |Ç| ^- j-8(^); donc 8{z + Ç) > 0 si ^ + î e B,.

De (9) on déduit
|/W S^)2^2^ ^ ^8^)-2n^|^,^ S^)2^2^7^')

c'est-à-dire

U/ll^n-M ^ ^ (/1/W s^^d^)).
Introduisons une définition de la densité dans (P(8) qui

soit plus fine que la notion de densité pour la structure bor-
noiogique.

DEFINITION 11. — Un sous-espace F est dense dans <P(8)
s'il existe une constante y > 0 telle que pour tout k, on peut
approcher les fonctions de E(/c, 8) par des éléments de F et
cela pour la norme de Vespace E(/c + Y? 8).

COROLLAIRE 12. — Soit i2 un domaine de G". On suppose

que £i == | ] Q, où chaque t2. est un domaine d'holomorphie.
iei

Alors LJ^(8Qj est dense dans ^(8^).
ici

En particulier, si Q = t2 et t2 est un compact polyno-
mialement convexe, les polynômes sont denses dans ^(8^).

Démonstration. — Puisque Q == |\ t2,, on a
iei

8o(z) = inf 8^.(z)

pour z e £ î . D'où — log S^z) == sup (— log 8^(2;)), z e û ;
ici

or -— log 8^ est p.s.h. dans t2, puisque il^ est un domaine
d'holomorphie. Donc [^J ^(8^) est dense dans O(SQ) au sens

iei
de la définition 10, ceci d'après le théorème 9.
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Si i2 est un compact polynomialement convexe, on a
^ = f | ^p où chaque Op est un polyèdre analytique et

P
t2 === t2 = j j t2p. Le théorème d'approximation d'Oka per-

P
met d'approcher les fonctions de ^(SQ ) par des polynômes
uniformément sur t2.

Exemple 13. —Dans C2 considérons le domaine d'holo-
morphie

^ = {(^1, ^2)| (^1, ^2) ^ C2; |Zi| < [Zaï < 1}.

On montre que S^(z) = d^{z) = inf [(1 -- j^ l ) , jz^ — [^j].
Or

( i -Ny-^supr s l^l^N LO^P^N J
et

(N - l^il)-1 = sup |Pru î, ̂ )| ; N = 1^1 = 1
N, \i, \t

OÙ

PN.X,^I,^)= S (W^)-^.
O^P^N

D'où il résulte que pour z e œ, on a

- log8^)=(suplogl^)(^)

avec ^ holomorphe dans C^C X {0} = Q, donc H(iî)
est dense dans ^(8(0). On voit facilement que les polynômes
ne sont pas denses dans ^(Sço).

4. Approximation de fonctions entières.

Dans ce paragraphe on suppose que 0 est une fonction
positive p.s.h. dans C'1, telle que exp (— O) soit un poids,
i.e. pour tout /c, sup 8^(z) exp (— ^(^s)) < oo.

^ecs»

PROPOSITION 14. — Supposons que 0 vérifie les conditions
suivantes :

a) I I existe une constante C > 0 telle que C 82 soit un
module de plurisousharmonicité pour 0.
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b) 0 == /sup OA*, (D^ ^an( une famille de fonctions p.s.h.
\je3 1

dans G71 avec exp (0^) a croissance polynomiale.
Alors les polynômes sont denses dans H^exp (— 0)).

Démonstration. — Soit a une fonction de classe <^00 dans
G", 0 ^ a ^ 1 égale à i pour |z| ^ 1 et nulle pour |z| ^ 2.
Posons y.p{z) = aQo-1^). On a

(io) s ^r < c(i + izi2)-!.^ 0^1
En posant gp = ô(a^) où ^e H2 (exp (— 0)), et

I(P) = / l&l 2 exp (- <D)(1 + \z\2) d^z),

on voit comme dans la proposition 3 que lim I(p) = 0. Soit
P>ao

I(P, /) = f\gp\2 exp (-- 0,/2 - (D/2)(l + |^|2) ̂ .

On peut supposer comme on l'a vu que O, est une suite, et
qu'elle est filtrante croissante, puisque cela ne modifie pas la
croissance polynomiale de exp ($^) lorsqu'on prend la borne
supérieure d'un nombre fini de fonctions de ce type.

Pour p fixé on a lim I(p,/) == I(p). Donc pour tout p,
J-> oo

il existe /(p) avec I(p,/(p)) ^ 2I(p). Résolvons dans C71

l'équation

(11) ou - g,

pour la fonction (pp = -AE) + —; 9^ admet comme module
2i 2i

de plurisousharmonicité exp (x) == c (1 + [z[2)-1 d'après
2i

l'hypothèse a). D'après le théorème 1 il existe une solution
de (11) vérifiant

f \Up\2 e^p {—^p) d\

^ 2 f\g^ exp (- <p,)(l + |z|2) d\ ^ A l(p).
^ J c

Si ^p == v.pf — Up, on a ô^, == 0. On voit comme dans la
proposition 3 que ^p converge vers f dans H2 (exp (— O)).
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Les fonctions Vp appartiennent à L J H2 ( exp ( — —^— — —^ ) ]•
J \ x f /

II nous suffit donc d'approcher les fonctions

"H.(.xp(-t-1*))

par des polynômes. Or l'hypothèse fc) montre que

0 , <&, / 0, , OA*
-T+^=(sup-^+-^).

En reprenant le raisonnement de la proposition 3, mais avec

a^=a(p-^), on voit que U H2 f^P f-^ - ̂  8^
J'ej \ \ ^ ^ 1 1

est dense dans H2 ( exp ( — -7— — -^ ) ) pour la norme de
\ \ ^ ^ //

H2 ( exp ( — —,— — -Js ) 5o )• Or la convergence dans cet
\ \ . ~ 2 / /

espace implique la convergence dans H2 (exp ( — 0 ) ) ; en
/ 0 0 \effet exp (— <D) ^ c^ exp ( — -,— — -Js ) 82 puisque
\ 2 Z /

( l+Wexp^)
/ ^ \étant à croissance polynomiale est majoré par c^ exp ( — -7.- )•
\ Â 1

Enfin les fonctions de H2 ( exp ( — -J- — -Ja ) S2 ) sont des
I A \ \ 2t 2t / /polynômes. v v /

Remarque 15. — Si on ne conserve que l'hypothèse

0 = (sup O^)*

où Oj est p.s.h. dans G" la famille Oy étant filtrante
croissante, on peut approcher les fonctions de H2 (exp — 0))
pour la norme de H2 (exp (— 0) 82) par des fonctions de

U H2 (exp (- 0,) 8§).
Je 3

Exemple 16. — Si 0(z) = Iz l 2 0 ^ + <p(z) où a > 0 et 9
une fonction convexe avec <p(z) ^ s|z|, les polynômes sont
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denses dans H2 (exp (— 0)). En effet ôôO > ôôj^^ et

ô2!^206 - ra -
S —— ̂  = ̂ l2^ + ̂  - IN2^ S ̂ l2
kj ^Z^Zj j=l

^ ^l+N2)-^!2.
/ N M2<xp.

Or \z\2(ï = suplog( V 1 ' }, donc 0 = sup 0., 0, véri-
N__ \ o P ' / __ ^

fiant les conditions de la proposition 14; pour 9 il faut
utiliser le lemme 7.

COROLLAIRE 16. — Soit $ une fonction p.s.h. dans G",
telle que exp (— 0) soit un poids. On suppose de plus les
conditions suivantes.

a) 0 == (^P 0^ où chaque 0^ est p.s.h. dans G",
exp (<S>i) étant à croissance polynomiale.

b) I I existe une constante B telle que pour tout X,

1 < x ^ 2,

on ait d>(Xz) ^ 0(js) — B.

c) Pour tout À, 1 ̂  X < 2, il existe une constante A(X)
telle que

0(Xz) ^ (D^+log^+M 2 ) - -^ ) .

Afor5 Zê5 polynômes sont denses dans H2 (exp (— 0)).

Démonstration. — Posons fr{z) == f{rz). On voit grâce à
l'hypothèse b) que /*,. converge vers /' dans H2 (exp (— 0)).
(Même démonstration que pour le théorème 6). Il nous suffit
d'approcher fj. par des polynômes. On peut supposer la
famille 0^ filtrante croissante; d'après la remarque 15 on
peut approcher f^ par des polynômes pour la norme de
H2 (exp (— Oy.) ^2)- O1* l'hypothèse c) montre que

exp (— 0) ^ C, exp (— 0,) S2

donc les polynômes sont denses dans H2 (exp (— O)).

PROPOSITION 17. — On suppose que 0 vérifie les conditions
a) et b) du corollaire 16 ainsi que les deux conditions suivantes.
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c') Pour tout 1 < À ^ 2 il existe une constante C(X)
telle que

O(^) > 0 ^ ) + n l o g ( l + | ^ | 2 ) - C ( X ) .

ÊÎ) Pour tout r < 1, iZ existe une constante B(r) ^Me que

Ô(rs) - <&(z) < B(r)
où

0(Ç) = sup (D(î: + ̂ ).
M^I

AZors pour tout p, 1 ̂  p ^ + oo, Ze$ polynômes sont denses
dans ]-P (exp (— 0)).

Démonstration, — L'hypothèse 6) montre que || frïp-^ 11/11 p
lorsque r tend vers 1. Il est clair que fr converge ponc-
tuellement vers /*, par suite d'après [6] p. 208 fr converge
vers f dans I-P (exp (— 0)), 1 ̂  p < oo.

Lorsque p = + oo on a

\f(rz}\ exp (- 0(z)) < exp (B)\f{rz)\ exp (- 0(rz)).

Donc fr e H00 (exp (— 0)) et /'r converge vers f dans cet
espace.

Poursuivons la démonstration lorsque p = + °°*
Nous allons approximer f^r < 1. Soit 7*0 < r1 < 1

1/^)| < exp (B)||/1L exp (<D(rz))

[/•,(z)p exp (- 2$(r'z)) ^ exp (B)[|/'L exp (- 2<D(r^) - 2<S>{rz))
or d'après c7)

^(r'z) > 0(rz) + n log (1 + H2) - A (-^

Donc
[^)|2 exp (- 2<D(r /z)) ^ a||/'[|,(l + Irzl2)-2-1,

d'où on a fr e H2 (exp (~ 0^'))
Oy.' vérifiant les hypothèses du corollaire 16. Par suite il

existe une suite pj de polynômes tels que sy tende vers
zéro lorsque / tend vers l'infini, où

^ - f \f{rz) - pW exp (- 2<D(r'z))
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Mais \fr — pj\2 étant plurisousharmonique, on a

l/^) - PW ^ V^ f^ \f^z + u) - p/^ + u)p rfX(u)

^ ^J^J^+^-^+^l2
exp (- 20,,(z + u)) exp (20,,(r + u)) rfX(u)

< V^ exp (20,^))^

V^ désigne le volume de la boule unité dans G".
D'où

exp (- 0(z))|/^) - p^}\ ^ V^ exp [Ô,,(z) ~ <I>(z)]e^

l'hypothèse rf) montre que pj converge vers fy lorsque /'
tend vers l'infini puisque Ô^) — ^(^ ^st borné.

La démonstration pour 1 < p < oo suit les mêmes étapes.

Exemple 18. — Si 0 est positivement homogène d'ordre
p > 0, c'est-à-dire vérifie 0((z) = (P0(z) pour tout t > 0,
les conditions fc), c') et d) sont vérifiées. C'est clair pour les
conditions b) et c'). Pour d) soit r < 1 et |u| < 1, on a

0(rz + u) = \rz + ^PO ( r z + u^ = \rz + ulPO(oc)
\ 1 r z + u! /

où |a[ = 1 et 0(z) == |z|PO(p) avec (3 == z\z\-1. D'où il
résulte que

<D(rz + u) — 0(js) = jrz + u|FO(a) — |zp<I>(P).

Or on a
^ _ p| ̂  |(r|z|-(rz+u)| ^ H ,

|rz + ̂ | |^+ ̂ |

r étant fixé; on voit que [a — j3| est arbitrairement petit
pour [z| assez grand, indépendamment de u. Donc si s > 0,
0(a) ^ (1 + £)^(P) pour \z\ assez grand, par suite

Ô(^) _ (D(^) ^ o(p)[(l 4. ,)([^[ + I)P _ ^[p] ^ B(r)

si ^(1 + e) ^ 1.

COROLLAIRE 19. — Si 0 ^ p.5.A. homogène complexe^
d'ordre p > 0 i.<?. $i 0(uz) = [u|^0(z) pour tou^ u e C e(
2 € C". Alors les polynômes sont denses dans H^ (exp (— 0))
pour 1 ̂  p ^ + °°-
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Démonstration. — Comme on vient de le voir, il suffit de
vérifier la condition a) de la proposition 17. Il est clair que 0
est positive et d'après [9], th. 2.5.1 log 0 est p.s.h.. Or

/ N ^>p\ ^ / N 0p\
0 == sup log ( ^ —. )» la fonction ON == log ( ^ —. ) est

N \ 0 P - / /OA \ 0 P •/
p.s.h. car il en est ainsi de log ( —7 ) pour tout p, de plus

exp (ON) est à croissance polynomiale. La proposition 17
permet de conclure.

Remarque 20. — Signalons une extension du théorème 6.
Soit 0 une fonction convexe dans G" telle que exp (— 0)

soit un poids. Si a > 0, alors pour tout p, 1 ̂  p ^ oo, les
polynômes sont denses dans H^ (exp (— 0°^)).

En effet, comme on l'a remarqué à la fin du lemme 7, la
fonction O'3^ vérifie l'hypothèse a). De plus, si on suppose
0(0) ==0, on a 0°^) > ^O^) pour ( > 1 car 0 est
convexe. Cette inégalité permet de vérifier que les conditions
b) et c ' ) sont satisfaites.

On peut supposer a < 1, car si a ^ 1 la fonction O"
est convexe et le résultat est alors un cas particulier du théo-
rème 6.

On a vu que Ô(rs) ^ 0(z) + A(r), puisque 0 est convexe.
D'où l'on déduit lorsque a < 1

O^rz) < O^z) + A^r).

Donc la condition d) de la proposition 17 est satisfaite.

5. Conditions nécessaires d'approximation.

Nous allons montrer que si 0 est une fonction p.s.h.
continue, dans un domaine d'holomorphie Î2, qui croît assez
vite vers le bord de t2, elle s'écrit 0(z) = /sup ̂  log \a^\ \*{z)
pour z e 0. où ^ > 0 et a^ sont des fonctions holomorphes
dans Î2. Les conditions nécessaires pour l'approximation en
découleront. Pour cela nous avons besoin de quelques pré-
liminaires.

Dans [2], I. Cnop a démontré le théorème suivant.

THÉORÈME 21. — Soit SI un domaine (Kholomorphie dans
C", il existe des fonctions UQ, Ui, . . ., u^ définies dans C71 X Q
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telles que, pour tout s e C^ u,(s) soient des fonctions holomorphes
dans û et vérifient

(11) (^i - ̂ MS, Ç) + ... + (^ - ,Ĵ  Ç)
+ Wuo(5, !:) = 1

pour tout (s, Ç) e C^ X û. De plus, il existe un entier N et
une constante M > 0, tels que

W)k(^)l ^ M pour 0 ^ ̂  n.
Nous en déduisons le corollaire.

COROLLAIRE 22. — Pour tout Ç° e ÔÎ2, il existe une fonction
/*eE(N,^), i.e. vérifiant S^\f\ < 1 ^He ç^ f soit non
bornée au voisinage de Ç°.

Démonstration. — En effet, si chaque u^0, ) était borné
au voisinage de ^° on aurait, puisque 8û(Ç°) == 0,

1 < Slu^o,Ç)||^-^| ^ KS|^~Ç?|

ce qui est impossible dans un voisinage de Ç°.

PROPOSITION 23. — Soit 0. un domaine d'holomorphie
dans C71. Il existe une fonction f holomorphe dans Q. et un
entier N, tels que sup S^{z)\f(z)\ < oo et que f ne soit bornée

z€^
au voisinage d'aucun point du bord de Q.

Démonstration. — Soit une suite de points dense sur la fron-
tière de û et soit (B .̂) la famille dénombrable de polydisques
de rayons rationnels centrés en ces points. Désignons par E,
l'espace des fonctions /*, holomorphes dans û, telles que

ll/'H^^supS^^I/1^) et \\f\^= sup \f(z)\
^eQ 2-eQnB^

soient bornées. L'entier N étant le même que dans le théo-
rème 21.

On norme l'espace E^ en posant |[/'[| = sup {\\f\\y, H/^);
c'est un espace de Banach.

Considérons l'application de restriction Ry : Ey -> E(N, Î2).
Cette application est continue et le corollaire précédent
montre qu'elle n'est pas surjective, il en résulte d'après le
théorème des homomorphismes que R/E^) est maigre dans
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E(N, i2). Il en est de même de la réunion L J R/E/). Soit f

appartenant à E(N, Q) et n'appartenant à aucun des R^(Ey),
il est clair qu'une telle fonction n'est bornée sur aucun des
Bj n û, c'est-à-dire au voisinage d'aucun point du bord.
En particulier û est son domaine d'holomorphie.

Remarquons que le théorème de I. Cnop permet d'associer
à chaque domaine d'holomorphie Q un entier N ^ 1 tel
que 0. soit le domaine d'existence d'une fonction f e E(N, t2).
Dans [11], nous étudions les domaines pour lesquels N == 0,
c'est-à-dire ceux qui sont domaine d'holomorphie d'une fonc-
tion bornée.

PROPOSITION 24. — Soit 0 une fonction p. s. h. dans i2,
continue, telle qu'on ait 0(z) ^ —log &û(z) et que exp (— 0)
soit lipschitzienne de rapport 1. Alors il existe une suite Oy de
fonctions holomorphes dans Q telle que

<S>(z) = /sup Cy log|ay|\*(z) pour tout z e Q avec Cy > 0.

Démonstration. — Considérons l'ouvert où
a = {(^ w) e C^ze t2, w e G, \w\ < exp (— 0(z))}.

Il est clair que d^Çz, w) ^ exp (— ^{z)) — \w\ et que

^û(^ w) ^ ^û^?0) —H-
Or ^(z, 0) ^ exp (— 0(z)) et si (z', w') ^ Q. on a

| z — z ' | +1^1 ^ exp(— 0(z))

car la fonction exp (— 0) est lipschitzienne et vaut 0 au
bord de Q.

Remarquons que l'hypothèse implique que |z| exp (— ^(z))
est bornée sur Q. ; donc on peut supposer

exp (— <&(z)) — H < 8 ,̂ w).

En appliquant la proposition 23, il existe fe E(/c, t2) dont
fî soit le domaine d'holomorphie. Considérons le développe-
ment de Hartogs de f [l],

f{z, w) = 2 a,{z)^ où a,(z) = 1 DY(z, 0).
v>o v l
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___ j[ \ *
Posons — log R(z) = lim — log |ay| ) (z). D'après un théo"

v v /
rème de Hartogs, la série ^ a^z)^ est définie et holomorphe

v
dans le domaine OR == {(z, w)\z eu, |w| < R(z)}. On a

Û c OR,

et t2 étant le domaine d'existence de /, on a 0 == QR,
d'où exp (— 0(z)) == R(z). Il en résulte que, pour tout
z e 0,

(12) (D(z) = - log R(z) == fimî ̂  log |a,|Y (z)
\ v v /

Puisque f e E(/c, S^) on peut supposer

sup s^z,^)!/1^,^)! ^ l.
(?, w)eQ

Or
\ /^27C

ay(z) = — J f(^ r exp (- ^(z))^)^ exp (vO^))^9 d6

avec r < 1; d'où
/»27C

|a,(z)| < (27^)-l^-v exp (v<Ï>(z)) ( SQ^Z, r exp - 0(z)^) ^6.
Jo

On a vu qu'on peut supposer exp (— (&(z)) — \w\ ^ SQ(Z, w);
par suite

/»2TC

|a,(z)| ^ r^ exp (v<D(z)) .(27r)-1 . ( (1 - r^exp (+ /c<D(z)) d6
Jo

d'où
|av(z)[ ^ r-^l - r)-^ exp ((v + W^)).

Pour v fixé, posons r = v(v + /c)~1 on trouve alors

K(z)[ ^ (v + k)^^-^ exp [(v + /c)O(z)].
Donc

(13) ^-^iogK,|av(z)l < <D(z)

où Ky == v^v + /c)-^4-^.

Nous allons montrer que 0(z) = (sup ———- log Kv|av|) (z).
\ y v + A* y



APPROXIMATION POLYNOM1ALE PONDÉRÉE 97

Or

7-hclog KVK(Z)1 = v^hclog Kv + 7:blog K(z)l ;

1et on voit facilement que lim —;—- log K, == 0 ; donc
V>ao V -|- A*

____ j[ ____ j[

Km ——, log K,|a,|(z) == lim ——, log |a,(z)|
v v -f- /f v V "y- K

== lim — log | a^\ (z)
v V

d'où le résultat, d'après les relations (12) et (13).

THÉORÈME 25. — Soit 8 une fonction positive définie dans
C^, lipschitzienne a^ec 8 ^ Sg et — log 8 p.s.h, dans

^ = {z/8(z) > 0}.

L'espace H^') est dense dans (P(8), au sens de la dé finition 11,
si et seulement si

— l o g 8 = (s^P^ log |^,1)*

am; c, > 0 e( /f e H(tî).

Démonstration. — Le fait que la condition soit suffisante
résulte du théorème 9, puisque Cjïog\fj\ est p.s.h. dans t^
et qu'on prend tous les û, égaux à tî'. Montrons que la
condition est nécessaire.

La fonction — log 8 vérifie les hypothèses de la propo-
sition 24, par suite

/ 1 \*(14) — log 8(z) == ( sup — log |a^| ) (z) pour z e t2.
\ ^ v /

On peut supposer aussi que

îim^-UogH) = sup (v-1 log | a,|).
v v

D'après (14), on a 8^)1^(2;)! ^ 1 pour z e 0, Le.

a , eE(v ,8 ) ;

puisque H(û') est dense dans 6?(8) il existe un entier
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Y > 0 et une suite de fonctions a^p e H(tT) tels que,
pour tout z e û

8m(z)|a^)-^^)| < p-i
donc

^ï(z)|a^|(z) < (1+P-1).
Par suite

.-^^g^+P^Kpl ^ -log s.
Or

1
q̂̂  log |a,(z)| < si^p log (1 + p-^KpKz).

Donc

îîm — log ja^ j == îim ——— log |a,iv v ^ y -̂ - y ° ' '

^ ^PT^^g^+P'1)!^?!^
et

- log 8{z) = (snp ̂ -^ log (1 + p-^Kjy^)

pour tout z e 0.
La démonstration montre que les polynômes sont denses

dans 0{S) si et seulement si — log 8{z) == (sup c, log lj^|)*(z),
les p^ étant des polynômes.

COROLLAIRE 26. — Soit 8 vérifiant les hypothèses du théo-
rème 25. Si c&Q2 est un module de plurisousharmonicité pour
— log 8 alors les conditions suivantes sont équivalentes.

i) H^) n H^Q, 8^) ^ rfen^ ^a^ H^ti, 8^ pour (ou^
entier k > 0.

ii) - log 8(z) == (sup c, log \f,\ y { z ) pour

z e û f, e H^') c. > 0.

Démonstration. — Si i) est vérifiée, H(t2') est alors dense
dans 6?(8). En effet

E(/c, 8) c—^ H^û, 82fc+2^+l) c_^ E(/C + 2n + 4, 8)

les injections étant continues, il suffit d'appliquer le théorème
précédent.
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Lorsque la condition ii) est vérifiée on peut appliquer la
proposition 4 pour en déduire i).

Je voudrais terminer, en remerciant J.-P. Ferrier avec qui
j'ai eu de nombreuses discussions, qui m'ont beaucoup aidé.
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