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THEORIE L’
DES SOMMES :TRIGONOMETRIQUES
. APERIODIQUES

~ par Yves MEYER

1.

Soient A = (A,)'Z une suite croissante de nombres réels
et Sp Despace vectoriel de toutes les sommes trigonométriques
finies f: R — C définies par

(1) f(t) = Za,e™

les coefficients a;, sont des nombres complexes et seulement
un nombre fini d’entre eux ne sont pas nuls.

Si A, =k pour tout k, f est 2n-périodique: pour tout z
réelona,s1 1 < p < + oo,

() Lt de= [T if@ d.

Le but de ce travail est de trouver par quoi remplacer (2)
st y=k+r, ou r, >0, [k|] >+ 0. Si p=2, Paley
et Wiener [1] ont montré qu’il existe une constante C = C(A)
telle que pour tout fe Sp, on ait

(3) Lo de < ¢ LT f@) de

x

pour tout x réel. La théorie L? est donc satisfaisante et la
théorie L?, 1 < p < 4+ o, est donnée par le théoréme 1
énencé ci-dessous.
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2.

Dans tout ce qui suit A = (3,)T2 est une suite strictement
croissante de nombre réels telle que

N—k=r,—>0(kl—> + )

et p appartient a I'intervalle [1, + «].

Soit @: R—[1, 4+ o[ une fonction paire, sous-multi-
plicative, c’est-a-dire vérifiant (s + ) < o(s)o(t) pour
tous les s < t, et croissante sur [0, + oof.

TutoriME 1. — Supposons que A, o et p soient définis
comme il vient d’étre indiqué et qu’il existe un entier n > 1
tel que «(t) = o(t"), |t|

Alors les trois propriétés suwantes sont équivalentes

(4) il existe un T > 0 et une constante Cy > 0 tels que

Vinégalité ( f I de) < Coo(a)( ﬁT|f(t)|pdt)”" ait lieu

pour tout x réel et tout fe Sy.
() Il existe une constante Cy > 0 telle que Uinégalité

(ﬁm+2mr If(t)lpdt)llp fzrm IP dt 1/p

ait lieu pour tout x réel et tout f e Sy.

(6) On peut trouver une constante C3 > 0 telle que U'inégalité

(ﬁz:: | Sa,einicei|p dt)llp z Cam(x)[(ﬁ% | Sa,e|p dt)l/p
+ (j;% |ZBawre e i) 4- - + (ﬁzﬂ [Zariiet(r dr)™]

soit satisfaite pour toute suite complexe (a)*% ne comportant
qu’'un nombre fini de termes non nuls.

Dans deux cas particuliers importants la condition (6) du
théoréme 1 devient plus maniable: n =1, p quelconque .ou
n>1ce p=-4 oo.

Si n=1, soit M, I'algébre de Banach des multiplicateurs
des coefficients de Fourier des fonctions de Lr[0,2n]. La
condition (6) s’écrit alors : (r,)*2 € M, et la norme de (¢")*2
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dans M, ne dépasse pas Czo(x). Or les progrés de la théorie
des intégrales singuliéres permettent de calculer effectivement
ces normes de multiplicateurs dans un grand nombre de cas
particuliers.

Si p= + oo, (6) signifie que pour tout z réel, on peut
trouver n fonctions f, ..., f,-; dans L1(0,2x) telles que

(7) pour tout kel,
et =14 fo + fl(k)rk + -+ faa(B)ry

cependant que

8) lfols + -+ + lfieals < Cao(a).

Par f(k) on entend —2% f " gt f(t) dt; la transcription
| 0

duale de (6) fournirait des mesures au lieu d’éléments de
Ll[O 27] mails nous verrons au § 4 comment se ramener
a ce cas. :

La preuve du théoréme 1 occupera les § 3 & 6. Des exemples
concrets d’application seront donnés au § 7.

3. Modification de A.

Soit A’ = (A,)*% une seconde suite strictement croissante
de nombres réels telle que

“(9) M =X\, si |k| est assez grand.

Nous allons montrer directement que si ’'une des propriétés (4)
ou () est satisfaite pour un choix de A, n, o, p, T et C,
1 < 1 < 3, cette méme propriété sera satisfaite pour A’, n,
o,p, T et Ci,1 <1 < 3: seules les constantes ont éventuel-
lement changé.

Passer de A en A’ peut se faire en un nombre fini d’étapes
au cours desquelles on change seulement la position d’un
point. D’autre part le probléme est invariant par translation
sur ‘A ou sur A’. On peut donc supposer que A = (A, )*%,
AN =), =N st bk # 0,0 = 0 (il ne sera pas ici fait
ysage de ce que A, — k — 0, |k| ). Montrons que si (4)
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est vraie pour A, alors (4) est vraie pour - A’. Dans ces condi-
tions,, on a le lemme suivant :

LemME 1 — On peut trouver une fonctwn h: R - C ‘nulle

hors de [0 T, appartenant G Lq[() T] et telle que
(10) ﬁ e Mh(t)dt =0 si k # 0, = 1 G =0

Dans le lemme 1, ¢ de51gne l’exposant conjugué de p

‘Pour prouverle lemme 1, appelons :¢ s R — C une fonction
de la classe & de Schwartz dont la transformée de Fourier
vaut 1 en. Ao et 0 en 7\,‘, k#0. On a alors pour tout

f(t) = Zaye™ € Sy, ag = [ f(— t)e <>dt qui implique
(1) la < 3 "-*"‘;"J_t|;¢ o ae < o) ([ 'T"*d‘ym

grace a (4), a la crmssance lente de .o(z). et .la décroissance
raplde de ¢. Le lemme 1 decoule par dualité de (11). .

Lemme 2. — On peut trc‘;uver’ une ’fonctiorn‘ h: R - C,
nulle hors de [0, T], appartenant a L0, T] et telle que

(12) ﬁr h(t) dt =1, | j;T e—'i)\kt it(t) B—=0 si k< 0.5

Appelons en effet H':-C»'CWI:; fonction entiére définie par
H(z) = j;T e-"h(t) dt; H -n’est pas identiquement nulle car
(10) interdit & h de l'étre. Si H(0) # 0, on pose h = ch
et pour une valeur bien choisie de la constante, ¢  on.a (12).

51 H(0) =0, 'qnlljempla’(;e' h par”-izl‘ définie par

hft) = J . Hs) ds.

Alors H est remplacee par Hl( ) = (Lz)—lH( ) et si
H,(0) # 0, on pose h = ch;. Si H;(0)=0 on recommence
et puisque 'ordre du zéro de H  a Porigine est fini, au bout
de m opérations on trouve la fonction h = ch, cherchée,
appartenant &' L¢[0,T] ‘et nulle hors de [0, T].

Il est maintenant facile de montrer que si (4) est vrai.pour A,
(4) est vrai pour A’ Posons g(t) = Z'a,e™ -ou I’ désigne
la somme sur k # 0, f(t) = aee™ + g(t) et f*(t) = a, + g(t).
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On a successivement:
(f»‘u'f If*@®)° dt)llp < ap TP + (j':c-u-r oL dti)ilp

par I'inégalité, triangulaire; |a,| < C f [F*@)1® dt)w gréace
au lemme 2 et enfin 'on a

(=" Lelr &)™ < Coola)( [ 1g01e de)™
< Cra@)lag| T + Cuo(a)( [T 1F4()1r de)*

en utilisant successivement (4) et I'inégalité triangulaire. Touit
cela réuni donne (4) pour f* ce qu’il fallait montrer.

En ce qui concerne (6), supposons qu’il existé un entier
K > 1 tel que (6) ait lieu lorsque @, =0 pour [k < K.
Alors (6) a lieu en toute généralité. Ecrivons en effet

w_ 3+
10 = Zaet = 2 i = 00 + )
et de méme F({) = Zgq, et = F 1(t) + Fa(t). Appelons
R Topérateur défini par (Rf)(f) = Zaurie™  (toutes les
somimes écrites sont ﬁmes) En desxgnant par [fll, la quantité

(2%-:[ ]f["dt) , on a

IFl, < [Filp + I Fall, < 12 lal + 1 Fal,
< Y el + Caw [Illelp + IRfel, + -+ + IR™f1,]

MIES ¢

On a évidemment |a,| < {f], pour tout & et 'on majore

IR/fell, par |Rfl, + IIR’flllp IR’fllp-I- E lay| (en suppo-

sant que |[r,| < 1 pour tout *, cequi est tou]ours possible).
Finalement tout se trouve majoré par

o(@)[Ifl, + -+ 4+ IR*f],] car o(z) > 1.
On retiendra le résultat suivant:
ProrositionN 1. — Pour-démonirer (4) du (D) on peut remplacer
(M )*2 par une autre suite strictement -croissgnte (h\g)*e telle

que N, =12, si--|k| = K. Pour démontrer (6), on peut se
restreindre au: cas ot a, =0 lorsque |k| < K.



194 YVES MEYER

4. Une proposition sur les algébres de Banach de suites.

Soit X une algebre de Banach unitaire dont les éléments &
sont des suites (x;)*% de nombres complexes; 1’addition et
la multiplication se font composante par composante mais

1€l > sup | al.

' i)RbPOSITION 2. — Sotent £ un élément de X et n > 1
un entier tels que

E=(z)rs ou =z —>0 (k] >+ o)
et

(13) | le¥] = o(t*) lorsque t est réel et que |t| - + oo.
Alors pour tout ¢ > 0, on peut écrire

E=n+C ou = (y)Xs, = (m)2

et :

(14) I < e tandis que z. =0 pour tout k

sauf éventuellement un ensemble fini. :
La preuve de la proposition 2 découle trés sunplement du

calcul symbolique dans une algébre de Banach.
Remarquons tout d’abord que pour tout ke Z,

lel > Jet=|;

la majoration (13) entraine donc que chaque m, est réel.
Soit «: R — R wune fonction impaire, de la classe 2 de

Schwartz et telle que a(f) =1t si |¢f < 1. Posons"
- 8(u) = 278 (u) |
et formons l'intégrale ve;:torielle de Bochner
(15) n=c [ ¢t (cw) du

dont la convergence est assurée par la decr01ssance rapide de B
et la croissance lente de |&|.
Pour tout ke€Z, on a

(16)  yo= e [77 p(eu) du = sa(sa,).
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On a donc y, =, st |@]| <ec et zZ =z, —y, =0 si
|k| est assez grand.

Pour majorer |[7"|, appelons 2=B, la transformée de
Fourier de la fonction «" et formons

(17) Y = e [ 6, (cu) du.

On a encore Y = (Y,)*2 ou

Y, =¢e# f;w B, (eu) du = &" [oc <%>] =y

ce qui implique Y = %". Cependant la représentation inté-
grale (17) entraine

(18) UYLl =ln"l < e [T e |Ba(ew)| du.

Posons o(u) = |€%]; si o(u) = o(u"), |u| > + oo, il existe
une constante C telle que, pour tout ¢ € 10, 1]

e <l:—> < C(L + [u]").

Le second membre de (18) peut &tre récrit

I(e)= [ e <>|B (o) de;

grace a la décroissance rapide de B,, le théoréme de conver-
gence dominée de Lebesgue s’applique et montre que I(s) > 0
avec ¢. La proposition 2 est prouvée, quitte & changer la
définition de .

5. Preuve de Pimplication (4)— (6) dans le théoréme 1.

Grace a la proposition 1 Nnous pouvons supprimer un
ensemble fini‘'de A,. On peut d’abord se restreindre au cas ou
[rel < 1/4 pour tout k. Appelons B I’espace vectoriel Sp
normé par

(19) 11 = (f; 1717 de)*™.

L]

Si M est une suite (my)*: de nombres complexes et si
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f(t) = = a,e™ € Sy, on définira MfeSp, par
(20) (Mf)(t) = Em,a,e™.

On écrira M e X s'1l existe une constante C > 0 telle que
(21) |Mf] < C|fl pour tout fe Sp normé par (19).

La norme, notée |M|x de M dans X est la borne inféricure
de ces constantes C > 0.

Lemme 3. — St (4) a lieu, pour tout z réel, (**)*2e X
et sa norme est bornée lorsque 0 < z < 2=.
Soient en effet «: R — R une fonction paire, dans

-i—, %J et nulle

la classe 2 de Schwartz égale a 1 sur [—
hors de [—- -%, —;—-] et 2nB la transformée de Fourier de «.

Pour tout a réel, appelons 8, la masse unité en a et formons
+o0
la mesure dp, = Y B(k + 2)3,+,. La transformée de Fourier

de dyu, est donnée par la formule de Poisson et vaut
+ . .
o(t) = X e (] — 1)

Puisque |[A — k| < 1/4 si |kl > K (et l'on peut se
restreindre & ces valeurs de k), pour tout f(t) = Za.e™ € Sy,
f*p, = Sqe*e™!. L’inégalité (4) et la décroissance
rapide des masses de ., entrainent le lemme 3.

Lemme 4. — Supposons toujours (4) satisfaite. Soit P:
Sp = L*[0, 2r] Uopérateur défini par P(Za,e™) = Za.e.
Alors P est continu.

En effet si (4) est satisfaite avec une valeur T, de T, (4)
reste vraie pour tout T > T, (quitte & changer les cons-
tantes). On peut donc supposer T > 2m. Soit R: Sp — Sy
Popérateur linéaire défini par R(e™) = re™. Alors

oMt — gilidg—int — ikt 3 (— ”';ct)m>
mz0 m:
entraine

22) ) = 3 = (Repy)

mz0
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Montrons que: R : Sy —- SA -ést continu quand’ Sy -est ftormé
par (19). En effet, grace a (4), la norme de (e™)*2 dans X
ne dépasse pas Cyo(r). Puisque e"® = ¢h@e-** et compte
tenu-duw lemme 3, la:norme de: (¢"#)*= -dans X ne depasse

pas Clm( ). Le raisonnement fait E 4 entralne que (r)*s
appartient a X.
L’identité (22) entraine

IPfl < 3 ,llRl!xllfll~Cllfll ot C <+ oo

M/O

- LEMME 6. — Pour tout entier “n > 1 “il ewiste une constante
Yz > O telle que pour tout choix de n fonctions fy, ..., fia
dans LP[0, 2], prolongées & R de fagon 2m-périodique,
on ait

<23 j‘zmc Iﬁ) + tfl( . + tn.;1fn_'1(t)|p dt)llp
2 Yn("foup + + “fn-—l"p)‘

La preuve élémentaire est laissée au lecteur.
Dans le lemme ci-dessous, si f e Sy, [f] des1gnera

(fe 117 ae)*”
tandis que si g: R —> G est 21r-per10d1que llgl désignera

(fzwl lp dt)l/p

LemME 6. — Il existe un entier K > 1 tel que les normes |f]
et |Pfl +1RPf)+ --- + |R*1Pf| soient équivalentes sur
le sous-espacede Sp formédes f tels que a, = 0 pour |k < K

Rappelons que R(e#) = re* et R(e™) = r,e™ de sorte
que R et P commutent. ‘

< (it
Pulsque éMt = e"“e"’k‘ =ek( Y U )' ) on a
) mz0. M.

foy=3 UERPf= 3+ 3 =fl0) + A

mzo m‘ o<m<n—1 m2n,
Or
lllel P ER R"f ”

Jusqu’alors K n’a pas été choisi: Appliquons la proposition 2
11
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a Iélément (r,)*2 de l'algébre de Banach X. Pour tout
entier K > 1 appelons S} le sous-espace de SX formé par
les f(t) = Sae™ tels que a, =0 pour |k|] < K. Pour
tout ¢ > 0, on peut trouver un K > 1 tel que la norme
de R": 5% — S¥ ne dépasse pas .

Si fe S}, on a donc

Il < (4 1R+ - + (R ALy,

Les normes des opérateurs R ou P restreints & S§ sont
au plus égales aux normes d’opérateurs de Sp notées |P]
et |R|. Choisissons K assez grand pour que

eIIPll —5 < 1

L+ IR} + - + IR 77—
Alors f=fi +f: et |fe]l < 3|f]| entrainent que les normes
de f etde f; sont équivalentes. Ceci joint au lemme 5 donne
le lemme 6.
La preuve de (6) est maintenant évidente. Appelons, pour
tout = réel, T,: Sp - Sp 1opérateur défini par

T (Sae™) = Za,e e,
Nous définissons de méme T,: L2[0, 2n] — L2[0, 2x] par

T.(e™) = e"=e'™. Posons enfin f(t) = Zae™ et g(t) = Sa,e™.
On a par applications successives du lemme 6,

IT.gl < CAT.AI < Co@)fl < Coo(a)(legl + IRel
+ -+ [R-1g]).

6. Preuve de 'implication (6) = (5).

Les notations seront celles du § 5 a la seule différence que
T = 2n=.

Soit (y,)*2 une suite de nombres complexes. Nous écrirons
(ye)*2 €Y pour exprimer qu’il existe une constante C > 0
pour laquelle on ait

(24) [ Zykake"“ll p < G [“ Zage™| P + -4 zakrn_lelk‘“ p] .

La norme de (y,)*> dans Y est la borne inférieure de ces
constantes C > 0.



THEORIE LP DES SOMMES TRIGONOMETRIQUES 199

La condition (6) du théoréme 1 exprime que (e")*3
appartient & Y pour tout z réel et que sa norme est O(w(z)).

~+-00

Lemme 7. — La suite (ri)*2 appartienta Y.

Pour le voir, il suffit d’utiliser la représentation intégrale
de (ri)*s donnée par la formule (17) du § 4.

Lemume 8. — Pour toute somme finie s(t) = Z a,e'™, posons
l”s”lp = |2 ae™l, + - + |2 awri?e™],.  Alors  (y)iZeY
équivaut & Uexistence d une constante y > 0 telle que

(25) 12 yeae™lll, < VllIZ awe™|l, pour tout s(t).

Le lemme 8 est un corollaire évident du lemme 7 et il montre
que Y est une algebre de Banach. Bien que les normes C
définies par (24) et y définies par (25) solent équivalentes sur
Y, nous normerons Y par y de sorte que la norme
d’un produit ne dépasse pas le produit des normes (ce n’est
pas nécessairement le cas si la norme est définie par (24)).

Quelques petites difficultés vont maintenant apparaitre
dans la modification de A. La raison en est que la norme
ll-1l]l, dépend explicitement du choix de (r,)*2

Soit I > 1 un entier qui sera fixé ultérieurement et posons

(k) =0 si [k < Lotk ==t G 1 < |k < 2o k) =1

|k| > 2I. La suite ¢(k), — © < k < + o0, est celle des
coeflicients de Fourier d’'une mesure de Radon dont la norme
ne dépasse pas 4.

Soit r; la suite ¢ (k)r, — © < k < 4 0.

LeMME 9. — Quand | - + oo, la norme dans Y de la suite
v(k)rk, — o < k < 4+ o, tend vers 0.

La proposition 2 montre l’existence, pour tout & > 0,
d’une suite (s,)*2 €Y telle que la norme de s} ne depasse
pas ¢ et que r,=s, si |k| est assez grand. Il en résulte
que ¢ (k)rk = v(k)si pour tout k si ! est assez grand et
I’'on a donc

Hok)r)z2le < 4I(sH) 2l <

dés que ! est assez grand.
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Lemme 10. — Pour tout < > 0, il existe un entier 1 tel
que sv ry = o(k)r,, — 0 < k < 4 oo, Pinégalité

(26) [Za(ri)me™], < e[IZae™], + -+ + [ Ban(ri)e™],]

soit satisfaite pour tout m > n et toute suite complexe a,
nulle & partir d’'un certain rang.

Pour prouver (26) appelons S(tf) notre somme finie Za,e*
et [||S]|[;} la quantité entre crochets figurant dans le second
membre de (26

Posons enfin S,(¢) = Za,(r)"e¢*. Si nous prouvons (26)
lorsque n < m < 2n — 1, en additionnant nous saurons
que [||S,||l; < ne|||S||;- Posons, pour tout j > 1,

5,(t) = Zay(rk)ve™;
par applications répétées de l'inégalité précéden}lte, il vient
S;1Ip < (ne)||IS||l; et (26) est prouvée quand

nj < m < n(j+1),

avec éventuellement une autre valeur de .

Pour montrer que (26) est satisfaite pour n < m < 2n — 1,
revenons au lemme 9. Compte tenu de la définition (25) de
la norme dans Y, ona,désque I > [l(c) etsi 0 < j < n—1,

(27) | Zo(k)ritiee®], < e(|Zce®], + -+ + | Seprite™] ).

Mais Za,(r)"e* = Za (k) (k)rit/e® dont la norme L?
est majorée, grace a (27), par

s = e(| Zaw M (k)e™], + -+ + |Zapel(k)rite™],).

Puisque ri=¢(k)r, et que ¢(k), — © <k < + o est
la suite des coefficients de Fourier Stieltjes d’une mesure de
norme ne dépassant pas 4, on peut majorer s, par

4m—~1s("zakeikt'"p + e + IIZa,‘(rﬁ)"“le““"p),

Ainsi, quitte & changer la signification de ¢, (26) est prouvée.

Lemme 11. — Quitte & modifier les positions d'un nombre
fini de points de A,

( ﬁzﬂ | Za,e™|p dt)llp
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et
(7 1Zaep de)" 4 o 4 ([ [Zartrene)”

deviennent des normes équivalentes sur Sy.

Pour un [ > 1 assez grand (ceci sera précisé dans
un moment), nous remplagons r, par r; et appelons A*
la suite des k4 r;, — © < k < + o. Alors

sy g (00" i
0 = S = 3 U005 g0rrem

mzo M- %
n—1

Posons  F(t) = 2 2 a,(ri)"e™* et g(t) = Zaet.  Avec

les notations de la preuve du lemme 10, I'inégalité (23) s’écrit

(j;mm |F|p dt)llp > v./lg|ll5. D’autre part pour tout m > n,
26) s’applique et permet de majorer
( ‘appliq P y

mr tm tkt
715 s aren aef
* k
(2mn)™ * 1p . e e, . )
par = el|g|/[7n*?. Finalement [I’inégalité triangulaire
donne

(Jo 1112 de)™ > allglly — reer=e] g5

Choisissons ! assez grand pour que vy, > n'/Pe*"™c et la partie
non triviale du lemme 11 sera prouvée. En sens inverse on

majore sans difficulté (ﬁ2m|f|" dt)m par C[|gll>-

Nous sommes maintenant en mesure de terminer la preuve
de (4).
On a

z+2nT i 1/p 277 i i 1/
([ |Zaer )" = U(2) = ([ |Sa,eM=e?i» de)"

b > A

que l'on estime, grice au lemme 11 par
Call[Zaye™ee™ 5.

Puisque Af =2, et ri=r, pour |k| > K, cette derniére
expression peut é&tre majorée par Csl|Sae™®e||, (on a
supprimé les astérisques et raisonné comme a la fin du § 3).

On applique alors (6) pour obtenir une majoration de I(x)
par Cew(z)||Zae™|,- Une nouvelle application du lemme 11
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donne I(z) < «(z)C;1(0) et (4) est prouvée; changer les
positions d’un nombre fini de points de A est rendu licite

par le § 3.

7. Application aux sphéres vibrantes.

Soient SO0(rn, R) le groupe orthogonal spécial et
V=5"1cR"

la sphére umnité. Soit A:%*(V) —» ¢=(V) lopérateur de
Laplace-Beltrami invariant sous l'action de SO0(n, R) et
normalisé de fagon que ses valeurs propres soient

—kk+n—2), k>0

Soit enfin E 1’espace vectoriel des solutions u: V X R - C,
de classe ¢®, de I’équation des ondes

62u

Pour étudier le comportement asymptotique (¢ — 4 )
des solutions de (28), on appelle p un nombre réel de 'inter-
valle [1, + oo] et 'on pose, pour tout ueE

f ft+2:: lu [P ds)llp

lu (6 s)|

ol t<s<t+2n, ol ¢ parcourt V et ou do est la

(29) M (

V><[t t+2m)

mesure invariante sur V normalisée par f;, do = 1.

Toute solution u, de classe €=, de (28) s’écrit, de fagon
unique, u = bt + u; ou b est une constante complexe et
u;: VX R - G est une solution bornée de (28). La discussion
portera sur le comportement asymptotique de wu; quand
t - -4 oo.

TatoriME 2. — St n > 3 il existe une constante C, telle
que pour tout p de Uintervalle [2, 4 o] et toute solution
bornée u de (28) on ait, pour tout nombre réel t tel que [t| > 1,

(30) M,(u, t) < G, (s-22) M,(u, 0).
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St 1< p <2, Perposant % —zip doit étre remplacé par
5-1}—) — -—[t— Enfin ces inégalités sont les meilleures possibles :
st n > 3 ul existe une constante C, > 0 telle que, pour tout p
de Uintervalle [2, + o] la borne supérieure de M,(u, t) pour
les solutions bornées u de (28) normalisées par M (u, 0) =1
dépasse C,|t|a#-12p, Sy 1 < p < 2, il suffit de remplacer
1 1

4 2p par 2p 4

En associant les points antipodiques de V, on peut montrer
(voir [1], p. 16) que si n est pair (c¢’est-a-dire s1 la dimension
de V est impaire), 2n peut étre remplacé dans (29) par =
et que les normes obtenues sur E sont équivalentes aux précé-
dentes. 51 1 < p < 4+ o etsi n est impair, on peut encore
remplacer 2n par = mais non par ! < = (sauf si p =2
auquel cas on peut remplacer 2z par tout ! > 0 dans (29)).
Maissi p=1 ou p= -+ o etsi n estimpair on ne peut
remplacer 2n par ! < 2n dans (29) et conserver le
théoréme 2.

Soit W = Tr=R"/Z* le tore n-dimensionnel et A:
¢~(W) > ¢*(W) Dopérateur différentiel induit localement
sur W par le Laplacien ordinaire de ’espace euclidien R™
Considérons I’équation des ondes (28) ou cette fois

ue (W X R).

Nous montrerons dans un prochain travail que, pour tout
p > 2, aussi grand que soit T > 0 et aussi petit que soit
e > 0, les normes

(fudo [\ lule, op de)” et ([ do [ [u(o, I de)*”

ne sont pas équivalentes sur ’espace des solutions de classes ¢~
de (28). La géométrie de la sphére joue donc un rdle dans le
théoréme 2. Nous ne savons pas caractériser les variétés
Riemaniennes compactes pour lesquelles un analogue du

1_1
théoréme 2 soit vrai (la fonction de poids |t|(4 2") étant
éventuellement remplacée par une autre fonction «(p, t)).

Dans le cas o n = 2, les solutions bornées u de (28) sont
périodiques de période 2= en t ce qui dispense de ’étude
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du comportement asymptotique; si n > 3, la périodicité est
perdue mais on garde un contrdle de ce qui se passe a I'infini
en fonction de ce qui se passe sur V X [0, 2=].

Dans les preuves ci-dessous, nous désignerons par C ou C’
plusieurs constantes > 0 ne dépendant que de la dimension n.
- La preuve du théoréme 2 repose sur quatre propositions
que nous admettrons pour linstant. Leurs démonstrations
suivront celle du théoréme 2.

Nous poserons

M = VEk(k + n — 2)

si k>0, ‘
e = — Vk(k +n—2)

si k< —n-+1 tandis que si —n+2< k< —1, les
M. sont arbitraires. Soient H, = ¢=(V), k > 0, les espaces
usuels d’harmoniques sphériques; les H, sont les espaces

propres de A et les valeurs propres correspondantes sont
— k(k + n — 2). Toute solution bornée ue ¢*(V X R) de
(28) peut étre écrite sous la forme

(31) ufo,t) =a+ Y ao) cos Vk(k +n — 2)t
- + 3 bilo) sin Vilk + n — 2)t

ou a, estune constante, a,(s) et b,(c) appartiennent a3 H,
et ou la série (31) ainsi que toutes celles obtenues en appli-

quant les opérateurs bit et A convergent uniformément sur
V X R.

Soit enfin B(Z) l’algébre de Banach des coefficients de
Fourier-Stieltjes des mesures de Radon complexes p sur
T = R/2nZ. La norme d’un élément (c,)*> de B(Z) est
la variation totale de la mesure p dont les ¢, sont les coeffi-
cients de Fourier.

ProrosiTion 1. — Soit (A)*% une suite de nombres réels
telle que N, =k + a+ % + 0<7t1;>, |k| - + oo. Alors la
‘norme dans B(Z) de (exp (itr,))*2 est 0(|t|*) quand |¢|—-+ .
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ProrosiTioNn 2. — Les notations étant celles de la propo-
sition 1, la norme de (exp (it\,))*2 dans Ualgébre M, des
multiplicateurs des coefficients de Fourier de LP(T) est

o(j4 *75r)

1
si 2< p< -+ o etcette norme est O(It]zl’ 4) st 1<p<2
|f] - +
Pour énoncer la troisiéme proposition, quelques nouvelles
notations sont nécessaires.

Soit u une solution %~ de (28) donnée par la série (31).
Ecrivons

u(o, t) = ap + X cy(o)e Vit L g, (5)et Vitkinax

k>1

ol a, est une constante et c,(c¢), d,(c) appartiennent & H¥,
k > 1. Posons alors

9(0,t) = ag + X ci(o)e™ + N di(o)eitE+n—20
k>1 k>1

de sorte que ¢(o, t) est périodique en t; dans le développe-
ment en série de Fourier de ¢(c, t) manquent les fréquences
entiéres — n + 2, — n + 3, — 1. Grosso modo chaque
fréquence positive ou negatlve apparalssant dans u(o, t)
a été remplacee par l'entier le plus proche ainsi que nous
convie a le faire la théorie du § 2.

Prorosition 3. — Sur Uespace vectoriel E des solutions €~
et bornées de (28), les deux normes f do f |u(s, t)P dt)m
et f de f |9(s, t)|P dt) sont équivalentes.

Dans notre dernier énoncé (z,, ..., z,) désignera un point
de R* et nous supposerons que 2 < p < + oo.

ProrosiTioN 4. — Sotent T un nombre réel tel que |T| > 1
) 2m

m la partie entiére de |T|'2 et u(o, t) = 3 (2, + ix,) e™.

Alors M,(u, 0) > C|T|* tandis que M(u, '"T) < CT|® ou
n

_ 1 —
d—-'[1?)+—2' et p=— + +

’
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La constante C > 0 ne dépend que de n et les normes M,
sont définies par (29).

La preuve du théoréme 2 est maintenant trés simple. Mon-
trons d’abord que pour toute solution bornée u de (28),
de classe ¢”, pourtout T réel telque |T| > 1 ettout s €V,
on a

@) (7 lule, pdr)™® < €T G (2 fu(e, o dr)”.

L’inégalité (32) découle du théoréme 1 (§ 2) et de la propo-
sition 2 ci-dessus. On éléve alors (32) a la puissance p et
Pon intégre sur V.

Pour montrer que I'inégalité (30) est la meilleure possible,
on part de la solution u(s, t) de la proposition 4 pour former
w(o, t) = u(s, t — T); alors My(w, 0) = M,(u, — T) < C|T|P
(en remplagant T par — T dans la proposition 4) tandis que
M,(w, T) = M,(u, 0) > C|T|*. Le décalage des normes est
bien celui qui apparait dans (30).

Les modifications & apporter & cet argument si 1 < p < 2
seront indiquées aprés la démonstration de la proposition 4.

Il reste enfin & prouver les quatre propositions.

En ce qui concerne la proposition 1, nous poserons

rk———;\k—k‘—a
et

+o

(33) fl@) = 3 (% — 1)et.

—00

La norme de (¢™)*2 dans B(Z) est exactement

[ 1f(@)] d.

Pour majorer cette intégrale nous découperons la série (33)
en blocs de plus en plus grands, en conservant cependant une
partie centrale substantielle; un découpage trop brutal sera
évité en utilisant une partition de l'unité que nous allons
maintenant préciser. Soit «: R — [0, 1] une fonction de la

classe 2 de Schwartz, nulle hors de [—%—; 4] et telle que

pour tout u > 0
40

(34) S o(2) =1

—»
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et soit K > 0 un entier qui sera précisé ultérieurement (en
fonction de t); K permettra d’isoler dans la série (33) une
partie centrale qui n’est pas découpée. L’identité (34) nous

permet d’écrire, si u > 42%, 1 = Y a(27*u); le reste de la
K =)

série étant alors nul. Posons B(u) =1 — 3 «(27%u); B est
K

dans la classe 2 de Schwartz, bornée par une constante ne
dépendant pas de K et est nulle si u > 42%. Finalement,
posons

(35) gla) = 3 B(1jl)(e"s — 1)

et, pour tout k > K,

+o0

(36) hy(z) = 3 «(27]]) (" — 1)et™.

—00

Les sommes (35) et (36) sont finies, f(x)= g(z)+ Z hy(x)
de sorte que [ |f(2)] do < [ |g()] do + 3 f”]h,, )| da.
On majore f |g(z)| dz par /2= (f |2d )1/2 < C2%2

(car |é*i— 1] < 2). Pour majorer j; |hi(z)| dz, on appelle
y: R —> [0, 1] une fonction de la classe de Schwartz, nulle
hors de [— 1, 1] et telle que +Zw y(zx —j) =1 pour tout =z.
On passe du cas discret au cas continu en posant
r(z) = X r;y(x —j); de sorte que r(j) =r; etsi

—00

m<z<m-+t1,
r(x) — rmy(x — m) + r,,,+ly(x —m — 1) et

F(2) = 1t (@ — m) + Fasay'(z — m — 1)
= (rp — Tmt1)Y' (. — m).

Finalement |r'(z)] < C(1 + |2|2)7 grice aux hypothéses
sur les r;. On utilise alors le lemme de Carlson suivant.

Lemme 12. — I1 existe une constante C > 0 telle que, pour
tout € > 0 et toute fonction 0: R — C de la classe 2 de
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Schwartz, nulle hors de [— 4, 4] on ait

Jo7 120(ef)e| da < GO T07]...

En posant ¢ =27" et 0(z) = «|z|) [expit r(2*z) — 1], le
lemme de Carlson s’applique & la somme (36) et donne

S b)) do < G2,

En additionnant toutes ces inégalités, il vient

[T i@ de < 6(2"2 ;@i‘)

On choisit alors K de facon a4 minimiser cette somme et
Ion obtient bien un 0(1 + |t]1/4).

La proposition 2 est alors une conséquence immeédiate du
théoréme d’interpolation de Riesz-Thorin ([3], Chap. XII,
p- 95).

La proposition 3 n’est qu’une simple application du théo-
réme 1 (§ 2).

Nous arrivons enfin & la preuve de la proposition 4. Elle
repose sur les deux lemmes suivants.

LemmMe 1. — St a > — 1 est fivéet b - + o

(37) 7 (sin 2)7 (cos 2)* da < s (),

On peut, par exemple lorsque a > 0, majorer sinz par z
et cosxz par e~ en choisissant ¢ suffisamment petit. Le

changement de variable \/eb =t donne aussitét le résultat.

) . . 2
Si a <0, on utilise sinz > —x pour 0 < z < =/2.
3

Lemme 2. — Il existe une constante C > 0 telle que, si

Oscpsi/\/_r;z— et st 1 <p< + oo,

m
2%
)
0

P
3, coslpe’®| dx > Cmr-1,

En effet, grice aux propriétés du noyau de Poisson, on a
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pour tout r de l'intervalle [0, 1]

f:z ’ de > rm ﬁzﬂ

et, pour tout p de l'intervalle ]1, 4 oo[, cette derniére
intégrale dépasse Cr"mP-1. Si r=coso et 0 < ¢ < 1/\/m,
" > C > 0 ou C nedépend pasde m.

Revenons a la proposition 4. On pose

f= (2 + izy)"

2m
g =2 (@ + imp)r—meitehT,

m

p

dx

m
S rets
0

m
3 e
0

Gréce a la proposition 3,
My(u, T) < C( [, [ Ifgl? dedo)™ < Clgl. (fy1fl"do)™".

2m
Posons h = Y e*e™T. Puisque |x, + iz, < 1 sur V, on
m

passe de h a g par une convolution avec un noyau de
Poisson suivie d’une translation (on posera =, + iz, = re'®).
On a donc |g|., < |A],. Lesinégalités de Van der Corput ([2],
-1
chap. V, p. 198) fournissent |A[, < A<1 + %)(1 +T 2 ms’z)
ou A nedépendnide m nide T; s1 m estla partie entiére
de |T|2 etsi |T| > 1, on obtient |A|, < C|T|*A.
D’autre part,

1fliron = ﬁ, (a3 + a3)™"2 do
= Ym fﬁfﬂ%l (2} + a3)™*(1 — 2t — wﬁ)?_z dz, dxz,

(Y. > 0 ne dépend que de n). Le changement de variables
Z; = COS U COS ¢, Ty = cos u sin ¢ donne “

1f1Eery = 27y, [ (cos u)m™t (sin u)*= du

que le lemme 1 permet de majorer par Cm 2™

. _n1a
Finalement My(u, T) < C|T| % 2 4.
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En sens inverse M,(u, 0) > C f f o (2 + iwz)"e““lp dt do

griace a la proposition 3. Posons z; —I— 1z, = cos ue”. Cela
nous amene a évaluer

_ T2, . 3 27:
= 21=j; (sin u)™? cos uduﬁ

P
dt

2m
¥ cosFuelt
m

(la norme L7 est invariante par translation par ¢; l'inté-
gration en ¢ est donc immédiate et fait apparaitre le facteur

27). On a

p
ikt

Ir > 2= ﬂll\/ (sin u)*3 cos uduf dt

Wm , . P
> Cm”‘lfl (sin u)"“3 cosudu > C'm 2

en appliquant le lemme 2 et des minorations évidentes.

S1 p=+ o, les calculs sont beaucoup plus simples:
on majore directement M »(#, T), en appliquant I'inégalité
de Van der Corput, par C|T|** et

M.(u, 0) > »(1,0) ou 1=(1,0,...,0)eV.
Or u(1, O) =m -+ 1 ~ |T]*2. On a bien le décalage souhaité
si 2< p< -+ .
S1 1 < p < 2 les roles de M,(u, 0) et de M,(u, T) sont
renversés. On commence par remarquer qu’il existe une

constante C > 0 telle que pour tout pe[l, 2] et tout
m>=1 st m~ |T]?

2 /
(38) ( Sl "dt)” > CVm.

En effet la norme L* de cette somme trigonométrique est
majorée par C\/m (en vertu des inégalités de Van der Corput).
La norme L? dépasse \/m comme le montre un calcul immé-
diat. Il en résulte que la norme IL! (et donc la norme L#,
p > 1) dépassent C\/m.

ATaide de (38) on minore M,(u, T) comme M,(u,0) lorsque
g > 2 et on majore My(u, 0) comme My (u, T) lorsque

1_1
q = 2. Le rapport M,(u, T)/M,(u, 0) dépasse bien C|T|2r *¢.

Si p=1, il faut modifier légérement la définition de u:

ikt i\, T
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3m o
on remplace u par Y (2, + izp)* <1 — l%ﬂ) eMd et
m 1_n
I’on majore M;(u,0) par CT? * tandis que M;(u, T) dépasse
k—2m

3_n
T* ¢ (sans les facteurs 1 — » on aurait
m

i_n
M;(u,0) < CT?2 %*logT

ce qui ne fournirait pas le décalage de normes souhaité).
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