
ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER

WOLFHARD HANSEN
Abbildungen harmonischer Raüme mit Anwendung
auf die Laplace und Wärmeleitungsgleichung
Annales de l’institut Fourier, tome 21, no 3 (1971), p. 203-216
<http://www.numdam.org/item?id=AIF_1971__21_3_203_0>

© Annales de l’institut Fourier, 1971, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Annales de l’institut Fourier »
(http://annalif.ujf-grenoble.fr/) implique l’accord avec les conditions gé-
nérales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisa-
tion commerciale ou impression systématique est constitutive d’une in-
fraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=AIF_1971__21_3_203_0
http://annalif.ujf-grenoble.fr/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


Ann. Inst Fourier, Grenoble
21,3 (1971), 203-216

ABBILDUNGEN HARMONISCHER RAUME
MIT ANWENDUNG AUF DIE LAPLACE

UND WARMELEITUNGSGLEICHUNG

par Wolfhard HANSEN

Einleitung.

Mit unterschiedlichen Zielen sind schon in verschiedenen Arbeiten
(z.B. in [3], [5]) Abbildungen harmonischer Raume studiert worden.
In dieser Arbeit werden Abbildungen eines harmonischen Raumes E
auf einen harmonischen Raum E mit solchen Eigenschaften betrachtet,
dass einerseits Fegen in E vollstandig zuruckgefuhrt werden kann auf
Fegen in E und andererseits diese Eigenschaften fur die Projektion
der Warmeleitungsgleichung auf die Laplace-Gleichung fast trivial
erfullt sind. Damit lasst sich insbesondere die Entscheidung uber
Dunnheit oder Polaritat einer Menge A fur die Laplace-Gleichung
zuruckfuhren auf Entscheidung uber Dunnheit oder Polaritat der
Menge A x R fur die Warmeleitungsgleichung.

Als Beispiel fur den Nutzen einer solchen Moglichkeit mag fol-
gendes dienen : In [4] ist fur die Warmeleitungsgleichung unter ent-
scheidender Heranziehung von Absorptionsmengen bewiesen, dass eine
in einem Punkt parabolisch zusammenziehbare Menge genau dann
dunn in diesem Punkt ist, wenn ihr "unterhalb" dieses Punktes gele-
gener Teil polar ist. Da fur eine zusammenziehbare Menge A die Menge
A x R parabolisch zusammenziehbar ist, erhalt man daraus fur die
Laplace-Gleichung das in [4] mit ganz anderen Methoden bewiesene
Resultat : Eine in einem Punkt zusammenziehbare Menge ist genau
dann dunn in diesem Punkt, wenn sie polar ist.
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1. Abbildungen harmonischer Raume.

/^^
Es seien E und E streng harmonische Raume im Sinne von H.

Bauer (s. [ 1 ]). Eine stetige Abbildung TT von E in E heisse harmonisch,
wenn fur jede offene Teilmenge ® von E und jede in © harmonische
Funktion h die Funktion A O T T in "^(O) harmonisch ist (vgl. [3]).
Entsprechend fur Abbildungen T von E in sich.

Im folgenden sei TT eine offene harmonische Abbildung von E
auf E, so dass fur alle kompakten Teilmengen K von E gilt

inf R^W^^O.
Kkp^CE

Wetter sei % eine Familie von harmonischen Abbildungen von E in
sich, die in folgender Weise mit TT verbunden ist : Fur alle ? G E ist

-^(TrC?))^^) : TG%} .

Bemerkung. - Ein Beispiel fur eine solche Situation gibt die
Laplace-Gleichung (Raum E) und die Warmeleitungsgleichung (Raum
E = E x R) mit der Projektion TT von E auf E und der Familie % dert^f
Zeittranslationen in E. Darauf werden wir im folgenden Paragraphen
naher eingehen.

Es sei 9C die Menge aller harmonischen, *3d die Menge aller
hyper- und S die Menge aller superharmonischen Funktionen auf E.
Weiter sei % die Menge aller Potentiale auf E und %o die Menge
aller stetigen reellen Potentiale auf E, die ausserhalb einer kompakten
Menge harmonisch sind. Entsprechend fur E.

1st Sft eine Menge numerischer Funktionen auf E, so bezeichnen
wir mit Sio it die Menge aller Funktionen / o v mit /eg?. Eine nume-
rische Funktion / auf E heisse ^-invariant, wenn 7 ° T = J fur alle
___ ^K^ ^^

T G % ist. 1st 9 erne Menge numerischer Funktionen auf E, so be-
zeichnen wir mit §̂  die Menge aller 'S-invarianten Funktionen aus §?.

SATZ 1.1. - Es ist *3e o TT C *^e und *§€ o TC *^e fur alle
TE%. Insbesondere sind TT und alle TG^ fein-stetig.

Beweis. - Fur den ersten Teil kann man den Beweis von Theorem
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3.1 in [3] ubemehmen. Der zweite Teil folgt dann daraus, dass die
feine Topologie jeweils die grobste ist, bezuglich derer alle positiven
hyperharmonischen Funktionen stetig sind.

KOROLLAR 1.2. — Fur alle numerischen Funktionen f> 0 aufE
gilt

R / o , < R ^ o 7 r , R^<i^o , r .

Insbesondere ist fur alle u G *g;e+ und Teilmengen A von E

^y < R^ o TT , RJ^ < R^ o v .

Bezels, — Sei / > 0 eine numerische Funktion auf E. 1st v E *9:e+

mit v > /, so ist v o TT e *9e+ nach Satz 1.1 und v o TT > / o TT. Daher
ist

R ^ < R ^ O T T
und nach [4], Lemma 3.5

R^<R^o 7 r = R^o TT .

SATZ 1.3. - Fur alle lokal-beschrankten p e^5 ist p o TT C % M^C?
toto/-te5C/zrfl>iU

56?w(?is. - Sei p e % lokal-beschrankt. Nach Satz 1.1 ist
p o Tre^.

Sei nun ? € E, e > 0 und x = TT(?). Da p ein Potential ist,
gibt es zunachst eine kompakte Teilmenge K von E mit

R^OcXe .

Nach Korollar 1.2 ist daher erst recht

^^(x) < e .

Da p lokal-beschrankt ist, gibt es ein a > 0 mit p < a auf K. Dazu
gibt es dann nach Voraussetzung uber w eine kompakte Teilmenge K
von E mit

^wnck^^i,
a
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also

R;^001^) < R:1000^) < e .
Damit folgt

R^J?) < R^W^) + R;^0^) < 26 .

Also ist p o TT ein Potential.

1st L eine kompakte Teilmenge von E, so ist L : = ir(L) erne
kompakte Teilmenge von E, also p beschrankt auf L und damit p o v
beschrankt auf "^(L) D L Also ist p o TT auch lokal-beschrankt.

SATZ 1.4. - Es ist 90 o TT = §€ ̂  * 30 o TT = *^e, und S o ^ = ̂  .

^?W6?te - Sei M G *ge. Dann ist M o rr E *^e nach Satz 1.1. Da
% mit TT verbunden ist, ist TT o T = v fur alle T G %, also

( ^ o 7 r ) o T = M o 7 r .

Sei nun umgekehrt H G *^e^. Fur alle ;c E E ist dann ^ konstant auf
it(x), es wird also durch

u(x) = ^(^(x)) (x€E)

eine numerische Funktion M auf E definiert. Offenbar ist

u o v = i7 .
Zu zeigen ist M E *9e .

Da w offen und stetig ist, gilt nach [4], Lemma 3.5

f i . o 7 r = M 0 7 r = S ' = S ' = M 0 7 r .

Wegen 71-(E) = E folgt daraus u = u. u ist also nach unten halbstetig.
Sei weiter U eine regulare Teilmenge von E und / eine stetige

reelle Funktion auf E mit /< u. Es sei h definiert durch

f fdf^ , J C E U ,
h(x) = . x

f(x) , x e C U .

Dann ist h eine stetige reelle Funktion, die in U harmonisch ist. Es ist

7 := (U ~ h) o 7T = H - h o 7T .
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7 ist daher eine nach unten halbstetige Funktion auf E. Da TT harmo-
nisch ist, ist h ° TT harmonisch in TT (U), also 7 hyperharmonisch in
"ir1 (U). In C U ist u - h = u - f > 0, also 7 > 0 in C ^(U). Schliess-
lich gibt es ein p €%Q mit (u - h) + p > 0 in U, also 7 + p o TT > 0
in TT (U). Nach Satz 1.3 ist aberp o 7re%. Aus dem Randminimum-
prinzip ([I], 2.4.3) folgt daher

7>0 .

Wegen 7r(E) = E bedeutet das
u - h >0 .

Fur alle x G U ist also / / d^ < u(x). Daher ist u e *ge.

Damit ist *9:e o 7r == *9€^ bewiesen, also auch 9C o TT = 86^ . Da
7r(E) = E und TT of fen und stetig ist, ist eine Teilmenge A von E
genau dann dicht in E, wenn TT (A) dicht in E ist. Damit folgt dann
auch S o TT = S^ .

LEMMA 1.5. — Sei f eine numerische Funktion auf E mit^^ ^/ <-̂
/ o T > / fur alle TG^. Dann ist f ^-invariant.

Beweis. - Sei TG^, 3ce E und ^ = T(^). Dann ist

TrCjT) == TT oT(^) = TT^) ,

es gibt also ein S G % mit Sff) = 3?. Wegen / o S > / ist daher

J ( x ) = ? o S(?) > 7(?) = 7 ° T(^) .

Also ist auch / > / o T und damit / %-invariant.

SATZ 1.6. — Sei s^^ und h die grosste harmonische Minorante
von s. Dann ist h o TT die grosste harmonische Minorante von s o w.

Beweis. — Sei A die grosste harmonische Minorante von s o TT.
^-w /^/

Fur alle T E % ist dann A o T harmonisch und A o T < 5 o 7 r o T = = 5 o 7 r ,
also h o T < A. Nach Lemma 1.5 (angewendet auf — A) ist daher h
%-invariant. Nach Satz 1.4 existiert daher ein h^ Gg^ mit

h = A, o TT .
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Wegen h < s o TT und 7r(E) = E ist h^ < 5, also h^ < h. Andererseits
ist h o TT eine harmonische Minorante von s o TT, also h o n <Ji und
damit auch A < /^ .

KOROLLAR 1.7. - £'5 ̂  % o TT == %

^we^. - Nach Satz 1.4 ist ^+ o TT = ̂  . Die Behauptung folgt
daher aus Satz 1.6.

SATZ 1.8. - Fur alle nach unten halbstetigen numerischen Funk'
tionen f>0 aufE gilt

^o. = R/ ° ^ .

Insbesondere ist fur alle u G '''ffe'' ^^rf o//^^ Teilmengen Q von E

RJ^ = R: o TT .

Bezels. - Sei / > 0 eine nach unten halbstetige Funktion auf E.
Nach Korollar 1.2 ist R^ < R .̂ o TT. Jetzt ist aber sogar

7:=R^e*^ ,

da /o TT nach unten halbstetig ist. Fur jedes TE^ ist 7 o TE*^
nach Satz 1.1 und 7 o T > / o 7 r o T = / o 7 r , also 7 o T > 7. Nach
Lemma 1.5 ist daher 7 %-invariant, es existiert also nach Satz 1.4
ein ve*^ mit

7 = v o TT .

Wegen 7 >/o TT und 7r(E) == E ist v > f. Daher ist auch

R/ow = 7 = v o 7 ^ > R ^ o 7 ^ .

Bemerkung. - Die Halbstetigkeit von / ist nur fur R^.^ G *3e+

verwendet. Daher genugt es, dass / o TT fein nach unten halbstetig ist
bzw. © eine fein-offene Teilmenge von E.

LEMMA 1.9. - Sei p^%o und K (?m(? kompakte Teilmenge von
E. Am^z ^5^

R^0 ^ < R;!̂  .
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Beweis. — Sei ?G E und £ > 0. Da p o TT nach Satz 1.3 ein^^ ^/ ^^
Potential auf E ist, gibt es eine kompakte Teilmenge K von E mit

RK.(^) < ^ .
Da p o TT eine stetige reellwertige superharmonische Funktion ist, gibt

/^ rS^ __^ ^fc/

es eine offene Teilmenge © von E mit TT (K) C © und

RJ.,,0) < R;;W(?) + £ .

Sei (©„) eine antitone Folge offener Teilmengen von E mit ©„+! C ©^
und H <5^ = K. Da K\ © eine kompakte Teilmenge von

n;=!

C~^(K)= ̂  C~v(Q^

/^ t^ _^ _

ist, existiert ein n € N mit K\ © C C w (©„). Es ist dann

^ (© jccc^u®,
also nach Satz 1.8

R^ o ^(?) < R^ o ^(?) = R^O)

< R^(?) + R;o.(?)
<R;1W(?)+2£.

SATZ 1.10. — jFHr fl/te Borelschen Teilmengen B vcw E MAid a/te
u e *ge+ ^/r

R^ (B) = RB o TT
^MOW ^M " •

Bezels. - Sei p €%o und B eine Borelsche Teilmenge von E.
Nach [I], 3.2.5, dem Choquetschen Satz uber Kapazitaten und
Lemma 1.9 ist

also
^ ° " = K^CB R^ ff ^ K ^CB R^K) < ̂ ^B) 'Kfcp.CB Kfcp.L-B

R;̂ ^ = R? ° ̂
nach Korollar 1.2. Uber aufsteigende Folgen in %o folgt dann die
Behauptung fur alle u e "^e^
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Es sei ^LQ die Menge aller positiven Radonschen Masse auf E,
fur die alle p E %^ integrierbar sind. Entsprechend sei Sk^ defmiert.

LEMMA 1.11. - Zu feder Teilmenge A von E existiert eine Gg-

AfCT^? B vow E wzr A C B, ̂ B = v^fur alle fi € CTC^ und v7rl (B) = v "1(A)Menge B von E mi
fur alle v E OYto .

Beweis. - Nach [2], Lemma 1.2 existiert eine Gg-Menge B^ in E
mit A C B^ und ^Bl = ^A fur alle fJi G OK^ und eine G^-Menge B in E
mit 'ir1 (A) C B und v6 = v^ W fur alle V^^CQ . Es seien ©„ offene
Teilmengen von E mit

-~^ oo /•^B = n ©
n=l n •

Es sei

B^ : = C T T ( C B ) = ̂  C 7 r ( C ® ^ ) .

Dann ist ^(B^) C B und A C B^ wegen ^(A) C B.
Fur alle n GN ist €©„ eine K^-Menge, also auch 7r(C ©„), da TT

stetig ist. Daher ist B^ eine Gg-Menge in E. Setzen wir

B = B^ n B^ ,

so ist B eine Gg-Menge in E mit A C B. Wegen A C B C B^ ist fur alle
^eai^

^B = ^A .
Wegen "ir1 (A) C ~^ (B) C B ist fur alle v G ̂

y~^ (B) == yw1 (A)

SATZ 1.12. - Sei A eine beliebige Teilmenge von E. Dann gilt
fur alle u € ̂ ^

R^1 (A) == RA o ^
'^UQV ^U 7r •

Fur alle v G J!ZQ wj7 7r(^) G 3^ r̂

TT^^^) = (^(^ .
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Bezels. — Sei M G *^:e+. Nach Lemma 1.11 gibt es eine Gg-Menge
B in E mit

o w (B) _ p w (A) ^ pB _ pA
^MOW ~ ^MOW una ^U ~~ ^U •

Nach Satz 1.10 ist Rj^ = R^ o TT, also

R^(B) = R^yr = R® o TT
M 0 7T M M 5

da TT stetig und offen ist. Daher ist auch Rjo^ == ̂  ° 7r-
Sei nun i/ GOTto mit TrO) GOKo • Dann ist fur alle P e %

/ R^ d(7r(^)) = / R^ o ^ ̂

== / R^l^ ̂  = / P ° ^ d(^W)

= / pd^d^W)) .
Also ist

OrO^ ^TTC^^^) .

KOROLLAR 1.13. — Eine Teilmenge P voy? E ist genau dann polar,
wenn TT (P) polar ist

Beweis. — Sei P C E und u CE *g:e+ streng positiv. Wegen

R^-R^ und ^ r ( E ) = E ist R:^ = 0

genau dann, wenn R^ = 0 ist. Also ist TT (P) genau dann polar, wenn
P polar ist.

KOROLLAR 1.14. — Sei A eine Teilmenge von E und zEE. 1st
A dilnn in z, 50 ̂  TT (A) dimw m jedem Punkt aus TT (z). 1st z ^. A
oder{z} total-dunn und umgekehrt TT (A) diinn in einem Punkt aus
TT (z), 50 Z5^ A dunn in z.

Beweis. — 1st A dunn in z, so gibt es ein uG*^ mit
R^(z) < M(z). Fur jedes ?e "^(z) ist dann nach Satz 1.12
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RJ^^) = R^) < U(Z) = 1, o 7T(?) ,

also TT (A) dunn in ?.

Sei nun umgekchrt "TT (A) dunn in einem Punkt ? G "TT (z) und
zunachst z ^ A. Dann ist TT (z) H TT (A) = 0 und es gibt ein "u € * '̂1'
mit

R^^XW).

Es gibt also ein 7G '"ge'*' mit 7 > "u auf TT (A) und 7Cz) < I7(?).
Sei x'e^1^). Dann gibt es ein Te% mit T^) = ?. Nach Satz 1.1
sind 7 o T, H o T G *3e+. Es ist 7 o T > S' o T auf

T'Cir^A)) == (TT o T)-1 (A) = ̂ (A)

und 7 o T(3c) = 7(?) < (7(?) = S' o T(^). Daher ist "^(A) dunn in
?.

TT (z) ist daher disjunkt zum feinen Abschluss von ^ (A), also
£? ^("^(z)) = 0. Nach Satz 1.12 ist daher wegen 7r(£? == £^

£^({z}) = ir(ef^) ({z}) = C^^^CTT^Z)) = 0 .

Also ist s^ ^=e^ , d.h. A dunn in z.

1st {z} total dunn und TT (A) dunn in einem Punkt aus TT (z), so
ist aufgrund der eben angestellten Betrachtungen A\{z} dunn in z
und damit auch A = (A\{z» U{z}.

KOROLLAR 1.15. - TT ist fein-offen. Die feine Topologie von E
ist die von der feinen Topologie von E vermoge TT induzierte Topologie.

^ ^ ^
Beweis. — Sei G eine fein-offene Teilmenge von E, G = TT(G)^^ f^ ^^ ^^

und x G G. Dann gibt es ein x € G mit 7r(x) = jc. Es ist C G dunn
in ?', also erst recht "^(CG). Nach Korollar 1.14 ist daher CG dunn
in jc. Also ist G fein-offen.
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2. Anwendung auf die Laplace- und Warmeleitungsgleichung.

Es sei m € N und E eine offene Teilmenge des R'", relativ-
kompakt, falls m < 2. 96 sei das Garbendatum der Losungen der
Laplace-Gleichung in E und H€ das Garbendatum der Losungen der
Warmeleitungsgleichung in E = E x R. Dann sind (E , 3€) und (E ,§€)
streng harmonische Raume (vgl. [1]).

'Es sei TT die Projektion von E auf E und % die Familie aller
durch T^(x, s) == (x, s + t) mit t e R defmierten Translationen in E.
Dann sind alle im vorigen Paragraphen gemachten Voraussetzungen
trivial erfullt bis auf die zusatzliche Eigenschaft von TT, die durch die
beiden folgenden Lemmata bewiesen wird.

LEMMA 2.1. - Sei m > 2. Dann ist fur fede offene relativ-
kompakte Teilmenge © von E

Urn R^CI -^Ml^o .
n ->•<» i

Be-weis. — Da die Gefegte der Funktion 1 auf ® x C [— n , n} bei
Vergrosserung des Grundraumes E und der Menge 0 nicht kleiner wird,
durfen wir fur diesen Beweis annehmen, dass E = R^ fur m > 3, E
eine offene Kreisscheibe fur m = 2 und © eine offene Kugel in E ist.

Es sei nun x E E, t G R, "x = (x , t) und fur alle n E N

I ^ = ^ 4 - [ - ^ , + ^ ] , ® ^ = = ^ + 1 ( ® _ ^ )
w

und Qy, definiert durch

QJ?)=y+P^(7- ?) (?EE) .
n

Dabei sei P^ wie in [4] definiert durch PoCy» ^) = (a^, o^). Fur
alle ^ G N ist dann Q^ eine Abbildung von E in sich mit Q^ (x) = ?
und

Q J ® x C l , ) = ® ^ x C l ^ .

Nach [4], Satz 3.4 ist daher fur alle n E N

R^^R:^011^).
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Setzen wir ® = E x i^ , so ist R^ x 1 harmonisch in ®.
Nach Korollar 1.2 (bei dessen Beweis die zusatzliche Eigenschaft

von TT noch nicht verwendet wurde) ist aber fur alle n

R^^R^^R^oTr ,
also

lim R^ XCI1 < lim R^ o TT = R<^ o TT .yi-»<» i n-^oo 1 1

Da{^} polar^und die linke Seite als hannonische Funktion stetig in ©
ist, folgt in ®

Urn R^^R^o^O.n->»» 1 1

Insbesondere ist also

lim R^-n-n\^)= Um R^^X Urn R;" XCI1(^) = 0 .w-^-00 - n->°» l n->-<» *

LEMMA 2.2. - Sei m = 1. Daww ^r

Um R^Cl-^^l^Q .n-><» l

Bezels. - Sei x G E, t e R und j? = (^, r). Wie beim Beweis von
Lemma 2.1 durfen wir E vergrossern, konnen also annehmen, dass
E = ]x - a, x + a[ mit a > 0 ist. Da { ( y , s) : y G E, s < t} eine
Absorptionsmenge ist, ist fur alle n G N

^xClt-n2.^^ ^ R^l-oo.f-^2]^

und das ist nach [4], Korollar 1.5
=Rl^{r-"2}(y) .

Definieren wir Q^ wie im Beweis von Lemma 2.1, so ist

Q ^ E x { t - n 2 } ) = = } x - a - . x + l [ x { t - 1},n n

also nach [4], Satz 3.4

R^^-^^XR;'^"^1'^-1^).
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Da (x, t - 1) polar ist, gibt es zu jedem £ > 0 eine offene Umgebung
U von (x, t - 1) mit R^(x) <£. Fur alle hinreichend grossen n ist

lx-^-^(x{t-l} ^
daher Ri " " (x) beliebig klein. Daher ist

lim^R^[-n'+n}(y)= lim R^^-"2^"2^)^.Urn Rf^1-"^1^yi->o° 1 v - n^

Damit gelten also alle Satze des vorigen Paragraphen. Insbesondere
erhalten wir :

SATZ^2.3. - Es ist 9€ o TT = §€^, *ge o TT = *^, S o TT = S,,
% o TT = % » .

SATZ 2.4. - Fur alle Teilmengen A TOM E, u G ̂ ge4' ^^d i/ eoito
w^ 7r(^)e3Ko ̂

R^ R^ 0 ^ , ^(^A X R) = (TTC^ .

KOROLLAR 15. - £m^ Teilmenge P vow E /5-r genau dann polar,
wenn P x R in E potor ist.

KOROLLAR 2.6. - 5'6?z A eine Teilmenge von E, x G E MAZC? ^ C R.
D^yz^ ^r A genau dann dunn in x, wenn A x R dunn ist in ( x , r).

KOROLLAR 2.7. - TT ist fein-offen und fein-stetig. Die feine Topo-
logic von E ^r A'̂  von der feinen Topologie von E vermoge TT mdM-
z^r^ Topologie.

Bemerkungen.

1) Es ergibt sich damit der schon in der Einleitung an einem
Beispiel eriauterte Zusammenhang zwischen Dunnheitskriterien fur die
Warmeleitungsgleichung und Dunnheitskriterien fur die Laplace-
Gleichung. Die Satze des Paragraphen 6 in [4] erweisen sich damit als
Folgerungen der Satze des Paragraphen 4.

2) Ebenso kann man naturiich aus der Laplace-Gleichung Koor-
dinaten herausprojizieren. An die Stelle der parabolischen Zusammen-
ziehungen bei den Beweisen von Lemma 2.1 und 2.2 treten dann die
gewohnlichen Zusammenziehungen.
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