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Introduction.

L’utilisation d’espaces de distributions dont Dordre de
régularité n’est pas constant en vue de résoudre des équations
aux dérivées partielles dont le second membre est une distri-
bution arbitraire n’est pas nouvelle: elle remonte a notre
connaissance & M. B. Malgrange [5], qui a utilisé de tels espaces
pour prouver le premier la possibilité de résoudre n’importe
quelle équation aux dérivées partielles a coeflicients constants,
avec un second membre arbitraire, dans un ouvert convexe de
R". '

L’avantage de tels espaces est évident: toute distribution
dans un ouvert Q de R" a des singularités dont I'ordre est
borné sur tout compact, mais pas nécessairement dans la
totalité de Q.

Il nous a paru que les espaces de Sobolev d’ordre variable
(espaces HFf) ne manqueraient pas de manifester quelque
mérite : une qualité évidente des espaces HF réside dans le
fait qu’il est permis & I'ordre de régularité o de varier de
fagon non discréte, et les conditions sur p qui permettent
d’obtenir, pour certains opérateurs différentiels, des théorémes
d’existence ou de régularité dans He?, font intervenir les
dérivées (d’ordre < 2 dans ce travail) de p; un autre
avantage de ces espaces est que les espaces locaux associés
(espaces Hf,) sont des espaces de Fréchet, duaux de limites
inductives strictes d’espaces hilbertisables, et que ’on bénéficie
a leur endroit de nombre de théorémes de dualité.

Le chapitre 1 de ce travail rappelle les définitions et pro-
priétés premiéres des espaces HFf: celles-ci suffisent pour
obtenir des théorémes d’existence dans les espaces Hf pour
une certaine classe d’opérateurs différentiels a coeflicients
variables déja considérée par M. L. Hérmander; nous arrivons
aussi, par une méthode trés élémentaire, a obtenir des résultats
assez précis sur les opérateurs a coefficients constants en deux
variables indépendantes.
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Le chapitre 4 introduit une technique différente, a savoir
une norme équivalente & la norme [uf,, faisant intervenir
les moyennes sphériques de la fonction wu prises sur des
sphéres de petits rayons: une méthode analogue a déja été
éprouvée par M. L. Hormander dans le cas ot p est une cons-
tante. Ceci permet d’obtenir trés rapidement des théorémes
d’existence dans les espaces HFf (pour des fonctions p «assez
convexes ») pour les opérateurs & coeflicients constants
généraux, grice aux inégalités L? obtenues par M. F. Tréves
pour ces opérateurs: le chapitre 5 de cet article repose entié-
rement sur ces inégalités.

J’exprime ma vive reconnaissance a M. F. Tréves, dont les
encouragements et critiques m’ont été trés utiles, ainsi qu’a
M. L. Schwartz et M. J. L. Lions qui ont bien voulu s’inté-
resser & ce travail; enfin, je tiens & remercier Purdue University
pour les excellentes conditions dans lesquelles j’ai pu rédiger
cet article.



CHAPITRE 1

Définitions et propriétés générales des espaces HP;
conventions générales.

On considére ’espace numérique R”, dont le point courant
est £ = (2, ..., x,), et son dual, dont le point courant est
£ = (&, ..., E,). Pour toute fonction f(z,%) sur R2" possé-
dant des propriétés de régularité et de comportement a
I'infini convenables, on définit ’opérateur pseudo-différentiel
O[f] par l’équation

O[f(w)(@) = [ f(z, E)er™=DaE) dk,

valable pour toute fonction ueP(R"); la fonction f est le
symbole de 'opérateur O[ f ].

Appelons symbole d’ordre m, m étant un nombre réel,
toute fonction f de classe C* sur R2", satisfaisant la
propriété suivante: quels que soient les multi-indices
o= (ay, ..., a,) et B =By, ..., Ba), et quel que soit le
polyndéme ¢(z), il existe une constante C telle que I'on ait,
pour tout (z, &), I'inégahité

o b = |>
@) [ 2 25 £ (2, 0)] < ct + g
avec Bl =81+ -+ + B

Pour de telles fonctions f, l'opérateur ©O[f] est bien
défini et opére continiment de I’espace de Sobolev H*(R")
dans l’espace H*™(R") pour toute valeur réelle de s: il
sera dit opérateur pseudo-différentiel d’ordre m, n’étant pas
interdit qu’il soit aussi d’ordre inférieur.

J(R") est I'espace des fonctions C* & décroissance rapide
sur R" (1.e. toute dérivée d’une telle fonction tend vers 0
a l'infini plus rapidement que 'inverse de tout polyndme);
g°(R*, R) désigne I'espace des fonctions p réelles sur R*
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qui sont sommes d’une constante et d’une fonction appartenant
a 9(R.

S1 ped®(R* R) etsi s est un nombre réel, nous ferons un
usage constant des opérateurs suivants :

Popérateur Af = O[(1 + [§]?)p@2];

Popérateur B’ = O[(1 4 Log (1 + [€]?))*] (et en parti-
culier B = BY);

et 'opérateur

Aet = AfBr = O[(L + [£*)%(1 + Log (1 + [¢]*))"].

L’opérateur Af* est essentiellement inversible au sens
suivant : quel que soit le nombre réel k, 1l existe un opérateur
pseudo-différentiel C, tel que les opérateurs A#C, — 1 et
CAP* — 1 opérent contintiment, pour tout s, de H*(R”")
dans H*(R"); s1 k < 1, on peut choisir C, = A—¢—,

Soit k& un nombre réel strictement inférieur 4 la borne
inférieure de p sur R": on définit alors I'espace H®<(R")
comme l’espace des distributions ue H*'(R") telles que
APy appartienne & L2?; cet espace ne dépend que de p
et de s, et devient un espace de Hilbert si on y introduit la

norme |ul,, définie par Julf, = [APul® + |ulfi,, ou
|ull,—y désigne la norme habituelle dans H*(R") et ou
[#l = l¢llo: la topologie définie par cette norme ne dépend

également que de p et de s. Lorsque p est une constante
et que s =0, l'espace H"%R") n’est autre que ’espace de
Sobolev ordinaire. Dans tous les cas, on a I'inclusion topolo-
gique H®Y(R")<H#*(R") st inf(c —p) >0 ou bien
mmf(c —p) 20 et t > s

Pour tout compact K de R", on définit I'espace Hf*
des éléments de H#*(R") dont le support est compact et
contenu dans K. Pour tout ouvert Q@ de R", on peut alors
définir 'espace HEZ (Q), limite inductive des espaces HE*
lorsque K parcourt une suite exhaustive de compacts de €,
et 'on a une définition également évidente de I’espace Hf(Q):

loc

cet espace est un espace de Fréchet, dual naturel de H_ £ —+(Q).

comp
11 est clair (et 1l est important de remarquer) que pour définir
les espaces H{* (avec Kc Q) H;’;;P(Q) ou H3(Q), on peut
se contenter de supposer p définie et de classe C* dans Q,
étant donné que I’espace Hg*, défini parle procédé précédent,
ne dépend que de la donnée de ¢ dans un voisinage de K.
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Nous ferons usage également du fait suivant: supposons
que l'on ait infg (6 — p) > 0 ou bien ¢ > o dans un voisi-
nage de K et ¢ > s: alors l'injection canonique de H$!
dans H§* est compacte, et quels que soient le nombre réel k&
et le nombre ¢ > 0, 1l existe une constante C telle que I'on
ait, pour toute distribution ue Hg':

lulle,s < eluls, + Clul,.

On pourra trouver une exposition des espaces H? dans (1),
ou dans la thése de J. Bokobza-Haggiag (Paris, juin 1968,
partie non publiée), ou dans le Séminaire Goulaouic- Schwartz
(Ecole Polytechnique, 1970-71).

Indiquons pour terminer quelques conventions au sujet des
opérateurs différentiels: tous les opérateurs différentiels que
nous considérons ont des coefficients C®; & une fonction
P(z, &), polyndéme en & dont les coefficients sont des fonctions
(C*) de =z, on associe, conformément aux conventions en
usage pour les opérateurs pseudo-différentiels, 1'opérateur

. 1
P(z, D), ou D;= 2m0
rateur, supposedordre m est notée P,(z, D) (contrairement
aux conventions valables pour les opérateurs pseudo-diffé-
rentiels, on ne dira qu’un opérateur différentiel est d’ordre m
que s1 P, n’est pas identiquement nul); st « = (ay, ..., «,)

; Pz, &) et

ke . . , .
Pao(z, &) = — P(x, £); a tout indice j est associé le multi-

; la partie principale d’un tel opé-

est un multi-indice, on définit P®(z, §) =

indice, aussi note ], dont toutes les composantes sont nulles,
sauf la j-éme, égale a 1.

Enfin, nous aurons constamment a considérer des opérateurs
pseudo-différentiels résiduels: I'indice inférieur d’un tel opé-
rateur R, désignera toujours son ordre; ces opérateurs
résiduels pourront varier d’une formule a I’autre, de méme que
la constante positive C qui est le compagnon fidele de ’ana-
lyste.



CHAPITRE 2

Le cas de certains opérateurs a coefficients variables.

Le théoréme principal de ce chapitre est le théoréme 2.1:

soit H l'opérateur hamiltonien H =X [bP 2 2P, i]

ox; E, O, dmy
I'hypothése du théoréeme 2.1, & savoir qu’en tout point carac-
téristique (z,£) oul’'ona Hp =0, ona H2p > 0, a déja été
rencontrée par M. L. Hérmander ((2), p. 195). Les deux
lemmes qui suivent sont des étapes en vue dela démonstration
du théoréme 2.1.

Lemme 2.1. — Soit P(z, D) un opérateur différentiel d’ordre
m sur R* a coefficients dans $(R"), dont la partie principale
a des coefficients réels. Soit p e 9=(R* R). Soit

1

dp
— — —_ 3 T PW
L = P,(z, D) Gin > 5, PY(z, D)B + R,,_,,
ot R,_; est un opérateur (pseudo-différentiel ou non) d’ordre
m — 1.

Alors il existe une constante C telle que l'on ait, quelle que sout
uedR":

ILult > [ Py(z, D)ul? + 2 pos, DBl

w2
1
+ g Re f aS(z, D)Bu — Cllul2y,
ayvec

S(z, ) = (Hzp)(w, g) = b P(z, 8)P (2, )

bxj m

+ Z [P(k)(xa E)Pﬁ,{,)(,‘)(x, £) — ng)(_r’ E-'>Pm.(k)(x’ E)]
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Rappelons que B est l'opérateur pseudo-différentiel de
symbole 1 + Log (1 + |&[?).

Dans la démonstration qui suit, on désigne par Q(u)
n’importe quelle fonctionnelle quadratique a valeurs réelles
de wu, vérifiant la propriété suivante :

pour tout e > 0, il existe C telle que, quelle que soit
ue PR, on ait

1 op
2 — — PW
QU < < [IPu(a D)ul* + g |2 32 P(e, DIBu |
+ Clulf-1-
On utilise systématiquement I'inégalité
1
(21) 2 [ fgl do < &l f1* + 5 lgl?
et I'inégalité qui s’en déduit

(A= N1 — (G = 1) el < I f+ gt < (L4 171

+ (5 + 1)1
1

1672 r
1 %0 Py
+ 5 Im [ Pu(z, D)uz 5z, PO(z, D)Bu dz + Q(u).

On peut alors écrire, pour ue D(R"):

ILu|® = | Pu(z, D)u|® +

= 2° pU(z, D)Bu
dx;

Il convient maintenant d’évaluer
_1 ' % P
=5 Im | Pa(x, D)uZ oz, P (z, D)Bu da.

Comme P,(z, D) a pour adjoint P,(z, D) + R,_; (rappelons
que les opérateurs résiduels R peuvent varier, par convention,
d’une formule & 'autre, et que leur indice désigne un majorant
de leur ordre), on obtient, grace a (2.1):

__ 1 = %0 pw
I=—5Im [ @P,(z, D)z ¥ PY(z, D)Bu dz + Q(u),

soit, grice a la formule de Leibniz :

I=1 4+ L + Qu),
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avec
1 oD
L=—5Im f uz—PP (7, D)PY(z, D)Bu dx
a5 0% pw )
et I = WR [z ,aka (z, D)PY(z, D)Bu da.

En notant que le crochet [P,(z, D), P{(z, D)] égale

) [PR(z, D)PRu(@, D) — POz, D)Py gz, D)] + Ren-s,

%m p

on obtient I, = I3 + I, 4+ Q(u), avec

1 —s 0p j
I, = Tm? Re /' uZ g;j [Pg‘)(x’ D)Pg'{-)(")(x’ D)
— ng)((ll‘, D)Pm.(k)(x7 D)]Bu
et
I, =___Imf~z P(f)x D)P,(z, D)Bu

—_——~——Imf2 uPY(x, D)BP,(z, D)u + Q(u),

cette derniére égalité prbvenant du fait que, bien que B ne
soit pas un opérateur d’ordre 0, son crochet avec P, est
d’ordre m — 1, compte tenu des formules désormais classiques
sur la composition des opérateurs pseudo-différentiels.

En intégrant par parties par rapport a loperateur
PW(z, D)B et en commutant (les restes étant absorbés grace a

I'inégalité (2.1)), on obtient I, = — 14 Q(u), d’ou
L+ Ig—1I=1+4 Q(u), ce qui fournit
1 5 2
|Lul? = |Pp(z, D)ul® + 5= |2 7= P<f><x D)Bu|
1 _
— 2P pwmpw
e [z sayom PP
+ 2 32 [PYPQ,, — PYOP, ] | Bu + Qu),
J

ou I'on a omis (z, D) six fois dans 'intégrale pour raisons
typographiques.

En utilisant l'inégalité satisfaite par Q, on obtient le
lemme 2.1.
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Lemme 2.2. — Supposons les hypothéses du lemme 2.1 satis-
faites. Soient de plus K un compact de R*, et Q un voisinage
ouvert de K, tel que lon ait: pour tout ze Q, pour tout &
réel # 0, les conditions

Po(x,8) =0 e = :—9 PY(z, ) = 0

Z;
entrainent S(z, &) > 0. (S est défini dans le lemme 2.1). Alors
il existe C telle que, quelle que soit ue Dg(Q), on ait

lul?2_, 1+ < C[ILul® + Jul3-].

Remarquons d’abord que si le lemme est vérifié pour un
nombre fini de compacts K, contenus dans Q, 1 < v < N,
dont les intérieurs recouvrent K, il l'est aussi pour K.

En effet, soit (},) une partition C* de I'unité subordonnée
au recouvrement (K,) de K, de sorte que u = Zu,, avec
u, = $,u. On a tout d’abord, si 'on choisit, comme cela est

m—lyl

possible, une norme hilbertienne sur H " 2%:

N
||u||fn_1'% < N ;I [N

2
Ensuite

, luuna < Cldy [Ems] wlf-s.
Enfin, comme L($,u) = ¢, Lu + R,_;u, on a
IL($yw)l® < 2[|Lul?® + Clul}-1],

d’ou la possibilité de localiser 'inégalité annoncée.

On pourra alors supposer que K est assez petit pour que les
dérivées premiéres et secondes de p, ainsi que les coefficients
de P,, oscillent assez peu.

Démonstration du lemme 2.2. — Fixons z, dans K. Surla
partie compacte de la sphére |&] =1 oulon a S(z, &) < 0,
on a

[P, ) 4|3 22 (@)P(as, &) > 0,
Z

de sorte qu’il existe © > 0 tel que I'on ait, sur || =1:

 [Puta 20+ |2 22 (@) Pz, ] ] + S(a0, ) >

7
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En multipliant cette inégalité, écrite pour £ # 0 au point

Tgl_’ par [E[*"2[1 + Log (L & |€*)] et en notant que

[E]2 > %(1 + |€|2) pour || > 1, on obtient, pour tout
] = 1:
1+ Iilz)"“l[1 + Log (1 + [E]*)] '
ngIP (@0, E)I*(1 + |E[*)7*[1 4 Log (1 + [€[*)]
+c‘z (xo)Pta, ©)f [1+ Log (1 + [£])]
+ S(au, £)[1 + Log (1 + [¢] )13
On peut obtenir une inégalité valable pour tout % en

ajoutant s’il le faut au deuxiéme membre un terme de la forme

|q(E)|?, avec ¢ & support compact, symbole d’un opérateur
régularisant.

En multipliant cette inégalité par |i(€)|2 d€ et en intégrant,
on obtient :

(2:2) Jul?_, 5 < 2Cs

P (xo, D)A-1B* u”z

2
+ Co||= 28 (2)PY(s,, D)BE uf
T

+C [ uS(zo, D)Bu do + Cylul-s.

1
u
1

Par ailleurs

|P,(z, D)A=BF u[ < 2||P,(z, D)A-BTE
+ Gl ama-B3 o + cfuls,

ou C; est dominée par la somme des oscillations de P, sur

un voisinage de K, et est donc telle que 2CCyr < —i— pourvu
que K soit assez petit.
On a done

.

P,.(z, D)A-'B®
1
-+ % ”u"?,._l,l + Cillul%-y,
2

(2, D)A-IB* u”2 < 4Cx

2C~

et un traitement analogue vaut pour les deux autres termes de
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I'inégalité (2.2), en tenant compte aussi de l'oscillation sur

un voisinage de K des dérivées premiéres et secondes de .
Si K est assez petit, on peut donc écrire

1 1 |

Tl 1 < 4C<|Py(a, D)ABE o

2
2

+ 2C~

dp 1
= 2 PY(z, DB u
bxj

+ CRe [ @S(z, D)Bu dz + C;Jul2;.

Utilisons maintenant le fait que pour tout ¢ > 0 on peut
trouver C, telle que 'on ait, pour toute fonction ue D(R"):

| < e|Bul® + Cylul?®
(multiplier par |[6(§)|2 d¢ D'inégalité
1+ Log (1 + [€2) < <[ + Log (1 + [g)] + Ca,

2

1
B2u

laquelle est satisfaite pour C, = —l%—, puis intégrer ).
' €

Aprés des commutations dont les reliquats sont dominés par
C,|ul2-1, on peut alors écrire

€
S._
T

1
[Po@, DA [ < £ 1Py(e, D)ul® + Cilul,
d’ou

Jul?_
+ CRe [ @S(z, D)Bu dz + Cyful3-s,
< G| Lul® + [ul?-1],

5 2° PY(z, D)Bu

dp i
= 2f POz, D)B2u
ox; bacj

r+qwmr

On a de méme

< Ce|[Pp(z, D)ul® + Ce

= 28 py(z, D)Bu
oz

1
)

soit, gréce au lemme 2.1, [u[® ,

m—1,—
2
ce qui termine la preuve du lemme 2.2.

Remarque. — En se servant de I'inégalité

m

Jultr < 5 Jul?_, o + Clui2,,
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on voit aussi que pour tout compact K et tout nombre réel s

on peut trouver C telle que 'on ait, pour toute fonction
ue @K(Q) :

(2.3) lul?_, 1< ClILu)® + Jul2,].

Tutorime 2.1. — Soit Pz, D) un opérateur différentiel
d’ordre m défini dans un ouvert Q de R® dont la partie
principale est d coefficients réels. Soit p € C*(Q), avec Hp? > 0
aux points caractéristiques o Hp=0. Soit ¢ une distribution
& support compact dans Q, telle que P(x, D) appartienne a

. . p+m—1, 1
HE . (Q). Alors ¢ appartienta H ,— 2(Q). .\

Sous les hypothéses que ve Hi::;z_s (Q) et que
P(z, D)y e Hf  (Q), s étant un entier > 0, on va prouver
que ve Hz::pl "2(Q). 1l suffit & cet effet de prouver que si

1 me1. L
0eHcomp *(Q) et P(z, D)o e H,, (0), alors v H oo ' 8(Q):

la récurrence précédente se déduit de la, en observant que si
vérifie les hypothéses du théoréme, p — s les vérifie égale-
ment. On peut aussi supposer que P et p vérifient toutes les
hypothéses du lemme 2.2, en remplacant Q par un voisinage
ouvert Q' du support de ¢, ce qui permet de modifier dans

le complémentaire de Q' les coefficients de P et la fonction »
de facon a les rendre prolongeables en des fonctions a décrois-
sance rapide sur R" mea L

On a donc par hypothése AfP(z, D)veL? et A7 2pel2.

n—g L
En posant Af¢ = g, on a donc geH "2 et il s’agit de
m— ,l .
prouver que geH "% Mais

AFP(z, D) = O[(1 + [EJ2)P(z, £)] + Rypns
et
P(z, D)Af = O[(1 + [§[* )°"°)’2P(90 £)]
0
+ Z’; z pj PO(z, D)BA? + Ryyns,2
d’ou

_ _ 1 52 py
P(z, D)g — AfP(z, D)y = . p> bij (z, D)Bg + Rgim ¢
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Comme AP est essentiellement inversible, il existe un
opérateur R,_; tel que R,., ;¢ + R, ;g soit aussi réguliére
que I’on veut, par exemple dans L2. Il convient maintenant de
préciser que l'on peut prendre R,_; pseudo-différentiel,
somme finie d’opérateurs de la forme ©[«(z)B(§)], avec

m—1
«ed(R") et |BE) < C(1 + [E2) ?
Soit
L — P,(z, D) — Z}n‘ z 2 P9, D)B + Ry

m— ,l' . .
On sait donc que LgeL2 et que geH : 2(R"): 1l s’agit

d’en déduire que geH by 2(R").

Soit u le produit de g par une fonction C* a support
compact contenu dans Q’, égale & 1 sur un voisinage du
support de ¢: u — g est dans H(R") et il suffit de prouver

—1,%5 .
que ue H 2 (Q"); on aaussi Luel2
On est donc finalement ramené au probléme suivant:
Soit ueH.. comp ( ’) telle que Lu appartienne a L2:

montrer que ueH 2(Q’).

Soit K un voisinage du support de u. D’aprés la remarque
qui suit la preuve du lemme 2.2, il existe C telle que I'on ait,
quelle que soit ¢ e Dg(Q'):

el _, CIILel® + loln-2]-

m— 1:

Posons y (z) = e™x(z/e), ou yx est la fonction régulari-
satrice habituelle. L étant un opérateur d’ordre m,
[L(» * x) — (L¢) * x| est dominée par |¢|,-;, pour toute
distribution ¢ € H™-1(R"), de fagon uniforme par rapport a
e (cf. (2), p. 49). 1l suffit donc de prouver que we H™?, car

1
. . m—1,
alors la suite y;,*u sera bornée dans H 2, donc aura
1
. . m—1,o
une sous-suite faiblement convergente dans H %, et u
1
. .. . . m—1,+
qui est sa limite dans H™! appartiendraa H 2.

On utilisera I'inégalité suivante: quel que soit n > 0, 1l
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existe C telle que ’on ait, pour toute fonction ¢ e Dg(Q'):
(2.4) lol7-1 < 2lLel?® + Cloln-s,

et la technique de M. L. Hormander. Toute la fin de la
preuve du théoréme 2.1 est analogue (i ceci prés que L est
ici un opérateur pseudo-différentiel et non différentiel) a la
démonstration du théoréme 8.7.1 du livre de Hormander.

Rappelons (cf. (2), p. 46) que I'on définit, pour 0 < & < 1
et pour w e H*?, la norme

lwlli2-s = [ 9@+ (2L 4 8222) d,

(nous utilisons trois barres pour éviter des confusions avec
les normes déja introduites dans les espaces He*).

En posant ¢ (z) = e™)(z/e) avec ¢ = Ay, on a alors
Pinégahité

Colllwll|225 < fo [ % Gl '<1 + 82> € =+ w2y Calll|l|
, < Gylll#]]245

quelle que soit we H™' et, pour toute fonction aeJ(R"),
Pinégalité

(2.5) fol la(w * $e) — (aw) * |2 <1 + _§_>—1 %

< Golll#ll2a,5
quelle que soit we H™2.
Toutes les constantes qui suivent sont indépendantes de
e, 3, u et v, alexceptionde C qui dépend de .
Rappelons que la norme |[¢[%-; est équivalente & la norme

Y D>

fa]lsm—1
En appliquant linégalité (2.4) a la fonction ¢ = u *{,,
on a alors

3 IRkl < Canldx Ll
+ Canlben L — Ligw wl* + € 3 1(D%) » 4.

a |<m—2

2\ -1
En multiplhiant par (1 + 3 > de et intégrant entre 0 et 1,
€
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on obtient
C. |a|<2m—1 [1ID%u|[|21.5 — [D%u)24]
< ConlliLadlitys + Gy f, 1o+ L
— L(y¢ * u)|? (1 + 2‘_;‘%_)—1 glf 4 Clul2,.

En tenant compte des inégalités |||Lu|||-;5 < |Lu| et

Y [D%?, < Cyful?-,,
laj<m—1
on obtient

lulll-2,5 < CanlLauf® 4 Cluli-, + Cen [ ¢, * Lu
— Lige * w)]? <1 + 3—) de,

€
Mais L est somme finie d’opérateurs du genre o(x)p(D),
avec [B(E) < C(1 + [€]2)™2 et aeY(R"). Il résulte alors
de (2.5) que la derniére intégrale est majorée par Csl||ul||2-z 5.
D’ou finalement '

lull|2-2,5 < Cqn|Lul? 4 Cllul?-5 + Csyl||u|||2-2,3,

et en choisissant 7 < 1 (rappelons. que seul C dépend
5

de 7), on voit que |||u|||n-25 est bornée indépendamment
de 3, c’est-a-dire que ue H™', ce qui termine la démons-
tration du théoréme 2.1.

Rappelons 'inégalité (2.3) valable pour ¢ e Dg(Q'):

lel?_, 1 < ClILoI® + Jof2].
2

Cela étant, si u e Hx’(Q) esttel que Luel? onsait déja que
1
-1,1 R .
ueH 2. Alors d’une part la suite x;, * u converge vers u

. -1,1 .
a la fois dans H~ et dans H 2. Par ailleurs X1p * Lue
converge vers Lu dans L?; enfin L(xy,* u) — (Lu) * x,

ol . . .
est bornée dans H 2 ; il existe donc une suite (p,) telle que
L(x1/p * ) — (Lu) % x5, converge fortement dans L2?; Ila

limite de cette suite ne peut &tre que 0.
I1 résulte de tout cela que I'inégalité (2.3) reste valable avec
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la méme constante C pour toutes les distributions u e Hgf(Q)

(avec K'cK) telles que Lu appartienne & L2. On déduit
facilement de cela la proposition :

Prorosition 2.1. — Supposons les hypothéses du théoréme 2.1
vérifiées : alors pour tout compact K< Q et tout nombre réel s
il existe C tel que, quelle que soit wue Hg(Q) oérifiant
P(z, D)ue H? _ (Q), on ait

comp

lul , _, 1 < C[IP(z, D)ul, + u]-].
! )

CoroLraIre 2.1. — Supposons les hypothéses du théoréme 2.1
vérifiées. Supposons de plus que p soit strictement négative
dans Q et que pour tout a < 0, Pensemble K, des points =z
de Q tels que o(z) < a soit compact. Alors pour toute u e 8'(Q)
telle que le support singulier de P(x, D)u soit contenu dans K,
le support singulier de u est aussi contenu dans K,.

Soit en effet s tel que u appartienne & H**™ soit ¢ > 0
et soit ¢ un nombre réel arbitraire : il s’agit de prouver que u
est de classe H!_  dans le complémentaire de K,,..

On peut choisir A > 0 et p réel tels que la fonction
@ = Ap + p soit inférieure ou égale & s dans un voisinage
de K,, et supérieure & t — m + 1 dans le complémentaire
de K,,. Mais ¢ vérifie les hypothéses de pseudo-convexité
en méme temps que p. Il en résulte, comme P(z, D)u e H?,
que ueH¥™ 1  ce qui prouve que u est H! dans le
complémentaire de K,...

Ce corollaire résulte également du théoréme 8.8.1 du livre
de L. Hormander (2), compte tenu du fait que l'on peut
supprimer I’hypothése que p n’a pas de point critique dans
I’énoncé de ce théoréme.

Notons aussi, pour un usage ultérieur, que si p vérifie les
hypothéses de pseudo-convexité alors la fonction fop les
vérifie également pour toute fonction f définie et C* sur
]— o0, O[, & dérivée premiére strictement positive et 4 dérivée
seconde positive ou nulle.

TutoriME 2.2. — Supposons les conditions du théoréme 2.1
périfiées, et supposons de plus la condition suivante (‘P(z, D)-
convezité de Q) satisfaite :

pour tout compact K c Q, et tout nombre réel s, il existe un
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compact L cQ tel que toute distribution ueHS (Q) satis-

faisant supp (P(z, D)u) c K a son support contenu dans L.

1
. . —p—mt1, - . .
Alors, pour toute distribution fe H, 2 (Q) satisfarsant

{fy u) =0 pour toute solution u de classe C~ a support
compact dans Q de Uéquation P(z, D)u = 0, on peut trouver
ge Hf(Q) telle que 'P(x, D)g = f.

Rappelons que lespace N des distributions ue8'(Q)
telles que P(z, D)u = 0 est contenu dans D(Q), et que sa
trace sur tout &x(Q) (K compact < Q) est de dimension finie
(cf. (2), p. 210, cor. 8.7.1). pemiti—

Soit X lesous-espacede H , =~ ( )X H;P
des (f, g) tels que ‘P(z, D)g = {.

Il est clair que X est fermé dans le produit cartésien
susdit, donc est un espace de Fréchet, et que par ailleurs, si
(f, 8)eZ, ona (f, uy=0 pour toute ueN.

Soit p, : E—>H;:_m+l'_“( Q)nNL la projection sur le

premler facteur. Il s’agit de prouver que p; est surjective.
On s’en tirera en montrant que ‘p; est injective et a une
image (fortement) fermée.

%', dual de X, est le quotient de

(Q) constitué

Pp+m—1,

HE () & HE,(Q)

comp

par I'espace S des couples (u, w) tels que 'on ait

(fuy+ (& w)=0 pour tout (f, 8)
Si (u, w)eS, on a, pour toute geD(Q),

(‘P(z, D)g, u) + (g, w) =0,

soit
(g, P(z, D)u + w) =0, d’ou P(z, D)u 4+ w = 0.
“+m-—1, i .
Réciproquement, si (u, w) e H:omp e (Q) x HE ,,(Q) vérifie

P(z, D)u +~w =20, on a
('P(z, D)g, u) + (g, w) =0 pour toute geD(Q),

donc aussi pour toute ge Hf(Q) satisfaisant

—mi1, -1
‘Pz, D)ge H. " 2(Q),

loc
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a condition de prouver le lemme suivant:

Lemme 2.3. — Soit ge H f(Q) telle que

mi, —L
Pz, D)ge H.' " 72 (q).

loc
Alors il existe une suite (g,), g, € D(Q), telle que g, g dans
Hyf(Q) o 'P(z, D)g, (s, D)g dans S 3(0),

loc
Ce lemme se demontre comme le théoréme 8.7.4 du livre de

Hérmander [2], p. 212.
S est donc exactement l'espace des couples (u, w)

p+m—1, 2

€ Hcomp ( ) X Hsomp( ) vérifiant P(x’ D)u + w=0.

Par ailleurs, le dual de Hlo: i
m 1
de Hi:mp It 2(Q) par T, espace des u tels que, pour toute
—p—m41, —

1
feH,, 2(Q) orthogonale & N, on ait (f, u) =0.

( ) n Nt est le quotient

. , P+4+m—1,-- . . .
Mais N est fermé dans H_, =~ 2(Q), caril en est ainsi de

sa trace sur chaque 8;(Q). Donc T = N.
—p+1—m,—%

La transposée de p;: Z — H,, (Q) n Nt est Pappli-
cation
P+m—1.
m— H X HE
s B g B0 X He (0

S = {(u, w): P(z, D)u = — w}

définie par: classe de ur— classe de (u, 0).

Cette application est bien définie et injective car pour qu'un
couple (u, 0) appartienne & S, il faut et il suffit que u
appartienne & N.

Il reste & prouver que ‘p, a une image (fortement) fermée,
ou encore, que pour tout compact KecQ Tapplication
(partiellement définie)

1 :
HO" 72 ()N

comp
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définie par passage au quotient de I'application u+—(u, 0)
a une image fortement fermée.
Notons d’abord qu’il existe un compact LcQ tel que,

1
e prm—1, L
pour toute distribution ue Hc;n"; 2(Q) telle que la classe

de u appartienne au domaine de cette application, on ait
supp (u) c L; en effet, si la classe de u s’envoie dans I'espace

me1,1
de droite, cela signifie qu’il existe ¢ Hf;r e (Q), ¢ e HY(Q),

et ¢ et webd'(Q) vénfiant P(x, D)v 4+ w =0, tels que
(1, 0) + (v, #) = (2, ¥). |

De cette égalité résulte que supp (w)c K; en utilisant la
‘P(x, D)-convexité de Q, on en déduit que ¢, puis u=¢ — 9,
ont leur support dans un compact L ne dépendant que de K.

Supposons alors que la suite (u,, 0) (quHP+m -1t ()
pour tout v) converge dans le quotient de droite : il existe

donc une suite u,e HHm 3 (Q) telle que 'on ait
wy = — P(z, D)u, « H{(Q),
1 P'|'m"1vl
Uy — Uy —> ¢ dans Hg 2(Q),
et P(z, D)u, - w dans HE(Q).

Il s’agit de prouver que (v, w) est congru, modulo S, a un

m '1
élément de la forme (¢, 0) (vl = Hp+ - (Q)>
En nous inspirant de (2), 8.72 définissons une base
Zyy Zgy ...y %, orthonomale pour la norme L2, de l'espace

(de dimension finie) N n §(Q). On a donc fzjik=8jk.
On peut modifier wu,, sans changer sa classe dans

HP-H'l ) 2(Q)/Nné&(Q), en lui ajoutant une combinaison

llnealre convenable des z;, de fagon a la rendre orthogonale
aux z;. On modifie les u, comme il convient de fagon a ne
pas changer u, — uy, et P(z, D)u, n’est pas changé non plus.
Comme la suite P(z, D)u, est bornée dans Hf{(Q) et que u,
est orthogonale aux z;, on en déduit, comme dans le théoréme

m1,L
8.7.2 de (2) que la suite uy est bornée dans Hi+ T (Q).
On peut alors, enlaremplagant par une sous-suite, la supposer

1
. P+m—1,-~ 1,
faiblement convergente dans H; 2(Q), vers un élément u'.
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On en déduit que P(z, D)u’ = w. Alors, dans l’espace
me1,1
H{ ™72 (Q) x Hi(Q), on a
(v, w) = (v, P(z, D)u') = (v + v/, 0) 4+ (— u/, P(z, D)u’),

ce qui termine la démonstration du théoréme, car

(v+ u', 0)elm‘p, et (— u', P(z, D)u')eS.

CoroLLAIRE 2.2. — Supposons les hypothéses du théoréme 2.2
satisfaites, et supposons de plus que o soit strictement négative
dans Q et que pour tout a < 0 U'ensemble des xe Q tels que
p(x) < a soit compact : alors pour toute fed'(Q) satisfaisant
(fy wy=0 pour toute solution uedD(Q) de Iéquation
P(z, D)u = 0, il existe geD'(Q) telle que ‘P(z, D)g =f.

En effet, toute distribution f dans Q appartient & un
espace H;9™+(Q) pour o bien choisie; grice au théoréeme
2.2 et 4 la remarque suivant la preuve du cor. 2.1, il suffit
alors de prouver que o est majorée dans Q par une fonction
de la forme hop, ou h est défime et C* sur ]— oo, O,
4 dérivée premiére strictement positive et & dérivée seconde
positive ou nulle : la construction de & est élémentaire.



CHAPITRE 3

Le cas des opérateurs a coefficients constants
en deux variables.

1 » 1 »
On pose Dl === ii_ﬂ_ S—m—l’ 2 ’2—’;:' bxz

3 =D, + iD;. Les symboles de ces opérateurs sont
G(Dl) - El’ G(Dz) - a2, 6(6) = z et O'(S) = K

en posant { = &; + i§,; D; et D, sont autoadjoints; d et d
sont les adjoints 'un de l'autre.

Soit P(d,d) un opérateur différentiel sur R? A& coefficients
constants arbitraires, d’ordre m. On peut toujours supposer,
moyennant un changement linéaire de coordonnées, que le
coefficient de ®™ dans P(d,d) est non nul, et méme égal a 1.

Le symbole principal de I'opérateur s’écrit alors

=];I C—%C

ou les «, sont des coefficients complexes.

L’opérateur 2™P(d, d) (de degré 2m), peut s’écrire
Q(d, 83), ou Q(Z, t) est un certain polynéme de degré 2m,
possédant un terme ¢*" et dont tous les termes ont un
« p01ds » au plus égal 3 2m, en attribuant & ¢, le poids 1
et & 7 le poids 2. Notons que le symbole de 2d, soit |2,
est réel positif pour toute valeur de & = (§;, &,):

— 0 =D, —iD, et

20 n’est autre que 'opérateur — 4A2
ordinaire. i

En utilisant un développement de Puiseux, on peut écrire,
pour T assez grand-

—ll(c— 5 b(s P)>

n=-—s

» A étant le laplacien

ou p est un certain entier positif.
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L’entier s est choisi le méme pour tous les facteurs, de
facon que I'un au moins des coeflicients ', soit non nul.

, . s 1
On a nécessairement — < ——, car aucun des 2m facteurs de
p

2

Q(Z, ) ne peut avoir un poids strictement supérieur a 1.

On peut donc écrie Q(Z, 7) = [[ (T — B, V= + g(x)), on,
J=1 _1
pour tout j, g;(v) est une fonction analytique de © ? pour =

1_1
assez grand, satisfaisant I'inégalité |g;(<)] < Ct% ? pour une
constante C bien choisie.
En collectant les termes de poids 2m exactement, on
obtient l'identité

2m

TP,(E, €)= [I € — 8, VIT),

. =
soit
m _ _ 2m _ —
I @ — w28 = 11 € — 8, V22).
k=1 =1
En introduisant I'indéterminée n = |{|, on obtient I’identité

[T @ — ort) = H T —8,1)

entre deux polyndmes en (g, v), d’ou il résulte qu’a chaque
facteur ¢ — a,¢ de P,({, ) correspondent, dans Q(Z, <),
deux facteurs commencgant par ¢ — \/;,m et T+ \/;kv;

respectivement, en désignant par Va, l'une quelconque des
racines carrées de «,.
Finalement on peut écrire, pour |{| assez grand:

>

TP(E, 1) = 1 € — Van VT + g€ + Var VIT + hy(CD)

k=1
avec

_ _2 2
&0 < €Y7 et |R(CT) < €Y e,

D’Ofl P(—i, C) = II (E'—‘ akC +fk(za C)), ou fk(z, C) est le
k=1
symbole d’un opérateur pseudo-différentiel de convolution R,

d’ordre au plus 1 — —.
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m
On a alors P(d, 3) =[] (® — «,d + R¥) & un opérateur
régularisant pres. k=1
Chaque fois que |« # 1, D'opérateur ® — «,d + R* est
elliptique d’ordre 1. Lorsque o, =cos® + isinf, d — a,d
s’écrit aussi

. 6 . 0 . 0 0
2<sm—2— — 1 cos —2—> <s1n—2—D1 + €0 5 D2>

et P(d, d) admet la direction caractéristique

.0 6 o
517__{_ 25;

Pour les facteurs non elliptiques de P(d, ), on a le lemme :

Lemme 3.14. — Soit M [opérateur M =02 — «d + R,,
avec o =cos 0 4 isinb, R, étant un opérateur pseudo-
différentiel de convolution d’ordre r < 1, et soit p une fonction
C* a valeurs réelles dans un ouvert Q de R2, satisfaisant
Dinégalité

b 0%

., 0 2% .0 0 2%
2 _~ v —_— —_— 2 - - v
sin 2bx§+2sm2cos2bxlba:2+ cos 2bx§>0

(autrement dit la dérivée seconde de o dans la direction caracté-
6 o . .
cos — —— est strictement posiiive en tout
52w T % T g p
pointde Q): Alors pour toute distribution uw & support compact

dans Q satisfaisant Mue Hf;: (Q) (s étant un nombre réel),

1
on a ueHSO;: (Q).

Comme M estun operateur de convolution, 1l suffit d’obtenir
une inégalité [Mul,, > C[[ul[p .1 Dpour toute fonction
iy

ristique sin —

ueP(Q) asupport dans un ouvert Q' relativement compact
dans Q, avec une constante positive C ne dépendant que
de Q.
On écrit alors AfP*M = LA®* 4 un opérateur régularisant
\ = 1 = .
prés,ou L =2 —a«d — R, — 5 (dp — xdp)B + Sy, S, étant
un opérateur pseudo-différentiel (a coefficients variables)

d’ordre 0: rappelons que B = O[1 4 Log (1 + [£]?)].
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Il s’agit donc d’obtenir, pour tout ouvert Q' relativement
compact dans Q, Ulinégalité |Le¢|2 > Clel? y pour toute

fonction v eD(Q’). A cet effet, on écrit 2
L* =3 — 5 + R — - B(— 3 + m¢) + S

étant donné que B est autoadjoint, et

ILel? > |Lel* — |L*e|* _
> — Re (3¢ — «dv + R,v, (dp — «dp)By)
+ Re (30 — @d¢ + Riv, B(— 3p + @dp)e) — C|¢|3,

en remarquant que S, commute avec tout opérateur d’ordre
au plus 1 modulo un opérateur d’ordre négatif, et que B
commute avec tout opérateur d’ordre 0 modulo un opérateur
d’ordre négatif. En appliquant la méme remarque a R,, on
obtient

|Lel2 > — Re (29 — ade, (dp — adp)By)
— Re (30 — @9, B(— 3 + @op)¢) — C|v|3,
soit
ILe|2 > — Re(¢, (20p — addp)By)
+ Re(as, (2dp — «ddp)Br) — Cl¢|,

ou encore
1

. 1
ILej® > — Cle]2 + Re(B*v, (@odp ——-la?ibSp)B w) 1
— Re(B?v, (d3p — &@B%).

Tout cela domine C1||v||§ 1 pourvu que
i)

addp + «ddp + (— 1 — |«2)ddp
soit positif, soit

(— 1 + cos 6)(D3p) — 2 sin 6(D;Dyp) — (1 + cos 6)(D3p) > 0,

ou enfin

02p . d2%p d2%p
(1——c030)5§%—2sm6 xlbw2—|-(1—|—cos 9)5;2 > 0,

ce qui termine la démonstration du lemme.
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TutorkME 3.1. — Soit P(D) un opérateur différentiel sur R?
a coefficients constants, d’ordre m; soit u le nombre de facteurs
elliptiques de la partie principale de P(D), comptés avec leur
multiplicité. Soit ¢ une fonction C* a valeurs réelles dans un
ouvert Q de R2, admettant des dérivées secondes strictement
positives dans toutes les directions caractéristiques réelles de
P(D).

Alors pour toute distribution uw & support compact dans Q

L
satisfaisant P(D)ue H*(Q) ona ue 1S LaLaED E‘L)(Q).
St de plus Q est ‘P(D)-convexe, Uéquation 'P(D)f=g
admet une solution fe H ?(Q) chaque fois que

.__,-.-l'—m_.
ge H ‘20 gy

loc

La deuxiéme partie du théoréme résulte de la premiére par
des arguments de dualité (cf. (6), p. 122).

La premiére partie s’obtient par applications successives du
lemme : bien entendu, en appliquant & une distribution a
support compact un produit partiel des facteurs de la décompo-
sition de P(D), on n’obtient pas nécessairement une distri-
bution & support compact, mais il est aisé d’y remédier grace
au caractére pseudo-local des opérateurs pseudo-différentiels.

On peut obtenir aussi par ces méthodes le fait, démontré
également par Hoérmander [3], qu’en deux variables tout
ouvert P-convexe est fortement P-convexe. On se raméne en
effet au probléme suivant: soit M D'opérateur

M=2b—ad + R,

ou R est un opérateur pseudo-différentiel de convolution
d’ordre < 1; soit K un compact de R? convexe dans la
direction caractéristique de l'opérateur ? — «d (i.e. les
paralléles a cette direction, si elle est réelle, coupent K suivant
des segments; si cet opérateur est elliptique, aucune condition
n’est imposée) ; soit enfin u une distribution & support compact
dans R2?, telle que le support singulier de Mu soit contenu
dans K: prouver que le support singulier de u est contenu
dans K.

Il suffit alors, en utilisant, le lemme de prouver qu’étant
donné un compact K convexe dans la direction caractéris-
tique de 'opérateur ® — «d, un point z de R? n’apparte-
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nant pas & K, et deux nombres réels s et ¢, 1l existe une
fonction p convexe dans la direction envisagée, supérieure a ¢
dans un voisinage de z et inférieure & s sur K: pour
démontrer ce point, on peut se ramener au cas ou la direction

. , 3 . b “ . Y .« .
envisagée est la direction o5 et ou le point z est l'origine

des coordonnées: d’apres la %-convexité de K, l'une des
1
deux demi-droites issues de O paralléles & 'axe des =; (disons
la direction positive) ne rencontre pas K; soit A > 0 tel
que tout point de K ait une abscisse supérieure & — A:
il existe alors un nombre & > 0 tel que le cone d’axe Oz,
de sommet (— A, 0) et de demi-angle au sommet ¢ ne ren-
contre K qu’en des points d’abscisse négative: la fonction
Q(z) = (, + A)?sin® e — 2} cos® ¢ est alors égale & A2 &
Porigine, est strictement inférieure a A2 sur K, et est

. . 0
convexe dans la direction 5a el la composant avec une
251

fonction linéaire convenable, on obtient la fonction p souhaitée.



CHAPITRE 4

Une norme équivalente a la norme dans les espaces HP.

Le but de ce chapitre est de montrer comment on peut
obtenir une norme équivalente & la norme |uf,,, en ne
faisant intervenir ni opérateurs pseudo-différentiels ni trans-
formation de Fourier: on introduit a cet effet les moyennes
sphériques de u prises sur des sphéres de petit rayons; la
démonstration que ’on obtient une norme équivalente a la
norme voulue fait un usage essentiel d’une formule de M. F. John
((4), p. 81) relative a I'itération des moyennes sphériques.

LemMmEe 4.1. — Soit p une fonction C* a valeurs réelles sur

R n > 2, vérifiant — g— < p(x) < 0 pour tout =x.

Pour tout t > 0, on désigne par do, la mesure superficielle
homogéne de masse totale 1 sur la sphére centrée a Uorigine de
rayon t. On note aussi doy, = do.

Alors pour tout compact K de R*, il existe une constante C
telle que, pour toute fonction ue Dg(R™), on ait

Jul — Re fo ld{ f o(2)1=O(a) (do, * u)(z) da

ayvec
F<p(-’v) + 7'1)

M= e(@)r ()

7

< C"u"?_l7
4

a(x) = 2n—2¢@

Preuge. — Etant donné que AP est autoadjoint & un opé-
rateur d’ordre p — 1 prés, on peut écrire, pour toute fonction
u € Dg(R"),

| Aul® — (A%, W) < Clul?_,,
2

ou C ne dépend que de K.
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Par ailleurs si 'on pose A% = @[[§[2¢®)], c’est-a-dire

I nt2p@’

N T (e(z) + —
e e

on voit immédiatement que A2f — A est un opérateur
d’ordre 2p — 2.

Choisissons une fonction ¢(t) a valeurs réelles et de classe

C* pour t > 0, égale a 1 pour ¢t < 1 et nulle pour ¢t > 1,

et écrivons 2
Azp = Fl + Fz, )
avec
e <p(x) + %) ¢(lz — yl)uly) dy
(Fiu)(z) == 2 I'(— p(2)) f o — y|meee

Comme 1 — ¢(Jx —y|) s’annule dans un voisinage des
singularités de |z — y| 2@ DPopérateur F, est la convo-
lution par une fonction C” suivie de la multiplication par une
fonction C” et est donc un opérateur régularisant.
Pour évaluer (F,u, u), posons y = a — tn, avec neS" 1
sphére unité de R". En rappelant que l'aire de cette sphére
Y2

"(3)
(Fiu, u) = fol (1) di f RO : <i(x> i 7> u(x)

I'(— p())
2% @0, 1 [ u(@ — tn) do(n)

= f: (1) %—t [ t2F@q(2)u(z) (do, * u)(z) da.

, on obtient

est 0w, =

Il reste pour prouver le lemme 4.1 & se débarrasser de o(t).
Mais pour n > 2, on a

C
V1 + g

C
VeV £ e

ldo(8) < dou [doyE) = |do(tt) <
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Par suite |do,*ul, < —l—llull . et, pour ¢t ne pouvant
T Ve i
s’approcher de 0, on conclut par I'inégalité

[(o, w)| < ¥l il 1,
n a

avec ¢ =do,* u et w = at2fu.

Lemme 4.2. — Soit B une fonction C* sur R", n > 2,
et supposons par ailleurs — —%— < p(z) < 0 pour tout =z.
On pose

do}? = do, * do,, pour t> 0,
et

(Qu, u) = fo 1‘%‘ f B(2)6-2 (do? % w)T da.

St Uon pose en outre

—1 n—1
v(2) = B(2) % Qpe@n—2 g G@;:(Z) 2+ r?j (1) 2 )

on peut alors, pour tout compact K de R", trouver C telle que,
pour toute u e Dg(R"), on ait

IQu, —Re f dt f 1260y (2)(@) (do, * u)(z) da

Preuve. — D’aprés une formule de M. F. John ((4), p. 81),

on a

)

< Cluj2,.
4

e = 22:‘);‘: ot [ — )T (day s w)(e) dr
0

d’ou

(Qu, 2"—% f B dx f {26@—2nt3 i

n—3

v fze "—2(4t2 — rz)'z— (do, * u)(x) dr
— 2_”:1;_ f "t dr f B(2)@(2) (do, * u)(@) f(r, o) da,
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avec

. n—3
flr, @) = [ toe@-amis(he — )2 gy,
2

2
En posant 6 = l:—tz, on obtient
4
— n—3
f(z, r) = 2eeerer—sp2ee—rta [ g—p@-ri1(p — 1) 2 dp

e
= Q2p(@)+2n—bp—2c(@)—n+1 B
r F(p(x) +n— 1) g(x, r)’

avec

n—3

gz, r) = 2@Hen—Spr@-rir (5 g—t@-ni1(g — 1) T do

re
Sin>3 ona
n—

' -1
f+ao 6_5(‘7”)—"'*_1(0 . 1 2 do < f+m "'F(-T)_z 2 40 g Cree@+n—1

4
re

et |g(z, r)] < C, constante indépendante de r.
Comme 1l est facile de voir que pour tout « > 0 et pour

. (o] . .
tout j, ona |- g(z, r)| < Cr=¢, on conclut, par interpolation
xZ.

et dualité, que 'opérateur de multiplication par g(z, r) a une

_1 1
norme, en tant qu’opérateur de H ¢ dans H ¢, dominée par
H b
Cr. C
Mais comme |do, * u| , < —=
4 \/;

(Qu, u) associé a g(z, r) est majoré par

lul 1, on voit que le terme
4

2n2 l

C

2drul® 1
Lorsque n =2, on écrit

0—1=<\/6~1)(\/6+1>>(%—1>v'6

pour
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d’ou

+o  g—p—1 \/',? Ao o 5 r2e+l
db € ——— 6 *do < C )
fi Vo —1 V2—rji V2 —r

re

d’ou enfin

|g(z, r)| < Nop et aussi

et on conclut comme précédemment.
Le lemme 4.2 est donc démontré.
En combinant les lemmes 4.1 et 4.2, on obtient

juty — Re [ 2 [ pa)ise (ot « w do
-

< Cluf? 4,
4

avec

2m—2¢@ g <p(x) + —;—>
g (%) I'(— e(a))
— B(a) Z =1 2000 g <p(x) += il 1> r <n 7 1>.

23, Fle(z) +n—1)
TutoriME 4.1. — Soit p une fonction C* sur R n > 2,
vérifiant — 4 < p(z) < 0 pour tout =.

4
Alors pour tout compact K de R", on peut trouver C telle
que, pour toute fonction ue Dg(R"), on ait

uig— [ [ roep(a) |(da, s u) (o)l do

< Cllul? 4,
4
avec

—2p(@) —n+37—2p(@)+ 5

r(p<x> +—'2"—)r<p<x> +n—1)

(r(3)) = el (ote) + 25 1)'

En partant de l'estimation de [u|} précédant I’énoncé

Blz) =2
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du théoréme 4.1 on voit en effet qu’il s’agit d’évaluer
S 8(2)t2%@ (o2 » )i do = [ (do, » (do, * u))B(2)t-2(z) da,
et comme do, est un opérateur autoadjoint, cela s’écrit encore
S (do, * w) [do, * (8(2)2u(2))] do
= [ B(@) 2 |do, * ul* do + [ (do, » w)Li da,

ou L, est défini dans le lemme suivant :

LemMme 4.3. — Soit L, Uopérateur défint, pour 0 <t < 1,
par

(L) (z) = B(2)t7%¢® (do, » u)(z) — (do, * (17Bu))(x).
On a |Lu| ; < Ctjul ,, pour ueDg(R") avec une

4 4
constante ne dépendant que de B, de ¢ etde K.
Lorsque ce lemme sera démontré, on pourra écrire

| [ (do,  u). Liz da| < Ctldo, » ul  IL@| 5 < CVilul?y,
4 4 4

et le théoréme 4.1 sera démontré.
Pour prouver le lemme, il suffit de prouver Pinégalité
[Lul, < Ctjull, pour s =0 ou 1: car alors on I’aura pour

s = %— par interpolation, puis pour s = — % par dualité,
le transposé de L, étant — L.
2 =152 4+28 1o ‘
Comme 5, L, = L‘b ; + >0, M, + 2 Log Y L, ou M,

a une définition analogue & L, mais avec B remplacée par 1,
on voit qu’il suffit de prouver l'inégalité |Lul, < C&t+|ul,
pour un certain ¢ > 0.

Mais cette inégalité est conséquence de I'inégalité

|(Las(e)l < Gt (Log <) (ds.  lul) (@)

laquelle se démontre comme suit :

(Lau)(@) = 24 [ ulw — tn)[B(a) — B(z — tn)2e—H—D] dax)
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et
B(z) — Blo — )AEOHD = () — B(z — tn)
+ B(z — tn) [1—exp [2 (x — tn) — o(= Log—]]

d’ou, en utilisant I'inégalité |e®® — 1] < €|b] pour [b] < 1,

avec b=t Log —1- et a= % (p(x — tVl) . p(x)), on tire
IB(x) - ‘3(.’5 — t‘vl)tz(F(-’E)—F’(z—m))I < Ct <1 + LOg _f:,.__>,

ou C ne dépend que du maximum des dérivées premiéres de B
etde ¢ sur B, + K, ou B, est la boule unité de R* et K
est un compact dans lequel on limite le support de wu.

TatorkME 4.2. — Sotent p e C*(R*) et seR. Supposons

——i-<p.<p(.’l7)<0 pour tout z, et n > 2.

4

Pour tout compact K de R*, il existe des constantes positives
Cy, Gy, C telles que, pour toute u e Dg(R"), on ait

1

C, /12 <L0g %) dt ft—zF@)ldc *u|*dz < |ul},

Uo
'E
<G [ (Log 1) dtf 17249 | do, » ul* do + Clul}.
0

Remarque. — L’erreur en |u|} est évidemment de fantaisie :
comme la norme |u|, est compacte par rapport & la norme
lulos au sens de divers bons auteurs (i.e.

luly < elule,s + Clul-x

aussi grand que soit N et aussi petit que soit ¢), on peut
remplacer |u|f par [|u|?:x pour n’importe quel N.

Preuve du théoréme 4.2. — Soit B un opérateur de convo-
lution par une distribution a support compact, tel que 1'opé-
rateur Bf — B° soit régularisant: il est méme possible de
choisir le support de la fonction définissant 'opérateur de



120 ANDRE UNTERBERGER

convolution B* dans un voisinage arbitraire de 1’origine de
Rn

Comme |[ul,, = |Bul,, on peut, grice au théoréme 4.1
et & quelques commutations dont les reliquats sont aisément
dominés a4 ’aide du lemme 4.3, écrire

1
lul?. — fo d?‘ f |B (do, » (VB t—Pu))|2dxl
< C[Bu|?, < Clul.

Soit M tel que p(xz) < M < O pour tout z. Posons

h, = \VBt—+tMy et w, = do, * h,.
1
s e 1as 2 _omdt .
Il s’agit d’évaluer f t2 " fIB w2 dz.
0
Par interpolation et dualité, on voit facilement que pour
tout k avec |k| < 1, ona |A], < C<Log —1—> lu|, avec une
constante C indépendante de ¢ et de u. On écrit alors
S Bt do = [ 11+ Log (1 + [¢*)]*#(8)* &
1

+|E|=<tl, T f1+|sr>%

pourun & > 0 a déterminer. On a
S 14+ Log (44 800
‘l
2(s| 1
<t [1 + = Log _] w2y

puisque 1 < W—ii—_lﬁﬁ) dans le domaine d’intégration, d’ou
Tt

[ [ 4 Log (14 [EMwE) &
0 1+Er< L

1
0 1 sl dt
< Cf 2M—e 11 Log —| = |w/|%
o [+ Log | Flwi2a,
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ce qui se majore par Clu|2; si ¢ < — 2M, étant donné que

td s < G (Log ) Il
1

Pour estimer lintégrale sur l’ensemble 1 4 |§2 > —,

les procédés de minoration et de majoration doivent etre
échangés selon que s est positif ou négatif.
Supposons par exemple s > 0. On a alors

‘f1+i£l’>% [1 + Log (1 + []*)]*|#()[* dE

> <1—l—s Log—%—)m Jov ] — <1—|—-s Log%>2: f |64(8)|2 2,

1
1+ <t
et comme nous venons de dominer convenablement cette
derniére intégrale, on en conclut l'inégalité de gauche du
b

théoréme 4.2, aprés une commutation facile.
Enfin, toujours pour s > 0,

Soogpsn [ Tog (1 + [E)]=152)1° &2
tl
pour un N a choisir.
La premiére intégrale est dominée par

<1 + N Log %)2 [l da,

qui contribue en

fj( 1 + N Log > pom & f|w,| dz,

expression de la formule voulue.
La deuxiéme intégrale s’écrit

S gsn (1 Log (U (8 [@a( P AE)* &5
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Comme

e R IR NCRE Ny

VI+1dE Vi Vi 1 s x
< —\/—2(1 + [E]) e,

cette intégrale est majorée par

N_ N_
Co M2, < €07 (Log 4 lul.s,
i T2

2

et le théoréme 4.2 est prouvé a condition de choisir N assez
grand.



CHAPITRE 5

Le cas des opérateurs a coefficients constants généraux.

Le théoréme 5.1 montre comment, & ’aide des résultats du
chapitre 4, on peut passer d’inégalités L2 avec poids & des
théorémes de régularité et d’existence dans les espaces HF.

Il se trouve que les inégalités L2 dont on a besoin pour
appliquer ce théoréme sont exactement du type de celles qui
ont été prouvées par M. F. Tréves, soit dans le cas des opé-
rateurs & coefficients constants généraux (avec des fonctions p
« assez convexes »), soit dans le cas d’opérateurs du genre

0 .
P <5—>, dans des ouverts de C* (avec des fonctions p pseudo-
z

convexes).

TutoriME 5.1. — Sotent P(D) un opérateur différentiel da
coefficients constants sur R*, s un nombre réel, Q un ouvert
de R" et p une fonction C® dans Q, a valeurs réelles,
satisfaisant la condition suivante :

pour tout multi-indice o et tout compact K de Q, il existe
des constantes positives C et =, telles que, pour toute fonction
ueDg(Q) ettout v réel > t,, on ait

f exp [200(x)]|POD)ul? do < f exp [270(2)]|P(D)ul? da.

Alors pour toute distribution ¢ d& support compact dans Q

satisfaisant  P(D)e e HES (Q), et pour tout multi-indice «,
on a POD)peHp' s (Q).

M. F. Tréves a prouvé (cf. (6), p. 158 et 190) que I'inégalité
exigée dans I’hypothése du théoréme 5.1 est valable pour tout
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opérateur P(D) & coeflicients constants lorsque p est un
polyndéme du second degré a partie principale définie positive,
ou bien la puissance s-ieme d’un tel polynéme sans zéros réels,
pourvu que s soit supérieur ou égal a 1.

Remarquons que le théoréme 5.1 est trivial pour n =1,
puisqu’alors tout opérateur différentiel a coefficients constants
est elliptique; pour n > 2, il est la conséquence des lemmes
5.1 et 5.2 qui suivent.

Lemme 5.1. — Supposons les hypothéses du théoréme 5.1
vérifiées, et soit K une partie compacte de Q telle que Uoscil-
lation de o sur K soit strictement inférieure d 7

Alors il existe une constante C telle que, pour tout mulii-
indice o et toute fonction ue Dg(Q), on ait

IPODuf? 1oy < CIP(D)ulf,
’ 2
Posons en effet p(z) =k + A(z), ou la constante k est
choisie de fagon que A reste strictement comprise entre 0 et

— - sur K. On a alors, compte tenu des résultats du cha-

pitre 4 :
@ 2 — | P@ o, 12
IPODul? 1o = IPOD)A? 1
1

2

<G f : <Log %)M'“'d?‘ f 2@ PO(D) (do, x Aru)|? da
0
+ G| A*P@(D)ul|?

1>
4

avec des constantes C, et C, bien choisies, A* étant un
opérateur de convolution différant de A* par un opérateur
régularisant, et la distribution définissant cet opérateur ayant
son support dans une boule centrée a I'origine de rayon assez
petit.
D’une part
IA*PO(D)u]? 3 = [POD)ul?_1 < CIP(D)ul?_, < CIP(D)ul},
4 4

4

. 1
puisque k — % <
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D’autre part
[ 2@\ PE(D) (do, » Aku)|? dz
= v [ exp [2 Log + e(@) | IP@(D) (de, » *Au)j* do

e
< Cae <Log-—1i-> f exp[ 2 Log % ¢(a)| IP(D)(do, s Aku)]* do
_'al
—C (Log %) ! f 2@ P(D) (do, x A*u)|? da
d’ou
IPOD)ul? 1 < CIP(D)AMul, < CIP(D)ult,,

2

ce qui termine la preuve du lemme 5.1.

LemMme 5.2, — La conclusion du lemme 5.1 est valable sans
restriction sur loscillation de o sur K.

Soit en effet (¢,);<v<y une famille finie de fonctions C*
constituant une partition de I'unité sur un voisinage de K,
subordonnée & un recouvrement par des ouverts relativement
compacts dans chacun desquels 'oscillation de ¢ soit moindre
que Z

On a pour tout «
[POD)uI o < N S [POD)ou)I2, 1o
2 v 2
< G X [P(D)(evu)l

cette derniére inégalité provenant du lemme 5.1.
Mais grace a la formule de Leibniz

S IPO)@ewlt, < C 3 IPOD)ulz,.

En additionnant les inégalités ainsi obtenues pour toutes les
valeurs de «, on obtient

3 [PODL?, 1oy < CIP(D)ul3, + C 3 IPOD)ult,.

la|21 a|z1

Mais comme la norme |¢|,, est « compacte » par rapport aux
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normes "V"pw(ﬂ pour |«| > 1, on en déduit le lemme 5.2,
T2

et par suite le théoréme 5.1.

On sait que les hypothéses du théoréme 5.1 sont réalisées
pour tout opérateur différentiel & coefficients constants P(D)
lorsque la fonction p est « fortement » convexe au sens que la

. < ?2%p
matrice
dx; d,
pourle cas ot p est un polynéme du second degré, et [8], p. 85,
pour passer de la au cas général).

On déduit bien entendu de 14, et du théoréme 5.1, le corollaire

bien connu que pour tout ouvert Q convexe on a

P(D)D'(Q) = 9'(Q)

> est partout définie positive (voir [6], p. 158,

(voir [6], p. 161, pour la construction de « suffisamment » de
fonctions fortement convexes dans Q).

Dans [7] (voir p. 142), M. F. Tréves a prouvé le théoréme
. . 0 , cops R .
suivant : soit P(b_ un opérateur différentiel a coefficients
z
constants (ou méme holomorphes), dans un ouvert Q de C*

(la notation P<§z> signifie que P est un polyndéme en les

. 0 . :
opérateurs —— les z; étant les coordonnées complexes
Z:

dans C"); soit p(z) une fonction strictement pseudo-convexe
dans Q: 1.e. p(z) esta valeursréelles etla matrice hermitienne

02 P . .
®_) est définie positive en tout point de Q.
0z; 0z,

Alors, pour tout compact Kc Q, 1l existe des constantes
positives C et 7, telles que, pour tout = > 7, tout multi-
indice «, et toute fonction ue Dg(Q), on ait

% |P@ ( 2\ uf dp dy < ife““’) P(2)u
0z <l 0z

On en déduit le
P . 0 , s .
TutoriME 5.2. — Sotent P<5;> un opérateur différentiel

2
dx dy.

d’ordre m a coefficients constants dans C*, Q un ouvert de C",
et p(z) une fonction strictement pseudo-convexe dans Q.
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Pour toute distribution ueb'(Q), tout nombre réel s et

L .. d )

tout multi-indice «, la condition P(—)ue He*  entraine
P,S+|—l

P® <b > ue H

La démonstration est identique a celle du théoréme 5.1, a
Pexception du fait suivant : dans l'utilisation des partitions de
P'unité la formule de Leibniz prend la forme

° _ 1 3% nw (2
P <bz> (pu) = mEzo o! 3% P <bz> u-

Par dualité, et en utilisant le fait que dans un domaine

d’holomorphie :
1) I’équation P<%> u =f a une solution ueC?(Q) pour
toute fe C(Q

2) toute fonction réelle bornée supérieurement sur tout
compact de Q est majorée par une fonction strictement
pseudo-convexe dans Q,
on obtient le

TutortMe 5.3. — Supposons les hypothéses du théoréme 5.2
périfiées, et supposons de plus que Q soit un domaine d’ holo-
morphie.

Alors pour toute distribution fe H‘P‘( ), (resp. D'(Q)),

loc
— Pt

il existe une distribution ge H, : (Q) (resp. D'(Q)) telle

que P< )g—f
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