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SOLUTION A CROISSANCE
DU SECOND PROBLEME DE COUSIN DANS C™

par Henri SKODA

Introduction

Dans une premiére partie, on utilise la cohomologie 4 croissance
pour donner une solution générale i croissance de I'’équation id'd"' V=0
ol 0 désigne un courant de bidegré (1, 1), fermé et positif dans C”.
On en déduit alors une solution générale a croissance du second pro-
bléme de Cousin dans C".

Enfin, dans une troisiéme partie, on démontre le théoréme du
quotient pour les fonctions méromorphes dans C”.

1. Solution i croissance de I’équation : id'd"V = 6.

On choisit comme base des 2n-formes sur C* = R?" la forme :
dx, Ady, Adx,Ady,A...ANdx,AdY,
ce qui permet d’identifier les O-courants aux 2n-courants et aux dis-
tributions sur C”.
Soit 6 un courant de bidegré (1, 1) donné dans C" :
0 =i2k 0, dz; ndz, 0, € ®'(C") <j<n
, <k<n

On suppose 6 fermé : d6 = 0 ou encore d'60 =0 et d"60 = 0. On
suppose 0 positif, c’est-d-dire que quels que soient les nombres com-
plexes A; la distribution :
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2 0k N A, est positive.
1</,k<n

On en déduit aussitdot que :
1) 6;; est une mesure positive 1<j<n
26,=0,, 1<j k<n.
3) Pour toute fonction pED(C") =0 ona:

<O , 0> 1<<0;, 9> +<0p;,0>
n
0, est donc une mesure et si on pose : 0 = I;l 6;; ona:

1<6, p>1<<0, p>-

Si V est une fonction plurisousharmonique, le courant 6 = id'd"'V
est de bidegré (1, 1) fermé et positif, inversement en vertu de théorémes
généraux d’existence (cf. Dolbeault [7] ou Aeppli [8]) tout courant
de bidegré (1, 1) fermé et positif est de la forme id'd"V ou V est
plurisousharmonique.

On va caractériser la croissance du courant 6 a l’aide des
fonctions (>0 est fixé) :

0e(2) = ‘/;x—z|<€ do(x). oao(@)= f do(x) .

|x|I<r

On a alors le théoréme :

THEOREME 1. — Soit 0 un courant positif, fermé, de bidegré
(1, 1) donné dans C". On suppose que : 0¢(z) < C explp(2)], ou
@ désigne une fonction plurisousharmonique et C une constante.
Alors pour tout a > 0, il existe une fonction plurisousharmonique V
solution de l'équation : id'd"V = 0 et vérifiant les majorations :

L, IVV@P (A + 1z "> exp[- 2¥(@)]dz <+ (1)
V() < C(e, ) (1 + |2 exp [x(@)] )

avec
V*(z) = Sup [V(2), 0]
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¥(z)= Log f 't explo(z)] dt
0
1
x(z) = 2 Log ems|< € exp[2 ¥ (x)] dx

C(€, a) désignant une constante dépendant de € et de a.

Remarque. — Les inégalités (1) et (2) sont encore vérifiées en
prenant pour ¥ et x les fonctions plus simples :

¥(z)= S t = S +
(2) GouR, e(tz) , x(2) le\gspE Yz + x)
COROLLAIRE 1. — (Cas de la croissance radiale).

On suppose que : o(r) < C explp(r)] la fonction z —> ¢(|z])
étant plurisousharmonique. Alors pour tout € > 0 et tout a> 0,
il existe une solution V de I'équation : id'd"V = 0 vérifiant :

ViE)<CE,a) (1 + "3 explo@r + €)] avec r=|z].
On applique le théoréme 1, en remarquant que :
0e(2) <o+ e <Cexplor +¢)]

Démontrons maintenant le théoréme 1 :

On procéde par régularisation du courant 8. Soit p, une fonction
positive de classe C”, ne dépendant que de |z|, & support dans la
boule de centre 0 de rayon g, d’intégrale égale 4 1. Le courant 0 * Pe
est alors positif et fermé. Soit W une fonction plurisousharmonique
solution de I’équation id'd"W = 6 * p, soit U une fonction pluri-
sousharmonique telle que : id'd"U = 0 soit V définie par :

V=U-U*p +W
on a : id'd"V =20
et vV<Ww

car U étant plurisousharmonique et p, ne dépendant que de |z|
on a :
U<U=*p,

Il suffit donc de trouver W vérifiant : id'd"W = 0 * p_ et les majo-
rations (1) et (2) du théoréme.
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Posons w=0*p,

Wy = 0 * p,
utilisant la positivité de 8, on majore

lwix (@) =1 <0, pe(z —x)>|<<0, p(z —x)>

lw; (2)| < Nl pgll.. 0¢(2) < C(e) explep(2)] .
Comme dw = 0 il existe une forme v de degré 1, telle que
idv = w
v se décompose sous la forme

vV=v, — v,
v, étant de bidegré (1, 0) et v, de bidegré (0, 1) d’ou

id'v, +id"v, —id'v, —id"v, = w
en comparant les bidegrés des différents termes a celui de w on
en déduit
w=idv, —d"v)
dv,=0 et dv,=0

v, et v, sont donnés par la formule d’intégration de M.H. Cartan
(cf. H. Cartan [6]) :

(]

v, =, [2 A fl t Wy (12) dt] dz;
i=t L k=1

n

d 1
=313 g [ e dt] dz,
k=1 L j=1 0
on a :

f t wik(tz) dt ’ < C(E) fl t exp[¢(tz)] dt = C(€) exp[¥ (2)]
() 0

1v;(2)I> < C(e)lz1* exp[2¥(2)]

a>0 [ @A + 12077 expl— 2 ¥(2)] dr < + o0

=1, 2.
on vérifie que W(z) est plurisousharmonique (cf. P. Lelong [4]).
D’aprés Hormander ([S] Th. 4.4.2 p. 93) il existe u, et u, tels que

= A’ _ "
v, =du, v, =d u,
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j(;n |u](z)|2(l + |Z|2)—n—3—¢ exp[—2V¥(z)]dz < + o i=1,2

On a alors : w = id'd"u, — id"d'u, = id'd"(u, + u,) comme : w=&
il suffit de prendre W = Re(u,; + u,) d’ol résulte la majoration (1).
La majoration (2) s’en déduit, en majorant W (z) par la moyenne de W
sur la boule de rayon € de centre z :

W(z) < CE) j|;|< WG +x)dx

on applique I'inégalité de Cauchy-Schwartz :
W(Z)<C(€) f |W(z +x)|2(1 + |z+x|2)—n—3—¢ X
Ix|< e

1/2
x exp[—2 ¥ (z + x)] dx]

['/l‘*l<5 (1 + |z +xP)"*3* exp[2¥(z + x)] dx] i ,

on majore en étendant la premiére intégrale 3 C" tout entier, d‘ou :

W) <C(e,a) (1 + [2])"* exp[x(2)] .

2. Solution a croissance du second probléme
de cousin dans C".

Soit (U, ,F,) k€K une donnée de Cousin dans C", les U, sont
des ouverts recouvrant C", F, € #(U,) et pour tout k et /,
F, F,
= et —€¥U,NU).
F, F, (U, N U,
Les courants id'd" Log |F, | définissent par recollement un courant 6
positif et fermé, dans U, on a :

0 = id'd" Log |F,|
n 2

1
=—ALog|F, | =
o = ALoglF,l ,Z:, 8,0z,

Log |F, | .
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Le courant 6 peut s’interpréter géométriquement comme courant
d’intégration sur ’ensemble X des zéros des fonctions F; (cf. P. Lelong
[1]1, [2] et [4]), la mesure o0, associée & 0, s’interpréte alors comme
Paire de X.

THEOREME 2. — Soit (U, ,F,) k€K une donnée de Cousin
dans C", on suppose que : 0¢(z) < C exp [¢(2)], ou ¢ est plurisous-
harmonique et C une constante. Alors, pour tout o > 0, il existe une
fonction entiére F solution du second probléme de Cousin telle que :

[, Woe" F@I 1 + 122 exp[— 2 ¥@)] dz <+

Log |F(2)| < C(g, ) (1 + 1z exp[x[z)]

¥ et x s'obtenant a partir de ¢ comme dans le théoréme 1.

COROLLAIRE 2. — Si o(r) < explp(r)], v(z|) étant plurisoushar-
monique, alors pour tout £ > 0 et tout a > 0, il existe une fonction
entiére F solution du second probléme de Cousin telle que :

Log [F(2)| < C(g, @) (1 + 1" explp(r +€)]

Remarque 1. — Si ¢ est & croissance rapide de sorte que
(1 + "3 explo(r + €)] < C(€) exple( + €")] pour ¢’ >€ ona
simplement le résultat : pour tout € > 0, il existe F solution du
probléme telle que :

Log |IF(2)| < C(g,a) explp(r + €)] .

Démonstration. — D’aprés le théoréme 1, il suffit de démon-
trer que si V est solution de : id'd"V = 0 il existe une fonction
entiére F telle que : Log |F(z)| = V(z). Nous reproduisons ici un
argument de P. Lelong (cf. [1]). Soita & X, siz € X on désigne par 7,
un chemin joignant ¢ & z en évitant X. On pose :

F(z) = exp [V(a) +2 f d'V]
Yz

On montre d’abord que F(z) ne dépend pas du chemin 7, choisi.

Pour cela il suffit de montrer que : 2 fd'V =2i7aN NEZsiyest
Y
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un chemin fermé évitant X. Soit F, une solution du probléme de
Cousin, on a alors :
id'd" Log |F,| = 6

d’ou : d"d'(V — Log IF,D=0
d'(V — Log IF, |) est une forme fermée de degré 1 dans C", on a donc :

[d'(V — Log IF,[) =0

2£d'V=2£d'LoglF,l

si Log F, désigne une détermination locale du logarithme de F on a :

d Log F, = 2 d' Log IF, |

d’otr : 2 [[dV= [dLogF, =2inN.
Jav=[arer
Ona :
Log [F(z)] = V(@) + 2 Re f dV=V@)+ f d'V+dV=
Yz Yz

=V@ + [ dV=V(@).
Yz

D’aprés la définition de F, Log F est localement une primitive de
la forme fermée d'V on a donc :

dLog F=d'V
d'LogF=0

Log F et par suite F sont donc des fonctions holomorphes en dehors
de X, comme F est bornée au voisinage de X, F se prolonge en une
fonction entiére.

Remarque 2. — Si la distance de z & X est supérieure a 2€,
on a linégalité : Log |F(z)| = — C(g,a) (1 + |z])"*3** exp[x(2)]
car on a alors : V(z) = W(z) et W est pluriharmonique.

Remarque 3. — Dans le cas particulier de I'ordre fini

(exple()] = r")
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on ne récupére pas le résultat classique (cf. Lelong [1], Stoll [12]).

Remarque 4. — Dans le cas n =1, on a diverses théories qui
ont chacune leurs avantages et leurs inconvénients (cf. Blumenthal
[9], M. Denjoy [10], et L.A. Rubel et B.A. Taylor [11]).

3. Application : Théoréme du quotient pour les fonctions
méromorphes dans C".

Si f est une fonction définie sur C", on désignera par m(r,f)
la moyenne de f sur la sphére de centre O et de rayon r. Soit main-
tenant f une fonction méromorphe dans C". On suppose pour sim-
plifier que f(0) = 1, f peut alors s’écrire comme quotient de deux
fonctions entiéres g et h :

f:

> |09

avec g0)=h0)=1

les germes en chaque point g, et h, étant premiers entre eux dans
I’anneau ©,.

On caractérise alors la croissance de f par la moyenne sur la
sphére de rayon r de la fonction Log(lg|*> + 1) soit :

T(, f) = mlr, Log(gl* + |nI*)'?]

On vérifie aussitot que T(r, f) est indépendant du choix particulier
de g et de h, et qu’on a :

T, L L)<TC. ) +TC. 1) e))

Si f est entiére et si on pose : M(r) = Ilex_p |f(z)| on a :
1
T(@, f) < Log* M(r) + —2- Log 2 (2)

LEMME 1. — Si f est entiére, si fO)=1 et si R>r on a :

Log M() < 2 (-Ri_r)z" TR, f)
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Démonstration. — On utilise les propriétés de moyenne de la
fonction plurisousharmonique Log |f]. On a d’abord :

T(,f)=m(, Log* |f])
puis :

0 =Log |f(0)| <m(r, Log |fl) = m(r, Log* |fl) — m(r, Log™|f])
soit : m(r, Log* |f)) = m(r, Log™ If])
m(r, |ILog |fl) <2 m(r, Log* IfD<2T(, f). A3)

Si |z| =r on majore Log |f(z)| par la moyenne de Log |f]| sur la
boule de centre z et de rayon R — r :

1
Log 1£0)1 < 55 Jryen., L0817 + D1 d8

V(R — r) désignant le volume de la boule de rayon R — r.

Log If(z)| < ILog If(z + §)Il d¢

VR - 1) fmsa_,

1
< TR e LRGN

Soit encore, compte tenu de (3) :

1

R 2n—1
Log MO) < oy [, 7" b [ ILog 1701l d8

S désignant la sphére de rayon 1, et s, I'aire de S :
s R
Log M(r) < —2— 2n-1 , IL d
g M0) < G [ o™ m(o , 1Log 171D dp

2s,

< VR —-7)

R
fo p*"' m(p, Log* If1) dp

comme Log* |f| est plurisousharmonique, m(p , Log* |f]) est fonc-
tion croissante de p, on a donc :

2m(R , Log*
m( og” | s, przn_l dp

Log M(r) < VR -7
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2V(R)

+ R 2n
Log M() < e—s m®, Log' I/ <2 (= )" TR, /)

en faisant : R =r + € dans la formule du lemme 1, on obtient le
lemme 2

LEMME 2. — Si f est entiére et si f(0) = 1, alors pour tout
€> 0 il existe une constante C(g) telle que :
Log M) <C(e) (1 + N T(r+¢,f)

Remarque. — On a aussi Log M(r) < C(e) T[(1 +¢€)r, f] for-
mule plus intéressante lorsque f est a croissance lente, mais on s’inté-
resse ici surtout a la croissance rapide.

THEOREME 3. — Soit f une fonction méromorphe dans C" telle
que T(r, ) <C exple()] ¢(lzl) étant plurisousharmonique. Alors
pour tout €> 0 et tout o > 0, il existe des fonctions entiéres g et h
telles que :

_ &
=%

pour tout z les germes g, et h, sont premiers entre eux dans O,.
Log Ig(z)| < C(,a) (1 + r)*"**** exp[o(r + €)]
Log |h(2)| < C(g,a) (1 + r*™*2* explp(r + €)]
avec r = |z|.
Démonstration. — Soit f = g/h une décomposition particuliére

de f, les germes g, et h, étant premiers entre eux pour tout z € C".
On a:

T(, f) = mlr, Log(Igl* + |h1>)'*1 = m(r, Log |h])

1
Posons : o=ZALog |h], le théoréme de Gauss donne :

o(r) d
n Tan-1 =Em(r-, Log |Al)

C, désignant une constante ne dépendant que de n.
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r o(t)
C, | panmi dt =m(r,Log |h)) <T(r, f)

d’our :

r+€ 0(t) rte 0(1)
T(r+€,f)>Cn£ tznld/Cj ) 2f,

1

rie _ dt
>C, o0 [ T

r

(r +€)2""2 _ p2n-2
’.2n—2 (r + 8)2)1—-2

Tr+€,f)=2C, a()

ou encore .
o) <CEYA +rN*" ' T +e,f)

o(r) < CE) (1 + ™ ! explo(r + €)]

D’aprés le théoréme 2, il existe k, telle que :

h
h_l et . soient entiéres
1
et: Loglh(2)I<CE,a) (1 +r)°""*Fexplo(r + 2 ¢€)]
1

en augmentant un peu la constante C(e, «) on a d’aprés (2) :

T(r, h,)<C(e,a) (1 + )" explo@r + 2¢€)]
Posons : g, = h, f g, est entiére et on a d’aprés (1) :
Tr,g)<TE,h)+T@,f)SCE,a)(l )" explor+2 €)]
D’aprés le lemme 2 on a donc :

Log Ig,(z)I < C(e ,a) (1 + r)’"*?*F exp[p(r + 3€)]

h
Comme : g, =7'g (g,), et (k,), sont|premiers entre eux.

tions f a croissance rapide. Lorsque f est d’ordre fini, voir P. Lelong [1]
et Stoll [12].

Lorsque f est 4 croissance lente, voir B.A.Taylor [13] et Kujala [14].

Remarque. — Le théoréme 3 est intéqessant dans le cas de fonc-
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