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FONCTIONS PLURISOUSHARMONIQUES
ET ANALYTIQUES
DANS LES ESPACES
VECTORIELS TOPOLOGIQUES COMPLEXES

par Philippe NOVERRAZ

Introduction.

La théorie des fonctions plurisousharmoniques a été intro-
duite et développée dans C* par P. Lelong ([17], et suivants).

Dans ce travail nous nous proposons d’étudier la notion de
fonction plurisousharmonique définie sur les espaces vectoriels
topologiques complexes (la définition est formellement la
méme qu’en dimension finie) ainsi que la notion de fonction
analytique. La notion de fonction plurisousharmonique sera
utilisée constamment dans 1’étude des fonctions analytiques et
nous serons amenés a4 donner une grande importance aux fonc-
tions sous-médianes et G-analytiques que nous définirons
par des propriétés portant sur leurs restrictions aux droites
complexes; ces fonctions présentent I'intérét de ne pas dépendre
de la topologie d’espace vectoriel sur E.

Nous considérerons toujours des espaces vectoriels de dimen-
sion infinie sur le corps des complexes et de topologie
séparée; de plus les notions étudiées seront de nature locale
et, comme I’a montré P. Lelong [22.b] la composée d’une
fonction analytique par une fonction plurisousharmonique est
encore en dimension infinie une fonction plurisousharmonique,
certains des résultats démontrés ici sont encore valables,
par exemple, pour les variétés banachiques olt une théorie algé-
brique des fonctions analytiques basée sur le théoréme de
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préparation de Weierstrass a été développée par Ramis [29]
voir aussi [10].

Dans le chapitre 1 nous introduisons une classe de fonctions,
que nous appelons sous-médianes, caractérisées par la propriété
de la moyenne de leurs restrictions aux droites complexes.
Cette classe contient la classe des fonctions plurisousharmo-
niques ainsi que la classe M. Nous montrons, que pour toute
topologie compatible avec la structure d’espace vectoriel, la
régularisée d’une telle fonction (i.e. la plus petite majorante
semi-continue supérieurement) est, lorsqu’elle existe, une
fonction plurisousharmonique, ce qui généralise des résultats
antérieurs [16] et [7]. Puis en utilisant la notion de polycercle
dans un espace de Fréchet introduite par Cceuré [7], nous
prouvons un lemme de Hartogs démontré en dimension finie
par J. Deny et P. Lelong [9].

Le point délicat de la démonstration est de montrer que,
pour les fonctions sous-médianes, les opérations de régulari-
sation et de passage a la limite des suites décroissantes peuvent
encore permuter lorsque E est un espace de Fréchet. Pour des
espaces de Fréchet E, et E,, ce lemme permet de montrer
que toute fonction définie sur un ouvert de E, X E, et sépa-
rément analytique est analytique [c’est, dans C", le théoréme
de Hartogs]. Nous ne le ferons pas ici car, suivant une idée de
M. A. Zorn [34] qui nous semble avoir été perdue de vue,
ce théoréme se déduira simplement des résultats du chapitre
suivant. Toujours & l'aide des polycercles nous montrons en
reprenant et simplifiant une démonstration de P. Lelong [17]
(voir aussi Avanissian [2]) qu’une fonction séparément pluri-
sousharmonique sur E; X E; est semi-continue supérieure-
ment.

Dans le chapitre 11 nous étudions les applications f:
QcE —>F (E et F sont des espaces vectoriels topologiques
séparés, F étant supposé de plus localement convexe) et
étudions les diverses maniéres d’introduire la notion d’appli-
cation analytique. Nous ferons jouer un réle important aux
applications G-analytiques (i.e. dont les restrictions aux droites
complexes sont analytiques au sens de Grothendieck [11]).
Leur propriété fondamentale mise en évidence dans le cadre
des espaces de Banach par Zorn (a savoir que pour une telle
application la continuité en un point entraine la continuité
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dans toute la composante connexe contenant ce point de
Pouvert ou elle est définie) est étendue a des espaces, plus
généraux. Le théoréme de Hartogs s’en déduira alors aisément..
Pour de telles fonctions on sera alors amené a remplacer la
condition de fonction continue par celle de fonction localement
bornée en prenant garde au fait que cette condition, équivalente
lorsque F est normé, et plus forte lorsque F est seulement
supposé localement convexe. On notera, au passage, I’analogie
de ces propriétés avec celles des applications linéaires ou plus
généralement polynomiales. A partir du corollaire du lemme
de Hartogs nous retrouvons un théoréme de Vitali. Enfin nous
montrons que si R(z) désigne le rayon de majoration d’une
fonction analytique sur un espace de Banach [i.e. la borne
supérieure des rayons des boules centrées en ce point ou la
fonction est bornée] la fonction — Log R(z) est plurisous-
harmonique continue ou identique & — oo.

Le chapitre 11 établi des théorémes de prolongement des
fonctions plurisousharmoniques ou analytiques en dimension
infinie, suivant en cela I'idée du mémoire de P. Lelong:
« Ensembles singuliers impropres des fonctions plurisoushar-
moniques » [18] qui consiste & déduire le prolongement des
fonctions analytiques du prolongement de fonctions pluri-
sousharmoniques associées. On sera amené i introduire une
classe d’ensembles que nous appelons classe P et qui joue
un role analogue a la classe des ensembles R2"-polaires dans

Moyennant des hypothéses de régularité que I’on précisera,
le prolongement d’une fonction plurisousharmonique ou ana-
lytique sur un ensemble de classe P est possible et unique.
Nous donnerons une généralisation du théoréme de Rado.
Un théoréme de prolongement permettra de retrouver — sui-
vant une idée de Schapira — a l'aide de la transformée de
Fourier non linéaire [16] un théoréme classique de Mal-
grange [23].

Dans le chapitre 1v nous généralisons un théoréme de
Rubel [30] prouvant que la croissance d’une fonction entiére
d’une variable complexe est entiérement déterminée par la
croissance de ses coefficients de Fourier (pris sur les cercles
centrés a4 lorigine et de rayon r) et réciproquement. Nous
montrons, par une méthode que nous avons exposée au
Séminaire d’Analyse [24], que cette propriété se généralise
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aux fonctions sousharmoniques d’une variable complexe, puis
aux fonctions qui sont définies comme différence de deux fonc-
tions sousharmoniques (étudiées par Arsove [1] et appelées
3-sousharmoniques) enfin aux fonctions plurisousharmoniques
ou plus généralement n-sousharmoniques.

Nous terminons en montrant comment une telle méthode
de coefficients de Fourier peut se généraliser aux fonctions
plurisousharmoniques de type borné (i.e. bornées sur les
ensembles bornés) sur un espace de Banach et permet, dans
ce cadre, de retrouver un théoréme de Lindelsf sur la croissance
du quotient de deux fonctions analytiques scalaires de crois-
sance donnée.

Nous sommes heureux d’exprimer ici notre reconnaissance
a M. Pierre Lelong dont les travaux ont inspiré nos recherches.
Ce mémoire n’aurait pas vu le jour sans ses conseils, ses
critiques et encouragements lors de son élaboration.

Le chapitre 1v a été fait lors du séjour de M. L. A. Rubel
a Paris que nous remercions pour les entretiens qu’il nous a
accordés.

Nos remerciements vont & M. J. Deny qui a accepté de se
joindre & notre jury de thése ainsi qu'a M. J. Neveu qui en
outre nous a proposé le second sujet.
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CHAPITRE 1

FONCTIONS PLURISOUSHARMONIQUES
ET FONCTIONS SOUS-MEDIANES

1. Notion de fonction sous-médiane.

Deérinition 1.1. — Soit E un espace vectoriel topologique
séparé. Une fonction ¢, définie sur un ouvert connexe Q de E
a valeurs réelles, est dite plurisousharmonique si:

1) ¢ est semi-continue supérieurement 1i.e. [ensemble
{aeQ|v(a) < ¢} est un ouvert pour tout c réel.

2) La restriction de ¢ aux droites complexes est une fonction
sousharmonique ou — oo sur les composantes connexes ol elle
est définie.

Pour toute fonction satisfaisant a la condition 1 on peut
remplacer la condition 2 par la condition suivante, qui lui est
alors équivalente :

2") Pour tous points a et b de Q tels que a -+ bu
appartienne & Q pour tout |u| < 1, la fonction ¢(a + be®)
est intégrable en 6 (éventuellement identique & — o) et

27
o(a) < ﬁ v(a + be‘e)%%

La classe des fonctions plurisousharmoniques contient la
constante — oo.

Cette définition est formellement la méme que celle qu’a
donné P. Lelong [17] en dimension finie.

On notera que la plurisousharmonicité d’une fonction est
conservée par toute opération conservant a la fois la semi-
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continuité supérieure et la sousharmonicité de la restriction
aux droites complexes. Par exemple: prendre la borne supé-
rieure d’un nombre fini de fonctions, passer a la limite d’une
suite décroissante, etc.

Enfin la régularisée supérieure w* d’une fonction a valeur
réelle désignera la plus petite fonction semi-continue supérieu-
rement qui majore w. Si F est le filtre des voisinages de
Porigine on a:

w*(a) = him sup w(a’).
a' €a+F

En dimension finie P. Lelong [19] a défini & partir des
fonctions plurisousharmoniques des classes de fonctions appe-
lées classe M et M,. De la méme maniére appelons classe
M(Q), dans un ouvert ( connexe d’un espace vectoriel
topologique séparé, la réunion des ensembles C,(Q) définis
par récurrence comme suit :

1) Co(Q) est 'ensemble des fonctions plurisousharmoniques
sur

2) Cy42(Q) est 'ensemble des fonctions qui sont :

a) borne supérieure d’une famille localement bornée supé-
rieurement de fonctions de C,(Q).

b) limite décroissante de fonctions définies en a).

On définit de méme la classe My(Q) [et CHQ)] en se
restreignant en a) aux familles dénombrables.

Introduisons une classe de fonctions que nous appelons
sous-médianes qui contient la classe M; de telles fonctions
ne dépendent pas de la topologie sur E compatible avec la
structure d’espace vectoriel.

Derinition 1.2. — Une fonction d valeurs dans [— oo, + oo
définie sur un ouvert connexe ) d’un espace vectoriel topologique
séparé est dite sous-médiane st pour tout a et b tels que
a -+ bu, |u| < 1, soit dans Q, o(a + be®) est une fonction
de 0 untégrable sur [0, 2t] ou — © et

o) < [ ola+ bet) g

La propriété caractéristique des fonctions sous-médianes est
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Pinégalité de la moyenne sur les droites complexes et nous
avons fait les hypothéses minimales pour que cette inégalité
ait un sens. Sur les droites complexes les fonctions ainsi définies
différent légérement des fonctions appelées aussi sous-médianes
en théorie du Potentiel ou la moyenne est alors prise sur les
disques. Notons qu’une fonction sous-médiane est pluri-
sousharmonique si et seulement si elle est semi-continue
supérieurement.

En considérant la restriction aux droites complexes les
résultats classiques dans le plan montrent que toute fonction
de classe M est une fonction sous-médiane. Notons enfin
que la restriction d’une fonction sous-médiane aux sous-
espaces de dimension finie peut ne pas étre une fonction mesu-
rable pour la mesure de Lebesgue.

Prorosition 1.1. — Soit E un espace vectoriel topologique
séparé, . une mesure de Radon positive a support compact
sur un espace T localement compact et f(a, t) une fonction
semi-continue supérieurement sur E X T a valeurs réelles, la

fonction F(a) = f f(a, t) di(t) est semi-continue supérieure-
ment en a.

Démonstration. — Notons U le support de la mesure .
Pour tout ¢ donné il existe une partition finie de U par des
compacts (F)), o, telle que:

(1) [ fla, 9 du(t) > Su(F)M(a) — ¢
ou Ma) =supf(a, t), est une fonction semi-continue
teF;

supérieurement de a et I’ensemble
Vi = {a'|Mj(a’) < Mi(a) + ¢}

est un ouvert qui contient a. Pour tout a’'e V = I IVi ona:

F(a') = ff(a', t) du(t) < E[M;(a) + e](F))
— SM(a)(F) + ep(F)
< ff(a, t) dp(t) + e[1 4+ w(F)] = F(a) + ¢’ d’aprés (1)

ce qui montre la semi-continuité supérieure de la fonction F.

11
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" Remarque. — Lorsque la mesure est bornée il n’est pas
nécessaire de supposer que la mesure | est & support compact
si 'on ajoute la condition suivante: « Pour tout a il existe
un voisinage ®, et une constante M ne dépendant que du
voisinage tels que pour tout a de ©, on ait:

sup |f(a, )] < M < 4 o »
teT

‘En effet pour un point a, quelconque de E soient w,
et M, le voisinage et la borne supérieure définis par la condi-
tion précédente; ¢ étant donné, soit K, un compact de T

tel que f dp(t) = [¢] — ﬁ La fonction
K, 0

Fx(a) = [y f(a, t) ()

est, d’aprés la proposition 1.1., une fonction semi-continue
supérieurement, il existe donc un voisinage w, de a, sur
€

lequel on a: Fg(a) — Fg(a) < 5

Pour tout point a du voisinage wynw, de a, on aura
alors :

F(a) — F(%)’=_Fxo(a) — FKO(%)
| + jT—-xo [f(a, t) - f(ao, t)] dp.(t) < ¢

qui prouve la semi-continuité supérieure de la fonction F.

Rappelons qu’une fonction a valeur dans un espace vectoriel
est dite bornée sur un ouvert Q si f(Q) est un ensemble
borné (i.e. absorbé par tout voisinage de l’origine); une fonc-
tion est dite localement bornée dans () si tout point de Q
admet un voisinage ou la fonction est bornée. Toute fonction
continue & valeurs dans un espace normé est localement
bornée.

Souvent il sera utile de supposer que I’espace E est métri-
sable pour pouvoir se servir du lemme suivant :

Lemme 1.1. — St E est un espace vectoriel topologique
‘métrisable e¢ F normé, une application f d’un ouvert Q de E
dans F est localement bornée sur () si et seulement si elle
est bornée sur tout compact de (.
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Dans un sens c¢’est évident.

Dans l'autre sens supposons que [ est bornée sur tout
compact de Q mais n’est pas localement bornée en un point z
de Q. Soit ®, une base dénombrable de voisinages de =z;
par hypothése quel que soit n, l’ensemble f(w,) n’est pas
borné c’est-a-dire qu’il existe un point z, de ®, tels que
If(x,)| > n. La suite x, forme avec sa limite & un compact
sur lequel la fonction ne serait pas bornée d’ou la contradic-
tion. Remarquons qu’il aurait suffit de supposer la fonction
bornée sur les suites convergentes.

TrtorimMe 1.1. — Dans un espace vectoriel topologique
séparé (resp. métrisable séparé) toute fonction sous-médiane w
localement bornée supérieurement (resp. bornée sur tout compact)
d une régularisée supérieure plurisousharmonique.

En effet les hypothéses entrainent que w* est localement
bornée supérieurement et

2x ol do e i e
w(a) < w(a ev) 5= < w(a e’) —
(@ < | wlat b g < [ watbet) 3
et l'intégrale de droite est, d’aprés la proposition 1.1., une
fonction semi-continue supérieurement de a, d’ou

e 0y 2T
* * i0 .
w(a)sfo W<a+be)_—d6

CoroLLAIRE. — Soit (v)eg une famille localement bornée
supérieurement de fonctions plurisousharmoniques dans un espace
vectoriel topologique séparé. Les fonctions suivantes ont des
régularisées plurisousharmoniques :

1) w, = sgp 2
2) wy = limgsup v, st le filtre F est a base dénombrable.

Remarque. — La premiére partie du corollaire donne une
réponse positive & une conjecture de Bremermann. Kiesel-
man [16] a établi 1) et 2) dans le cas des espaces de Fréchet,
de son coté Ceeuré [7] a démontré 1) pour les espaces localement
convexes séparés. Dans le cas général ol on suppose seulement
que la topologie est séparée P. Lelong a donné dans [21] une
démonstration de 1) indépendamment de la ndtre.
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2. Etude des polycercles dans les espaces de Fréchet.

Dans ce paragraphe nous nous restreindrons aux espaces
de Fréchet et utiliserons la notion de polycercle (centré a
Porigine pour simplifier les notations) introduite par Cceuré [7]
comme suit: Soit p, une suite croissante de semi-normes
définissant la topologie de l’espace E. Pour toute suite
e = {e,} d’éléments de E telle que Xp,(e,) < + o, appelle
polycercle (P, associé a la suite e le compact image

du tore TN par Papplication 6 = (0,)sen = X €,6%. Soient
n=1

(Na)rer une partition finie de I’ensemble N des entiers

naturels et, pour tout A de L, T™ le tore sur [0, 1] dont

les variables sont notées Py = (pr, ..., Prp --.) OU

0<¢, <1 et muni de la mesure de Lebesgue produit

dd) = Q dgy,; de méme soient ® = (P, ..., ), ...) les

N
variables de TN et d® sa mesure de Lebesgue. On sait [3]
que dP = @ dP, et que pour toute fonction mesurable

A€L
négative sur TN Dintégrale existe (éventuellement égale a

— o0) et est obtenue en intégrant dans n’importe quel ordre
par rapport aux variables @,.

On trouvera dans [8] une démonstration simple du résultat
suivant de Jensen [15]:

Lemme 1.2. — Soit f une fonction mesurable bornée sur le

tore TN posons
k
fue) = [1®) @do.  ob  p=(f o0 B -

Alors f(¢) tend vers la constante (finte ou non) ff(<p) de
sauf pour des ¢ appartenant & un ensemble de TN de mesure de
Lebesgue nulle.

Nous dirons qu’une fonction définie sur un espace vectoriel
de dimension infinie et & valeur réelle est f-mesurable si sa
restriction & tout sous-espace vectoriel de dimension finie est
mesurable pour la mesure de Lebesgue.

Notons qu’une fonction de classe M est f-mesurable
puisque sur tout sous-espace de dimension finie E’ elle ne
différe de sa régularisée (dans E’) que par un ensemble
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négligeable qui coupe donc les frontiéres des polycercles suivant
un ensemble de R™mesure nulle.

LemuMme 1.3. — Pour toute fonction sous-médiane f-mesurable u
et pour tout polycercle P la fonction up définie sur le tore TN
par:

up(f) = u [Z e‘e"e,,] est mesurable.
1

k
En effet up(f) estlalimite des fonctions u,(6) = u [2 e"’"e,,]
1

qui ne dépendent que des n premiéres coordonnées 6y, ..., 0,
de O et sont mesurables par rapport a celles-ci comme com-

k
posées des fonctions mesurables (8;, ..., 8, ...) = 3 e,
1

et de la restriction de w au sous-espace de dimension finie
engendré par e, ..., ¢; d’ou le résultat car toute fonction
ne dépendant que d’un nombre fini de variables et mesurable
par rapport a celles-ci est mesurable sur le tore TN.

Dérinition 1.3. — Nous dirons qu'une fonction u est
fortement sous-médiane st elle est sous-médiane, f-mesurable
et localement bornée supérieurement.

Lemme 1.4. — Pour toute fonction fortement sous-médiane
et tout polycercle tel que U'intégrale ait un sens on a:

u(z) < f u(x +A Y e“’w,,) db.
n=1
En effet supposons u < 0 sur P; pour tout % finion a:

uw) < [ T (” + 2 3 e> =
0 n=1 27:
27 o k
W9 gitng | Y g L
Sfo V<x+)\e Y e (3,,)2ﬁ(§)2‘rc

n=1

et d’aprés le lemme 1.2. Pintégrale de droite tend presque
partout pour la mesure de Lebesgue sur le tore vers

fV<x—|—>\ei“l‘ i eiene,,> db lorsque k tend vers linfini. Il

1
suffit donc de choisir un 6 ou la limite est atteinte et de
remarquer que cette limite ne dépend pas de {.
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Lemme 1.5. — St u est de classe M, dans un voisinage
disqué z, + V de z,. Pour tout polycercle P contenu dans V

et 0 <A< 1 la fonction W(A) = j u(xo + A i ei""e,,> 49

n=1
est une fonction convexe croissante de log A ou identique d
— .
Démonstration. — Si u est plurisousharmonique la propo-

sition 1.1. montre que, u(Ae¥, 6) = u (wo + Aéit 3 e‘e"e,,)
1

étant s.c.s., en intégrant par rapport & 6 on obtient une fonc-
tion sousharmonique de z = Ae¥ (ou — o) qui ne dépend
pas de { donc convexe croissante de logA. D’ou la propo-
sition puisque toute fonction de classe M, s’obtient & partir
des fonctions plurisousharmoniques par une suite de passage
a la limite de suites monotones.

Proposition 1.2. [7]. — Pour toute fonction u fortement
sous-médiane dans un voisinage de Uorigine d’'un espace de
Fréchet 1l existe un polycercle P tel que:

w(0) = lim [ up(0) db.
A=0
Notons que:
1) La quantité 2Xp,(e,) peut &tre choisie arbitrairement
petite.
2) Si (e, est la suite qui définit le polycercle P toute
sous-suite infinie définit un polycercle P’ qui est tel que:
u*(0) = lim | uyp(0) d6.
A=0
On s’est placé a l'origine pour simplifier les notations.
Donnons la démonstration initiale de Coeuré qui, comme on le

vérifie ici, est encore valable pour les fonctions fortement
sous-médianes.

Démonstration. — Soit (z,) une suite tendant vers zéro
telle que w*(0) = lim u(z,) et — en prenant au besoin une

sous-suite — telle que Xp,(nz,) < + . Soit P le polycercle
défim par les e, = nz, on peut supposer que u est négatif
sur P. Notons # la fonction de N +4 1 variables complexes
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fortement sous-médiane définie par

W(zyy o vy 2w, 2 )—-u<)\2 Za8n + Az Z e'°"e>

N+
alors : '
u(0 "1—7 0)= u(xq)
N ;
1 — 1
)\N i0; iy oiP @ X ie_n
1+ 1 e, e “) 7 ® 3n
1
1=
1 un41(0)
1+ 3
uns; correspond aux notations du lemme 1.2) donc
P
1
1 — =
AN
u(zy) < 1 un+1(9)
1+ N

et en passant a la limite compte tenu du lemme 1.2.

) < [ wel0) db.

A cause de la semi-continuité de u* qui majore u linté-
grale de droite est majorée par u*(0) 4+ ¢ pour tout e > 0;
d’ou le résultat.

On peut démontrer maintenant la proposition suivante
dont nous aurons besoin par la suite :

ProrositioN 1.3. — Pour toute suite décroissante de fonction
u, fortement sous-médiane, définie sur un espace de Fréchet, le
diagramme suivant est commutatif :

reg. sup.
u, —=Tk, Un
lim | lim |
reg. sup.
u —ERP oyt
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Démonstration. — Posons w = lim u; et montrons que
w = u".

1) u<u,<upy dol u<w et u*<w puisque w est
plurisousharmonique comme limite décroissante de fonctions
plurisousharmoniques.

2) Montrons I'inégalité en sens inverse en nous plagant pour
simplifier au point 2 = 0. On peut supposer que les fonctions
u, sont négatives dans un méme voisinage  de 0. D’aprés
la proposition 1.2. pour tout n il existe un polycercle
P, = (e})x contenu dans Q tel que:

un(0) = lim | w, 3 (0) dO.
A=0
Pour tout n choisissons, ce qui est toujours possible, une
sous-suite infinie notée encore (e}), telle que
1 . ;1
3 puier) < o ou kr = > (n+kn+k—1).
k

On définit une nouvelle suite (f,) en réordonnant les (ef)
de la maniére suivante :

f] = eia fz = e;a f3 = e%, f4 = e:% etc.

c’est-a-dire que dans le tableau suivant on réordonne suivant
les colonnes de gauche a droite et dans chaque colonne en
descendant

n=1 el el e el ... el
n=2 e2 e el er_y
n=3 e e es_,
n==k ek

On obtient ainsi un polycercle car chaque f, de la forme e}
est situé dans la (n + k — 1)-iéme colonne et a un rang

a < —;— (n + k)(n + k — 1) = k;. La suite des semi-normes p,

étant croissante tout f, situé dans la (n 4 k — 1)-iéme
colonne est tel que

pa(fa) < pk.:(eZ)l
Lot Epafs) < 3 pulel) < B < + .
nk
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Le lemme 1.4. et le théoréme de Fubini entrainent donc que
wi(0) < [ w,(0Ze%e) db < [ u, (x 3 fae"ea) db

et le polycercle noté, P!, défini parles (f,) est tel que pour
tout n on ait:

ui(0) < [ wnye(6) db

d’ou en passant a la limite des suites u;(0) et u, décrois-
santes en n:

w(0) < [ ww(0) db

et pour tout ¢ > 0 l'intégrale peut étre grice a la s.c.s. de u*
majorée pour A assez petit par u*(0) + ¢ d’ou linégalité
cherchée w(0) < u*(0).

L’exemple suivant montre que la propriété de commuta-
tivité du diagramme peut ne pas é&tre vérifiée si 'espace n’est
pas complet méme lorsque sa topologie est métrisable: Soit
une fonction de classe M, définie sur le disque unité |[z| < 1
du plan complexe telle que ¢(0) = — 1 et ¢* = 0.

Soit E =1, l’espace des suites infinies de nombres com-
plexes a = (a;, ..., @, ...) nuls sauf un nombre fini d’entre
eux et muni de la norme |a] = sup |a;]. Définissons dans
la boule unité B une suite [décroissante car ¢ < 0] de
fonctions de classe M, par:

n

¢ (a) = v(ay) et va(a) = X v(a) pour n> 1.

k=1

Pour tout n on a ¢ja)=0 donc w =0 sur B;

@

or ¢(a) =lim¢,(a) = ) ¢(a,) = — o caril y a une infinité

k=1
de a, nuls et ¢(0)=—1 dou ¢ = — 0 sur B ce qui
montre bien que w == o*.

3. Application au lemme de Hartogs
et aux fonctions séparément plurisousharmoniques.

Nous allons maintenant généraliser aux espaces de Fréchet
un lemme de majoration uniforme établi par Hartogs en 1906
pour les fonctions log|[f| ou f est une fonction analytique
d’une variable complexe, et généralisé aux fonctions soushar-
moniques par J. Deny et P. Lelong dans [9].
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Lemme pE Harrtogs. — Sotent dans un espace Fréchet une
suite (u,) localement bornée supérieurement de fonctions
plurisousharmoniques et une fonction g continue telle qu’en
tout point d’un ouvert Q:

lim sup ¢,(a) < g(a).
noo
Alors pour tout ¢ > 0 et tout compact K contenu dans Q
il existe un entier Ng . tel que pour tout n > Nx. on ait
sur K:
u,(a) < gla) + «.

La démonstration est la méme qu’en dimension finie, le
point délicat en étant la proposition 1.3.: Posons
up = sSup u,,, cest une suite décroissante de fonctions de

n=>0

classe /Mo et d’aprés la proposition 1.3. (lim u})* = lim u}".

L’ensemble F, = {a|u}’(a) — gla) >} est fermé et
K,=KnF, compact, de plus K,>5K,,; et nK, =g
donc a partir d’un certain rang Nk . les compacts K, sont
vides d’out le résultat.

CoROLLAIRE. — Si u, est une suite localement bornée de
fonctions plurisousharmoniques telle que lim sup u, = — oo.
n oo
Alors la suite u, tend vers — o uniformément sur tout
compact.

Il suffit de prendre pour g des constantes négatives de
module arbitrairement grand.

Comme I'a fait remarquer P. Lelong [22 b], du fait que la
suite des F, est décroissante on peut déduire le résultat plus
fort suivant:

pour tout ¢ > 0 et tout point a il existe un voisinage Q,
et un entier N, . tels que pour tout n > N, . on ait sur (,:

u,(at) < glat) + e.
On peut maintenant énoncer le lemme de Hartogs pour les

fonctions sous-médianes :

TutoriME 1.2. — (Lemme de Hartogs). Soit dans un espace
de Fréchet une famille (u,),eg bornée supérieurement sur tout
compact de fonctions fortement sous-médianes indexées par un
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filtre F a base dénombrable F et telle que dans un ouvert ():
limsupu, < g ot g est une fonction continue.
F

Alors pour tout ¢ > 0 et tout compact K de Q il existe
Nk, tel que st n > Nx. et ted, on ait sur K [Uinégalité
suivante :

u(a) < gla) + =

On se raméne au lemme déja démontré par le résultat
suivant :

Lemme 1.6. — Avec les mémes hypothéses sur la famille
(w)ieg et pour toute fonction g s.c.s. Uinégalité lim sup u, < g
entraine lim sup u; < g. g

Soit u la limite décroissante des w, = sup u, on a par la

ted,
proposition 1.3. u* =Ilimw; et si 'on pose w!= sup u;
il est facile de voir que w} = w!", donc: n
wh = [sup u}“]* > sup ur;
en passant a la limite décroissante en n on obtient
u* > lim sup uf d’ou le résultat en remarquant que g

étant s.c.s. Iinégalité u < g entraine u* < g.

L’exemple suivant montre que le lemme de Hartogs n’est
pas toujours vérifié dans un espace métrisable non complet.
Reprenons 'espace E =1, et la fonction considérée dans
Pexemple qui suit la démonstration de la proposition 1.3.:
dans B on a limsup¢ = — o, donc pour un M > 1

arbitraire lim sup ¢, < — M. Soit @ un point de B,
pour tout n > 1 notons af une suite de points de B tendant
vers a, et tels que lim u,(a}) = un(ap)-

koo

Notons (); une base décroissante de voisinage de a,, et
prenons des sous-suites, notées encore aj, telles que pour tout
n le premier terme de la suite (a}), soit dans (,. En ajoutant
a la réunion de ces suites le point a, on obtient un compact K
auquel on applique le lemme de Hartogs avec ¢e=1. 1l
existe un entier N tel que sur K:

o(a) < —M 41 pour n> N.

Le choix de K entraine que pour n> N on a
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va(ay) € —M + 1 d’ou en faisant tendre n vers linfini
lim ¢(ap) = w(ay) < —M+1 <0 ce qui est impossible
puisque w(a,) =0

Donnons une application de la notion de polycercle aux
fonctions séparément plurisousharmoniques définie sur un
domaine Q d’'un produit E X E’ d’espaces vectoriels
topologiques et plurisousharmoniques par rapport & chaque
variable lorsqu’on fixe ’autre variable. Remarquons que pour
une telle fonction ’ensemble {¢y = — o0} est, soit d’intérieur
vide, soit Q tout entier. Il suffit de le montrer dans le cas ot
Q=0Q, X Q(Q, et Qp ouverts connexes); soit » = wy X 0,
un ouvert de Q contenu dans l’ensemble {¢v = — oo}.
Pour tout a de w,, la fonction ¢(a, a’) de a’' est pluri-
sousharmonique et égale & — oo sur l'ouvert w; donc
identique & — oo sur tout ;. La fonction ¢(a, a’) est donc
identique & — © sur @, X . En recommencant le raison-
nement pour tout &' de Qg on voit que ¢ est identique a
— oo sur Q, X p Démontrons maintenant :

TutoriME 1.3. — Toute fonction définie sur un domaine ()
d’un produit d’espaces de Fréchet séparément plurisousharmo-
nique et bornée sur tout compact de Q est, soit identique a — <o,
soit une fonction semi-continue supérieurement de U'ensemble des
vartables et U'ensemble {¢y = — o0} est d’intérieur vide.

La méthode de démonstration que nous utilisons ici s’inspire
de celle de P. Lelong [17], reprise par V. Avanissian [2] pour
les fonctions doublement sousharmoniques, que nous simpli-
fions. Elle consiste & montrer que la régularisée ¢* est égale
a la limite décroissante de l'intégrale de ¢ prise sur une
famille de produits de polycercles que I’'on précisera; puis a
montrer que cette limite n’est autre que la fonction ¢ elle-
méme.

Supposons que la fonction ¢ n’est pas identique & — oo
remarquons que si ¢(a, a’) est séparément plurisousharmo-
nique, les fonctions ¢, =sup (¢, — n) forment une suite
décroissante de fonctions séparément plurisousharmoniques
bornées sur tout compact et finies en tout point. Supposons
le théoréme démontré pour de telles fonctions. Si ¢ est une
fonction séparément plurisousharmonique 1l s’ensuit alors
que pour tout n, ¢, = sup (v, — n) est une fonction semi-
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continue supérieurement de l’ensemble des variables d’ou
le résultat car ¢ est la limite décroissante des ¢, et la semi-
continuité supérieure se conserve par passage a la limite
décroissante.

Supposons donc ¢(a, a’) doublement plurisousharmonique,
bornée sur tout compact de Q et ¢(a, a’) > — © en tout
point. L’espace E X E’ étant métrisable ¢ est, d’aprés le
lemme 1.1., localement bornée supérieurement. Placons-nous
a lorigine pour simplifier les notations et supposons que ¢
est négative dans un voisinage de I’origine.

Soient (a,, a,) une suite tendant vers zéro telle que
lim ¢(a,, a,) = ¢*(0, 0), P et P’ les polycercles définis par
noo

les suites de terme général e, = na, et e, = na,. Notons ¢
la fonction plurisousharmonique des deux groupes de N + 1
variables (z, ..., 2x, 2) et (z, ..., 2y, 2’) définie par:

G(Z1y vy 2Ny B3 Zyy -y Zmy B)
=y [7\ S znen + Az Y efre,, A Z zen + Nz Y eie:'-e,'.]
1 N+1 N+1
On obtient comme dans la démonstration de la proposition 1.2.;
v(an,a{q)=5(0 . ’)\1N’O 0, .. ,x,i ,0>
1 1
1— = 1 ;
< 7\;\1 )\1N
Pran/ \t+aw
iy iy i . i} iy i d_i > 4% 421 S ie.l,'
ffv[e e e e 61(21:(? T 21:619 B
1 1
=an | (LN

— AN
AN/ N

N-+1 N-+1 !
f f p[AZe, e,, A" Yeitre,) ® db, ® Ozli

d’olt en passant & la limite pour N tendant vers linfini
compte tenu du lemme 1.2.:

) < ff orexae (8, 07) do db’.



440 PHILIPPE NOVERRAZ

L’intégrale de droite est une intégrale double car ¢ est négatif
et mesurable sur le produit AP X A'P’ des polycercles,
c’est de plus par le lemme 1.5. une fonction croissante de A
et A’. La semi-continuité supérieure de ¢* entraine alors
Pégalité :

* . ’ ’

0*(0) 11=r{): S oxexan(8, 8) db 8.

Montrons maintenant que

#(0, 0) _;g?ffvnm (6,0) do do’.

Nous utiliserons le résultat classique suivant: Si une fonction
filz) dépendant d’un parameétre ¢, 0 < t < ¢,, est sommable
pour une mesure de Radon p positive & support compact
pour tout ¢ etsi fi(z) tend en décroissant vers zéro lorsque ¢
décroit vers zéro on a:

lim [ f() du(z) = 0.
t=0
La fonction I;(a) = fv(a, W Ze'%e,) db' — v(a, 0) est défi-

nie en tout point d’un voisinage ® de a =0, positive,
finie en tout point et croissante en A’ d’aprés le lemme 1.5.
Pour tout a de ® on a 11m I/(@) =0 car la proposition

1.2. est vraie pour tout po]ycercle lorsque la fonction est
plurisousharmonique [7]; la quantité

S Le(3See,) db = [[ orse(0, ) dBd’ — [ p(AZebe,, 0) do
tend donc vers zéro avec A’. Ecrivons:

ST rwxrw(®, ) d0 A — ¢(0, 0) = [ L (AZe'e,) db
+ [ o(AZee,, 0) d) — 0(0, 0)

¢ étant donné, choisir A, tel que A < A, entraine:
f o(AZee,, 0) db — ¢(0, 0) < =
Puis choisir A, tel que A’ < A, entraine:

f Iy (Aebe,) b < -
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d’ou, pour tout A < Ay et A < Ag
< S oo (d, ) do d” — (0, 0) < ¢

qui termine la démonstration.

Considérons maintenant un espace de Fréchet séparable on
peut appliquer un lemme de Choquet pour montrer qu’il est
possible de remplacer les fonctions de classe M par des fonc-
tions de classe M, ayant méme régularisée.

Lemme pE CHOQUET. — Soit Q un espace topologique & base
dénombrable d’ouverts et (v),er une famille de fonctions
numériques définies sur Q. Il existe une sous-famille dénom-
brable 1, de 1 telle que la relation « g est s.cs. et
sup ¢; < g» entraine «sup¢; < go.
i€lo i€1
En appliquant ceci & une famille de fonctions plurisous-
harmoniques on voit que les régularisées supérieures des
fonctions sup ¢; et sup ¢; sont identiques.

i€l i€lo
Prorosition 1.4. — Soit E un espace de Fréchet séparable.

1) Pour toute fonction w de classe M il existe une fonction u
de classe M, telle que u, < u < ug = u*.

2) Pour toute famille (u);e; de fonctions de classe M on
peut trouver une famille dénombrable (u?),o, de fonctions de
classe M, telle que st u® =supuj e wu=supuwy on ait
uo < u < uo' —_ u*. i€Xo €L

2") Pour toute suite décroissante ¢, de fonctions de classe M
on peut trouver une suite décroissante de fonctions ¢} de classe
M, telle que si ¢* =lim ¢} et ¢ =limy, on ait

0 < p < o = o,

Montrons par récurrence sur k entier positif un résultat
un peu plus précis que 1) & savoir:

1") Pour toute fonction u de classe Cg il existe une fonc-
tion u, de classe C§ telle que u, < u < u* = u;.

C’est évident pour k=0 car C, = CJ est I’ensemble des
fonctions plurisousharmoniques.

Soit maintenant u e C, alors

(a) soit u=supuy; ou ueCy;
i€l
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(b) soit u estla limite décroissante d’une suite de fonctions
définie en (a).

Démonstration de (a). — Par hypothése de récurrence pour
chaque ¢ de I il existe un élément u} de CJ_, tel que
W <y < uf = u. Soit u = sup uf; le lemme de Choquet

iel
montre qu’il existe une sous-famille dénombrable I, de I
telle que si u, = sup u on ait: u, < u < U =uy;. Or

pour une famille f on a rég. sup (sup f) = rég. sup (sup fi)

d’ou pour f;= u! on voit que u™ = u* donc
U < U < u=ug et Up S u
ce qui entraine u, < u < u* = ug.
Démonstration de (b). — Soit u, = sup u,; une suite
t€X

décroissante ou wu,; appartiennent a C,_,. D’apres a) il
existe pour tout n et pour tout ¢ une fonction u,; de
Ch-y telle que:
1% *
u;l,i S Upi S Upi = Unp;.

Soit d’apres le lemme de Choquet, pour tout n, une sous-

famille dénombrable I3 de I, et posons up = gullo) Up; qui
€I

est un élément de C} tel que u? < u, < ud = u;. La suite

uj n’est pas nécessairement décroissante. Notons

= J (ko )ieng}

kzn

c’est une famille dénombrable d’éléments de Cf_; et posons

u =sup ¢ ona:
veU,

Io‘

w < ul <, d’ou ud = u,Y = ul.

De plus comme U,,, c U, la suite u, est décroissante et
on peut lui appliquer la proposition 1.3. d’ou la fonction
Uy = lim u,;° est un élément de CJ

uy = lim 4> = lim v} = u*;
on a bien montré que u, < u < Uy = u*.

Les parties 2 et 2’ de la proposition se démontrent exacte-

ment de la méme maniére aussi nous ne le ferons pas ici.



CHAPITRE II
APPLICATIONS ANALYTIQUES ET G-ANALYTIQUES

1. Définitions.

Soient E et F deux espaces vectoriels topologiques
separes et une application f:QcE—>F. Il y a plusaeurs
maniéres que nous allons préciser d’introduire la notion
d’application analytique. Lorsque l'espace F n’est pas
complet on sera amené & considérer son complété F; une
application f a valeur dans F sera dite analytique si,
considérée comme application a valeur dans F, elle est
analytique.

Soient E et F deux espaces vectoriels, une application f
de E dans F est dite polynomiale homogéne de degré n
s’1l existe une application n-linéaire u de E X -.- X E
dans F telle que f(z) = u(z, ..., z).

Nous parlerons de fonction analytique lorsque F = C
et d’application analytique dans les autres cas.

DeriniTion 2.1. — Soient E et F deux espaces vectoriels
topologiques séparés, une application f d'un ouvert Q de E
dans F est dite analytique en un point a de Q s’il existe
une suite d’applications polynomiales, homogénes de degré n
et continues, de E dans le complété faible F™* de F telle que

400
fla + ) = 3 fi(a),
n=0
la série convergeant uniformément dans un voisinage de a.
Si F n’est pas complet, la série converge dans F et sa
somme est en fait un élément de F. La fonction f sera dite
analytique dans un ouvert si elle est analytique en tout point a

de Q.
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Cette définition est 4 la base de la théorie algébrique des
applications analytiques développée par Ramis [29] lorsque E
et F sont des espaces de Banach. Nous serons amenés a
introduire lorsque F est localement convexe une définition
plus maniable dans le cadre des problémes que nous étudions
et équivalente lorsque F est normé.

Lorsque E = C Grothendieck [11] a introduit la notion de
fonction analytique a valeurs vectorielles et démontré le

théoréme suivant auquel nous nous référons constamment :

Tutorime 2.1. — Une application f:Q<cC —F, ou F
est un espace vectoriel topologique localement convexe séparé,
est dite analytique dans Q si elle satisfait & une des conditions
sutvantes qui sont équivalentes :

(i) pour tout u du dual topologique ¥’ de F la fonction
z—>u o f(z) est analytique scalaire dans Q.

[N

(11) pour tout point z de () le rapport W [f(z + k) — f(z)]

a une limite (dans F) lorsque h tend vers 0.
(1) tout point z, de () posséde un voisinage ot f est

somme d’une série
f(z) = Zau(z — 2)"

1

2w

i L ) =

1v) f est continue et pour toute courbe I' rectifiable homotope

zéro dans Q
S f(z) dz =

Une telle fonction satisfait & la formule de Cauchy (avec les
hypothéses habituelles sur F)

£lz) = ™) 4

2m Fw——-z

fm O =) (e B,

ainsi qu’au

LemMme D’ABEL. — Si la série Xay(z — z)* converge, la
sutte {a,(z — %)*} est bornée et st F est complet la série
Ya,(z — 7)* converge uniformément sur tout compact du disque

|z — @l <|a —
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Remarquons que pour que a, défini en (ii1) soit un élément
de F il faut supposer, ce qui est toujours vérifié lorsque F
est quasi-complet (i.e. les parties fermées et bornées sont
completes), que I’enveloppe convexe fermée d’un compact
est compacte.

DériniTion 2.2. — Une application f:QcE —F, ou F est
un espace localement conveze, est dite G-analytique [analytique
au sens de Gateaux] si sa restriction & toute droite complexe
de E est analytique au sens du théoréme 2.1.

Autrement dit pour tout couple (a, b) d’éléments de
la fonction z— f(a + zb) est analytique en z = 0.

Dans la suite de ce travail nous ferons jouer un réle important
a cette classe de fonctions.

Derinttion 2.3. — Une application f: QcE —F, ou F est
un espace localement convexe, est dite analytique [analytique au
sens de Fréchet] si elle est G-analytique et continue.

L’exemple d’une forme linéaire non continue montre
(avec F = Q) qu’en dimension infinie une fonction G-ana-
lytique peut ne pas étre analytique. On verra plus loin des
conditions simples pour qu’une fonction G-analytique soit
continue ou localement bornée.

Donnons la proposition suivante qu’on trouvera dans [13]
lorsque E et F sont des espaces de Banach.

Prorosition 2.4. — Si f: Qc E — F est G-analytique dans
Q (E et F séparés, F localement convexe), pour tout z, de ()
il existe des applications polynomiales homogénes de degré n
non nécessairement continues f, telles que, dans un voisinage
de z, quu estle plus grand ouvert disqué en x, contenu dans (Q,
la série converge en tout point:

flan+ ) = 3 filas h).

Les applications f, sont untques et données par la représentation
intégrale suivante :
. d

fleos ) = [ flag + ) .

1i=1 i
Démonstration. — Soit z, un point de (); pour tout h
du plus grand ouvert ©, disqué en =z, contenu dans £,
la fonction f(z, + zh) est analytique de la variable complexe
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z au voisinage de z =0 et la partie (iii) du théoréme 2.1.
montre que si on pose F(z) = f (2, + zh) on a:
F(z) = Y Lz
n=0

ou I, est une fonction de z, et h donnée par

Laos B) = oo [ flay -+ CRY— L.

2in Jyg=1
La convergence de la série est uniforme sur le disque
|z] < ¢(x, h), qui contient le point z =1 puisqu’on a choisi
2y + h dans wy, d’oul’égalité cherchée en faisant z = 1:

f(@ + h) = Zli(zy; k),

la série convergeant en tout point h tel que z, + h appar-
tienne a4 ©,. Montrons que [,(z, k), notée [,(h), est une
application polyndmiale en h homogeéne de degré n ce qui
équivaut & montrer que la restriction de [, a toute droite
complexe est un polyndme de degré n et que [, (ah) = a*l,(h)
pour tout a de C. (C’est un résultat de [13], chapitre xxvi,
ou le calcul — purement formel — fait dans le cadre des espaces
de Banach conserve un sens pour des espaces vectoriels topo-
logiques séparés.)

En faisant un changement de variables (' = a{, « complexe,
dans l'intégrale on vérifie que !, est homogéne complexe
d’ordre n; de plus pour tout élément w du dual F’ de F
la restriction de w o [, & toute droite complexe est un polynéme
d’une variable complexe de degré n; en effet:

o bW o+ ) = 21? fm_l uo f(zy + Ch' 4 (zh"){" dL

et Papplication z — wo f(zy, + (h' + (zh") est une fonction
analytique (de C dans C) au voisinage de z = 0.

On en déduit que pour tout u de F’ [Dapplication
uol,(h 4 zh") notée wuol;(z) est un polyndme de degré n
ce qui prouve que 'application [, de C dans F est analy-
tique et s’écrit d’aprés le théoréme 2.1.

0
Ii(z) = Y az* avec a, dans R,
k=0

la convergence étant uniforme dans un disque [z] < p.
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Montrons que a, =0 pour k > n; pour tout u de F’
ona:

-1 o U(z)z—k—1
u(a,) = 9im j;ZI:L u o ly(2)z dz
2

ce qui entraine u(a;,) =0 pour tout k > 1. puisque uol,
est un polynéme de degré n au plus, d’ou le résultat.

Prorosition 2.2. — Lorsque lespace F est normé, les
définitions 2.1 et 2.3 des applications analytiques sont équiva-
lentes.

La définition 2.1. entraine 2.3. Réciproquement, supposons
f continue donc localement bornée et, pour tout u de F’,
la fonction w o f G-analytique. D’aprés ce qu’on vient de voir
les applications

1
x) = 5 a 2) (1 d
o) = gz [ fla+ T at
sont polynomiales homogénes de degré n; elles sont de plus
localement bornées uniformément donc continues dans (;
d’aprés la proposition 2.1 la série Xf,(z) converge pour tout z
d’un voisinage disqué de 0 et a pour somme f(a + z).
Soit a 4+ ® un voisinage disqué de a ou [ est bornée,
[fla + )] < + oo etlasérie Xf,(x) converge uniformément
dans (1 — ¢)w.

Remarque vmportante: Lorsque F sera localement convexe
nous prendrons comme définition des applications analytiques
la définition 2.3.

2. Théoréme sur la continuité d’une application G-analytique.

Maintenant nous allons nous restreindre au cas ou E est
un espace métrisable complet pour utiliser la propriété de
Baire.

En dimension finie, le lemme de Hartogs permet de montrer
que toute fonction séparément analytique de =z, ..., z,
est analytique de I’ensemble des variables (théoréme de Har-
togs). On peut généraliser aux espaces de Fréchet la démons-
tration classique [14] de ce théoréme grice au lemme démontré
au chapitre précédent, mais nous ne le ferons pasici car, suivant
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une idée de Zorn [34] qui nous semble avoir été perdue de vue,
nous donnerons une démonstration plus directe basée sur le
théoréme suivant qui sera démontré a la fin de ce chapitre
(voir [34] pour le cas des espaces de Banach). Ce théoréme
est d’'une grande utilité dans la pratique car il permettra
lorsqu’on a une fonction analytique de ne la considérer que
comme une fonction G-analytique — la continuité étant
assurée — donc de ne considérer que ses restrictions aux
droites complexes. Ce sera en particulier le cas dans les proble-
mes de prolongement.

TutortME 2.2. — Soit Q un domaine d’un espace vectoriel
topologique métrisable et complet et f une application G-ana-
lytique sur Q a valeur dans un espace F localement conveze.
L’ensemble des points ot la fonction f est continue est a la fois
ouvert et fermé. (La continuité en un point entraine donc la
continuité dans () tout entier.)

Démontrons d’abord le

LemMme 2.1. — Sotent E; et E, des espaces de Baire métri-
sables et [ une fonction a valeur complexe séparément continue
sur E; X E,. Toutouvert Q de E, X E, contient un ouvert o
ot la fonction est bornée.

Faisons la démonstration pour un ouvert de la forme
Q X Q, ou Q; est un ouvert de E, Pour tout y de Q,
Pensemble E,(N) = {ze;, |f(z, y)] < N} est fermé et
soit ®, une base strictement décroissante de voisinages d’un
point y, de ,, notons E, x= m E,(N) ce sont des en-

Yew,
sembles fermés ou éventuellement vides dont la réunion est Q,

tout entier. En effet soit = un point de (; la fonction
y—f(x, y) est continue en y =1y, donc bornée dans un
voisinage & de y, par exemple:

lf(z, y)) < M si yeo.

Soit n, tel que w,cw et N, > M ce qui prouve que =z
appartient & E,, No. On applique alors le théoréme de Baire
qui montre qu’il existe un E, x d’intérieur non vide d’ou
le résultat.

Remarquons que si la fonction est & valeurs dans un espace
non normé la conclusion du lemme peut étre fausse comme
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le montre 'exemple suivant ot F=E X E et f=1i X1
(t étant lapplication identique de E = E; = E, espaces
de Fréchet).

Du théoréme 2.2. et du lemme 2.1. on déduit le théoréme de
Hartogs :

TatoritME DE HarTocs. — Soit Q un domaine de E; X E,
(espaces métrisables complets) et [ une fonction définte sur Q
a valeurs dans un espace localement convexe, séparément analytique
des variables z, et z,. La fonction [ est alors analytique de
Pensemble des variables.

Démonstration. — La fonction [ est G-analytique. En effet
pour tout couple (a, b) et (a’, b’) de points de E;, X E,
la fonction f(a + zb, a’ + z'b’) est séparément analytique
en z et z' donc (théoréme de Hartogs en dimension finie)
analytique de ’ensemble (z, z') d’ou ’analyticité en z sur
la diagonale z =12z'. Pour tout u de F’, uof est G-ana-
lytique dans Q et séparément continue donc analytique dans
Q tout entier par le lemme 2.1 et le théoréme 2.2. D’ou
Panalyticité de f dans Q par la proposition 2.5 démontrée
plus loin. Dans la fin de ce paragraphe nous démontrons le
théoreme 2.2. ainsi que diverses propriétés des fonctions
G-analytiques.

La proposition suivante se démontre en considérant la
restriction de la fonction aux sous-espaces vectoriels de dimen-
sion finie de E ou le résultat est connu [20].

Lemme 2.2. — Soit E un espace vectoriel topologique quel-
conque et v une fonctwn plurisousharmonique homogéne d’ordre
p > 0 alors ¢ est positive et log ¢ plurisousharmonique.

CoroLLAIRE. — St p est une semi-norme continue sur E
la fonction log p(a) est plurisousharmonique.

Rappelons le résultat suivant de P. Lelong [22 b] qui permet
d’introduire la notion de fonction plurisousharmonique sur
les variétés Banachiques.

Prorosition 2.3. — Sotent ¢: E — F uneapplication analy-
tique (o E et F sont des espaces vectoriels topologiques
séparés, F complet) et v wune fonction plurisousharmonique
sur F. Alors ¢ o ¢ est une fonction plurisousharmonique.

20
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CorROLLAIRE. — Si p est une semi-norme continue sur F
la fonction log p o @ est plurisousharmonique.
Nous aurons besoin du

Lemme pE Scawarz. — Soit ¢: C — F une fonction ana-
lytique dans |z| < 1 a valeur dans F espace vectoriel topolo-
gique localement convexe séparé et supposons que pour une semi-
norme p sur F,pog(e®) <M < + o et 9(0)=0.

Alors pour tout |z| < 1, ona po¢(z) < M|z|.

Démonstration. — ¢ est analytique au voisinage de 0
et nulle en 0 donc ¢(z) =az+ --- La fonction

f(z) = 9@ = a, + a,z + --- est analytique dans le disque

|z] < 1; la fonction p o f est sousharmonique dans |z| < 1
et pof(ef < M.
Le principe du maximum entraine p o f(z) < M pour tout

|zl <1 et pof(z) =p [i(;z—)] = I—il- p o ¢(z) d’ou le résultat.

La proposition suivante permet lorsque F est normé de
remplacer la notion d’application continue par celle plus
maniable d’« application localement bornée ».

Prorosition 2.4. — Sotent f: E—F wune application
G-analytique, F wun espace localement convexe et E séparé.
St [ est localement bornée elle est continue. La réciproque est
yraie lorsque F est normé.

Démonstration. — Montrons que si f est localement bornée
en qa, elle est continue en q,, c’est-a-dire que pour tout ¢ > 0
et pour toute semi-norme p sur F il existe un voisinage V
de l'origine dépendant de ¢ et p tel que

plf(a+ a)) — f(a)] < ¢

pour tout point a de V.

Soit @y + V; un voisinage disqué de a, ou la fonction f
est localement bornée; po f(V;) < M, < 4 o pour toute
semi-norme p sur F. Posons 9,A) = f(Aa + ay) — f(ao)
c’est une fonction analytique de A € G ou identiquement nulle
dans |A| < 1 et pourtout a de V; ona

P3(e")] = plf(e’a + a0) — f(a0)] < 2M, et ,(0) =0.
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Le lemme de Schwarz entraine que, pour tout
Al < 1, peo@d) < [A2M,

c’est-a-dire que p[f (Aa + ay) — [ (ap)] < 2M,|A| pour tout a

de V; et |A| < 1. Ayant fixé ¢ choisir un A, tel que
€

I)\pl = 5—1\7[; < 1. i p

Pour tout a’ de I’ensemble m—Vl le point a =3

appartient & V; donc P P

polf@ +a) —fla)]
=p[F(% 5+ @) = fla)] < 2 =

Vi;

d’ou la proposition en prenant V = 2—;1—
Notons I’exemple suivant qui montre I;Iue lorsque F n’est
pas normé une application G-analytique peut étre continue
sans étre localement bornée: E = F sont des espaces de
Fréchet et f est 'application identique.
Le résultat suivant permet de se ramener a I'étude des
fonctions analytiques & valeurs scalaires.

Prorosition 2.5. — Sotent E et F deux espaces vectorie ls
topologiques séparés E métrisable e¢ F localement conveze,
Pour qu’une application f de QcE dans F soit analytique
il faut et il suffit que w o f soit une fonction analytique pour
tout u de F'.

La condition est évidemment nécessaire. Montrons que
lorsque F est normé elle est suffisante: on sait d’apres le
théoréme 2.1. que f est G-analytique, il reste & montrer que
c’est une fonction continue; I’espace E étant métrisa ble
et F normé il suffit d’aprés la proposition 2.4. de mont rer
que [ est bornée sur tout compact. Soit K un compact
quelconque de Q. L’ensemble wuo f(K) est compact don ¢
borné pour tout u de F’; I’ensemble f(K) étant faiblemen t
borné [i.e. borné pour la topologie faible o(F, F’)] est alors
fortement borné d’aprés le théoréme de Banach-Mackey,

Rappelons maintenant le résultat suivant de [4]:si F est
un espace vectoriel localement convexe séparé et (p;) un
famille de semi-normes définissant sa topologie, désig non
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par F, Despace de Banach complété de l’espace normé
associé a la semi-norme p; et par ¢; 'application canonique
de F dans F;. La topologie de F peut é&tre alors définie
comme la moins fine des topologies qui rendent continues les
applications ¢; et pour qu’une application f de E dans F
soit continue il faut et il suffit que pour tout ¢ l’application
¢;of de E dans F; soit continue.

Pour tout ¢ f; = ¢, o f est une application a valeurs dans
Pespace normé F; et pour tout élément [ de F; 1’application
lof, est analytique car lofi=1loq,0of et lo@, est un
élément de F’. D’aprés la premiére partie de la démonstration
Papplication f; est analytique donc continue ce qui prouve,
par ce qu’on vient de rappeler, la continuité de f.

E->F->F,

N

C

Le lemme suivant sera utile plus loin:

LemMme 2.3. — Soit f,(x) une sutte de fonctions continues de
QcE—F (E espace de Baire, F normé) ayant une limite f(z)
en tout point de Q. Alors Uensemble des points ou f est locale-
ment bornée est un ouvert partout dense dans Q.

Soit p la norme de F, l’ensemble des points ou la famille
(P o funen est localement bornée supérieurement est partout
dense; en effet montrons que tout ouvert w de () contient
un ouvert ou p o f, est une fonction bornée. Pour tout entier k
I’ensemble

Frn={aecow|pofila) <k}
est fermé dans o et F, =| |F,‘,,, est un ensemble fermé
n [}
et comme o = uF, il existe un indice k, tel que F, # ¢.

CororLLAairE. — Soit (f,) unesuite d applications analytiques
QcE —F telle que la suite f,(z) a une Limite f(x) en tout

point de Q. Alors f(x) est analytique sur un ouvert partout
dense de Q.

Lemme 2.4. — Soit (E métrisable complet, F normé)
d’applications continues f,: QcE —>F telle que Xf,()
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converge en tout point de Q. Alors Uensemble A des points
de Q ou la famille (f,) est localement bornée est un ouvert
partout dense de (.

C’est évidemment un ensemble ouvert. Pour le reste, on se
base sur le fait que la suite p o f,(z) tend vers 0 en tout
point de Q lorsque n tend vers oo. Donc pour tout =z

de Q et suppo fy(x) < + .

Le théoréme classique de Baire entraine que I’ensemble des
points ou la famille p o f,(x) est localement bornée est un
ouvert partout dense.

Donnons maintenant quelques propriétés des applications
définies comme somme d’application polynomiales homogénes
continues.

Soit A; = U)\A Penveloppe disquée d’un ensemble A,

<1
notons tout de suite que toute application polynomiale homo-

géne | bornée sur un ensemble A est aussi bornée sur
son enveloppe disquée A,; plus précisément pour toute
semi-norme p sur F D'inégalité pol(A) < M entraine

pol(A) < M.

Proposition 2.6. — Soit f(z) = X l.(x) une série conver-
nzo0

geant pour tout x d’'un ouvert () disqué a Uorigine ou les
fonctions 1, sont des applications polynomiales homogénes de
degré n de E dans F (E séparé, F localement convexe
séparé). St la fonction f est bornée dans Q la famille (l,) est
uniformément bornée dans Q) et réciproquement sv (l,) est une
famille uniformément bornée dans Q, pour tout ¢ > 0, la
fonction f est bornée dans (1 — €)Q.

Démonstration. — a) Supposons la fonction f bornée dans
Q; pour toute semi-norme continue p sur F on a:

pef@ <M, < +
Lia) = o [  f(we%)e df
mTT 2w ), ’

Donc pour toute semi-norme p sur F ona

27
pol,,(ric)si pof(e®)dd <M, < +

2t J,
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puisque ze® appartient & Q pour tout z de Q. Ce qui
montre que la famille (I,) est bornée sur Q.

b) Réciproquement supposons que pour toute semi-norme p
sur F onait pol(Q) <M, < 4+ © ou M, ne dépend pas
de n. Pour tout &> 0 soit Q.= (1 —¢)Q. Pour tout

’

' de Q. le point x—:l"’i

appartient a () donc
pel(z) S (L —e)pol(z) < (1 —e)*M,. On en déduit que
pef(@) = po[Zl(2')] < Zpol(a') < —1— M, pour tout z’

de Q. c’est-a-dire que la fonction f est bornée sur Q..

Prorosition 2.7. — Soit I, une suite d’applications poly-
nomiales homogénes de degré n de E dans F, F localement
convexe, telle que f(x) = Xl,(x) converge pour tout z d’'un
ouvert Q de E disqué a Dorigine. La fonction f est alors
G-analytique dans Q.

Démonstration. — Le lemme d’Abel montre que la restriction
de f aux droites complexes D passant par 0 est analytique
sur Dn Q. Soit D une droite complexe ne passant pas par
Porigine, notons E;p ’espace vectoriel engendré par la droite
D et l'origine. L’ensemble Q n D est un ouvert de D et sur
son enveloppe disquée qui est égale & Qn Ep la fonction f
est analytique. On applique le lemme a la fonction de deux
variables complexes f({a + =b) pour des points a et b
pris dans une méme composante connexe de D n (), la restric-
tion de la fonction f & D nQ est alors analytique sur chaque
composante connexe d’ou le résultat en faisant { = 1.

Lemme 2.5. — Une application polynomiale homogéne [(z)
de E dans F (E quelconque, F localement convexe) bornée
sur un ensemble xz, + A ot A est disqué en 0 est bornée sur
Uensemble A’ =U {Azy + A}. De maniére plus précise

IN<1
pour toute semi-norme continue l'inégalité

pelleg+A) <M, < 4+
entraine p o l(A') < M, < 4 oo.
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Démonstration. — [13]; soit un élément a de A, la fonction
I(Azy + A) est analytique pour |A|] <1 donc pol est
sousharmonique et atteint son maximum sur la frontié¢re en
un point A, tel que [A| =1, d’ou, A étant disqué,

pelAzy + a) < p oAz + a)
=pol(x + A\gta) < M, < + oo.

COROLLAIRE DE LA PROPOSITION 2.7. — Lorsque E est
métrisable complet, F normé et les 1, continues il existe un
voisinage disqué de Uorigine ot la fonction f est analytique.

En effet c’est une fonction G-analytique et d’aprés le
lemme 2.4. la famille (I,) est bornée dans un ouvert z, + A
qu’on peut supposer disqué en .

La famille est alors bornée sur I’ensemble

Ar=|_J % + A)
IX<1
qui est un voisinage ouvert et disqué de l’origine. La propo-
sition 2.6. entraine que f est bornée dans le voisinage
(1 — €)A; de lorigine donc analytique.
Montrons maintenant qu’en fait la fonction f est analytique
dans ) tout entier.

Tatorime 2.3. — Soit (I,) une famille dapplications
polynomiales continues et homogénes de degré n d’un ouvert Q
de E disqué a Uorigine a valeur dans F (E espace métrisable
complet et F espace de Banach) telle que pour tout z de
la série f(z) = Xl,(x) converge. La fonction [ est alors ana-
lytique dans Q.

Démonstration. — On sait déja que la fonction f est G-ana-
lytique dans Q et localement bornée sur un ensemble partout
dense de Q. Soit z un point quelconquede Q, lafonction f
admet un développement [ (z + h) = Xl;(k) qui converge,
d’aprés la proposition 2.1., en tout point d’un ouvert disqué
z+ o de Q et comme ce développement est unique on en
conclut, par comparaison avec 2l,(z + h) ordonné en poly-
ndéme homogéne de h, que les fonctions I, sont continues.
Le corollaire de la proposition 2.7. montre que la fonction f
est analytique dans un voisinage de h =0 donc en z.
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TuatoriME 2.4. — Soit [ une fonction G-analytique dans
un domaine Q d’un espace métrisable, complet E @& valeurs
dans un espace de Banach F. L’ensemble des points ou la
fonction f est continue [ou, ce qui revient au méme, localement
bornée] est & la fois ouvert et fermé.

Démonstration. — Notons (' D’ensemble des points de Q
ou f est localement bornée et Q" =Q — Q' et montrons
d’abord une propriété de Q' plus forte que le fait d’étre un
ouvert: « si a appartient & Q' le plus grand ouvert disqué
en a, noté a-+ 0, contenu dans Q est en fait contenu
dans Q' »

En effet, pour a dans Q' la série f(a + h) =2l (k) qui
converge pour tout h de 0, comme f est bornée au voisi-
nage de A = 0, les [, sont continues et la fonction f(a + h)
est d’aprés le théoréme 2.3. analytique donc localement
bornée dans a -+ 0,.

Supposons maintenant que Q" # g et soit b un point
de Q"; Vensemble des points z tels que =z — b appartient
a 0, ne peut pas étre contenu dans Q' par le raisonnement
précédent. Or c’est un ouvert contenant b ce qui montre que
Q" est ouvert.

Le théoréme 2.2. énoncé au début de ce paragraphe se
démontre aisément. En effet, si f est & valeurs dans un espace
F localement convexe pour tout u du dual F’ on applique
le théoréme 2.4. 4 la fonction wo f qui est alors analytique
scalaire; la proposition 2.5. entraine que la fonction f est
analytique.

Remarquons pour terminer que nous ne nous sommes pas
servi de I’hypothése de convexité pour 'espace E sur lequel
sont définies les fonctions.

Le probléme est ouvert de savoir si dans le Théoréme 2.2. on
peut remplacer « continue » par « localement bornée ».

3. Applications.

Nous allons nous servir de la proposition 2.6. pour
retrouver par une autre méthode le résultat suivant de [22 a]:

TrkorkME 2.5. — Pour toute application analytique  de E
dans F [espaces de Banach] le rayon de majoration R(z) est
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tel que —log R(z) est une fonction plurisousharmonique
continue ou identique & — oo.

En tout point z le rayon de majoration R(z) d’une appli-
cation désigne la borne supérieure des rayons des boules centrées
en z sur lesquelles 'application est bornée. C’est, lorsque f
est continue, une fonction strictement positive et continue car
pour tout |z — z'| < ¢ on a

R(z) — ¢ < R(z') < R(z) + .

Soit Q un domaine ou la fonction est définie; pour tout
point z de Q développons la fonction en série

flz + h) = Sly(a; h)

qui converge pour tout h de la plus grande boule B centrée
en 0 telle que z + B soit contenu dans (; de plus les
applications [,(z; h) sont analytiques de l’ensemble (z, k)
et polynomiales en h homogéne de degré n. Pour tout z de
Q, soit R(z) la borne supérieure des rayons des boules
centrées en 0 sur lesquelles la famille (I)) de fonctions de
la variable h est bornée, cela équivaut a dire d’apres la
proposition 2.6. que R(z) est la borne supérieure des rayons
des boules centrées en 0 sur lesquelles f(x 4+ h) est bornée.
Le rayon de majoration est alors donné par la «formule
d’Hadamard »:

. 1
— log R(z) = lm;fup o log [||sz111|}=)1 I1.(z5 h)ll]

qui prouve, la continuité étant déja acquise, la plurisous-
harmonicité de — log R(z).

Montrons maintenant qu’il y a la méme relation qu’en
dimension finie entre les fonctions ¢ plurtharmoniques

(.e. ¢ et — ¢ sont plurisousharmoniques) et les fonctions
analytiques
TatortME 2.6. — Pour toute fonction ¢ définie sur un ouvert

connexe Q d’un espace vectoriel topologique, telle que ¢ et — ¢
sotent plurisousharmoniques, il existe dans Q wune fonction

analytique [ telle que Ref=v.

Démonstration. — On peut supposer que € contient
Porigine; soit alors D une droite complexe passant par O,
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la restriction de ¢ & DnQ notée ¢p est harmonique et il
existe une fonction fp analytique dans D unique telle que
Refo=vp et Imfp(0)=0. Si D ne passe pas par 0
on considére le sous-espace de dimension finie engendré par D
et Dorigine. Sur ce sous-espace, ¢ est plurtharmonique et
on sait (on est en dimension finie) qu’il existe une fonction
analytique notée encore fp unique telle que Re fp = ¢|p et
Im fp(0) = 0. Montrons que ceci définit bien une fonction f
sur E.

Soit a un point de E, D et D’ deux droites quelconques
passant par O, fp et fp. les fonctions définies précédemment,
il faut montrer que fp(a) = fo.(a). Pour cela on considére la
fonction analytique fi sur le sous-espace E,; engendré par
DuD’u {0} unique telle que Re fi; = ¢|g,nq et Im fi(0) =
En prenant ses restrictions successivement 3 D et D’ on
obtient I’égalité cherchée. La fonction f est donc G-analytique
et il reste & montrer qu’elle est continue ¢’est-a-dire localement
bornée. En tout point a de Q la fonction Ref=y¢ est
continue donc bornée dans un voisinage disqué ® en a,
|[#(w)] € M < 4+ . La fonction ¢/ est G-analytique et
bornée dans ® puisque |e/] = e®*/. C’est donc une fonction
analytique et il en est de méme de f.

On peut en se servant du corollaire du lemme de Hartogs,
retrouver de maniére simple un théoréeme de Vitali [voir [13]
dans le cas ou F et F sont des espaces de Banach].

TutoriME DE ViTari. — Sotent E et F des espaces de
Fréchet, Q un ouvert connexe de E et (f,) une suite de fonc-
tions analytiques localement uniformément bornées de E dans F
telle que pour tout x dans un ouvert wcQ la suite f,()
tend vers une limite. Alors la suite (f,) tend vers une limite
uniformément sur tout compact de Q et cette limite est une fonc-
tion analytique.

Démonstration. — On va montrer que f,(z) — f(z) tend
vers zéro uniformément sur tout compact de Q. Pour toute
semi-norme N continue sur F et pour tous entiers positifs
p et g les fonctions Vj, =log N[f,(z) — f,(x)] forment
une famille localement bornée de fonctions plurisousharmo-

niques. Pour tout N la fonction lim supV Jz) = WN(z)
P
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est donc une fonction de classe M, qui, d’aprés I’hypothése,
est égale & — oo sur w; cela entraine que W" est identique
a — o sur Q: en effet, soit ¢ un point de  — w, consi-
dérons une droite complexe passant par a et coupant w.

La restriction de WY a Dn(Q est de classe M, i.e. quasi-

sousharmonique (ou — o) or Dnw est un ouvert et il
est bien connu que pour une fonction quasi-sousharmonique
Pensemble {W = — o} ne peut contenir aucun ouvert
du plan.

Done Vj,(z) > — o pour tout p,g - -+ 0. Le corollaire
du lemme de Hartogs entraine pour toute semi-norme N
sur F la fonction V3, tend vers — oo uniformément sur
tout compact i.e. f,(z) — f,(r) tend vers 0 uniformément
sur tout compact de (). La fonction limite existe donc en
tout point, elle est localement bornée et ses restrictions aux
droites complexes sont analytiques d’ou le résultat.

Remarque. — On aurait pu prendre une condition plus géné-
rale, par exemple : « la suite f,() a une limite en tout point
d’un ensemble A qui n’est pas de classe P ». (La notion
d’ensemble de classe P sera définie au paragraphe suivant).



CHAPITRE III

PROLONGEMENT DES FONCTIONS
PLURISOUSHARMONIQUES OU ANALYTIQUES

1. Notion d’ensemble de classe P.

Nous généralisons ici aux espaces de dimension infinie des
résultats du mémoire de P. Lelong [18] « Ensembles singuliers
impropres des fonctions plurisousharmoniques » en reprenant
I'idée directrice qui consiste & étudier le prolongement des
fonctions plurisousharmoniques et en déduire des théorémes
de prolongement pour les fonctions analytiques.

On essayera de se ramener aux fonctions analytiques sca-
laires pour lesquelles les résultats sont plus simples en étudiant
les fonctions wof ou u est une forme linéaire continue
sur F en se servant des résultats du Chapitre 1.

Le probléme consiste d’abord & déterminer une classe
d’ensembles « assez petits » sur laquelle on puisse, moyennant
certaines hypothéses, prolonger une fonction plurisoushar-
monique. Dans C" cette classe est celle des ensembles R2"-
polaires [1.e. contenus dans ’ensemble des points ou une fonc-
tion sousharmonique vaut — o] qui est une classe contenant
les ensembles C"-polaires (définis de la méme maniére a
laide d’une fonction plurisousharmonique). Dans un espace
vectoriel topologique séparé E introduisons la classe d’en-
sembles suivante qui va jouer un roéle analogue a la classe des
ensembles R2*"-polaires dans GC*:

Derinition 3.1. — Un ensemble sera dit de classe P
dans un ouvert connexe ) d'un espace vectoriel séparé s’il est
contenu dans un ensemble A de Q tel que A EQ et pour
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toute droite complexe D Uensemble AnD est un ensemble
polaire (dans D) ou une composante connexe de A n D.

Exemple d’ensembles de classe P: tout hyperplan, tout
sous-espace de dimension finie ou plus généralement tout sous-
espace admettant un supplémentaire topologique.

En reprenant un raisonnement de Sierpinski (Fund. Math. 1-
1920) on peut, dans C", construire un ensemble qui coupe
toute droite complexe en deux points (c’est donc un ensemble
de classe P) mais qui n’est pas mesurable.

On peut donner en dimension finie la précision suivante :

Prorosition 3.1. — Soit A un ensemble mesurable de
classe P dans un domaine (Q de GC". L’intersection de A
avec le sous-espace réel R™ est de R™mesure nulle.

Démonstration. — Identifions C* & R™ X R" et montrons,
en posant o =QnR"* que mes(An(, >0 entraine
QonA =, Soit B un ensemble mesurable de R" 5’il
existe un point a, de R" tel que pour toute droite D’
passant par a, ’ensemble B n D’ est de mesure nulle sur D’,
I’ensemble B est alors de mesure nulle. Supposons donc
que mes (An ;) > 0 et soit a’ un point quelconque de (,
d’aprés ce que ’on vient de voir il passe par o’ au moins une
droite D’ telle que mes (A nD’) > 0 sinon A n (), serait de
mesure nulle; la complexifiée de D', notée D, contient a’ et
coupe A suivant un ensemble de mesure linéaire non nulle.
L’ensemble A nD ne peut donc étre un ensemble polaire
de D dot AnD=0Q,nD ce qui montre bien que a’
appartient a (,. Soit ®, X ®, un ouvert convexe de ()
on vient de voir que si mes (A nw,) > 0 on aura A nw, = w,
(nous écrivons ®, pour w, X {0}). Pour tout a de wy X w,
soit D une droite complexe passant par a et un point a’
de w,; elle coupe A suivant un ensemble qui est de mesure
linéaire positive donc A n(wy X wg) = Dn (wy X wy) qui
prouve que a appartient & A. On a donc une contradiction
car A ne peut contenir un ouvert de GC”.

Dans tout ce qui suit () désignera un ouvert connexe d’un
espace vectoriel topologique séparé de dimension infinie.

Comme en dimension finie on dira que A est polaire dans Q
ouvert d’un espace vectoriel topologique séparé s’il existe une
une fonction plurisousharmonique V dans Q telle que
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Ac{zeQ|V(z) = — ©}. L’ensemble A sera dit localement
polaire dans () si tout point de A admet un voisinage
Q;cQ tel que An(); soit polaire dans ;. On voit qu'un
ensemble polaire ou localement polaire est de classe P mais
que la réciproque n’est pas toujours vraie. Il suffit de considérer
Phyperplan {z| log |u(z)) = — ©} ou u est une forme
linéaire non continue sur
Donnons quelques propriétés simples de ces ensembles.

Prorosition 3.2. — Toute réunion dénombrable d’ensemble
de classe P dans un ouvert () est de classe P ou Q tout
entter.

La démonstration se fait en considérant les intersections
de Q avec les droites complexes et en appliquant le résultat
connu dans le cas du plan.

Une proposition semblable se démontre exactement de la
méme maniére qu’en dimension finie pour les ensembles
strictement polaires dans  (i.e. définis & partir d’une fonction
plurisousharmonique V < 0 dans (). La réunion dénom-
brable est alors strictement polaire dans Q (ou éventuelle-
ment, si () n’est pas un espace de Baire, () tout entier) [8].

Appelons ensemble négligeable dans () un ensemble A tel
qu’il existe une suite croissante de fonctions V, plurisous-
harmonique dans () telle que W =lm V, ait une régu-
larisée  W* bornée en tout point et que Ac{W < W*}.

Prorosition 3.3. — Tout ensemble polaire dans Q est
négligeable.
Démonstration. — Soit Ac {V= — o} = A’ un ensemble

polaire dans () et notons

A, ={zeQ|V(z) = 0} ¢ est un ensemble fermé,
<0} =

A, = {zeQ|V(2) — A,.

La fonction

1 = V(a) s1 ae A,

— V(a) si aeA, — A’
n — ®© s1 aeA’

I
o

W(a) = sup

est limite d’une suite croissante de fonctions plurisousharmo-
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niques dans ) et

« _ yV(a) s1 ae A,
W= 0 si aeA,.

c’est-a-dire que W* = sup (V, 0) est une fonction plurisous-
harmonique avec A c A’ = {W < W*}.

On sait que si ’ensemble négligeable {W c W*} est tel
que W* est plurtharmonique (W* et -W* plurisous-
harmonique) la réciproque est vraie (méme démonstration
qu’en dimension finie). Si on ne fait aucune restriction sur
Iespace E un ensemble négligeable peut ne pas étre polaire
(ou méme de classe P) puisque I’exemple de [7] montre qu’un
ensemble négligeable peut étre I’espace E tout entier.

Notons ’exemple suivant d’ensemble polaire dans un espace
de Fréchet E qui est un sous-espace partout dense :

Soit E Despace des suites de nombres complexes tendant
vers 0. Notons E, I’espace des suites de nombres complexes
nuls & partir du rang n; la réunion des E, est un sous-espace
dense de E Montrons que c’est un ensemble polaire dans E :
soit ¢(z) une fonction sousharmonique dans C telle que :

— O

0 s1 lz| < 1.

#(0)
v(2)

N

Définissons V(Z) = Y e9(z,) ou Z = (2, ..., %y ...) et
n=0

g, > 0 c’est une fonction plurisousharmonique puisque en
tout point c’est la limite d’une suite décroissante de fonctions
plurisousharmoniques: Choisissons la suite ¢, pour que
V > — o en un point, donc V=E — o; pour un point «
qui n’appartient pas a UK, on choisit ¢, tel que
Yeo(a,) > — . D’ou le résultat cherché puisque I'ensemble
{V= — o} contient la réunion des E,.

De méme les espaces E, définis ici et considérés comme
plongés dans l'espace [, des suites de nombres complexes
nuls sauf un nombre fini sont polaires et uvE,=1, ce qui
montre que la réunion dénombrable d’ensembles polaires
peut, dans le cas métrisable non complet, étre I’espace tout
entier.

Le lemme suivant est important pour la suite.
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LemMme 3.1. — Tout ensemble A declasse P dans un domaine
Q de E est d’intérieur vide. De plus si A est fermé Q — A
est connexe.

Démonstration. — Supposons que A ne soit pas d’intérieur
vide c’est-a-dire qu’il existe un ouvert ® non vide contenu
dans A. Soit a, un élément quelconque de A. Pour tout
élément a de (Q il existe un chemin de sommets ay, a4, ...,
a, = a contenu dans . Soit D; la droite complexe définie
par les points a;_; et a;; la ‘composante connexe de A n D,
contenant a, est identique a celle de Qn D, contenant a
puisque c’est un ensemble polaire du plan et qu’il contient un
ouvert. La composante connexe de AnD, contenant a,
contient aussi un segment (QnD; nD,) du plan donc n’est
autre que la composante connexe contenant a, de Qn D,
d’oi a, € A. En continuant le raisonnement un nombre fini de
fois on voit que a appartient & A d’ou la contradiction car
A EQ.

Supposons maintenant que A est fermé et montrons que
(Q — A est connexe : s’1l ne I’était pas il existerait deux ouverts

non vides (); et (, tels que

anggzy‘ et Q1U92=Q_‘A;

de plus A =0Q,nQ, puisque A est un ensemble fermé
d’intérieur vide. Pour tout élément a de A soit D, une
droite complexe passant par a dont la composante Q' de
QnD, contenant a soit polaire. C’est un ouvert du plan
et les ouverts o; = Q' n(); ne sont pas vides; en effet si w,
par exemple était vide cela entrainerait que w,n Q" = Q'
or a appartient & Q' mais pas & w, d’ou la contradiction,
car on sait que dans le plan ’ensemble A n ()’ est polaire et
fermé donc de complémentaire connexe.

Prorosition 3.4. — Soit V wune fonction semi-continue
supérieurement dans un domaine de E et plurisousharmonique
sauf peut-étre aux points ot la fonction vaut — oo. Alors V
est plurisousharmonique dans tout ().

Il suffit de remarquer que les fonctions V, = sup (V, — p)
définissent, lorsque p tend vers 4 oo, une suite décroissante
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de fonctions plurisousharmoniques. La limite, qui n’est autre
que la fonction V, est alors plurisousharmonique.

Prorosition 3.5. — Sotent deux fonctions V et W pluri-
sousharmoniques dans () telles que V < W sauf peut-étre sur
un ensemble A de classe P dans (). Linégalité a alors lieu
partout.

I1 en résulte que deux fonctions plurisousharmoniques
égales sauf peut-étre sur un ensemble de classe P sont iden-
tiques.

C’est une conséquence du lemme suivant :

Lemme 3.2. — Pour tout ensemble A de classe P dans QQ,
Uensemble ) — A est non effilé en tout point.

Rappelons qu’un ensemble B est dit effilé en =z, s’
existe une fonction plurisousharmonique V dans un voisinage
de z, telle que, si F désigne le filtre des voisinages de z, :

lim sup V(z) < V().
zeF

zEB

On voit, en prenant les restrictions aux droites complexes D,
que si B est effilé en z, I’ensemble Bn D est C-effilé en =z,
(ou QnD). Sidonec Q — A était effilé en z, € A il existerait
une droite D telle que (Q — A)n D soit effilé en z, ce qui
contredit le résultat classique dans le plan.

Soit donc un point quelconque a, de A, on a

V(ay) = him sgup V(a)

aE
aeED—DNA

et la méme chose pour W; donc V(gy) < W(a,) puisque
sur D—DnA on al'inégalité V < W.

Prorosition 3.6. — Soient V et W deuzx fonctions sous-
médianes, W localement bornée supérieurement sur Q et A
un ensemble de classe P; Uinégalité V< W sur Q— A
entraine V* < W* sur Q. Si de plus W est plurisoushar-
monique, V< W sur Q — A entraine V* < W sur Q.

Démonstration. — Remarquons — c’est utile pour les appli-
cations — que I’ensemble A n’est pas nécessairement fermé.
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Soit @ wun point quelconque de A. Sur Q— A on a
V < W < W Soit D une droite complexe passant par a
telle que DnA soit un ensemble polaire; notons V' la
régularisée de la restriction de V a Dj; V'(a) est, dans le
plan, la limite de la moyenne de V prise sur les disques
centrés en a lorsque le rayon tend vers zéro [car un ensemble
polaire est de mesure linéaire nulle] donc sur D on a
V(a) < V'(a) < W*a) ce qui montre que V < W* en tout
point de Q; d’ou V* < W*

2. Théorémes de prolongement.

TutoriME 3.1. (de Riemann). — Soient A un ensemble fermé
localement polaire dans un domaine QcE et V une fonction
plurisousharmonique dans Q — A. Sien tout point a de A
il existe une fonction U plurisousharmonique dans un voisinage
de a telle que: « pour tout ¢ > 0 la fonction V + ¢U tend
vers — oo suivant le filtre des voisinages de ay dans Q — A ».

Alors V se prolonge de maniére unique en une fonction
plurisousharmonique dans (.

Démonstration. — L’unicité résulte de la proposition 3.5.
Montrons qu’on peut prolonger V en tout point de A. Soit
aeA et U la fonction plurisousharmonique bornée dans
un voisinage o de a,.

Posons
W(a) = V(a) + eU(a) s a#a, aew
We(a) = —

c’est une fonction s.c.s. dans ® et plurisousharmonique sauf

peut-étre aux points ou W, = — oo. C’est donc une fonction

plurisousharmonique dans ® tout entier. La fonction

W =1lim W, est limite d’une suite croissante (on peut, en
E=0

restreignant ®, supposer U < 0) localement bornée de
fonctions plurisousharmoniques donc sa régularisée W*
existe et est plurisousharmonique. On a W*(a) = V(a) dans
o — A sauf peut-étre sur {U = — o0} qui est un ensemble
polaire; I’égalité a donc lieu dans © — A ce qui montre que
W* est le prolongement cherché.
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CoroLLAIRE. — Soient A un ensemble polaire (ou plus
généralement localement polaire) fermé dans Q et V une
fonction plurisousharmonique dans Q — A. Si en tout point
de A la fonction V est localement bornée supérieurement sur
Q — A elle se prolonge de maniére unique & Q) tout entier.

En effet il suffit d’appliquer le théoréme en prenant pour U
la fonction qui définit I’ensemble polaire.

Plutét que le théoréme de Riemann ou son corollaire c’est
la proposition suivante qui nous sera utile:

Prorosition 3.7. — Soient dans un domaine Q un ensemble
fermé A de classe P et une fonction plurisousharmonique
dans Q — A. St en tout point de A la fonction V est locale-
ment bornée supérieurement sur Q — A elle se prolonge de
maniére unique en une fonction plurisousharmonique dans Q
tout entier.

En effet posons

V,(a)

— ® s1 ae A

V(a) s1 aeA.

C’est une fonction localement bornée qui coincide avec V
dans Q — A et qui est sous-médiane car sur toute droite
complexe sa restriction est identique & — o ou coincide
avec une fonction sousharmonique sauf sur un ensemble
D n P de capacité nulle ou elle lui est inférieure; sa régularisée
supérieure est donc d’aprés le théoréme 1.1. une fonction
plurisousharmonique V} qui coincide avec la fonction V
sur Q — A et définit le prolongement cherché. L’unicité

résulte de la proposition 3.5.

I

Cororraire. — Toute fonction V semi-continue supérieure-
ment dans Q et plurisousharmonique dans Q — A ou A
est un ensemble fermé de classe P est plurisousharmonique
dans () tout entier.

Nous allons maintenant démontrer des résultats pour les
fonctions analytiques & valeurs vectorielles en se ramenant
aux fonctions analytiques scalaires grice au fait qu’alors la
fonction log|f| est plurisousharmonique.

TatoriME 3.2. — Soient A un ensemble fermé de classe P
dans un domaine Q) et [ une fonction analytique scalaire dans
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Q — A. Sien tant que fonction plurisousharmonique V = log|f|
se prolonge @ () tout entier, la fonction [ se prolonge par
continuité en une fonction analytique f dans Q.

En dimension finie, ce théoréme est dit & P. Lelong [18]
lorsque ’ensemble A est R2?"-polaire. Reprenons ici dans C*
la démonstration originale dans le cadre des ensembles de
classe P.

Ecrivons f= u + iv, les fonctions u et v sont pluri-
harmoniques dans  — A et ’hypothése entraine que |f],
|u| et |¢| sont localement bornées au voisinage de tout point
de Q — A. Les fonctions u et ¢ se prolongent par la pro-
position 3.7. en des fonctions @ et ¢ plurisousharmoniques
dans (Q; le procédé étant linéaire — u et — ¢ se prolongent
en — 12 et — ¢ ce qui prouve que % et ¢ sont plurihar-
moniques dans (. Ce sont des fonctions analytiques réelles
(en posant z; = z; 4+ 1y;) qui vérifient dans Q — A les
relations de Cauchy :
=2 g g, =22 12 .,
oz; vy, oy; vz
Pour tout j on a donc ¢; = 0 et ¢, =0 sur Q puisque
¢; et {; sont dans Q des fonctions harmoniques des (z;, y;)
nulles sur Q A. Pour tout j=1, ..., n on a donc dans
0. f _

0z J
f=u-+ 15 est analythue dans (. Démontrons maintenant
le théoréme lorsque () est un domaine d’un espace vectoriel
topologique de dimension infinie. Soit a un point quelconque
de A et D; une droite complexe passant par a telle que la
composante connexe de A nD; qui contient a soit un en-
semble polaire. On peut appliquer le théoréme de P. Lelong
qui montre que la restrictionde fa (Q — A)n D, se prolonge
a4 QnD, en une fonction analytique que nous noterons f;.
Il faut maintenant montrer que ce procédé définit bien une
fonction f dans Q c’est-a-dire que toute droite D passant
par a les fonctions f,) sont les restrictions & D d’une fonction
unique définie sur Q.

Soit D, wune autre droite complexe passant par a et
possédant les mémes propriétés que D,;; montrons que

2 ¢+ 5 4’, =0 ce qui montre que la fonction
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fila) = fa(a). Soit E’ le sous-espace de dimension finie
engendré par D, et D, on peut appliquer le théoréme & fig
qui se prolonge alors par continuité en une fonction f’ et sur
E'nQ. Ona f’ = fy(a) puisque sur D; — An D,
les fonctions [ et f comcldent.

Soit maintenant une droite D’ passant par a telle que
D’'nA =D’'nQ. Prenons un point a” de (Q qui appartient
au complémentaire de A uD; uD’ et appelons E” le sous-
espace vectoriel de dimension finie engendré par {a”} u D, u D".
L’ensemble A n E” est un ensemble de classe P dans E”"n Q
sur lequel on peut prolonger la fonction fiz. en une fonction
f” analytique sur E"nQ telle que f"(a) = fi(a). En
considérant un autre point a; un raisonnement identique
montrerait que la restriction de f” a4 D’ ne dépend pas du
point a” choisi. On a donc défini une fonction f qui est
G-analytique dans () tout entier. Si maintenant on appelle ¢
la prolongée & Q de la fonction ¢ =log|f|, la fonction
log |f| est sous-médiane dans Q et coincide avec ¢ dans le
complémentaire d’un ensemble de classe P. D’apres la propo-
sition 3.6. leurs régularisées sont égales en tout point de
ce qui montre que log |f| < & sur Q. La fonction f étant
G-analytique et localement bornée est donc analytique dans Q.

Démontrons maintenant :

TutoriME 3.3. — Sotent A un ensemble fermé de classe P
dans un domaine ) de E et [ une fonction analytique dans
— A a4 valeurs dans un espace F localement convexe quasi-
complet. St pour tout u du dual topologique F' de F la
fonction log|u o f| se prolonge en une fonction plurisoushar-
monique dans Q la fonction f se prolonge en une fonction f
qui est G-analytique dans Q. De plus si E est métrisable f
est une fonction analytique.

Remarque. — Le théoréme est encore vrai si on remplace
« quasi-complet » par: « 'enveloppe convexe équilibrée fermée
d’un compact est compacte ».

D’aprés le théoréme précédent, pour tout w de F’, la
fonction u o f se prolonge en une fonction analytique scalaire
f. dans Q et il reste & montrer que ce prolongement définit
une fonction f sur Q telle que uof =f,.
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Soit @ un point de A et F un filtre convergent vers a
dans Q — A. Pour tout u de F', uo f(F) est un filtre de
Cauchy dans F donc f(%) est un filtre de Cauchy dans F,
[1.e. F muni de la topologie faible o(F, F’)] et a une limite
notée I{a) dans le complété faible F, = F"* de F. Consi-
dérons Tapplication f: Q — F, définie en tout point de Q
comme suit :

f(a) = f(a) si aeQ —A
= l{a) si acA.

Comme (F,)’ < F’ lafonction f de Q dans F, est G-ana-
lytique car wof est analytique pour tout wu de (F,).
Pour terminer la démonstration il faut montrer qu’en fait f
est & valeurs dans F et non dans F, (ie. f(E)cF). Soit b
assez voisin de @ pour que la droite complexe D définie
par les points a et b coupe A suivant un ensemble polaire
et que le cercle [' des points de la forme a -+ be? pour 6
variant de 0 4 2m soit contenu dans Qn D. La fonction f
étant G-analytique, on a dans F,:

fla) = 2%: fo " Fla + be) db.

Or AnT estdemesurenullesur [' etdeplussur '—An T
les fonctions f et f coincident, d’ou f(a) est égale a I'inté-
grale de la fonction f sur [' — A n T, ce qui montre bien que
f(a) est un élément de F.

CoroLrLAIRE. — Sotent A un ensemble fermé de classe P
dans un ouvert () de E et [ une fonction & valeurs dans un
espace vectoriel topologique localement convexe F, analytique
dans Q — A. St f est continue dans Q elle se prolonge en
une fonction analytique dans ().

La continuité de la fonction f rend inutile ’hypothése
« quasi-complet » et le théoréme montre que f se prolonge en
une fonction G-analytique f qui coincide avec la fonction f
dans Q d’ou le résultat.

TatoriME 3.4. — Soient A un ensemble fermé de classe P
dans un domaine Q de E, F un espace localement convexe
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quasi-complet et [ une fonction de Q dans F analytique
dans Q — A telle que tout point de A admette un voisinage
(dans Q — A) ou f est bornée. La fonction [ se prolonge
alors de maniére unique en une fonction analytique dans Q.

Démonstration. — Les hypothéses entrainent par la propo-
sition 3.7. que pour tout u de F’ la fonction log|u o f]
se prolonge en une fonction plurisousharmonique dans QQ;

on applique alors le théoréme 3.3. a la prolongée f de f qui
est G-analytique et localement bornée supérieurement dans ()
donc analytique.

CoroLLAIRE. — Avec les mémes hypothéses sur A si on
suppose de plus que F est un espace normé la fonction f définie
et analytique sur Q — A se prolonge en une fonction analytique
f sur Q si et seulement si la fonction V = log |f| se prolonge
en une fonction plurisousharmonique sur

En effet soit a un point quelconque de A. Il existe un
voisinage de a ou la prolongée V, de log|f| est bornée;
tout a de A admet donc un voisinage dans Q — A ou f
est bornée et on applique le théoréeme.

TutoriME DE Rapo. — Soit f une fonction continue dans
un ouvert ) de E a valeur dans F localement convexe et
analytique sauf peut-étre aux points ou la fonction s’annule;
la fonction [ est analytique dans Q.

Démonstration. — Pour tout u de F’ la fonction
V =1log|u-o f| est semi-continue superleurement dans Q et
plurisousharmonique sauf peut-étre aux points ot V= —
elle est donc plurisousharmonique dans tout . La fonction
uo f est analytique sauf peut-étre aux points de I’ensemble
polaire {log|uof| = — o} et f est continue sur Q; uof
est donc analytique dans () tout entier d’ou le résultat.

Prouvons en dimension infinie une généralisation, due a
P. Lelong [18] en dimension finie, du théoréme de Rado :

TatoriME 3.5. — Soit f une application d’'un domaine Q
de E dans un espace F normé, continue sur Q et analytique
sauf peut-étre aux points a de Q tels que les points corres-
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pondants (a, f(a)) du graphe G de f appartiennent & un
sous-ensemble e de G tel que:

1) e est fermé et localement polaire dans E X F
2) tout point de e est adhérent (dans G) a G —e.

La fonction f est alors analytique dans ().

Remarquons d’abord que si U(a, w) est une fonction
plurisousharmonique dans un voisinage 6, d’un point
(a9, wo) de E X F et f:E—F une fonction analytique
dans un voisinage ®, de a, tel que

wo = [ (ao) et @y X f(wy) < by.

La fonction ¢(a) = Ula, f(a)] est une fonction plurisous-
harmonique dans ®, (ou identique & — ). En effet c’est
une fonction semi-continue supérieurement et l’application
(t, f): a—(a, f(a)) est analytique.

Soit maintenant un point quelconque A, = (a,, w,) de e
montrons que la fonction f est analytique en a@,. Par hypo-
thése il existe un voisinage ® de A, et une fonction U
plurisousharmonique dans ® tels que enwec {U = — o}.
Soient 7y, et 7y; des voisinages assez petits de a, dans E
et w, dans F tels que:

1) Yo = Q etlafonction f est bornée sur v,;

2) f(Yo) = Y15
3) Yo X Ticw et la fonction U est bornée sur v, X v;.

Ce qui est toujours possible grace a la continuité de f.
Considérons la fonction ¢(a) = Ula, f(a)] qui est alors

définie et semi-continue supérieurement dans 7y,; de plus elle

est plurisousharmonique sauf peut-étre aux points ou

p = — oo et la proposition 3.4. entraine que ¢ est plurisous-
harmonique dans v, tout entier ou identique & — . On ne
peut avoir V = — o dans v, car alors tout point de G

au-dessus de 7y, [i.e. les points [a, f(a)] ou aevy,] appar-
tiendrait & e et (ay, w,) ne pourrait pas étre adhérent a
G—e.

Soit maintenant e; = ¥, n (pro jre); c’est, dans v, un
ensemble fermé et polaire puisque e;c {V= — o} ny,; la
fonction f est continue dans ¥, et analytique en tout point
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qui n’appartient pas & un ensemble polaire fermé, c’est donc
une fonction analytique dans ¥, donc en particulier au point
.

CoroLLAIRE. — Soit [ une application d’un ouvert connexe
de E dans un espace F normé, continue sur Q et analytique
sauf peut-étre aux points a de Q tels que le point w = f(a)
n’appartient pas & un ensemble localement polaire et fermé B
de F. La fonction f est analytique dans Q.

Il suffit de montrer que 'ensemble E X B satisfait aux
conditions du théoréme. La premiére condition est évidente;
voyons la seconde: soient (a, ) un point de E X B avec
b=f(a) et Q; un ouvert de F contenant b; Q) — B est
un ouvert partout dense de (;, donc pour tout voisinage V
de b dans F il existe un point 5" dans Vn(Q; — B. Comme
f est une fonction continue, f~(V) est un voisinage de a
et il existe un point &’ dans la composante connexe de
f2(V) qui contient a tel que b = f(a’) et (a/,b)eG —e
(onaposé e=(E X B)nG ou G estle graphe de f).

Pour tout voisinage W dans E X F d’un point (a, b)
de G il existe un voisinage V de b tel que f~1(V) X VcW.
Donc (a, b) étant un point quelconque de e pour tout voisi-
nage W de (a, b) il existe un point (a’, b’) dans Wn (G — e)
ce qui prouve la condition 2.

Si F estlocalement convexe la conclusion du Théoréme 3.5.
et de son corollaire est encore vraie si on suppose de plus que
tout point de ’ensemble litigieux admet un voisinage o f
est bornée.

On peut en se servant des résultats précédents retrouver le
théoréme suivant:

TutoriME 3.6. — Soit Q un domaine d’un espace vectortel
topologique séparé E, [ et g des fonctions analytiques scalaires
(g=E0) dans Q. Si pour toute droite complexe D o g=£0
la restriction fip est divisible par gp la fonction f est divi-
sible par g.

Soit A = {xe(, g(x) =0}; c’est un ensemble polaire
fermé de Q et Q — A est connexe. Dans O — A la fonction

f

i h est une fonction analytique qui se prolongera & Q
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s1 elle est localement bornée dans Q — A en tout point de A.
Soit @ un point de A il existe, puisque g=£0, une droite
complexe D telle que a soit un point isolé de QnD. On
peut donc choisir dans DnQ un point b tel que g ne
s’annule en aucun point du compact K = {a + tb, |t| = 1};
par continuité de g, il existe alors un voisinage ouvert de a

dans E tel que g ne s’annule pas sur o - tb, |[t| = 1, avec
o+ thecQ
On a donc

_& AN fD btﬁ

g (@)= 2ﬂ . gp( + be”) db

pour tout &’ de ®w — {a} et les droites D correspondantes

f

définies par o’ et b; soit M la borne supérieure de

g
sur ® + tb, [t| =1 [au besoin on restreint ®] la fonction
£ est donc bornée sur o — {a} et i se prolonge de
g

maniére unique en une fonction analytique dans Q. Ce
théoréme a été démontré par Gupta [12] lorsque E est un
espace de Banach; mais dans ce cas c’est une conséquence du

f

théoréeme 2.3. puisque par hypothése h = ] est une fonction

G-analytique dans Q et continue dans 'ouvert {a|g(a) # 0}.

3. Application a un théoréme sur les opérateurs différentiels
a coefficients constants.

Nous allons maintenant retrouver un théoréme de division
en utilisant, suivant une idée de Schapira, la proposition 3.6.
Conservons les notations classiques de [16] et [23] et
rappelons quelques définitions :
tant donné &, un sous-espace (contenant les applications
coordonnées) de ’espace des fonctions entiéres sur GC" noté
H(C™, on définit la F-enveloppe hgK d’un compact K
de C" par:

hg(K) = {ze C"|Vp e &, Re ¢(z) < Hk(p)}

ou Hg(¢) = sup Re ¢(z) est une fonction continue, positive-
z€K
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ment homogéne d’ordre 1 et plurisousharmonique si K # g.
Un ouvert Q de GC" sera dit F-convexe si pour tout compact
la condition K cQ entraine hgK cQ.

Soit u une fonctionnelle analytique sur G*, i.e. un élément
du dual topologique H'(C"), on défimit la transformée de
Fourier & de u par: i(¢) = (u, ¢?> pour tout 9, et

son indicatrice p,(¢) = lim sup —i—log|<u, e?y|. La fonec-
t> 4x

tionnelle analytique u sera dite portable par le compact K
si pour tout voisinage  de K ona:

|u(9)] < Csup |q| pour tout ¢ € H(C").
o
Nous partirons de I’énoncé suivant de Kieselman [16]:

Tutorime 3.7. — Soit K un compact (ou un ouvert)
F-convexe de C"; alors ue H'(C") est portable par K si et
seulement st :

pu(9) < Hk(9) pour tout ¢ de .

Montrons comment on peut utiliser le théoréme précédent
pour retrouver le résultat suivant de Malgrange :

TatoriMeE 3.8. — Soit Q un ouvert de Runge de GC"
(identifié a R2®*) et P(D;) un opérateur différentiel a coefficient
0
constant en — alors
ij

P(D,)6(Q) = §(Q).

C’est-a-dire que I’équation P(D)f = g a une solution f
dans &(Q) pour tout g de 8(Q) (espace des fonctions C*
a support compact dans (). La transposée ‘P, sera définie
par (‘P,, ¢> = C(u, P¢> pour tout 9eD. On considérera ()
comme un ouvert de R?> que l'on complexifiera en C2* et
on prendra Fc H(C?*") avec F=F,0F, ou JF est'espace
des formes linéaires holomorphes sur C?** et J, l’espace des
fonctions holomorphes de termes linéaires nuls sur C** prove-
nant des fonctions holomorphes sur G*.

L’ouvert de Runge Q est bien F-convexe; en effet soit K
un compact quelconque de (2, pour tout point z de Q — K
soit zeR?" auquel cas on sépare z et K par une fonction
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de H(C") soit ze&R?" et on sépare par une forme linéaire
holomorphe sur C2".

Plutdt que le théoréme démontrons la proposition suivante
qui est équivalente :

Prorosition 3.8. — Avec les mémes hypothéses sur Q et P,
pour tout compact K, < Q il existe un compact K, cQ tel que:
ueb'(Q) et 'P,e8g, entraine ue b,

Remarquons qu’on peut prendre pour K, DPenveloppe
F-convexe de K,.

Démonstration. — D’aprés le théoréme de 3.7. il faut montrer
que pour tout ¢ de F on a linégalité: p,(¢) < Hg(9).
Prenons un compact K qui est F-convexe et montrons que
Pu(¢) = pi, () sauf sur un ensemble polaire de F. En effet
sionéerit ¢ =0, +@ ou ¢ 2) =<( 2> et @
on a alors: Pel#+%) = P(f)e!®+9) d’ou:

. 1
Pu(9) = lim sup — [log |P(10)] + Log |<u, e+

P(¢{) estunpolynome de degré m sur C?* doncl’ensemble A

des { de G2~ J; tels que hm sup—i— log |P(t0)] = — =
est polaire. boow 1
En effet st on décompose P=P,+P,;,+ --- P, en

polyndémes homogénes on voit que A = m {{|Px() = 03}.
k=0
La limite pour ¢t — + o de % log |P(&0)] existe et est nulle

en dehors de A qui est un sous-ensemble polaire de &;
on en déduit que A’ = A X F, est un sous-ensemble polaire
de F=9,0%, et que, pour tout ¢&A’, p, () = pu9).

Par hypothése pour tout ¢ de & p, < Hg(g); on
déduit de ce qui précéde que p,(¢) < Hg(p) pour tout
¢ de § — A’. L’ensemble A’ étant polaire, Hx une fonction
plurisousharmonique et p, sous-médiane dans & la propo-
sition 3.6. entraine que I'inégalité 4 lieu partout; ce qui termine
la démonstration.



CHAPITRE 1V

ETUDE D'UNE METHODE DE SERIES DE FOURIER

Pour une fonction continue A(r) définie et positive pour
r > 0, croissante et tendant vers I'infini1 avec r la fonction
entiére f est dite de A-type fini s’il existe des constantes
A et B telles que:

log |f(z)] < AA(Bz|)
Rappelons le théoréme suivant di & Rubel:

Tuatorikme [30], [31]. — Une fonction entiére [ sur G
est de A-type fint st et seulement st on a U'inégalité suivante :

le(r, log [f])] < =7

ou I’on a posé :
1 27 ] ]
eufr, log|fl) = 5= [ log [f(re)]e=*" db.
<0

Lorsque A(r) = r? on retrouve les fonctions d’ordre finmi p
au plus, mais la notion de fonction de A-type fini permet
d’obtenir des croissances « intermédiaires », par exemple,
A(r) = rf(log r)¥" ainsi que des croissances trés rapides corres-

r

pondant & ordre infini comme e,

1. Fonctions sousharmoniques.

Soit V(z) une fonction sousharmonique dans C tout entier;
pour tout R > 0, on ala décomposition de Riesz, a ’aide de
la fonction de Green :
gr(z, a) = log R —az

’ R(a — 2)

V(z) = Ha(s) — | _, 8(z a) ds(a), |s| < R.

)
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Posons

1
2%
Pour toute mesure de Radon o positive, dont le support ne
contient pas l’origine, on notera :

27T
e(r, V) = o(re)e—0 db
0

o) = [ do(a), et N(r, o) = f'c(t) dt
7 dofa) !
gla ’ - —\k

Sk o) =g [T Sk e =15 fl _ (@ do(a)

S(ry, 74y ky ) = S(r, k, 6) — S(ra, k, 3), 11 < Ty

LemMme 4.1. — Soit V(z) une fonctwn sousharmonique dans
|zl < R, et harmonique au voisinage de Uorigine; alors, st

2r < R:

W W= NO [ e i)
@) alr, V) =5 bowr* + 5 2SR, k o)

_ % S'(r, k, o) — -;—r"S(r, R, k, o).
(3) C_p = Ek Si k < O

ou les bg, sont donnés par Hg(z) = Re(ZbR 2.
Remarquons, en intégrant par partie, que (1) n’est autre
que la formule de Jensen :

L(r, V) = V(0) + N(r).

Démonstration :

a(r, V) = afr, o) + o (r, — [ gula, z) d(a))
= ¢ + c.
1) Calcul de ¢, La fonction Hg(z) est harmonique donc
égale a son développement en série de Fourier qui est de la
forme :

Hzx(z) = br,o + —;— g:o by, et avec be, i = bn

de plus
Ha(0) = bro = V(0) + [ log L dofa).

a<r la
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2) Calcul de ci(r).

Notons
Li(a) = ex(r, — g(z, a)) pour la] < r, z = re¥,
Ia) = afr, — g5 @) pour <o < R
Ona:

() = frier @) do(a) + [ _ o 1) do(a)

d’ott en écrivant
— gr(z, a) = —log R — Re [log <1 ——>] + Re [log (z — a)]

et en prenant les coefficients de Fourier:

Io=10g—l_'_'{—

, 1 /ar\* 1 /a\F

I;‘ 5% R2> —ﬂ<——r—>’ si k> O,
I(’,—log%

, 1 /ar\* 1 /r\F

Ik 2]{(-1?2) '2—1“(7), si k>0

ce qui donne :

v 1 r _ 11 _
cx(r) =—2—Eﬁ%‘ a* do(a) _il—c_"—ja ra" do(a)
1
7

J |a|<R
[ dola) G k> o.
r<ja|l<R @
&(r) = f log - do(a) + f log 4 'da(a)
w<r R r<ld<®
d’ou la proposition en ajoutant c; et c.

Donnons une expression plus simple des coefficients de
Fourier de la fonction ¢: Soit

1 ¢ _,
5 r S (R
1 1

-} o rkS(r) — 51 S'(r).

L sR) +

alr, ¥) = % b —

On voit que si on note A(r, R) la somme des trois premiers
termes, la quantité r—*A(r, R) est indépendante de r. Soit
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0 <7, < d(0,supa) (untel r existe puisque ¢ est harmo-
nique au voisinage de lorigine) on a: S(ry) = S'(ry) =0 et

ci(ro, v) = 5 aprk d’ot en multipliant ¢,(r, ¢) par rg* et en
faisant r = r, on obtient a; = bg, — S(R) — ﬁiz—k S'(R)
Prorosition 4.1. — St ¢(z) est une fonction sousharmomque
pour |z| < R, harmonique au voisinage de U’origine, on a pour
r< R:
co(r, v) = ¢(0) + logL do(a),
1 |a|<r |al ds(a)
s(a
Ck(r, 9) _2‘ otkr —|— 2k msrT

1 —k .
dola) si k>0
2kr* -ﬁnsra e

ci(ry, ) = c_i(r, ©) st k < 0,

o o est la mesure (1/2m)Av et les a; sont définis par
v(z) = Re(Xayz*) au votsinage de Uorigine.

On dira qu’une fonction sousharmonique est de A-type fini
s’1l existe des constantes A et B telles que:

v(z) < AX(B|z|).

Rappelons un lemme classique de la théorie des fonctions
sousharmoniques ou L(¢, r) désigne la moyenne de ¢ sur le
cercle centré a l’origine et de rayon r:

LemMmE 4.2. — Pour toute fonction ¢(z) sousharmonique telle
que 9(0) > — oo, les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) ¢ est de A-type fini.

(2) L(¢t, r) < A'A(B'r), ot = sup (v, 0).

(3) L(¢|,r) < A"X(B"r).

TutoriME 4.1. — Une fonction ¢(z) sousharmonique dans C

et harmomque au voisinage de Uorigine, est de A-type fini, sv et
seulement su:

AX(Br)
[k| + 1

ou A et B sont des constantes ne dépendant pas de k.

lew(r, o)l <

k=0, +1

9 ey
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Il est important de noter que ces constantes ne dépendent
que de la fonction de croissance A et non de y¢; i.e. si
A'A\(B'r)
IR+ 1
ou les constantes A’ et B’ ne dépendent que de A, B et
A(r) et réciproquement.

Pour des fonctions définies sur un espace de Banach, cela
nous permettra, au paragraphe 4, d’appliquer ce théoréme a
la restriction de la fonction aux droits complexes passant par
P’origine.

p(z) < AN(B|z|) le théoréme affirme que |¢\(r, ¢)| <

Démonstration :
1) (=) On se base sur I'inégalité :

o(r) = f. _dola) < f " a(t)it? < fo ’ a(t)ﬁ‘i—‘=L(v, er)

et

1 1 k 1 :
le(r, 9)] < D} | br, ulP* + 5% <—1%> o(R) + o o(r) + 2—1k o(R).

Pour R = 2r les trois derniéres quantités sont majorées par

o(2r)

Cte e Pour le premier terme on sait que Hg(z) est
la plus petite fonction harmonique qui majore ¢ sur |z =R
c’est-a-dire
1 [+ ;
Hz(z) = o P(r, R, 6 — ¢@)¢o(Re") do

. R2 — r2
ou le noyau de Poisson P(r, R, ¢) =
satisfait & I'inégalité : R® +r* — 2Rr cos §

|P(r, 2r, ¢ + k) — P(r, 2r, 9) < 12]A]
et d’aprés un théoréme classique [35], les coefficients de Fourier

sont majorés en module par 12

. k|
D) | bg, il 7 = | cx(r, Hy))
1 7 i o —ik0
< g [ letren) dgl L P(R, r, 6 — @)= df]
12A%(2Br) _
< _|k| 11 R = 2r.

21
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2) (<«=) l'inégalité de Parseval donne:

2 ) = Yler. o)|2A222(Br _L__

d’ou le résultat par I'inégalité de Schwarz et le lemme 4.2.

Conséquence du théoréme 4.1.

TakorkME 4.2. — St ¢(z) est une fonction sousharmonique de
A-type fini, on a, pour tout 1 < p < + o,
[L(l¢f?, )] < AA(Br).
Réciproquement, si Uinégalité précédente a lieu pour un p > 1,
v(z) est de A-type fini.
Dans un sens, la démonstration se fait grice a I'inégalité de

Holder et, en sens contraire, lorsque ¢ > 2, on applique le
théoréeme de Hausdorff-Young [35] qui dit que la norme L?

de ¢ est majorée par la norme I? des ¢, <—11;— + % = 1).

TaktoriME 4.3. — St ¢(z) est sousharmonique de A-type fini,
il existe des constantes o et $ > 0 telles que:

Llexp a{A*(Br)|¢|}, r] < 1 + .

Notons que les énoncés des théorémes 4.2. et 4.3. ainsi que
leurs démonstrations reprennent dans le cas sousharmonique

ceux de [30].
Démonstration. — 1l existe § > 0 tel que

Jewl#, 1)l < A

] ) EZ.
ABr) SH+T F

Posons F(0) = F(0, r) ———i%;jv(re‘e), on peut supposer A
assez grand pour que L(F, r) < A. D’aprés [35] (Vol. II,
p- 1567, exemple 5), il existe une constante « ne dépendant
que de A et ¢ telle que L(exp {a|F|,r) <14 ¢ doule
résultat.

Maintenant pour tout r fixé on a I’égalité au sens de L?:

+o

p(re?) = 3 c\(r, »)eit.

—o0
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Le théoréme suivant donne un résultat plus précis :

+o0
TutoriME 4.4. — La série de Fourier Y, c\(r, ) d’une
—o0
fonction sousharmonique converge ¢(z), sauf sur un ensemble E
de R?-mesure nulle qui coupe les cercles centrés & Uorigine
sutvant des ensembles de mesure linéaire nulle.

Démonstration. — Pour tout r fixé X|c|?log (|k] + 1)
entraine par le théoréme de Plessner ([35]) que la série de
Fourier converge presque partout vers ¢. Or I’ensemble
{z0(z) # Zei(r, ¢)e*™} est mesurable et coupe les cercles

|z| = r suivant un ensemble de mesure linéaire nulle d’ou le
théoréme.

2. Fonctions 3-sousharmoniques
et indicatrice de Nevanlinna.

DeériniTioN 4.1. — Une fonction a valeur réelle w(z) est dite

d-sousharmonique dans C, s’il existe deux fonctions soushar-
moniques u et ¢ telles que:

1) w est définie sur U'ensemble E des points ot u et ¢ ne
sont pas simultanément égales a — oo.

2) w=u—y¢ sur E.

On dit que le couple (u, ¢) est une représentation de w.

Toute fonction ¢&-sousharmonique admet localement une
décomposition de Riesz :

w(z) = H(z) — [ g(z, a) do(a),

avec une mesure G = 2117: Aw de signe quelconque (A dési-
. 02
gnant le Laplacien S;a_%>

Les fonctions 8-sousharmoniques peuvent étre caractérisées
comme étant des fonctions localement sommables dont le
Laplacien — en tant que distribution — est une mesure et
égales en tout point a leur maximum en mesure.

DériniTioN 4.2. — (u, v) est une représentation canonique
de w, siles mesures associées & u et ¢ sont les parties positives
et négatives de la mesure associée a w et u(0) + ¢(0) = 0.
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Remarquons que « la » représentation est définie 4 ’addition

prés d’une fonction harmonique nulle & I’origine.

DerinNiTION 4.3. (équivalente). — (u, v) est une représentation
canonique, si, pour toute représentation (U, V) de w, il
existe une fonction sousharmonique s telle que U =u + s

aV=v+saqm=%{mm+V@}

Pour toute fonction ¢-sousharmonique w de représentation
canonique (u, ¢) posons A’ = sup (u, ¢). On définit avec
Arsove [1] Uindicatrice de Nevanlinna de w:

T(r, w) = L', r).

Cette indicatrice est alors définie de maniére unique en vertu
de la propriété de la moyenne des fonctions harmoniques.

Dans tout ce qui suit, on supposera que w est harmonique au
voisinage de I’origine et on posera :

P(r) = f,c,do (@),  Or) = [, |ds(a).
Pour une représentation canonique, on a:

sup (u, ) = wt + o,
2 sup (u, ¢) =|w| + u-+ v,

d’ou par la formule de Jensen :

(1) T w) =Lt 1)+ [ P0G+ e(0)
0
@ 20 W) = Lwl, )+ [ oY
0
DEriNiTION 4.4. — Une fonction w S-sousharmonique sera

dite de A-type fini s’tl existe des constantes A et B telles que:
T(r, w) < AXN(Br).

Remarque. — Une fonction 8-sousharmonique est donnée en
général par une représentation (U, V) dont il est difficile de
savoir si elle est canonique ou non. Or:

sup (U, V) = sup (u, ¢) + s,
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d’ou
L [sup (U, V), r] =T(r, w) + L(s, r) = T(r, w) 4+ s(0),

avec s(0) = —%— [U(0) + V(0)], w sera donc de A-type fini, si,

pour une décomposition particuliére non nécessairement
canonique,

L [sup (U, V), r] < AA(B ).

On dira qu’une fonction & & valeurs complexes est sous-
harmonique complexe (resp. 8-sousharmonique complexe) si
ses parties réelles et imaginaires sont sousharmoniques (resp.
8-sousharmoniques). De telles fonctions seront dites de A-type
fini si ses parties réelles et imaginaires le sont.

Rappelons le lemme :

LemMme 4.3. — St V(z,t) est sousharmonique en z, sommable
en t pour une mesure . positive & support compact, mesurable
pour la mesure produit, et si |V(z, t)| < 9(z) localement
sommable :

w(z) = [ V(z, 1) du(t)

est une fonction sousharmonique.

CororLLAIRE. — Si la mesure u est de signe quelconque
(resp. complexe) moyennant les mémes hypothéses, w(z) est une
fonction 8-sousharmonique (resp. 8-sousharmonique complexe).

DeériniTion 5. — Une mesure o de signe quelconque sera
dite de \-densité finie s’il existe des constantes A et B telles que :

N(r) = f ' @(t)% < AA(Br)
0
(ce qui équivaut a dire que o+ et ¢~ sont de A-densité finie).
Prorosition 4.2. — Soit ¢(z) une fonction 8-sousharmonique

dont la mesure associée est de A-type fini, alors :

lew(r, V)| < AX(Br) pour tout keN

AA(B'r)
2B k=0, +1, ...
[k| + 1

—>le(r, V)| <
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CoroLLAIRE. — St ¢(z) est sousharmonique, l'inégalité
le(r, )] < AX(Br) pour tout k de Z entraine
ANBT)
Ick(r, )I\lkl"l—i k——O, ii,

La démonstration se fait suivant un raisonnement de [32].
Les 1négalités suivantes sont immédiates :

O(r) < dt f Ot %—t = N(er)
1 1 1
< WﬁKrlal |dcr(a)| ST (r) < T N(er).

Supposons donc que N(r) < AA(Br). 11 suffit puisque
c-x = ¢, de démontrer la proposition pour k > 1.
Supposons donc que |¢,(r, V)] < AA(Br) pour tout k > 1.

Ona: efr, V) = % (e, 4 S(r, k, 7)) + —;— S'(r, k, 5). Pour
démontrer la proposition il suffit de montrer que

AN(Br)
el +1

|S'(r, k, o)l

r*la, + S(r, k, o) <
Or

e, + S(r, k, o) < 2|ei(r, V)| + |S'(r, k, o) < AA(Br);

x|

notons r' = kr* d’ou r < r' < 2r pour k> 1. Ona:

|a + S(r, k, o)| = |, + S(r', k, 0) — S(r, 1', k, o)|
< oy + S(r', k, o)+ |S(r, ¥, k, o)]

or
/ AX(Br AA(2Br
Ia“ + S(r ’ k? 0-)I S :Ik ) < l(('r" )
et
: 1 do(@) _ 1 5 _ AMBr)
IS(I‘, r, k’ G)l S l(' r<lal<r [a’lk < krk @(7‘) < krk

d’ou le résuitat (pour simplifier nous avons toujours noté
A et B les constantes).

Remarque. — Pour k =0, I'inégalité |c(r, V)| < AA(B, r)
montre, par la formule de Jensen, que si ¢ est sousharmomque
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sa mesure associée est de A-type fini et que si ¢ est d-sous-sous-
harmonique pour que sa mesure associée soit de A-type fina,
il faut et il suffit que ot ou ¢~ soit de A-type fini; d’ou le
théoréme :

TutoriME 4.5. — Pour toute fonction o-sousharmonique,
telle que 0« suppo:

1) V de A-type fini entraine que o a une A-densité finie et
AA(Br)
|k]+1

2) ot ou o= est de A-densité finte, et |c,(r, V)| < AA(Br)
entrainent que V est de A-densité finie.

Les théorémes 2, 3 et 4 sont encore vrais pour les fonctions
8-sousharmoniques.

le(r, VI < k=0, +1,

3. Fonctions plurisousharmoniques.

Considérons la classe des fonctions V(z, ..., z,)5E — ©
n-sousharmoniques, c’est-a-dire semi-continue supérieurement
et sousharmoniques séparément par rapport 4 chaque variable
z;. C’est une classe qui contient celle des fonctions plurisous-
harmoniques [17].

LemMme 4.4. — Toute fonction n-sousharmonique est sommable
sur Uaréte des polycercles.
En effet, si on suppose V < 0, la majoration de Poisson
donne :
1—n
V(z, ..., 2,) < <

14+«
L désignant la moyenne de V sur l'aréte du polycercle,

centré a I’origine, de rayon (ry, ..., r,). Si, pour un polycercle
n derayon (ry, ...,r,), V n’était pas sommable, on aurait :

>n L(V,0, r,) pour |z}| <7r;, 1 <14,

V(zyy o.ey 2) = — © pour tous |z;] < =y,

donc aussi dans tout ouvert contenant =, ce qui est impos-

sible.
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St A(ry, ..., r,) estunefonction de croissance de n variable
on dira que V est de A-type fini s’il existe des constantes
A, By, ..., B, telles que:

V(zy, ..., 2z) < AXBylzy, ..., Bilz).

Notons que pour une fonction n-sousharmonique on peut
toujours supposer A convexe séparément des logr.

Posons k= (ky, ..., k,) et FT=(r, «.., 1)

- 1 +r .
(T, v) = o { V(r; exp 16))

(27:)" [ -7
exp (— 12k9;) do, ... df,
ce qui a un sens d’apres le lemme 4.4
TutoriME 4.6. — Une fonction V(z, ..., z,) n-soushar-

monique (V(0, ...,0) # — o) est de A-type fini st et seulement
st

|sl, VI < ANBry, ..., Byr)[IL (K] + 1)
1
=0, £1, ...; j=1, ..., n
- Démonstration :

1) (=) se fait comme dans le cas n =1, & laide de
I'égalité de Parseval et du lemme de Schwarz (I'intégrale
étant prise alors sur 'aréte des polycercles).

2) (=) Faisons une démonstration par récurrence sur le
nombre de variables en supposant pour simplifier les notations
que n=2.

Soit z, fixé, tel que V(z,, z,) soit une fonction de 3z
sousharmonique =£ — o :

1 o= . .
W"g. ,.’(Zl) = i’;t- ] V(zl, ry exp lez) exp (—" lkaez) dez

est alors une fonction ¢-sousharmonique complexe de z,
d’apres le corollaire du lemme 4.3. et satisfait d’apreés le théo-
réme 4.1. pour z fixé a
AA(By|z]|, Bsry)

|| + 1

[#Wier(z) <
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Montrons que c’est une fonction de z; de A-type fini pour r,
fixé.

27
Re w(z) = %‘—t {; V(z, ry exp 10;) cos kyb, db,

= ukg,rg(zl) - ul’c,,r,(zl),

en écrivant cos = cost — cos™. Le couple (u, u’) est donc
une représentation de w, , telle que:

27C
sup (u, w') < [T VG, rexp iv)] db,
2t J,

et d’apres la remarque 2:
27 2
T(r, R6 #y,1) < 7o f f " [V(ry exp iy, ry exp i0,)| df, db,
(27 Jo 0

2
— -1—f . V(0, ry exp 10;)| cos ky0,| db,)
21': 0
1 27 27 . .
< (2ﬂ)22f0 f; [ V(ry exp 10, ry, exp 10,)] O, db,
+ —%- f [V(0, ry exp ify)| b,
(1]
< A'A(Biry, Bar,).

Le résultat étant le méme pour Im w la fonction w,
est alors de A-type fini en z, et satisfait a:

1 /= .
Icka(rl’ wr:,k:)l < ﬂf lwkg.rg(rl exp lel)l del <
0

AA(B,ry, B,ry)
|Feo| + 1
d’ou le résultat en appliquant la proposition 4.2., et en remar-

quant que ¢, (ry, Wr k) = Cr, 1(T1y T2y ).

CororraiRe. — St V(z, ..., z,) est plurisousharmonique
dans C* avec V(0) # — oo,
V(z, ..., 2) < ANB]4])

<= laalr, VI < ARG/ TT 1l + ).

B. A. Taylor a donné dans [32] une démonstration, basée
sur le théoréme 4.6., du résultat suivant :

Sila fonction A(ry, ..., r,) esta croissance lente [(i.e. pour
tout ; il existe une constante A; telle que

Ary, ooy 21 ooy 1) S AN(ry, ooy 1y el 1))
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toute fonction méromorphe dans C" de A-type fini peut
s’écrire sous forme de quotient de deux fonctions entiéres de
A-type fini. (L’indicatrice de croissance d’une fonction méro-
morphe f étant définie comme la moyenne sur les polycercles

de la fonction « = sup (log|g|, log|h|) ou f= %, g et h

sont localement irréductibles.)

4. Fonctions plurisousharmoniques
dans un espace de Banach.

Ici ¢ désignera une fonction plurisousharmonique définie
en tout point d’un espace de Banach complexe E et A(r)
une fonction définie positive pour tout r positif, continue,
croissante et tendant vers I'infim1 avec r. Nous supposerons
de plus que ¢ est de type borné, c’est-a-dire bornée sur les
boules centrées a l’origine et de rayon fini; une telle fonction
sera dite de A-type fini s’il existe des constantes A et B

telles que:
v(a) < AA(Blal).

Pour tout a de norme égale & 1 nous considérerons les
coefficients de Fourier sur les droites complexes passant par
Porigine et le point a:

1 27

= 1 i8,) g—ik0
o Jo p(re'a)e=* df.

ck(r9 V’ a)
Démontrons le résultat suivant :

TutoriMe 4.7. — Soit dans un espace de Banach ¢(a) une
fonction plurisousharmonique de type borné et plurtharmonique
au voisinage de Uorigine. La fonction ¢ est de A-type fini si et
seulement st il existe des constantes A’ et B’ indépendantes de k
et a (avec |a| = 1) telles que:

le(rs 95 @)l < % k=0, +1,

Remarque. — On peut choisir A’ = 15A et B’ = 4B.

Démonstration. — Reprenons la démonstration du théoréme
4.1. Pour les fonctions ¢,(z) = ¢(za), ze G et [a] =1, et
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montrons qu’il est possible d’obtenir des majorations uniformes
par rapport a a.
Notons d’abord que, d’aprés les hypothéses, pour tout a

la fonction ¢,(z) est sousharmonique non identique & — oo.
De plus on peut supposer que ¢(0) = 0. Soit s, la mesure
associée a la fonction ¢,. 1
Ona 5,(0) < Ler, %, a) ot L{r, ¢, a) = 5- f (re%) db
Si ¢(ra) < A7\(Br) pour tout k£ > 0 T o
ledr, 0, @) < 7 3l nadalrt + 52 [(F) B + ) + B
30,(2r)

< —ilbk,k(a)lr + k+ 1

Le deuxiéme terme est majoré par

3L(2er, vt, @) _ 3AA(4Br)

<

kE+1 k+1
et le premier, d’aprés le calcul fait dans la démonstration du
12AN(2Br)

théoréme 4.1., est majoré par o1
cherchée pour tout k: +

15A\(4Br)

lck(ra Yy a’)' < |k|+ 1 )

La réciproque est une conséquence de 1’égalité de Parseval:

L(r, [¢l*, a) = Zjey(r, ¢, a)l* < A'27\2(B’r)2<lkl1+ 1>2'

d’ou I'inégalité

CoroLLAIRE. — (Théoréme de Lindelof.) Toute fonction
entiére de type borné définie sur un espace de Banach et a valeurs
scalaires qui est quotient de deux fonctions entiéres de A-type fini
est elle-méme de A-type fini.

(C’est une conséquence immédiate du théoréme précédent

f

en remarquant que log|-—|, log|f], log|g| sont des fonctions

plurisousharmoniques et que
Ck <r, log é , a) = ¢x(r, log |f|, @) — cx(r, log|g|, a).

On peut affaiblir I’hypothése en supposant seulement que

sur toute droite complexe ou g=£0 la restriction de [ est
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divisible par la restriction de g car alors L est une fonction
g

G-analytique continue aux points o g ne s’annule pas, qui
forme un ensemble connexe ouvert; f est alors continue
g

partout, donc analytique d’aprés le théoréme 3.3.
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