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FONCTIONS PLURISOUSHARMONIQUES
ET ANALYTIQUES

DANS LES ESPACES
VECTORIELS TOPOLOGIQUES COMPLEXES

par Philippe NOVERRAZ

Introduction.

La théorie des fonctions plurisousharmoniques a été intro-
duite et développée dans G" par P. Leiong ([17], et suivants).

Dans ce travail nous nous proposons d'étudier la notion de
fonction plurisousharmonique définie sur les espaces vectoriels
topologiques complexes (la définition est formellement la
même qu'en dimension finie) ainsi que la notion de fonction
analytique. La notion de fonction plurisousharmonique sera
utilisée constamment dans l'étude des fonctions analytiques et
nous serons amenés à donner une grande importance aux fonc-
tions sous-médianes et G-analytiques que nous définirons
par des propriétés portant sur leurs restrictions aux droites
complexes ; ces fonctions présentent l'intérêt de ne pas dépendre
de la topologie d'espace vectoriel sur E.

Nous considérerons toujours des espaces vectoriels de dimen-
sion infinie sur le corps des complexes et de topologie
séparée; de plus les notions étudiées seront de nature locale
et, comme l'a montré P. Leiong [22.6] la composée d'une
fonction analytique par une fonction plurisousharmonique est
encore en dimension infinie une fonction plurisousharmonique,
certains des résultats démontrés ici sont encore valables,
par exemple, pour les variétés banachiques où une théorie algé-
brique des fonctions analytiques basée sur le théorème de



420 PHILIPPE NOVERRAZ

préparation de Weierstrass a été développée par Ramis [29]
voir aussi [10].

Dans le chapitre i nous introduisons une classe de fonctions,
que nous appelons sous-médianes, caractérisées par la propriété
de la moyenne de leurs restrictions aux droites complexes.
Cette classe contient la classe des fonctions plurisousharmo-
niques ainsi que la classe M. Nous montrons, que pour toute
topologie compatible avec la structure d'espace vectoriel, la
régularisée d'une telle fonction (i.e. la plus petite majorante
semi-continue supérieurement) est, lorsqu'elle existe, une
fonction plurisousharmonique, ce qui généralise des résultats
antérieurs [16] et [7]. Puis en utilisant la notion de polycercle
dans un espace de Fréchet introduite par Cœuré [7], nous
prouvons un lemme de Hartogs démontré en dimension finie
par J. Deny et P. Leiong [9].

Le point délicat de la démonstration est de montrer que,
pour les fonctions sous-médianes, les opérations de régulari-
sation et de passage à la limite des suites décroissantes peuvent
encore permuter lorsque E est un espace de Fréchet. Pour des
espaces de Fréchet Ei et Eg, ce lemme permet de montrer
que toute fonction définie sur un ouvert de Ei X Eg et sépa-
rément analytique est analytique [c'est, dans G", le théorème
de Hartogs]. Nous ne le ferons pas ici car, suivant une idée de
M. A. Zorn [34] qui nous semble avoir été perdue de vue,
ce théorème se déduira simplement des résultats du chapitre
suivant. Toujours à l'aide des polycercles nous montrons en
reprenant et simplifiant une démonstration de P. Leiong [17]
(voir aussi Avanissian [2]) qu'une fonction séparément pluri-
sousharmonique sur EI X Eg est semi-continue supérieure-
ment.

Dans le chapitre il nous étudions les applications f:
Q c E —^ F (E et F sont des espaces vectoriels topologiques
séparés, F étant supposé de plus localement convexe) et
étudions les diverses manières d'introduire la notion d'appli-
cation analytique. Nous ferons jouer un rôle important aux
applications G-analytiques (i.e. dont les restrictions aux droites
complexes sont analytiques au sens de Grothendieck [11]).
Leur propriété fondamentale mise en évidence dans le cadre
des espaces de Banach par Zorn (à savoir que pour une telle
application la continuité en un point entraîne la continuité
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dans toute la composante connexe contenant ce point de
l'ouvert où elle est définie) est étendue à des espaces, plus
généraux. Le théorème de Hartogs s'en déduira alors aisément.
Pour de telles fonctions on sera alors amené à remplacer la
condition de fonction continue par celle de fonction localement
bornée en prenant garde au fait que cette condition, équivalente
lorsque F est norme, et plus forte lorsque F est seulement
supposé localement convexe. On notera, au passage, l'analogie
de ces propriétés avec celles des applications linéaires ou plus
généralement polynomiales. A partir du corollaire du lemme
de Hartogs nous retrouvons un théorème de Vitali. Enfin nous
montrons que si R(^) désigne le rayon de majoration d'une
fonction analytique sur un espace de Banach [i.e. la borne
supérieure des rayons des boules centrées en ce point où la
fonction est bornée] la fonction — Log î{{x) est plurisous-
harmonique continue ou identique à — oo.

Le chapitre in établi des théorèmes de prolongement des
fonctions plurisousharmoniques ou analytiques en dimension
infime, suivant en cela l'idée du mémoire de P. Leiong :
« Ensembles singuliers impropres des fonctions plurisoushar-
moniques » [18] qui consiste à déduire le prolongement des
fonctions analytiques du prolongement de fonctions pluri-
sousharmoniques associées. On sera amené à introduire une
classe d'ensembles que nous appelons classe P et qui joue
un rôle analogue à la classe des ensembles R^-polaires dans
G". Moyennant des hypothèses de régularité que l'on précisera,
le prolongement d'une fonction plurisousharmonique ou ana-
lytique sur un ensemble de classe P est possible et unique.
Nous donnerons une généralisation du théorème de Rado.
Un théorème de prolongement permettra de retrouver — sui-
vant une idée de Schapira — à l'aide de la transformée de
Fourier non linéaire [16] un théorème classique de Mal-
grange [23].

Dans le chapitre iv nous généralisons un théorème de
Rubel [30] prouvant que la croissance d'une fonction entière
d'une variable complexe est entièrement déterminée par la
croissance de ses coefficients de Fourier (pris sur les cercles
centrés à l'origine et de rayon r) et réciproquement. Nous
montrons, par une méthode que nous avons exposée au
Séminaire d'Analyse [24], que cette propriété se généralise
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aux fonctions sousharmoniques d'une variable complexe, puis
aux fonctions qui sont définies comme différence de deux fonc-
tions sousharmoniques (étudiées par Arsove [1] et appelées
8-sousharmoniques) enfin aux fonctions plurisousharmoniques
ou plus généralement n-sousharmoniques.

Nous terminons en montrant comment une telle méthode
de coefficients de Fourier peut se généraliser aux fonctions
plurisousharmoniques de type borné (i.e. bornées sur les
ensembles bornés) sur un espace de Banach et permet, dans
ce cadre, de retrouver un théorème de Lindelôf sur la croissance
du quotient de deux fonctions analytiques scalaires de crois-
sance donnée.

Nous sommes heureux d'exprimer ici notre reconnaissance
à M. Pierre Leiong dont les travaux ont inspiré nos recherches.
Ce mémoire n'aurait pas vu le jour sans ses conseils, ses
critiques et encouragements lors de son élaboration.

Le chapitre iv a été fait lors du séjour de M. L. A. Rubel
à Paris que nous remercions pour les entretiens qu'il nous a
accordés.

Nos remerciements vont à M. J. Deny qui a accepté de se
joindre à notre jury de thèse ainsi qu'à M. J. Neveu qui en
outre nous a proposé le second sujet.
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CHAPITRE 1

FONCTIONS PLURISOUSHARMONIQUES
ET FONCTIONS SOUS-MÉDIANES

1. Notion de fonction sous-médiane.

DÉFINITION 1.1. — Soit E un espace vectoriel topologique
séparé. Une fonction v, définie sur un ouvert connexe û de E
à valeurs réelles, est dite plurisousharmonique si :

1) v est semi-continue supérieurement i.e. Vensemble
{aeû\v{d) < c} est un ouvert pour tout c réel.

2) La restriction de v aux droites complexes est une fonction
sousharmonique ou — oo sur les composantes connexes où elle
est définie.

Pour toute fonction satisfaisant à la condition 1 on peut
remplacer la condition 2 par la condition suivante, qui lui est
alors équivalente :

2') Pour tous points a et b de Q tels que a + bu
appartienne à Q pour tout \u\ ^ 1, la fonction v{a + be^)
est intégrable en 6 (éventuellement identique à — oo) et

/•'27C127^- . i^^
^

v{a) ^ ^ v(a +
Jo

La classe des fonctions plurisousharmoniques contient la
constante — oo.

Cette définition est formellement la même que celle qu'a
donné P. Leiong [17] en dimension finie.

On notera que la plurisousharmonicité d'une fonction est
conservée par toute opération conservant à la fois la semi"
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continuité supérieure et la sousharmonicité de la restriction
aux droites complexes. Par exemple : prendre la borne supé-
rieure d'un nombre fini de fonctions, passer à la limite d'une
suite décroissante, etc.

Enfin la régularisée supérieure w* d'une fonction à valeur
réelle désignera la plus petite fonction semi-continue supérieu-
rement qui majore w. Si 9 est le filtre des voisinages de
l'origine on a :

w*(a) = lim sup w(a').
a'ea+^

En dimension finie P. Leiong [19] a défini à partir des
fonctions plurisousharmoniques des classes de fonctions appe-
lées classe M et Mo. De la même manière appelons classe
M(Q), dans un ouvert Q connexe d'un espace vectoriel
topologique séparé, la réunion des ensembles Ck(Q) définis
par récurrence comme suit :

1) Co(û) est l'ensemble des fonctions plurisousharmoniques
sur Q.

2) Cfc-n(Q) est l'ensemble des fonctions qui sont :
a) borne supérieure d'une famille localement bornée supé-

rieurement de fonctions de 0^(0).
&) limite décroissante de fonctions définies en a).

On définit de même la classe Mo(Q) [et C^(Q)] en se
restreignant en a) aux familles dénombrables.

Introduisons une classe de fonctions que nous appelons
sous-médianes qui contient la classe M; de telles fonctions
ne dépendent pas de la topologie sur E compatible avec la
structure d'espace vectoriel.

DÉFINITION 1.2. — Une fonction à valeurs dans [— oo, + oo[
définie sur un ouvert connexe Q Sun espace vectoriel topologique
séparé est dite sous-médiane si pour tout a et b tels que
a + ^u» l^i ^ 1) s01^ dans û, v{a + be^) est une fonction
de 0 intégrable sur [0, 2ic] ou — oo et

/»2TC /7fi«2TC /7fi/ i 7 »A\ avP(a) < J (^^J^.

La propriété caractéristique des fonctions sous-médianes est
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l'inégalité de la moyenne sur les droites complexes et nous
avons fait les hypothèses minimales pour que cette inégalité
ait un sens. Sur les droites complexes les fonctions ainsi définies
diffèrent légèrement des fonctions appelées aussi sous-médianes
en théorie du Potentiel où la moyenne est alors prise sur les
disques. Notons qu'une fonction sous-médiane est pluri-
sousharmonique si et seulement si elle est semi-continue
supérieurement.

En considérant la restriction aux droites complexes les
résultats classiques dans le plan montrent que toute fonction
de classe M est une fonction sous-médiane. Notons enfin
que la restriction d'une fonction sous-médiane aux sous-
espaces de dimension finie peut ne pas être une fonction mesu-
rable pour la mesure de Lebesgue.

PROPOSITION 1.1. — Soit E un espace vectoriel topologique
séparé, p. une mesure de Radon positive à support compact
sur un espace T localement compact et f(a, t) une fonction
semi-continue supérieurement sur E X T à valeurs réelles, la
fonction F(a) = j f{a, t) dy.(t) est semi-continue supérieure-
ment en a.

Démonstration. — Notons U le support de la mesure (A.
Pour tout £ donné il existe une partition finie de U par des
compacts (Fi)igi telle que :

(1) ff{a, t) dy.(t) ^ S^Fi)M,(a) - e

où M,(a) == sup f(a, (), est une fonction semi-continue
te F,

supérieurement de a et l'ensemble

V. = {a'\Mi{a') < M,(a) + e)

est un ouvert qui contient o. Pour tout a' s V == F 1 Y( on a :

F(a') - ff{a', t) dy.{t) < S[M.(a) + £](.(F.)
== SM;(a)(A(F.) + £p(F)
< / f{a, t) dy.{t) + £[1 + t^(F)] = F(a) + t' d'après (1)

ce qui montre la semi-continuité supérieure de la fonction F.
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Remarque. — Lorsque la mesure est bornée il n'est pas
nécessaire de supposer que la mesure p. est à support compact
si l'on ajoute la condition suivante : « Pour tout a il existe
un voisinage (On et une constante M ne dépendant que du
voisinage tels que pour tout a de (Oa on ait :

sup|/'(a, ()| < M < + oo ».
(€T

En effet pour un point OQ quelconque de E soient (OQ
et Mo 1e voisinage et la borne supérieure définis par la condi-
tion précédente; £ étant donné, soit Ko un compact de T

tel que \ dy.{t) ^ || p41 — —— La fonction
i7&o l̂o

^W=f^f^ ^W
est, d'après la proposition 1.1., une fonction semi-continue
supérieurement, il existe donc un voisinage (OQ de OQ sur

lequel on a : F&^(a) — F^(ao) ^ -n-

Pour tout point a du voisinage W'Q n (Oo de OQ on aura
alors :

F(a)-F(ao)'=FK/a)-FK,(ao)
+ JT-K, [A^ <) - A^o, t)] d^t) ^ £

qui prouve la semi-continuité supérieure de la fonction F.
Rappelons qu'une fonction à valeur dans un espace vectoriel

est dite bornée sur un ouvert û si /'(Q) est un ensemble
lorné (i.e. absorbé par tout voisinage de l'origine) $ une fonc-
tion est dite localement bornée dans Q si tout point de Q
admet un voisinage où la fonction est bornée. Toute fonction
continue à valeurs dans un espace norme est localement
bornée.

Souvent il sera utile de supposer que l'espace E est métri-
sable pour pouvoir se servir du lemme suivant :

LEMME 1.1. — Si E est un espace vectoriel topologique
métrisable et F norme, une application f Sun ouvert Q de E
dans F est localement bornée sur Q si et seulement si elle
est bornée sur tout compact de Q.



FONCTIONS PLURISOUSHARMONIÇUES ET ANALYTIQUES 429

Dans un sens c'est évident.
Dans l'autre sens supposons que f est bornée sur tout

compact de û mais n'est pas localement bornée en un point x
de û. Soit co^ une base dénombrable de voisinages de x\
par hypothèse quel que soit n, l'ensemble f{(^n) n'est pas
borné c'est-à-dire qu'il existe un point x^ de o)^ tels que
llf(^n)ll ^ nf La suite Xn forme avec sa limite x un compact
sur lequel la fonction ne serait pas bornée d'où la contradic-
tion. Remarquons qu'il aurait suffit de supposer la fonction
bornée sur les suites convergentes.

THÉORÈME 1.1. — Dans un espace sectoriel topologique
séparé (resp. métrisable séparé) toute fonction sous-médiane w
localement bornée supérieurement (resp, bornée sur tout compact)
à une régularisée supérieure plurisousharmonique.

En effet les hypothèses entraînent que w* est localement
bornée supérieurement et

^*2ïC /7Û /-*27C 0—
w{a) ^ \ ^(a+be^^-^ ^a+be^^-

J o ^ J o a\)

et l'intégrale de droite est, d'après la proposition 1.1., une
fonction semi-continue supérieurement de a, d'où

w*fa) ^ w*(a ,) ̂ " „,.(«+M.) 1.

COROLLAIRE. — Soit {^t)tG^ une famille localement bornée
supérieurement de fonctions plurisousharmoniques dans un espace
sectoriel topologique séparé. Les fonctions suivantes ont des
régularisées plurisousharmoniques :

1) ^ == sup ^
^

2) w^ = lim sup ^t si le filtre 9 est à base dénombrable.
^

Remarque. — La première partie du corollaire donne une
réponse positive à une conjecture de Bremermann. Kiesel-
man [16] a établi 1) et 2) dans le cas des espaces de Fréchet,
de son côté Cœuré [7] a démontré 1) pour les espaces localement
convexes séparés. Dans le cas général où on suppose seulement
que la topologie est séparée P. Leiong a donné dans [21] une
démonstration de 1) indépendamment de la nôtre.



430 PHILIPPE NOVERRAZ

2. Étude des polycercles dans les espaces de Fréchet.

Dans ce paragraphe nous nous restreindrons aux espaces
de Fréchet et utiliserons la notion de polycercle (centré à
l'origine pour simplifier les notations) introduite par Cœuré [7]
comme suit : Soit pn, une suite croissante de semi-normes
définissant la topologie de l'espace E. Pour toute suite
e = {ej d'éléments de E telle que Spn(^) < + oo, appelle
polycercle (Pg) associé à la suite e le compact image

00

du tore T1^ par l'application 6 = (ÔJ^gN -->• S ^ei9B- Soient
n==l

(N^eL une partition finie de l'ensemble N des entiers
naturels et, pour tout X de L, T^ le tore sur [0, 1] dont
les variables sont notées ^ = (y^, . .., 9^, . • . ) où
0 ^ ç^ < 1 et muni de la mesure de Lebesgue produit
d^ ==0 d(f^, de même soient $ = ($1, . .., ^, . . . ) les

N^
variables de T14 et d^ sa mesure de Lebesgue. On sait [3]
que d^ == 0 d^ et que pour toute fonction mesurable

)^€L
négative sur T^ l'intégrale existe (éventuellement égale à
— oo ) et est obtenue en intégrant dans n'importe quel ordre
par rapport aux variables <I>^.

On trouvera dans [8] une démonstration simple du résultat
suivant de Jensen [15] :

LEMME 1.2. — Soit f une fonction mesurable bornée sur le
tore T^ posons

A(î) = ffW ® ^i où î = ̂  • • • ' ^ • • • ) •

Alors //((y) tend vers la constante (finie ou non) j /*(y) d<y
sauf pour des y appartenant à un ensemble de T1^ de mesure de
Lebesgue nulle.

Nous dirons qu'une fonction définie sur un espace vectoriel
de dimension infinie et à valeur réelle est f-mesurable si sa
restriction à tout sous-espace vectoriel de dimension finie est
mesurable pour la mesure de Lebesgue.

Notons qu'une fonction de classe M est jf-mesurable
puisque sur tout sous-espace de dimension finie E' elle ne
diffère de sa régularisée (dans E') que par un ensemble
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négligeable qui coupe donc les frontières des polycercles suivant
un ensemble de B^-mesure nulle.

LEMME 1.3. — Pour toute fonction sous-médiane f-mesurable u
et pour tout polycerde P la fonction Up définie sur le tore T14

par :

Up(ô) = u | ̂  e18»^ | est mesurable.

En effet i^p(6) est la limite des fonctions u^(Q) = u \ ^ e^e^ \

qui ne dépendent que des n premières coordonnées ôi, . . ., 6^
de 9 et sont mesurables par rapport à celles-ci comme com-

te
posées des fonctions mesurables (Oi, .. ., 0^, .. .) —> ^ e^e^

et de la restriction de u au sous-espace de dimension finie
engendré par e^ . . ., ^; d'où le résultat car toute fonction
ne dépendant que d'un nombre fini de variables et mesurable
par rapport à celles-ci est mesurable sur le tore T^

DÉFINITION 1.3. — Nous dirons qu^une fonction u est
fortement sous-médiane si elle est sous-médiane^ f-mesurable
et localement bornée supérieurement.

LEMME 1.4. — Pour toute fonction fortement sous-médiane
et tout polycerde tel que l'intégrale ait un sens on a:

u{x} < / u(x + x s A^e.
En effet supposons u ^ 0 sur P ; pour tout k fini on a :

/^2ïC / oo \ î 1

u{x) < \ V^+^S^)-^
JQ \ n=l / ^

. pv(.+^2.«...)^é^
JQ \ n==l / ^ 1 ^

et d'après le lemme 1.2. l'intégrale de droite tend presque
partout pour la mesure de Lebesgue sur le tore vers

f V (x + \e^ ^ ^e\ dO lorsque k tend vers l'infini. Il

suffit donc de choisir un 6 où la limite est atteinte et de
remarquer que cette limite ne dépend pas de ^».
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LEMME 1.5. — Si u est de classe Mo dans un voisinage
disque XQ + V de XQ. Pour tout poly cercle P contenu dans Y

et 0 < X ^ 1 la fonction W(X) == f u (xo + X S ̂ n) ̂
\ »=i /

est une fonction convexe croissante de log À ou identique à
— oo.

Démonstration. — Si u est plurisousharmonique la propo-
sition 1.1. montre que, u(Y^, 6) == u (xo + X^ ^ ^n)

étant s.c.s., en intégrant par rapport à 6 on obtient une fonc-
tion sousharmonique de z = Xe1^ (ou — oo) qui ne dépend
pas de ^ donc convexe croissante de log X. D'où la propo-
sition puisque toute fonction de classe Mo s'obtient à partir
des fonctions plurisousharmoniques par une suite de passage
à la limite de suites monotones.

PROPOSITION 1.2. [7]. — Pour toute fonction u fortement
sous-médiane dans un voisinage de l'origine d'un espace de
Fréchet il existe un polycercle P tel que :

u*(0) =lim ruxp(9)d9.
x=o J

Notons que:
1) La quantité Spn(^n) peut être choisie arbitrairement

petite.
2) Si {e^ est la suite qui définit le polycercle P toute

sous-suite infinie définit un polycercle P' qui est tel que :

u*(0) = lim f ^p'(6) rfO.
^o17

On s'est placé à l'origine pour simplifier les notations.
Donnons la démonstration initiale de Cœuré qui, comme on le
vérifie ici, est encore valable pour les fonctions fortement
sous-médianes.

Démonstration. — Soit (a?n) une suite tendant vers zéro
telle que u*(0) === lim u{Xn) et — en prenant au besoin une

noo

sous-suite — telle que Sp^n^) < + 00- Soit P le polycercle
défini par les e^ = nx^ on peut supposer que u est négatif
sur P. Notons ù la fonction de N + 1 variables complexes
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fortement sous-médiane définie par
/ H » \

Û(Zi, . . ., Zn, Z) = M ( X S ZnC» + ^Z S '̂St )
\ 1 N+l /

alors :

ù(o"(O, ...,^>Cn= u(a;.NXN' °) = u[xs)

<iZW. Cù(e^ ^ e^^
. , 1 J v ' • • • ' ' ^it^ 2i2itY 2it
^XN
1- )iN

UN+l(ô)

1+ XN

(MH+I correspond aux notations du lemme 1.2) donc

/ ^ ^ "XN
V,{XTn) < u î(e)

^À
et en passant à la limite compte tenu du lemme 1.2.

u*(0) < fu^WM.

A. cause de la semi-continuité de u* qui majore u l'inté-
grale de droite est majorée par u*(0) + ^ pour tout £ > 0$
d'où le résultat.

On peut démontrer maintenant la proposition suivante
dont nous aurons besoin par la suite :

PROPOSITION 1.3. — Pour toute suite décroissante de fonction
Un fortement sous-médiane, définie sur un espace de Fréchet, le
diagramme suivant est commutatif:

Un
reg.sup.

Un

lira ^ lim ^

U
reg. sup.

W U
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Démonstration. — Posons w = lim Un et montrons que
w = u*.

1) u ^ Un < Un d'où u ^ w et u* < w puisque w est
plurisousharmonique comme limite décroissante de fonctions
plurisousharmoniques.

2) Montrons l'inégalité en sens inverse en nous plaçant pour
simplifier au point x = 0. On peut supposer que les fonctions
Un sont négatives dans un même voisinage Q de 0. D'après
la proposition 1.2. pour tout n il existe un polycercle
Pn == (^S)fc contenu dans Q tel que :

u;(0) =lim fu^(6)rfe.
x=o v

Pour tout n choisissons, ce qui est toujours possible, une
sous-suite infinie notée encore (eî)^ ïelle que

5 PM ^ -Jn où kn = ̂  (n + k){n + k ~ 1)-

On définit une nouvelle suite (/a) en réordonnant les (^)
de la manière suivante :

fi == ^L f2 = e\, /g = e\, /4 = e\ etc.

c'est-à-dire que dans le tableau suivant on réordonne suivant
les colonnes de gauche à droite et dans chaque colonne en
descendant

n = 1 e\ e\ e\ e\ . . . e\
n — c! p2 p2 p2 ^2
I I ' —— ^ î ^2 ^3 • • • ek-l
n = 3 e^ e\ . . . ejS.g

n == k e^ . . .

On obtient ainsi un polycercle car chaque /a de la forme e\
est situé dans la {n -}- k — l)-ième colonne et a un rang

j[
a ^ — (n 4- A*)(n 4- k — 1) == kn. La suite des semi-normes pn

étant croissante tout /a situé dans la (n + k — l)-ième
colonne est tel que

Pa(/a) < PM

d'Où Spa(/a) ^ S P/cn^) < S 1 < + 00.
n,fc ^



FONCTIONS PLURISOUSHARMONIQUES ET ANALYTIQUES 435

Le lemme 1.4. et le théorème de Fubini entraînent donc que

u:(0) < / u^SAZ) d9 ^ / u, (X S f^\ dQ

et le poly cercle noté, P1, défini par les (/a) est tel que pour
tout n on ait :

u;(0) ^ f u^p<(9) dô

d'où en passant à la limite des suites uî(0) et u^ décrois-
santes en n :

w(0) ^ f uxp<(6) d6

et pour tout £ > 0 l'intégrale peut être grâce à la s.c.s. de u*
majorée pour X assez petit par u*(0) + £ d'où l'inégalité
cherchée w(0) < u*(0).

L'exemple suivant montre que la propriété de commuta"
tivité du diagramme peut ne pas être vérifiée si l'espace n'est
pas complet même lorsque sa topologie est métrisable : Soit
une fonction de classe Mo définie sur le disque unité |z[ < 1
du plan complexe telle que ^(0) == — 1 et ^* == 0.

Soit E = IQ l'espace des suites infinies de nombres com-
plexes a = (ai, . . ., a^, . . .) nuls sauf un nombre fini d'entre
eux et muni de la norme ||a|| == sup [a;!. Définissons dans
la boule unité B une suite [décroissante car v < 0] de
fonctions de classe Mo par :

n

^(a) = ̂ (oi) et ?n(a) = S ^/c) P0111* n > 1.
fc==i

Pour tout n on a ^î(a) == 0 donc w == 0 sur B$
00

or ^{a) = lim ^(a) == ^ ^/c) == — 00 car 1! y a une infinité
de Ofc nuls et ^(0) == — 1 d'où v = — oo sur B ce qui
montre bien que w ̂  ^*.

3. Application au lemme de Hartogs
et aux fonctions séparément plurisousharmoniques.

Nous allons maintenant généraliser aux espaces de Fréchet
un lemme de majoration uniforme établi par Hartogs en 1906
pour les fonctions log|/'| où f est une fonction analytique
d'une variable complexe, et généralisé aux fonctions soushar-
moniques par J. Deny et P. Leiong dans [9].
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LEMME DE HARTOGS. — Soient dans un espace Fréchet une
suite (uj localement bornée supérieurement de fonctions
plurisousharmoniques et une fonction g continue telle qu'en
tout point Sun ouvert Q :

lim sup ^(a) < g{a).
noo

Alors pour tout e > 0 et tout compact K contenu dans û
il existe un entier NK,£ tel que pour tout n ^ N^g on ait
sur K :

u^(a) ^ g{a} + £.

La démonstration est la même qu'en dimension finie, le
point délicat en étant la proposition 1.3. : Posons
Up = sup u^+p c'est une suite décroissante de fonctions de

ra>o
classe Mo et d'après la proposition 1.3. (lim u?)* = lim Up*.

L'ensemble Fp = {a\u^{d) — g{a) ;> s} est fermé et
Kp = K n Fp compact, de plus Kp 3 Kp+i et n Kp = ̂
donc à partir d'un certain rang NK,£ les compacts Kp sont
vides d'où le résultat.

COROLLAIRE. — Si Un est une suite localement bornée de
fonctions plurisousharmoniques telle que lim sup u^ = — oo.

n oo

Alors la suite u^ tend vers — oo uniformément sur tout
compact.

Il suffit de prendre pour g des constantes négatives de
module arbitrairement grand.

Comme l'a fait remarquer P. Leiong [22 &], du fait que la
suite des Fp est décroissante on peut déduire le résultat plus
fort suivant :

pour tout £ > 0 et tout point a il existe un voisinage ûa
et un entier N^s tels que pour tout n ^ N^g on ait sur ûa :

u^} < g(a^) + e.

On peut maintenant énoncer le lemme de Hartogs pour les
fonctions sous-médianes :

THÉORÈME 1.2. — (Lemme de Hartogs). Soit dans un espace
de Fréchet une famille (u^ç^ bornée supérieurement sur tout
compact de fonctions fortement sous-médianes indexées par un
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filtre 9 à base dénombrable 9 et telle que dans un ouvert Q :
lim sup Ut ^ g où g est une fonction continue.

^
Alors pour tout s > 0 et tout compact K de Q il existe

NR, tel que si n ^ N^g et (e^n on ait sur K l9 inégalité
suivante :

Ut{a) < g(a) + £.

On se ramène au lemme déjà démontré par le résultat
suivant :

LEMME 1.6. — Avec les mêmes hypothèses sur la famille
(u^e^ ^ pour toute fonction g s.c.s. l^inégalité lim sup u^ ^ g
entraîne lim sup u? < g.

Soit u la limite décroissante des w^ = sup u< on a par la
(e^proposition 1.3. u* = lim Wn et si l'on pose w\ == sup u?

il est facile de voir que w*n = w^^ donc : ^»
wî == fsup uH* ̂  sup u^;

L ̂  J ^

en passant à la limite décroissante en n on obtient
u* ^ lim sup u^ d'où le résultat en remarquant que g

^
étant s.c.s. l'inégalité u ^ g entraîne u* ^ g.

L'exemple suivant montre que le lemme de Hartogs n'est
pas toujours vérifié dans un espace métrisable non complet.
Reprenons l'espace E == lo et la fonction considérée dans
l'exemple qui suit la démonstration de la proposition 1.3. :
dans B on a lim sup v s — oo, donc pour un M > 1

7ÎQO

arbitraire lim sup Vn ^ — M. Soit OQ un point de B,
pour tout n ^ 1 notons a^ une suite de points de B tendant
vers OQ et tels que lim u^(a^) == u^(ao).

fcoo

Notons ûj une base décroissante de voisinage de OQ, et
prenons des sous-suites, notées encore a^, telles que pour tout
n le premier terme de la suite (a2)/c soit dans Q^. En ajoutant
à la réunion de ces suites le point a^ on obtient un compact K
auquel on applique le lemme de Hartogs avec £ == 1. Il
existe un entier N tel que sur K :

^n(^) ^ — M + 1 pour n > N.
Le choix de K entraîne que pour n ^ N on a
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^(^o) ^ — M + 1 d'où en faisant tendre n vers l'infini
lim ^(ao) = w(oo) < ~ M + 1 < 0 ce qui est impossible
puisque w(ao) = 0.

Donnons une application de la notion de polycercle aux
fonctions séparément plurisousharmoniques définie sur un
domaine Q d'un produit E X E' d'espaces vectoriels
topologiques et plurisousharmoniques par rapport à chaque
variable lorsqu'on fixe l'autre variable. Remarquons que pour
une telle fonction l'ensemble { ? = = — - 00} est, soit d'intérieur
vide, soit Q tout entier. Il suffit de le montrer dans le cas où
Q = QO X ûo (Qo et ûo ouverts connexes) ; soit co = (OQ X co^
un ouvert de Q contenu dans l'ensemble {y = = — oo}.
Pour tout a de (Oo, la fonction ç^(a, a') de a' est pluri-
sousharmonique et égale à — oo sur l'ouvert o)o donc
identique à — oo sur tout Qo. La fonction v{a, a') est donc
identique à — oo sur û)o X Qo. En recommençant le raison-
nement pour tout a' de Qo on voit que p est identique à
— oo sur Qo X Qo. Démontrons maintenant :

THÉORÈME 1.3. — Toute fonction définie sur un domaine Q
Sun produit d'espaces de Fréchet séparément plurisousharmo-
nique et bornée sur tout compact de Q est, soit identique à — oo,
soit une fonction semi-continue supérieurement de l'ensemble des
variables et l'ensemble {v = — 00} est d'intérieur vide.

La méthode de démonstration que nous utilisons ici s'inspire
de celle de P. Leiong [17], reprise par V. Avanissian [2] pour
les fonctions doublement sousharmoniques, que nous simpli-
fions. Elle consiste à montrer que la régularisée p* est égale
à la limite décroissante de l'intégrale de v prise sur une
famille de produits de polycercles que l'on précisera; puis à
montrer que cette limite n'est autre que la fonction P elle-
même.

Supposons que la fonction v n'est pas identique à — oo ;
remarquons que si ^(a, a') est séparément plurisousharmo-
nique, les fonctions ^ == sup (?, — n) forment une suite
décroissante de fonctions séparément plurisousharmoniques
bornées sur tout compact et finies en tout point. Supposons
le théorème démontré pour de telles fonctions. Si v est une
fonction séparément plurisousharmonique il s'ensuit alors
que pour tout n, ^ = sup ((^, — n) est une fonction semi-
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continue supérieurement de l'ensemble des variables d'où
le résultat car v est la limite décroissante des ^ et la semi-
continuité supérieure se conserve par passage à la limite
décroissante.

Supposons donc ^(a, a') doublement plurisousharmonique,
bornée sur tout compact de Q et v{a, a') > — oo en tout
point. L'espace E X E' étant métrisable ^ est, d'après le
lemme 1.1., localement bornée supérieurement. Plaçons-nous
à l'origine pour simplifier les notations et supposons que v
est négative dans un voisinage de l'origine.

Soient {a^ a'n) une suite tendant vers zéro telle que
lim v[a^ a'n) == ^*(0, 0), P et P' les polycercles définis par
noo
les suites de terme général e^ = na^ et e'n == na'n. Notons v
la fonction plurisousharmonique des deux groupes de N + l
variables (jZi, ..., Zy, z) et (z^, ..., Zy, z') définie par:

^l, . . ., Zy, Z-, Z^ . . ., Zy, Z ' )

= 4^ i wn +^i ̂  v i
L 1 N+l 1 N+l
h S ̂  + Xz S e16»^, V S ̂  + X'z' i e^}
L 1 N+l 1 N+l -1

On obtient comme dans la démonstration de la proposition 1.2. ;

/ 1 1 \^(ON, a^) = ?^0, ...,.,-, 0;0, ...,^,-,Cn

1_J-.\ /l-J-
XN \ X'Ni + -y \ i+ 1
XN/ \ • X'N.

rr ?r^ ^ ^ • .̂  ^^ '̂i (^ (à ̂ "v^ à ̂JJ ne , ..., e «, e , e , .., e , e J ̂  (̂  ̂ ^ ̂  (̂  ^^

i-^-\ /i-A
AN W X'N

i+ÀAi+ 1
^N/ \ ' X'N.

/'y ^-n/7ft '^-H-/7ft'
J^ ̂ [XS^, ̂  X'S.16^] ® ̂  ® ̂

d'où en passant à la limite pour N tendant vers l'infini
compte tenu du lemme 1.2. :

^(0) < //^pxx'p<e, 6') de de'.



440 PHILIPPE NOVERRAZ

L'intégrale de droite est une intégrale double car v est négatif
et mesurable sur le produit XP X X'P' des polycercles,
c'est de plus par le lemme 1.5. une fonction croissante de \
et V. La semi-continuité supérieure de ^* entraîne alors
l'égalité :

^(0) = lim /ï^pxx^e, e') de de'.
\^.

Montrons maintenant que

^(0, o) == lim /Y\pxx'p'(e, e') de de'.
^

Nous utiliserons le résultat classique suivant : Si une fonction
ft{x) dépendant d'un paramètre (, 0 < ( < <o? est sommable
pour une mesure de Radon p. positive à support compact
pour tout t et si ft{x) tend en décroissant vers zéro lorsque (
décroît vers zéro on a :

lim ( ft{x) du.(x) = 0.
(=0 J

La fonction I^(a) == f v{a, ̂ W^n) dV — v{a, 0) est défi-
nie en tout point d'un voisinage co de a == 0, positive,
finie en tout point et croissante en X' d'après le lemme 1.5.
Pour tout a de co on a lim ï\'{a) == 0 car la proposition

^'==0
1.2. est vraie pour tout polycercle lorsque la fonction est
plurisousharmonique [7]; la quantité

/ î x^S») ̂  = ff ̂ pxx'p<o, e') de de' - / p(x^19^, 0) de
tend donc vers zéro avec X'. Écrivons :

ff^xv^ e') de de' - ^(0, o) = / 1x^2^) de
+/^2el9^,o)de-^o,o)

£ étant donné, choisir .̂o ^e! c[ue ^ < ^o entraîne :

rp(xs^^o)de~^(o,o) <y.
Puis choisir Ào tel que X' < Xo entraîne :

J>MX^i9^)de<-j-.
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d'où, pour tout \ < \Q et V < VQ

o ^ ^y\pxx-p'(ô, ô') ̂  dy - (.(0, o) ^ £
qui termine la démonstration.

Considérons maintenant un espace de Fréchet séparable on
peut appliquer un lemme de Choquet pour montrer qu'il est
possible de remplacer les fonctions de classe M par des fonc-
tions de classe Mo ayant même régularisée.

LEMME DE CHOÇUET. — Soit Q un espace topologique à base
dénombrable (Couverts et (^i)i6i une famille de fonctions
numériques définies sur Q. Il existe une sous-famille dénom-
brable ÏQ de ï telle que la relation « g est s.c.s. et
sup ̂  ^ g » entraîne « sup ^ < g ».
i'eio i'ei

En appliquant ceci à une famille de fonctions plurisous-
harmoniques on voit que les régularisées supérieures des
fonctions sup ̂  et sup ^i sont identiques.

ici ieio

PROPOSITION 1.4. — Soit E un espace de Fréchet séparable.
1) Pour toute fonction u de classe M il existe une fonction u

de classe Mo telle que UQ ^ u ^ UQ == u*.
2) Pour toute famille (u,)̂  de fonctions de classe M on

peut trouver une famille dénombrable (^°)iei de fonctions de
classe Mo telle que si u° = sup UQ et u = sup u; on ait
u° ^ u ^ u0' = u*. ielû l€I

2') Pour toute suite décroissante v^ de fonctions de classe M
on peut trouver une suite décroissante de fonctions ^ de classe
Mo telle que si p° == lim ̂  et p = lim (̂  on ait

^ < v ^ ̂  == ^*.

Montrons par récurrence sur k entier positif un résultat
un peu plus précis que 1) à savoir :

1') Pour toute fonction u de classe CK il existe une fonc-
tion UQ de classe Cl telle que UQ ^ u ^ u* == u^.

C'est évident pour k == 0 car Co = Cg est l'ensemble des
fonctions plurisousharmoniques.

Soit maintenant u e C^ alors
(a) soit u = sup Ui où Ui e C^_i ;

iei
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(6) soit u est la limite décroissante d'une suite de fonctions
définie en (a).

Démonstration de (a). — Par hypothèse de récurrence pour
chaque i de 1 il existe un élément u? de C^-i tel que
u? < Ui ^ uF == uf. Soit u1 = sup u?; le lemme de Choquet

l€I
montre qu'il existe une sous-famille dénombrable Io de I
telle que si Uç == sup u° on ait : UQ < u' ^ u'* = u^. Or

ieio
pour une famille f^ on a rég. sup (sup fi) = rég. sup (sup ff)
d'où pour fi = u° on voit que u'* == u* donc

UQ ^ u' ^ u = UQ et UQ ^ u

ce qui entraîne UQ ^ u ^ u* = UQ.

Démonstration de (6). — Soit i^ == sup u^ une suite
i'ei

décroissante où u^i appartiennent à C^-i. D'après a) il
existe pour tout n et pour tout i une fonction u^; de
G£-i telle que :

^n,i ^ ^n,î ^ ^n*i == ^,1-

Soit d'après le lemme de Choquet, pour tout n, une sous-
famille dénombrable IS de !„ et posons u°i = sup u^ qui

iGÏ'n
est un élément de C£ tel que u^ ^ u^ ^ u^ = u^. La suite
uS n'est pas nécessairement décroissante. Notons

u,.=u<«.w
k^-n

c'est une famille dénombrable d'éléments de C^_i et posons
u'^ == sup v on a :

vev^
UÎ ^ Un0 ^ Un d'Où UT = UÏ = Ut

De plus comme Vn+i c U^ la suite Uj° est décroissante et
on peut lui appliquer la proposition 1.3. d'où la fonction
UQ == lim Uj° est un élément de C^ et

u'0 = lim u'^ = lim u^ = u* ;

on a bien montré que UQ ^ u ^ u^ = u*.
Les parties 2 et 2' de la proposition se démontrent exacte-

ment de la même manière aussi nous ne le ferons pas ici.



CHAPITRE II

APPLICATIONS ANALYTIQUES ET G-ANALYTIQUES

1. Définitions.

Soient E et F deux espaces vectoriels topologiques
séparés et une application /* :QcE->F. Il y a plusieurs
manières que nous allons préciser d'introduire la notion
d'application analytique. Lorsque l'espace F n'est pas
complet on sera amené à considérer son complété F; une
application f à valeur dans F sera dite analytique si,
considérée comme application à valeur dans F, elle est
analytique.

Soient E et F deux espaces vectoriels, une application f
de E dans F est dite polynomiale homogène de degré n
s'il existe une application M-linéaire u de E X • * • X E
dans F telle que f {x) = u{x, .. ., x).

Nous parlerons de fonction analytique lorsque F = C
et d'application analytique dans les autres cas.

DÉFINITION 2.1. — Soient E et F deux espaces vectoriels
topologiques séparés, une application f Sun ouvert Q de E
dans F est dite analytique en un point a de Q s il existe
une suite ^applications polynomialeSy homogènes de degré n
et continues^ de E dans le complété faible F'* de F telle que

f(a + x) == ? W,
re==o

la série convergeant uniformément dans un voisinage de a.
Si F n'est pas complet, la série converge dans Ê et sa

somme est en fait un élément de F. La fonction f sera dite
analytique dans un ouvert si elle est analytique en tout point a
de Q.
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Cette définition est à la base de la théorie algébrique des
applications analytiques développée par Ramis [29] lorsque E
et F sont des espaces de Banach. Nous serons amenés à
introduire lorsque F est localement convexe une définition
plus maniable dans le cadre des problèmes que nous étudions
et équivalente lorsque F est norme.

Lorsque E == G Grothendieck [11] a introduit la notion de
fonction analytique à valeurs vectorielles et démontré le
théorème suivant auquel nous nous référons constamment :

THÉORÈME 2.1. — Une application / ' :QcC->F , où F
est un espace sectoriel topologique localement convexe séparé,
est dite analytique dans Q si elle satisfait à une des conditions
suivantes qui sont équivalentes :

(i) pour tout u du dual topologique F' de F la fonction
z —> u o f (z) est analytique scalaire dans Q.

1(ii) pour tout point z de Q le rapport — [f(z -4- h) — f(z)]h
a une limite (dans F) lorsque h tend vers 0.

(iii) tout point ZQ de Q possède un voisinage où f est
somme d'une série

f{z) = ̂ a,{z - z^
avec

^ = ̂  ?0) = 91- f f^ - "o)"""1 ^ (^ e F)-k\ Jnrjp^i

(iv) f est continue et pour toute courbe F rectifiable homotope
à zéro dans Q

f^ f(z) dz = 0.

Une telle fonction satisfait à la formule de Cauchy (avec les
hypothèses habituelles sur F)

/., . l r f(w) ,
f (z) == ^— / v / dw

liv. Jp w — z
ainsi qu'au

LEMME D'ABEL. — Si la série 2a^(JSi — ^^ converge, la
suite {a^(zi — Zy^} est bornée et si F est complet la série
2a^(z — Zo)k converge uniformément sur tout compact du disque
\z — ZQ\ < |^i — ZQ\.
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Remarquons que pour que a^ défini en (iii) soit un élément
de F il faut supposer, ce qui est toujours vérifié lorsque F
est quasi-complet (i.e. les parties fermées et bornées sont
complètes), que l'enveloppe convexe fermée d'un compact
est compacte.

DÉFINITION 2.2. — Une application f:Q c E -> F, où F est
un espace localement convexe, est dite G-analytique [analytique
au sens de Gâteaux] si sa restriction à toute droite complexe
de E est analytique au sens du théorème 2.1.

Autrement dit pour tout couple (a, b) d'éléments de Q
la fonction z —> /*(a + z^) ^st analytique en z = 0.

Dans la suite de ce travail nous ferons jouer un rôle important
à cette classe de fonctions.

DÉFINITION 2.3. — Une application f: Q c E —^ F, où F est
un espace localement convexe, est dite analytique [analytique au
sens de Fréchet] si elle est G-analytique et continue.

L'exemple d'une forme linéaire non continue montre
(avec F = C) qu'en dimension infinie une fonction G-ana-
lytique peut ne pas être analytique. On verra plus loin des
conditions simples pour qu'une fonction G-analytique soit
continue ou localement bornée.

Donnons la proposition suivante qu'on trouvera dans [13]
lorsque E et F sont des espaces de Banach.

PROPOSITION 2.1. — Si f: Q c E —>• F est G-analytique dans
Q (E et F séparés, F localement connexe), pour tout XQ de û
il existe des applications polynomiales homogènes de degré n
non nécessairement continues f^ telles que, dans un voisinage
de XQ qui est le plus grand ouvert disque en XQ contenu dans Q,
la série converge en tout point:

f{xQ+h)= S te;^).
n^O

Les applications f^ sont uniques et données par la représentation
intégrale suivante :

fn(xQ,h)= f f^Q+W-^-^.
^ 1 ^ 1 = 1 2lu

Démonstration. — Soit XQ un point de Q; pour tout h
du plus grand ouvert (OQ disque en XQ contenu dans Q,
la fonction f {xo + zh) est analytique de la variable complexe
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z au voisinage de z == 0 et la partie (iii) du théorème 2.1.
montre que si on pose F(js) = f {XQ + zh) on a :

F(.) = S k^
n=o

où In est une fonction de XQ et A donnée par

^o; A) == 1 f /̂ o + W--1 d^.
^JKI=I

La convergence de la série est uniforme sur le disque
|z| < (p(a?, À), qui contient le point z = 1 puisqu'on a choisi
XQ + h dans (DO? d'où l'égalité cherchée en faisant z == 1 :

A^o+A)=s^o;^
la série convergeant en tout point h tel que XQ + /i appar-
tienne à (OQ- Montrons que ln{xe, h), notée ^n(A), est une
application polynômiale en h homogène de degré n ce qui
équivaut à montrer que la restriction de ^ à toute droite
complexe est un polynôme de degré n et que ln{^h) = o^InÇh)
pour tout a de C. (C'est un résultat de [13], chapitre xxvi,
où le calcul — purement formel — fait dans le cadre des espaces
de Banach conserve un sens pour des espaces vectoriels topo-
logiques séparés.)

En faisant un changement de variables ^' === aÇ, a complexe,
dans l'intégrale on vérifie que ^ est homogène complexe
d'ordre n, de plus pour tout élément u du dual F' de F
la restriction de u o ^ à toute droite complexe est un polynôme
d'une variable complexe de degré n; en effet:

u o i^ + ̂ ") = 1 r u o f{x, + w + w^^ ̂
^^12:1=1

et l'application z -> u o f(xo + î^' + ̂ ") est une fonction
analytique (de G dans G) au voisinage de z = 0.

On en déduit que pour tout u de F' l'application
u o l^h' + z^") notée u o l'^z) est un polynôme de degré n
ce qui prouve que l'application l'n de G dans F est analy-
tique et s'écrit d'après le théorème 2.1.

00

l'n[z) = ^ a^ avec a^ dans É,
fc=0

la convergence étant uniforme dans un disque [z| < p.
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Montrons que a^ = 0 pour k > n\ pour tout u de F'
on a :

1 F
^^fc) == o~ ( u ° (̂z)̂ ""1 As

^^l^

ce qui entraîne u(a^) == 0 pour tout k > ^ puisque u o ^
est un polynôme de degré n au plus, d'où le résultat.

PROPOSITION 2.2. — Lorsque Vespace F e^ norme, les
définitions 2.1 et 2.3 des applications analytiques sont équiva-
lentes.

La définition 2.1. entraîne 2.3. Réciproquement, supposons
f continue donc localement bornée et, pour tout u de F',
la fonction u o f G-analytique. D'après ce qu'on vient de voir
les applications

fnW = J- f f{a + W-^ dt
2nrJ|çi==i

sont polynomiales homogènes de degré n\ elles sont de plus
localement bornées uniformément donc continues dans Q$
d'après la proposition 2.1 la série 2/n(^) converge pour tout x
d'un voisinage disque de 0 et a pour somme f{a + ^).

Soit a + a) un voisinage disque de a où f est bornée,
\\f(a 4- ^)|] < + °° et la série 2/n(^) converge uniformément
dans (1 — £)œ.

Remarque importante: Lorsque F sera localement convexe
nous prendrons comme définition des applications analytiques
la définition 2.3.

2. Théorème sur la continuité d'une application G-analytique.

Maintenant nous allons nous restreindre au cas où E est
un espace métrisable complet pour utiliser la propriété de
Baire.

En dimension finie, le lemme de Hartogs permet de montrer
que toute fonction séparément analytique de z^ ..., z^
est analytique de l'ensemble des variables (théorème de Har-
togs). On peut généraliser aux espaces de Fréchet la démons-
tration classique [14] de ce théorème grâce au lemme démontré
au chapitre précédent, mais nous ne le ferons pas ici car, suivant
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une idée de Zorn [34] qui nous semble avoir été perdue de vue,
nous donnerons une démonstration plus directe basée sur le
théorème suivant qui sera démontré à la fin de ce chapitre
(voir [34] pour le cas des espaces de Banach). Ce théorème
est d'une grande utilité dans la pratique car il permettra
lorsqu'on a une fonction analytique de ne la considérer que
comme une fonction G-analytique — la continuité étant
assurée — donc de ne considérer que ses restrictions aux
droites complexes. Ce sera en particulier le cas dans les problè-
mes de prolongement.

THÉORÈME 2.2. — Soit Q un domaine d'un espace sectoriel
topologique métrisable et complet et f une application G-ana-
lytique sur û à valeur dans un espace F localement convexe.
U ensemble des points où la fonction f est continue est à la fois
ouvert et fermé. (La continuité en un point entraîne donc la
continuité dans û tout entier.)

Démontrons d'abord le

LEMME 2.1. — Soient Ei et Eg des espaces de Baire métri-
sables et f une fonction à valeur complexe séparément continue
sur EI X Eg. Tout ouvert Q de Ei X Eg contient un ouvert co
où la fonction est bornée.

Faisons la démonstration pour un ouvert de la forme
QI X Û2 où Q; est un ouvert de E;. Pour tout y de Qg
l'ensemble Ey(N) = {xeQ^ \f{x, y)\ ^ N} est fermé et
soit (o^ une base strictement décroissante de voisinages d'un
point i/o de Qg? notons E ^ N = = [ I E ^ ( N ) ce sont des en-

y^^n
semblés fermés ou éventuellement vides dont la réunion est Qi
tout entier. En effet soit x un point de Qi la fonction
y —> f {x, y) est continue en y = y^ donc bornée dans un
voisinage w de yo par exemple :

\f{x, y)\ ^ M si î / eco .

Soit no te! q11^ ^oc (0 et No ^ M ce qui prouve que x
appartient à E^, No. On applique alors le théorème de Baire
qui montre qu'il existe un E^ ̂ ' d'intérieur non vide d'où
le résultat.

Remarquons que si la fonction est à valeurs dans un espace
non norme la conclusion du lemme peut être fausse comme
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le montre l'exemple suivant où F = E x E et f = i X i
(i étant l'application identique de E == Ei == Eg espaces
de Fréchet).

Du théorème 2.2. et du lemme 2.1. on déduit le théorème de
Hartogs :

THÉORÈME DE HARTOGS. — Soit Q un domaine de Ei X Eg
(espaces métrisables complets) et f une fonction définie sur Q
à valeurs dans un espace localement convexe, séparément analytique
des variables x^ et x^. La fonction f est alors analytique de
l'ensemble des variables.

Démonstration. — La fonction f est G-analytique. En effet
pour tout couple (a, b) et (a', &') de points de Ei X Es
la fonction f (a + zb, a + z V ) est séparément analytique
en z et z ' donc (théorème de Hartogs en dimension finie)
analytique de l'ensemble (z, z } d'où l'analyticité en z sur
la diagonale z == z\ Pour tout u de F', u o f est G-ana-
lytique dans Q et séparément continue donc analytique dans
Q tout entier par le lemme 2.1 et le théorème 2.2. D'où
l'analyticité de f dans û par la proposition 2.5 démontrée
plus loin. Dans la fin de ce paragraphe nous démontrons le
théorème 2.2. ainsi que diverses propriétés des fonctions
G-analytiques.

La proposition suivante se démontre en considérant la
restriction de la fonction aux sous-espaces vectoriels de dimen-
sion finie de E où le résultat est connu [20].

LEMME 2.2. — Soit E un espace vectoriel topologique quel-
conque et v une fonction plurisousharmonique homogène d'ordre
p > 0 alors v est positive et log v plurisousharmonique.

COROLLAIRE. — Si p est une semi-norme continue sur E
la fonction log p{a) est plurisousharmonique.

Rappelons le résultat suivant de P. Leiong [22 b] qui permet
d'introduire la notion de fonction plurisousharmonique sur
les variétés Banachiques.

PROPOSITION 2.3. — Soient y : E -> F une application analy-
tique (où E et F sont des espaces vectoriels topologiques
séparés, F complet) et v une fonction plurisousharmonique
sur F. Alors v o ç est une fonction plurisousharmonique.

20
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COROLLAIRE. — Si p est une semi-norme continue sur F
la fonction log p o y es< plurisousharmonique.

Nous aurons besoin du

LEMME DE SCHWARZ. — Soit <p : C —^ F une fonction ana-
lytique dans \z\ < 1 d valeur dans F espace vectoriel topolo-
gique localement convexe séparé et supposons que pour une semi-
norme p sur F, p o ^(e10) ^ M < + oo et <p(0) == 0.

Alor5 pour tout \z\ ^ 1, on a p o y(^) ^ Mjjs).

Démonstration. — y est analytique au voisinage de 0
et nulle en 0 donc ç(z) = a^z + • • • La fonction

f(^z) = •±{—1 == ai + ^2^ + • • • est analytique dans le disquez
\z\ s$ 1$ la fonction p ° f est sousharmonique dans \z\ < 1
et po/'(e19) < M.

Le principe du maximum entraîne p o f(^z) < M pour tout
\z\ ^ 1 et p o y^) == p ["îî l = 1 p o <p(z) d'où le résultat.

L z j j z\
La proposition suivante permet lorsque F est norme de

remplacer la notion d'application continue par celle plus
maniable d'« application localement bornée ».

PROPOSITION 2.4. — Soient f: E —> F une application
G-analytique, F un espace localement convexe et E séparé.
Si f est localement bornée elle est continue. La réciproque est
vraie lorsque F est norme.

Démonstration. — Montrons que si f est localement bornée
en OQ elle est continue en OQ, c'est-à-dire que pour tout £ > 0
et pour toute semi-norme p sur F il existe un voisinage V
de l'origine dépendant de £ et p tel que

p[f{a + ao) — /*(ao)] ^ £

pour tout point a de V.
Soit âç + Vi un voisinage disque de OQ où la fonction f

est localement bornée; p o /'(Vi) ^ Mp < + °° pour toute
semi-norme p sur F. Posons 9^) = f{^ + ^o) — /^o)
c'est une fonction analytique de X e C ou identiquement nulle
dans |^1 ^ 1 et pour tout a de Vi on a

PW)] = p[/'(A + ao) - f(ao)] ^ 2M, et 9,(0) = 0.
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Le lemme de Schwarz entraîne que, pour tout

|X| ^ 1, p o y(X) ^ |X|2Mp

c'est-à-dire que p[/'(^»+ ^o) — f(^o)] ^ 2Mp|X| pour tout a
de Vi et |X| ^ 1. Ayant fixé £ choisir un Xp tel que

"'1=^1-Pour tout a' de l'ensemble ,.,- Vi le point a == —
appartient à Vi donc p p

P o W + Oo) - A^û)]

= P [^pf + ̂  - /^o)] ^ 2M,|X,| - £

d'où la proposition en prenant V = ,.— Vi ;

Notons l'exemple suivant qui montre que lorsque F n'est
pas norme une application G-analytique peut être continue
sans être localement bornée : E = F sont des espaces d e
Fréchet et f est l'application identique.

Le résultat suivant permet de se ramener à l'étude des
fonctions analytiques à valeurs scalaires.

PROPOSITION 2.5. — Soient E et F deux espaces vectorie Is
topologiques séparés E métrisable et F localement convexe.
Pour qu une application f de Q c E dans F soit analytique
il faut et il suffit que u o f soit une fonction analytique pour
tout u de F'.

La condition est évidemment nécessaire. Montrons qu e
lorsque F est norme elle est suffisante : on sait d'après le
théorème 2.1. que f est G-analytique, il reste à montrer que
c'est une fonction continue; l'espace E étant métrisable
et F norme il suffit d'après la proposition 2.4. de mont rer
que f est bornée sur tout compact. Soit K un compac t
quelconque de û. L'ensemble u o f{K) est compact don c
borné pour tout u de F7; l'ensemble f(K) étant faiblemen t
borné [i.e. borné pour la topologie faible o-(F, F')] est alors
fortement borné d'après le théorème de Banach-Macke y.

Rappelons maintenant le résultat suivant de [4] : si F est
un espace vectoriel localement convexe séparé et (pi) u n
famille de semi-normes définissant sa topologie, désig non
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par Fi l'espace de Banach complété de l'espace norme
associé à la semi-norme pi et par <pi l'application canonique
de F dans F;. La topologie de F peut être alors définie
comme la moins fine des topologies qui rendent continues les
applications y» et pour qu'une application f de E dans F
soit continue il faut et il suffit que pour tout i l'application
(pi o /* de E dans F; soit continue.

Pour tout i fi = y; o f est une application à valeurs dans
l'espace norme F; et pour tout élément l de ¥[ l'application
l ° fi est analytique car l o ^ == l o <p^ o f et l o <p^ est un
élément de F7. D'après la première partie de la démonstration
l'application f^ est analytique donc continue ce qui prouve,
par ce qu'on vient de rappeler, la continuité de /*.

Le lemme suivant sera utile plus loin :

LEMME 2.3. — Soit fn{^) une suite de fonctions continues de
û c E -> F (ÎL espace de Baire, F norme) ayant une limite f{x)
en tout point de Q. Alors V ensemble des points où f est locale-
ment bornée est un ouvert partout dense dans Q.

Soit p la norme de F, l'ensemble des points où la famille
(p o fn)neyf es^ localement bornée supérieurement est partout
dense; en effet montrons que tout ouvert co de û contient
un ouvert où p ° fn est une fonction bornée. Pour tout entier k
l'ensemble

Ffc.n == {a e co|p o f^a) ^ k}

est fermé dans œ et F^ = | ] F^re est un ensemble fermé
n

et comme co === u F^ il existe un indice À*o tel que F^ ^ ^.

COROLLAIRE. — Soit (fn) une suite d'applications analytiques
û c E —>- F telle que la suite fn{^) ^ une limite f(x) en tout
point de Q. Alors f(x) est analytique sur un ouvert partout
dense de Q.

LEMME 2.4. — Soit (E métrisable complet, F norme)
d'applications continues fn: Q c E —^ F telle que S/n(^)
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converge en tout point de Q. Alors l'ensemble A des points
de Q où la famille {fn) est localement bornée est un ouvert
partout dense de Q.

C'est évidemment un ensemble ouvert. Pour le reste, on se
base sur le fait que la suite p o f^x) tend vers 0 en tout
point de Q lorsque n tend vers oo. Donc pour tout x
de Q et sup p o f^(x) < + °° •

n
Le théorème classique de Baire entraîne que l'ensemble des

points où la famille p o f^Çx) est localement bornée est un
ouvert partout dense.

Donnons maintenant quelques propriétés des applications
définies comme somme d'application polynomiales homogènes
continues.

Soit Ai = 1 J XA l'enveloppe disquée d'un ensemble A,
1 x 1 ^ 1

notons tout de suite que toute application polynomiale homo-
gène l bornée sur un ensemble A est aussi bornée sur
son enveloppe disquée Ai; plus précisément pour toute
semi-norme p sur F l'inégalité p o Z(A) ^ M entraîne
p o Z(Ai) < M.

PROPOSITION 2.6. — Soit f{x) = ̂  ln(x) une série conver-
n^Q

géant pour tout x d'un ouvert Q disque à l'origine où les
fonctions l^ sont des applications polynomiales homogènes de
degré n de E dans F (E séparé, F localement convexe
séparé). Si la fonction f est bornée dans Q la famille (In) est
uniformément bornée dans Q et réciproquement si (l^) est une
famille uniformément bornée dans Q, pour tout £ > 0, la
fonction f est bornée dans (1 — £)û.

Démonstration. — a) Supposons la fonction f bornée dans
Q ; pour toute semi-norme continue p sur F on a :
p o f(Q) ^ Mp < + oo

à /»27C

W=- f f{x^e-^d^
^ J o

Donc pour toute semi-norme p sur F on a
4 /»27C

P ° W < — p o f(x^) d9 < Mp < + oo
•"TC Jo
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puisque xe^ appartient à Q pour tout x de û. Ce qui
montre que la famille (ÎJ est bornée sur Q.

b) Réciproquement supposons que pour toute semi-norme p
sur F on ait p o ^(Q) < Mp < + oo où Mp ne dépend pas
de n. Pour tout £ > 0 soit Qg == (1 — £)Q. Pour tout

x'x9 de Qg le point x = -——— appartient à Q donc
J. — £

p o l^x') ^ (1 — £)"p o ln[x) ^ (1 •— e^Mp. On en déduit que
4

p o /•(a/) == p o [S^(^)] ^ Sp o l^x') ^ —Mp pour tout '̂

de Qg c'est-à-dire que la fonction f est bornée sur Qg.

PROPOSITION 2.7. — 5oi( In une suite d'applications poly-
nomiales homogènes de degré n de E dans F, F localement
connexe, telle que f {x) == S^(o?) converge pour tout x d'un
ouvert û de E disque à l'origine. La fonction f est alors
G-analytique dans û.

Démonstration. — Le lemme d'Abel montre que la restriction
de f aux droites complexes D passant par 0 est analytique
sur D n Q. Soit D une droite complexe ne passant pas par
l'origine, notons ED l'espace vectoriel engendré par la droite
D et l'origine. L'ensemble Q n D est un ouvert de D et sur
son enveloppe disquée qui est égale à Q n ED la fonction f
est analytique. On applique le lemme à la fonction de deux
variables complexes f (î^a + TC&) pour des points a et b
pris dans une même composante connexe de D n Q, la restric-
tion de la fonction f à D n Q est alors analytique sur chaque
composante connexe d'où le résultat en faisant t, = 1.

LEMME 2.5. — Une application polynomiale homogène l{x)
de E dans F fE quelconque, F localement connexe) bornée
sur un ensemble XQ + A où A est disque en 0 est bornée sur
l'ensemble A' = 1 J {\XQ + A}. De manière plus précise

1x1^1
pour toute semi-norme continue l'inégalité

p o I(XQ + A) ^ Mp < + oo

entraîne p o ^(A') ^ Mp < + °°-
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Démonstration. — [13] ; soit un élément a de A, la fonction
IÇ^XQ + A) est analytique pour |X| < 1 donc p o l est
sousharmonique et atteint son maximum sur la frontière en
un point \Q tel que [Xo[ = 1, d'où, A étant disque,

p o I{\XQ -\- a) ^ p o IÇ^QXo + a)
= p o l{xo + ^o"10) ^ Mp < + oo.

COROLLAIRE DE LA PROPOSITION 2.7. — Lorsque E est
métrisable complet, F norme et les l^ continues il existe un
voisinage disque de V origine où la fonction f est analytique.

En effet c'est une fonction G-analytique et d'après le
lemme 2.4. la famille {In) est bornée dans un ouvert XQ + A
qu'on peut supposer disque en XQ.

La famille est alors bornée sur l'ensemble

Ai = u ̂  + A)
m<i

qui est un voisinage ouvert et disque de l'origine. La propo-
sition 2.6. entraîne que f est bornée dans le voisinage
(1 — &)Ai de l'origine donc analytique.

Montrons maintenant qu'en fait la fonction f est analytique
dans Q tout entier.

THÉORÈME 2.3. — Soit {In) une famille (Kapplications
polynomiales continues et homogènes de degré n d'un ouvert Q
de E disque à V origine à valeur dans F (ÎL espace métrisable
complet et F espace de Banach) telle que pour tout x de Q
la série f{x) = ̂ ln{^) converge. La fonction f est alors ana-
lytique dans Q.

Démonstration. — On sait déjà que la fonction f est G-ana-
lytique dans Q et localement bornée sur un ensemble partout
dense de Q. Soit x un point quelconque de Q, la fonction f
admet un développement f {x + h} = ïl'nÇh) qui converge,
d'après la proposition 2.1., en tout point d'un ouvert disque
x + (0 de Q et comme ce développement est unique on en
conclut, par comparaison avec SZn(o? + ^) ordonné en poly-
nôme homogène de h, que les fonctions l'n sont continues.
Le corollaire de la proposition 2.7. montre que la fonction f
est analytique dans un voisinage de h = 0 donc en x.
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THÉORÈME 2.4. — Soit f une fonction G-analytique dans
un domaine Q! d'un espace métrisable, complet E à valeurs
dans un espace de Banach F. Uensemble des points où la
fonction f est continue [ou, ce qui retient au même, localement
bornée] est à la fois ouvert et fermé.

Démonstration. — Notons Q' l'ensemble des points de Q
où f est localement bornée et Q" == Q —- Q' et montrons
d'abord une propriété de Q! plus forte que le fait d'être un
ouvert : « si a appartient à Q' le plus grand ouvert disque
en a, noté a + &a? contenu dans Q est en fait contenu
dans Q' ».

En effet, pour a dans Q' la série f(a + h) == ̂ InW q111

converge pour tout h de Og, comme f est bornée au voisi-
nage de h == 0, les In sont continues et la fonction f(a + h)
est d'après le théorème 2.3. analytique donc localement
bornée dans a + 6^.

Supposons maintenant que Q" 7^ ^ et soit b un point
de û"; l'ensemble des points x tels que x— h appartient
à 63; ne peut pas être contenu dans Q' par le raisonnement
précédent. Or c'est un ouvert contenant b ce qui montre que
û" est ouvert.

Le théorème 2.2. énoncé au début de ce paragraphe se
démontre aisément. En effet, si f est à valeurs dans un espace
F localement convexe pour tout u du dual F' on applique
le théorème 2.4. à la fonction u o f qui est alors analytique
scalaire; la proposition 2.5. entraîne que la fonction f est
analytique.

Remarquons pour terminer que nous ne nous sommes pas
servi de l'hypothèse de convexité pour l'espace E sur lequel
sont définies les fonctions.

Le problème est ouvert de savoir si dans le Théorème 2.2. on
peut remplacer <( continue » par « localement bornée ».

3. Applications.

Nous allons nous servir de la proposition 2.6. pour
retrouver par une autre méthode le résultat suivant de [22 a] :

THÉORÈME 2.5. — Pour toute application analytique f de E
dans F [espaces de Banach] le rayon de majoration R(a?) est
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tel que — log R(a;) est une fonction plurisousharmonique
continue ou identique à — oo.

En tout point x le rayon de majoration ï{[x) d'une appli-
cation désigne la borne supérieure des rayons des boules centrées
en x sur lesquelles l'application est bornée. C'est, lorsque f
est continue, une fonction strictement positive et continue car
pour tout \\x — '̂|| < £ on a

R{x) — £ ^ R{x') ^ R{x) + £.

Soit Q un domaine où la fonction est définie; pour tout
point x de Q développons la fonction en série

f(x + h) = S^; h)

qui converge pour tout h de la plus grande boule B centrée
en 0 telle que x + B soit contenu dans Q $ de plus les
applications ^(rc; h) sont analytiques de l'ensemble (x, h)
et polynomiales en h homogène de degré n. Pour tout x de
Q, soit R(.r) la borne supérieure des rayons des boules
centrées en 0 sur lesquelles la famille (Q) de fonctions de
la variable h est bornée, cela équivaut à dire d'après la
proposition 2.6. que î{{x) est la borne supérieure des rayons
des boules centrées en 0 sur lesquelles f(x -\- h) est bornée.
Le rayon de majoration est alors donné par la « formule
d'Hadamard » :

^
— log R{x) = lim sup — log F sup \\ln{^', A)[|1

raoo n Li i / i i i=i J

qui prouve, la continuité étant déjà acquise, la plurisous-
harmonicité de — log R(rc).

Montrons maintenant qu'il y a la même relation qu'en
dimension finie entre les fonctions v pluriharmoniques
(i.e. P et — v sont plurisousharmoniques) et les fonctions
analytiques :

THÉORÈME 2.6. — Pour toute fonction v définie sur un ouvert
connexe Q d^un espace sectoriel topologique, telle que v et — v
soient plurisousharmoniques, il existe dans Çî une fonction
analytique f telle que Re f == P.

Démonstration. — On peut supposer que Q contient
l'origine; soit alors D une droite complexe passant par 0,
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la restriction de v à D n Q notée v\^ est harmonique et il
existe une fonction /r> analytique dans D unique telle que
Re /D == VG et Im /i>(0) ==0. Si D ne passe pas par 0
on considère le sous-espace de dimension finie engendré par D
et l'origine. Sur ce sous-espace, v est pluriharmonique et
on sait (on est en dimension finie) qu'il existe une fonction
analytique notée encore /r> unique telle que Re /D == ^|D et
Im /D(O) = 0. Montrons que ceci définit bien une fonction f
sur E.

Soit a un point de E, D et D' deux droites quelconques
passant par 0, /D et /n' les fonctions définies précédemment,
il faut montrer que f^a) == /D'(^). Pour cela on considère la
fonction analytique /i sur le sous-espace Ei engendré par
D u D' u {0} unique telle que Re fi == (^nû et ^m fiW = 0.
En prenant ses restrictions successivement à D et D' on
obtient l'égalité cherchée. La fonction f est donc G-analytique
et il reste à montrer qu'elle est continue c'est-à-dire localement
bornée. En tout point a de Q la fonction Re f = v est
continue donc bornée dans un voisinage disque co en a,
|p(co)| < M < + °°- La fonction e1 est G-analytique et
bornée dans co puisque \ef\ = e^^ C'est donc une fonction
analytique et il en est de même de /*.

On peut en se servant du corollaire du lemme de Hartogs,
retrouver de manière simple un théorème de Vitali [voir [13]
dans le cas où F et F sont des espaces de Banach].

THÉORÈME DE VITALI. — Soient E et F des espaces de
Fréchet, û un ouvert connexe de E et (f^) une suite de fonc-
tions analytiques localement uniformément bornées de E dans F
telle que pour tout x dans un ouvert co c Q la suite fn{x)
tend vers une limite. Alors la suite {f^) tend vers une limite
uniformément sur tout compact de Q et cette limite est une fonc-
tion analytique.

Démonstration. — On va montrer que fp{x) — fq(x) tend
vers zéro uniformément sur tout compact de Q. Pour toute
semi-norme N continue sur F et pour tous entiers positifs
p et q les fonctions V^.g == log î^[fp(x) — fq{x)} forment
une famille localement bornée de fonctions plurisousharmo-
niques. Pour tout N la fonction lim sup V^g(^) = Vf^Çx)

p,q oo
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est donc une fonction de classe Mo qui, d'après l'hypothèse,
est égale à — oo sur œ ; cela entraîne que W^ est identique
à — oo sur Q : en effet, soit a un point de Q — co, consi-
dérons une droite complexe passant par a et coupant co.
La restriction de W^ à D n Q est de classe Mo i.e. quasi-
sousharmonique (ou — oo) or D n G) est un ouvert et il
est bien connu que pour une fonction quasi-sousharmonique
l'ensemble {W = — 00} ne peut contenir aucun ouvert
du plan.

Donc V^ç(rc) —> — oo pour tout p,ç —> + oo. Le corollaire
du lemme de Hartogs entraîne pour toute semi-norme N
sur F la fonction V^g tend vers — oo uniformément sur
tout compact i.e. fp{x) — fq(x) tend vers 0 uniformément
sur tout compact de Q. La fonction limite existe donc en
tout point, elle est localement bornée et ses restrictions aux
droites complexes sont analytiques d'où le résultat.

Remarque. — On aurait pu prendre une condition plus géné-
rale, par exemple : « la suite fn{x) a une limite en tout point
d'un ensemble A qui n'est pas de classe P ». (La notion
d'ensemble de classe P sera définie au paragraphe suivant).



CHAPITRE III

PROLONGEMENT DES FONCTIONS
PLURISOUSHARMONIQUES OU ANALYTIQUES

1. Notion d'ensemble de classe P.

Nous généralisons ici aux espaces de dimension infinie des
résultats du mémoire de P. Leiong [18] « Ensembles singuliers
impropres des fonctions plurisousharmoniques » en reprenant
l'idée directrice qui consiste à étudier le prolongement des
fonctions plurisousharmoniques et en déduire des théorèmes
de prolongement pour les fonctions analytiques.

On essayera de se ramener aux fonctions analytiques sca-
laires pour lesquelles les résultats sont plus simples en étudiant
les fonctions u o f où u est une forme linéaire continue
sur F en se servant des résultats du Chapitre 11.

Le problème consiste d'abord à déterminer une classe
d'ensembles « assez petits » sur laquelle on puisse, moyennant
certaines hypothèses, prolonger une fonction plurisoushar-
monique. Dans G" cette classe est celle des ensembles R2"-
polaires [i.e. contenus dans l'ensemble des points où une fonc-
tion sousharmonique vaut — oo] qui est une classe contenant
les ensembles C^-polaires (définis de la même manière à
l'aide d'une fonction plurisousharmonique). Dans un espace
vectoriel topologique séparé E introduisons la classe d'en-
sembles suivante qui va jouer un rôle analogue à la classe des
ensembles R^-polaires dans C71 :

DÉFINITION 3.1. — Un ensemble sera dit de classe P
dans un ouvert connexe Q d'un espace sectoriel séparé s'il est
contenu dans un ensemble A de Q tel que A ^/b Q et pour
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toute droite complexe D V ensemble A n D est un ensemble
polaire (dans D) ou une composante connexe de A n D.

Exemple d'ensembles de classe P : tout hyperplan, tout
sous-espace de dimension finie ou plus généralement tout sous-
espace admettant un supplémentaire topologique.

En reprenant un raisonnement de Sierpinski (Fund. Math. 1-
1920) on peut, dans G", construire un ensemble qui coupe
toute droite complexe en deux points (c'est donc un ensemble
de classe P) mais qui n'est pas mesurable.

On peut donner en dimension finie la précision suivante :

PROPOSITION 3.1. — Soit A un ensemble mesurable de
classe P dans un domaine Q de C71. Uintersection de A
avec le sous-espace réel R71 est de ^-mesure nulle.

Démonstration. — Identifions G" à R" X R" et montrons,
en posant Qo == Q n ^n? q116 mes (A n Qo) > 0 entraîne
QO n A = Qo. Soit B un ensemble mesurable de R", s'il
existe un point OQ de R" tel que pour toute droite D'
passant par OQ l'ensemble B n D' est de mesure nulle sur D',
l'ensemble B est alors de mesure nulle. Supposons donc
que mes (A n Qo) > 0 et soit a' un point quelconque de Q,
d'après ce que l'on vient de voir il passe par a' au moins une
droite D' telle que mes (A n D') > 0 sinon A n Qo serait de
mesure nulle; la complexifiée de D', notée D, contient a' et
coupe A suivant un ensemble de mesure linéaire non nulle.
L'ensemble A n D ne peut donc être un ensemble polaire
de D d'où A n D == Qo n D ce qui montre bien que a'
appartient à Qo. Soit (OQ X COQ un ouvert convexe de Q
on vient de voir que si mes (A n 0)0) > 0 on aura A n (OQ = ̂ o
(nous écrivons œo pour (OQ ^ {0}). Pour tout a de c^o X cji>o
soit D une droite complexe passant par a et un point a'
de (OQ ; elle coupe A suivant un ensemble qui est de mesure
linéaire positive donc A n (c^o X oûo) === D n (<^o ^ ^o) V11

prouve que a appartient à A. On a donc une contradiction
car A ne peut contenir un ouvert de C71.

Dans tout ce qui suit Q désignera un ouvert connexe d'un
espace vectoriel topologique séparé de dimension infinie.

Comme en dimension finie on dira que A est polaire dans Q
ouvert d'un espace vectoriel topologique séparé s'il existe une
une fonction plurisousharmonique V dans Q telle que
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Ac {^€=Q|V(o;) = — 00}. L'ensemble A sera dit localement
polaire dans Q si tout point de A admet un voisinage
Qi c Q tel que A n û; soit polaire dans Qi. On voit qu'un
ensemble polaire ou localement polaire est de classe P mais
que la réciproque n'est pas toujours vraie. Il suffit de considérer
l'hyperplan {x\ log | u{x)\ •== — oo} où u est une forme
linéaire non continue sur E.

Donnons quelques propriétés simples de ces ensembles.

PROPOSITION 3.2. — Toute réunion dénombrable ^ensemble
de classe P dans un ouvert Q est de classe P ou Q tout
entier.

La démonstration se fait en considérant les intersections
de Q avec les droites complexes et en appliquant le résultat
connu dans le cas du plan.

Une proposition semblable se démontre exactement de la
même manière qu'en dimension finie pour les ensembles
strictement polaires dans Q (i.e. définis à partir d'une fonction
plurisousharmonique V ^ 0 dans Q). La réunion dénom-
brable est alors strictement polaire dans Q (ou éventuelle-
ment, si Q n'est pas un espace de Baire, Q tout entier) [8J.

Appelons ensemble négligeable dans Q un ensemble A tel
qu'il existe une suite croissante de fonctions V^ plurisous-
harmonique dans Q telle que W == lim V^ ait une régu-
larisée W* bornée en tout point et que A c {W < W*}.

PROPOSITION 3.3. — Tout ensemble polaire dans û est
négligeable.

Démonstration. — Soit A c {V = — 00} == A' un ensemble
polaire dans Q et notons

Ai = {xe Q|V(n;) ^ 0} c'est un ensemble fermé,
A^ = {a;eQ|V(oO < 0} = Q - Ai.

La fonction
A == V(a) si a e= Ai

W(a) = sup — V(a) == 0 si a e Ag - A'
re^i n • A /=== — oo si a e A

est limite d'une suite croissante de fonctions plurisousharmo-
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niques dans Q et
,,̂  _ {V(a) si a e Ai
W ——— 1 /-\ • A(0 si aeAg .

c'est-à-dire que W* == sup (V, 0) est une fonction plurisous-
harmonique avec A c A ' = {W < W*}.

On sait que si l'ensemble négligeable {W c W*} est tel
que W* est pluriharmonique (W* et -W* plurisous-
harmonique) la réciproque est vraie (même démonstration
qu'en dimension finie). Si on ne fait aucune restriction sur
l'espace E un ensemble négligeable peut ne pas être polaire
(ou même de classe P) puisque l'exemple de [7] montre qu'un
ensemble négligeable peut être l'espace E tout entier.

Notons l'exemple suivant d'ensemble polaire dans un espace
de Fréchet E qui est un sous-espace partout dense :

Soit E l'espace des suites de nombres complexes tendant
vers 0. Notons En l'espace des suites de nombres complexes
nuls à partir du rang n; la réunion des E^ est un sous-espace
dense de E Montrons que c'est un ensemble polaire dans E :
soit y{z) une fonction sousharmonique dans C telle que :

(.(G) == — oo
y{z) ^ 0 si \z\ < 1.

00

Définissons V(Z) = S Sn^n) où Z == (z^ . . ., ^, . . .) et
n==o

£„ ^ 0 c'est une fonction plurisousharmonique puisque en
tout point c'est la limite d'une suite décroissante de fonctions
plurisousharmoniques : Choisissons la suite £„ pour que
V > — oo en un point, donc V ^=. — oo ; pour un point a
qui n'appartient pas à u E^ on choisit ^ tel que
2£^(a^) > — oo. D'où le résultat cherché puisque l'ensemble
{V = — 00} contient la réunion des E^.

De même les espaces E/i définis ici et considérés comme
plongés dans l'espace lo des suites de nombres complexes
nuls saut un nombre fini sont polaires et u E^ == lç ce qui
montre que la réunion dénombrable d'ensembles polaires
peut, dans le cas métrisable non complet, être l'espace tout
entier.

Le lemme suivant est important pour la suite.
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LEMME 3.1. — Tout ensemble A déclasse P dans un domaine
Q de E est £ intérieur vide. De plus si A est fermé Q — A
est connexe.

Démonstration. — Supposons que A ne soit pas d'intérieur
vide c'est-à-dire qu'il existe un ouvert co non vide contenu
dans A. Soit 09 un élément quelconque de A. Pour tout
élément a de Q il existe un chemin de sommets OQ, a^ . . .,
a^ == a contenu dans Q. Soit Di la droite complexe définie
par les points a^i et a»; la composante connexe de A n Di
contenant OQ est identique à celle de Q n Dj contenant a
puisque c'est un ensemble polaire du plan et qu'il contient un
ouvert. La composante connexe de A n Da contenant ai
contient aussi un segment (Q n Di n D^) du plan donc n'est
autre que la composante connexe contenant ai de Q n D2
d'où 03 e= A. En continuant le raisonnement un nombre fini de
fois on voit que a appartient à A d'où la contradiction car
A ^ Q .

Supposons maintenant que A est fermé et montrons que
û — A est connexe : s'il ne l'était pas il existerait deux ouverts
non vides Qi et Qg ^s q116

QI n Û2 == ^ et QI u Û2 = û — A ;

de plus A = QI n ûa puisque A est un ensemble fermé
d'intérieur vide. Pour tout élément a de A soit Da une
droite complexe passant par a dont la composante Q' de
û n Da contenant a soit polaire. C'est un ouvert du plan
et les ouverts (Oi == Q' n Q^ ne sont pas vides ; en effet si oui
par exemple était vide cela entraînerait que cog n Q' = Q'
or a appartient à Q7 mais pas à 0)3 d'où la contradiction,
car on sait que dans le plan l'ensemble A n Q' est polaire et
fermé donc de complémentaire connexe.

PROPOSITION 3.4. — Soit V une fonction semi-continue
supérieurement dans un domaine de E et plurisousharmonique
sauf peut-être aux points où la fonction vaut — oo. Alors V
est plurisousharmonique dans tout û.

Il suffit de remarquer que les fonctions Vp == sup (V, — p )
définissent, lorsque p tend vers + °°5 une suite décroissante
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de fonctions plurisousharmoniques. La limite, qui n'est autre
que la fonction V, est alors plurisousharmonique.

PROPOSITION 3.5. — Soient deux fonctions V et W pluri-
sousharmoniques dans Q telles que V ^ W sauf peut-être sur
un ensemble A de classe P dans Q. Uinégalité a alors lieu
partout.

Il en résulte que deux fonctions plurisousharmoniques
égales sauf peut-être sur un ensemble de classe P sont iden-
tiques.

C'est une conséquence du lemme suivant :

LEMME 3.2. — Pour tout ensemble A de classe P dans Q,
^ensemble û — A est non effilé en tout point.

Rappelons qu'un ensemble B est dit effilé en XQ s'il
existe une fonction plurisousharmonique V dans un voisinage
de XQ telle que, si 9 désigne le filtre des voisinages de XQ :

lim sup ^f(x) < V(rpo)-
xe^
xGB

On voit, en prenant les restrictions aux droites complexes D,
que si B est effilé en XQ l'ensemble B n D est G-effilé en XQ
(ou Q n D). Si donc Q — A était effilé en XQ e A il existerait
une droite D telle que (Q — A) n D soit effilé en XQ ce qui
contredit le résultat classique dans le plan.

Soit donc un point quelconque OQ de A, on a

V(ao) === lim sup V(a)
ae^

aeD—DnA.

et la même chose pour W; donc V(ao) ^ W(ao) puisque
sur D — D n A on a l'inégalité V ^ W.

PROPOSITION 3.6. — Soient V et W deux fonctions sous-
médianes, W localement bornée supérieurement sur Q et A.
un ensemble de classe P; l'inégalité V ^ W sur Q — A
entraîne V* ^ W* sur Q. Si de plus W est plurisoushar-
monique, V ^ W sur Q — A entraîne V* ^ W sur Q.

Démonstration. — Remarquons — c'est utile pour les appli-
cations — que l'ensemble A n'est pas nécessairement fermé.
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Soit a un point quelconque de A. Sur Q — A on a
V ^ W ^ W*. Soit D une droite complexe passant par a
telle que D n A soit un ensemble polaire ; notons V la
régularisée de la restriction de V à D; V(a) est, dans le
plan, la limite de la moyenne de V prise sur les disques
centrés en a lorsque le rayon tend vers zéro [car un ensemble
polaire est de mesure linéaire nulle] donc sur D on a
V(a) ^ V'(a) ^ W*(a) ce qui montre que V ^ W* en tout
point de û; d'où V* ^ W*.

2. Théorèmes de prolongement.

THÉORÈME 3.1. (de Riemann). — Soient A un ensemble fermé
localement polaire dans un domaine û c E et V une fonction
plurisousharmonique dans Q — A. Si en tout point a de A.
il existe une fonction U plurisousharmonique dans un voisinage
de a telle que : « pour tout £ > 0 la fonction V + sU tend
vers — co suivant le filtre des voisinages de OQ dans Q — A ».

Alors V se prolonge de manière unique en une fonction
plurisousharmonique dans Q.

Démonstration. — L'unicité résulte de la proposition 3.5.
Montrons qu'on peut prolonger V en tout point de A. Soit
OQ e A et U la fonction plurisousharmonique bornée dans
un voisinage co de OQ.

Posons

Wg(a) = V(a) + £U(a) si a + OQ, aeco
W.(ao) = - a)

c'est une fonction s.c.s. dans co et plurisousharmonique sauf
peut-être aux points où Wg = — oo. C'est donc une fonction
plurisousharmonique dans OD tout entier. La fonction
W = lim Wg est limite d'une suite croissante (on peut, en

6=0

restreignant co, supposer U ^ 0) localement bornée de
fonctions plurisousharmoniques donc sa régularisée W*
existe et est plurisousharmonique. On a W*(a) = V(a) dans
a) — A sauf peut-être sur {U = — 00} qui est un ensemble
polaire; l'égalité a donc lieu dans co — A ce qui montre que
W* est le prolongement cherché.
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COROLLAIRE. — Soient A un ensemble polaire (ou plus
généralement localement polaire) fermé dans Q et V une
fonction plurisousharmonique dans û — A. Si en tout point
de A la fonction V est localement bornée supérieurement sur
Q — A elle se prolonge de manière unique à Q tout entier.

En effet il suffit d'appliquer le théorème en prenant pour U
la fonction qui définit l'ensemble polaire.

Plutôt que le théorème de Riemann ou son corollaire c'est
la proposition suivante qui nous sera utile :

PROPOSITION 3.7. — Soient dans un domaine Q un ensemble
fermé A de classe P et une fonction plurisousharmonique
dans Q — A. Si en tout point de A la fonction V est locale-
ment bornée supérieurement sur û — A elle se prolonge de
manière unique en une fonction plurisousharmonique dans Q
tout entier.

En effet posons
Vi(a) == — oo si a e A

=== V(a) si a ̂  A.

C'est une fonction localement bornée qui coïncide avec V
dans Q — A et qui est sous-médiane car sur toute droite
complexe sa restriction est identique à — oo ou coïncide
avec une fonction sousharmonique sauf sur un ensemble
D n P de capacité nulle où elle lui est inférieure ; sa régularisée
supérieure est donc d'après le théorème 1.1. une fonction
plurisousharmonique V^ qui coïncide avec la fonction V
sur Q — A et définit le prolongement cherché. L'unicité
résulte de la proposition 3.5.

COROLLAIRE. — Toute fonction V semi-continue supérieure-
ment dans Q et plurisousharmonique dans Q — A où A
est un ensemble fermé de classe P est plurisousharmonique
dans Q tout entier.

Nous allons maintenant démontrer des résultats pour les
fonctions analytiques à valeurs vectorielles en se ramenant
aux fonctions analytiques scalaires grâce au fait qu'alors la
fonction log|/'[ est plurisousharmonique.

THÉORÈME 3.2. — Soient A un ensemble fermé de classe P
dans un domaine û et f une fonction analytique scalaire dans
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û — A. Si en tant que fonction plurisousharmonique V == log\f\
se prolonge à Q tout entier^ la fonction f se prolonge par
continuité en une fonction analytique f dans û.

En dimension finie, ce théorème est dû à P. Leiong [18]
lorsque l'ensemble A est R^-polaire. Reprenons ici dans C71

la démonstration originale dans le cadre des ensembles de
classe P.

Écrivons f = u + i^, les fonctions u et v sont pluri-
harmoniques dans Q — A et l'hypothèse entraîne que |/*|,
| u| et | v\ sont localement bornées au voisinage de tout point
de Q — A. Les fonctions u et v se prolongent par la pro-
position 3.7. en des fonctions û et v plurisousharmoniques
dans Q ; le procédé étant linéaire — u et — v se prolongent
en — û et — v ce qui prouve que ù et v sont plurihar-
moniques dans Q. Ce sont des fonctions analytiques réelles
(en posant Zj = Xj + iyj) qui vérifient dans û — A les
relations de Cauchy :

où ôç} n i ôu i èv ' \ Qç, == — — — = 0, ^/ == — + — j j = 1, 2, . . . . n.
J ^j ^Vj ^Vj ô^

Pour tout / on a donc <py = 0 et '^j == 0 sur Q puisque
îj e^ '^j soï1^ dans Q des fonctions harmoniques des (xj, yj)
nulles sur Q — A. Pour tout j' = 1, . . ., n on a donc dans

Q : —/ = — <fj + -rr ^j Es 0 ce qui montre que la fonctionôz, 2 2
f = ù -\- w est analytique dans Q. Démontrons maintenant
le théorème lorsque Q est un domaine d'un espace vectoriel
topologique de dimension infinie. Soit a un point quelconque
de A et Di une droite complexe passant par a telle que la
composante connexe de A n Di qui contient a soit un en-
semble polaire. On peut appliquer le théorème de P. Leiong
qui montre que la restriction de f à (Q — A) n Di se prolonge
à Q n DI en une fonction analytique que nous noterons fi.
Il faut maintenant montrer que ce procédé définit bien une
fonction f dans Q c'est-à-dire que toute droite D passant
par a les fonctions fj) sont les restrictions à D d'une fonction
unique définie sur Q.

Soit Dg une autre droite complexe passant par a et
possédant les mêmes propriétés que Di ; montrons que
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f^a) == fz{a). Soit E' le sous-espace de dimension finie
engendré par Di et Dg on peut appliquer le théorème à /*JE»
qui se prolonge alors par continuité en une fonction f et sur
E' n Q. On a f\a) = fi(a) = /a(a) puisque sur D; — A n D(
les fonctions f et fi coïncident.

Soit maintenant une droite D' passant par a telle que
D' n A = D' n Q. Prenons un point a ' de Q qui appartient
au complémentaire de A u Di u D' et appelons E" le sous-
espace vectoriel de dimension finie engendré par {a"} u Di u D'.
L'ensemble A n E" est un ensemble de classe P dans E" n Q
sur lequel on peut prolonger la fonction f^.. en une fonction
/*" analytique sur E" n Q telle que f'\a) = fi(a). En
considérant un autre point a[ un raisonnement identique
montrerait que la restriction de /*" à D' ne dépend pas du
point a" choisi. On a donc défini une fonction f qui est
G-analytique dans Q tout entier. Si maintenant on appelle v
la prolongée à Q de la fonction P == log | f\, la fonction
log |jf[ est sous-médiane dans Q et coïncide avec v dans le
complémentaire d'un ensemble de classe P. D'après la propo-
sition 3.6. leurs régularisées sont égales en tout point de Q
ce qui montre que log \f\ ^ v sur Q. La fonction f étant
G-analytique et localement bornée est donc analytique dans Q.

Démontrons maintenant :

THÉORÈME 3.3. — Soient A un ensemble fermé de classe P
dans un domaine Q de E et f une fonction analytique dans
Q — A à valeurs dans un espace F localement convexe quasi-
complet. Si pour tout u du dual topologique F' de F la
fonction log | u o f\ se prolonge en une fonction plurisoushar-
monique dans û la fonction f se prolonge en une fonction f
qui est G-analytique dans û. De plus si E est métrisable f
est une fonction analytique.

Remarque. — Le théorème est encore vrai si on remplace
« quasi-complet » par : « l'enveloppe convexe équilibrée fermée
d'un compact est compacte ».

D'après le théorème précédent, pour tout u de F', la
fonction u o f se prolonge en une fonction analytique scalaire
f^ dans Q et il reste à montrer que ce prolongement définit
une fonction f sur Q telle que u o f = f^
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Soit a un point de A et 9 un filtre convergent vers a
dans Q — A. Pour tout u de F', u o f(9} est un filtre de
Cauchy dans F donc f{9) est un filtre de Cauchy dans ¥y
[i.e. F muni de la topologie faible o-(F, F')] et a une limite
notée Z/a) dans le complété faible Fy = F'* de F. Consi-
dérons l'application f: Q —^ Ê<j définie en tout point de Q
comme suit :

f{a) = f{a) si a e Q —- A
= lj[d) si a e A.

Comme (Fç)' c F' la fonction f de Q dans Fç est G-ana-
lytique car u o jf est analytique pour tout u de (Ê<r)'.
Pour terminer la démonstration il faut montrer qu'en fait f
est à valeurs dans F et non dans Py (i.e. jf(E) c F). Soit b
assez voisin de a pour que la droite complexe D définie
par les points a et b coupe A suivant un ensemble polaire
et que le cercle F des points de la forme a + be^ pour 6
variant de 0 à î^ soit contenu dans Q n D. La fonction f
étant G-analytique, on a dans F<j :

1 /^2^
/•(a)=^J f(a+be^dQ.

Or A n F est de mesure nulle sur F et de plus sur F — A n F
les fonctions f et f coïncident, d'où f{a) est égale à l'inté-
grale de la fonction f sur F — A n F, ce qui montre bien que
f{a) est un élément de F.

COROLLAIRE. — Soient A un ensemble fermé de classe P
dans un ouvert Q de E et f une fonction à valeurs dans un
espace vectoriel topologique localement convexe F, analytique
dans Q — A. Si f est continue dans û elle se prolonge en
une fonction analytique dans Q.

La continuité de la fonction f rend inutile l'hypothèse
« quasi-complet » et le théorème montre que f se prolonge en
une fonction G-analytique f qui coïncide avec la fonction f
dans Q d'où le résultat.

THÉORÈME 3.4. — Soient A un ensemble fermé de classe P
dans un domaine 0 de E, F un espace localement convexe
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quasi-complet et f une fonction de Q dans F analytique
dans Q — A telle que tout point de A admette un voisinage
{dans Q — A) où f est bornée. La fonction f se prolonge
alors de manière unique en une fonction analytique dans û.

Démonstration. — Les hypothèses entraînent par la propo-
sition 3.7. que pour tout u de F' la fonction log\uof\
se prolonge en une fonction plurisousharmonique dans Q;
on applique alors le théorème 3.3. à la prolongée f de f qui
est G-analytique et localement bornée supérieurement dans Q
donc analytique.

COROLLAIRE. — Avec les mêmes hypothèses sur A si on
suppose de plus que F est un espace norme la fonction f définie
et analytique sur Q — A se prolonge en une fonction analytique
f sur Q si et seulement si la fonction V = log [[/'[I se prolonge
en une fonction plurisousharmonique sur Q.

En effet soit a un point quelconque de A. Il existe un
voisinage de a où la prolongée Vp de log \\f[\ est bornée;
tout a de A admet donc un voisinage dans Q — A où f
est bornée et on applique le théorème.

THÉORÈME DE RADO. — Soit f une fonction continue dans
un ouvert Q de E à valeur dans F localement convexe et
analytique sauf peut-être aux points où la fonction s'annule;
la fonction f est analytique dans Q.

Démonstration. — Pour tout u de F' la fonction
V = log \u o f\ est semi-continue supérieurement dans Q et
plurisousharmonique sauf peut-être aux points où V = — oo
elle est donc plurisousharmonique dans tout Q. La fonction
u o f est analytique sauf peut-être aux points de l'ensemble
polaire {log \u o f\ == — 00} et f est continue sur Q ; u o f
est donc analytique dans Q tout entier d'où le résultat.

Prouvons en dimension infinie une généralisation, due à
P. Leiong [18] en dimension finie, du théorème de Rado :

THÉORÈME 3.5. — Soit f une application d'un domaine Q
de E dans un espace F norme, continue sur Q et analytique
sauf peut-être aux points a de û tels que les points corres-
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pondants (a, f(a)) du graphe G de f appartiennent à un
sous-ensemble e de G tel que :

1) e est fermé et localement polaire dans E X F
2) tout point de e est adhérent (dans G) à G — e.

La fonction f est alors analytique dans Q.
Remarquons d'abord que si U(a, w) est une fonction

plurisousharmonique dans un voisinage 60 d'un point
(ao, Wo) de E X F et f:E->F une fonction analytique
dans un voisinage (OQ de OQ tel que

WQ = f{ao) et d>o X f{^o) c 80.

La fonction ^(a) = U[a, f {a)] est une fonction plurisous-
harmonique dans o^o (ou identique à — oo). En effet c'est
une fonction semi-continue supérieurement et l'application
(i, f) : a -> (a, f{a)) est analytique.

Soit maintenant un point quelconque Ao == (ao, Wo) de e
montrons que la fonction f est analytique en OQ. Par hypo-
thèse il existe un voisinage co de Ao et une fonction U
plurisousharmonique dans a) tels que e n co c {U == — oo}.
Soient yo et ïi des voisinages assez petits de OQ dans E
et WQ dans F tels que :

1) Yo c ̂  et là fonction f est bornée sur yo î
2) nïo)^Ti;
3) Yo X Yi c co et la fonction U est bornée sur yo X Yr

Ce qui est toujours possible grâce à la continuité de /*.
Considérons la fonction ^(a) = U[a, f (a)] qui est alors

définie et semi-continue supérieurement dans •yo'? de plus elle
est plurisousharmonique sauf peut-être aux points où
y = — oo et la proposition 3.4. entraîne que v est plurisous-
harmonique dans Yo tout entier ou identique à — oo. On ne
peut avoir V == — oo dans yo car alors tout point de G
au-dessus de 70 []Le- 1e8 points [a, f Ça)] où aeyo] appar-
tiendrait à e et (ao, Wo) ne pourrait pas être adhérent à
G-e.

Soit maintenant ^ 1 = 7 0 ° (pî'o /F(°) ; c'est, dans yo? un

ensemble fermé et polaire puisque e^ c {V = — 00} n yo? la
fonction /* est continue dans yo et analytique en tout point
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qui n'appartient pas à un ensemble polaire fermé, c'est donc
une fonction analytique dans yo donc en particulier au point
OQ.

COROLLAIRE.—Soi t f une application (Sun ouvert connexe Q
de E dans un espace F norme, continue sur Q et analytique
sauf peut-être aux points a de Q tels que le point w = f{a)
n appartient pas à un ensemble localement polaire et fermé B
de F. La fonction f est analytique dans Q.

Il suffit de montrer que l'ensemble E X B satisfait aux
conditions du théorème. La première condition est évidente;
voyons la seconde : soient (a, b) un point de E X B avec
b == f{a) et ûi un ouvert de F contenant b ; Qi — B est
un ouvert partout dense de Qi, donc pour tout voisinage V
de b dans F il existe un point &' dans V n Qi — B. Comme
f est une fonction continue, /^(V) est un voisinage de a
et il existe un point a' dans la composante connexe de
/•-^V) qui contient a tel que &' == f{a) et (a', &') e G — e
(on a posé e = (E X B) n G où G est le graphe de /*).

Pour tout voisinage W dans E X F d'un point (a, b)
de G il existe un voisinage V de & tel que /^(V) X V c W.
Donc (a, 6) étant un point quelconque de e pour tout voisi-
nage W de (a, b) il existe un point (a', &') dans W n (G — e)
ce qui prouve la condition 2.

Si F est localement convexe la conclusion du Théorème 3.5.
et de son corollaire est encore vraie si on suppose de plus que
tout point de l'ensemble litigieux admet un voisinage où f
est bornée.

On peut en se servant des résultats précédents retrouver le
théorème suivant :

THÉORÈME 3.6. — Soit Q un domaine d'un espace sectoriel
topologique séparé E, f et g des fonctions analytiques scalaires
(g =1= 0) dans Q. Si pour toute droite complexe D où g ^= 0
la restriction /*|D est divisible par g^ la fonction f est divi-
sible par g.

Soit A = = { * T € = Q , gÇcc)==0}, c'est un ensemble polaire
fermé de Q et 0 — A est connexe. Dans Q — A la fonction

-/- == h est une fonction analytique qui se prolongera à Q
g
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si elle est localement bornée dans Q — A en tout point de A.
Soit a un point de A il existe, puisque g =^ 0, une droite
complexe D telle que a soit un point isolé de Q n D. On
peut donc choisir dans D n û un point b tel que g ne
s'annule en aucun point du compact K == {a + tby \t\ == 1}$
par continuité de g, il existe alors un voisinage ouvert de a
dans E tel que g ne s'annule pas sur CD + ^? M = l? avec
a) + tb c Q.
On a donc

^ ( a ) = 1 rf^^+b^dQ
gD 2lt Jo gD

pour tout a' de CD — {a} et les droites D correspondantes

définies par a et 6; soit M la borne supérieure de -/-

sur co -|- (&, |t| == 1 [au besoin on restreint <o] la fonction

-/- est donc bornée sur a) — {a} et J- se prolonge de
g , ,g

manière unique en une fonction analytique dans Q. Ce
théorème a été démontré par Gupta [12] lorsque E est un
espace de Banach; mais dans ce cas c'est une conséquence du

f
théorème 2.3. puisque par hypothèse h = J— est une fonction

&
G-analytique dans Q et continue dans l'ouvert {a|g(a) ^ 0}.

3. Application à un théorème sur les opérateurs différentiels
à coefficients constants.

Nous allons maintenant retrouver un théorème de division
en utilisant, suivant une idée de Schapira, la proposition 3.6.

Conservons les notations classiques de [16] et [23] et
rappelons quelques définitions :

Etant donné 9, un sous-espace (contenant les applications
coordonnées) de l'espace des fonctions entières sur C" noté
H(C71), on définit la ^-enveloppe h^K d'un compact K
de C71 par:

/^(K) = { z e C ^ V ç e ^ , Rey(^) < H^ç)}

où HK(<P) == sup Re y(js) est une fonction continue, positive-
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ment homogène d'ordre 1 et plurisousharmonique si K + ^.
Un ouvert Q de G" sera dit 9-convexe si pour tout compact
la condition K c Q entraîne h^K c Q.

Soit u une fonctionnelle analytique sur C", i.e. un élément
du dual topologique H'ÇCS"), on définit la transformée de
Fourier û de u par: û(9) = <u, <^> pour tout ç e 9, et

1
son indicatrice pu(?) .== l1111 SUP — l°g 1 ̂ 9 ^cp)! • La fonc-

(^.+00 (

tionnelle analytique u sera dite portable par le compact K
si pour tout voisinage Q de K on a :

|u(9)| < Csup[(p| pour tout 9 e HÇC").

Nous partirons de l'énoncé suivant de Kieselman [16] :

THÉORÈME 3.7. — Soit K un compact (ou un ouvert)
9'convexe de C"; alors ueH'(C71) est portable par K si et
seulement si :

pu(î) ^ H^y) pour tout y de 9.

Montrons comment on peut utiliser le théorème précédent
pour retrouver le résultat suivant de Malgrange :

THÉORÈME 3.8. — Soit û un ouvert de Runge de G"
(identifié à R2"^ et P(D^) un opérateur différentiel à coefficient

ô ,
constant en — alors

ôjSy

P(D^)ê(Q) == ê(Q).

C'est-à-dire que l'équation P(D)/*=g à une solution f
dans ë(Q) pour tout g de ê(Q) (espace des fonctions C00

à support compact dans Q). La transposée Tn sera définie
par ^Pa, <p> == <u, P<p> pour tout <p e 3). On considérera Q
comme un ouvert de R271 que l'on complexifiera en C2" et
on prendra 9 c H(C2") avec 9 = ̂  0^2 où ^i est l'espace
des formes linéaires holomorphes sur G2" et 3^ l'espace des
fonctions holomorphes de termes linéaires nuls sur C2" prove-
nant des fonctions holomorphes sur G".

L'ouvert de Runge Q est bien ^-convexe; en effet soit K
un compact quelconque de û, pour tout point z de Q — K
soit z e R271 auquel cas on sépare z et K par une fonction
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de H(C71) soit z^R 2" et on sépare par une forme linéaire
holomorphe sur C271.

Plutôt que le théorème démontrons la proposition suivante
qui est équivalente :

PROPOSITION 3.8. — Avec les mêmes hypothèses sur Q et P,
pour tout compact Ki c Q il existe un compact Kg c Q tel que :
u e ê'(Q) et ^PH e ê^ entraîne u e ê .̂

Remarquons qu'on peut prendre pour K^ l'enveloppe
^-convexe de Ki.

Démonstration. — D'après le théorème de 3.7. il faut montrer
que pour tout 9 de 9 on a l'inégalité: pu(y) ^ H^(ç).
Prenons un compact K qui est ^-convexe et montrons que
pu(ç) == p^ (<p) sauf sur un ensemble polaire de 9. En effet
si on écrit 9 == Ci + ^2 °ù 9i(2) = ̂  z) et Ï2 e ^2
on a alors: Pe^^ = P^Qe^^ d'où:

p^ (9) - lim sup 1 [log |P(^)| + Log | <u, ^+^)>| ].
" ( 00 t

P(^) est un polynôme de degré m sur C271 donc l'ensemble A

des Ç de C271 - 9^ tels que lim sup -"- log | P(^)| = — oo
est polaire. (

En effet si on décompose P = Pn + Pn-i + • • • PO en

m

polynômes homogènes on voit que A = | ) {^PK(^) ==0}.
A k=o

La limite pour t -> + °° de — log |P(^)| existe et est nulles/
en dehors de A qui est un sous-ensemble polaire de 9^ ;
on en déduit que A' == A X 2̂ est un sous-ensemble polaire
de 9 = ̂ i e^2 et que, pour tout ç ^ A', p<p (y) = pu(y).

Par hypothèse pour tout ç de ^5 p<p ^ H^ç); on
déduit de ce qui précède que pu(?) ^ ^^((p) pour tout
y de 9 — A'. L'ensemble A' étant polaire, HK une fonction
plurisousharmonique et pu sous-médiane dans 9 la propo-
sition 3.6. entraîne que l'inégalité à lieu partout; ce qui termine
la démonstration.



CHAPITRE IV

ÉTUDE D'UNE MÉTHODE DE SÉRIES DE FOURIER

Pour une fonction continue X(r) définie et positive pour
r > 0, croissante et tendant vers l'infini avec r la fonction
entière f est dite de X-type fini s'il existe des constantes
A et B telles que :

log|/'(.)| ^ AX(BH)

Rappelons le théorème suivant dû à Rubel :

THÉORÈME [30], [31]. — Une fonction entière f sur C
est de \-type fini si et seulement si on a V inégalité suivante:

\^{r,ïog\f\)\ ̂ ^T / c=o î ±lf • • •
où l'on a posé :

4 ^2Kc^iog\f\)=^ f loglA^6)!^6^.
Lorsque X(r) == r? on retrouve les fonctions d'ordre fini p

au plus, mais la notion de fonction de X-type fini permet
d'obtenir des croissances « intermédiaires », par exemple,
X(r) = rP(log r)P' ainsi que des croissances très rapides corres-
pondant à l'ordre infini comme e 6 9 ' 6 .

1. Fonctions sousharmoniques.

Soit V(z) une fonction sousharmonique dans C tout entier;
pour tout R > 0, on a la décomposition de Riesz, à l'aide de
la fonction de Green :

, ^ i R2 — azgn(z, a) = log
|R(a-^)|

V(^) = Hn(z) - f^ g(z, a) rfŒ(a), \z\ < R.
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Posons
\ /-»2ît

c,(r, V) = — ( v(r^}e^ rf6
An; Jo

Pour toute mesure de Radon G" positive, dont le support ne
contient pas l'origine, on notera :

a(r) = f d^a), et N(r, <r) = fc^) ̂
^|a|<r Jo v

S(r, A-, <r) = 1 f °̂, S'(r, A-, 0) = - f (a)" ̂ (a),
"* i/|a|^r a Kr J |a|^r

S(ri, rg, /c, (r) == S(ri, /c, a) — S(r2, k, (r), 7-1 < r^.

LEMME 4.1. — Soit V(js) UTze fonction sousharmonique dans
\z\ < R, ^ harmonique au voisinage de V origine; alors, si
2r < R:

(1) co(r, V ) = V ( 0 ) + f log-^(a).
J\a\^r \a\

(2) c,(r, V) = -I- fen.^ + -I- ̂  S'(R, /c, <T)

--l-S^r, À1, ^--l-r^r, R, /c, a).

(3) c_fc == Cfc si /c < 0

ou Ze5 &R^ son( donnés par îî^{z) = B.eÇLb^k^)'
Remarquons, en intégrant par partie, que (1) n'est autre

que la formule de Jensen :
L(r, V) = V(0) + N(r).

Démonstration :

Ck{r, V) = c^r, Hp) + ^ (^ — f g^a, z) rfa-(a))
== C'k + Cfc.

1) Calcul de c^ La fonction HR^) est harmonique donc
égale à son développement en série de Fourier qui est de la
forme :

HR(Z) = &K.O + -o- S ^.k^9 avec &K.-fc == &R,fc
z k^O

de plus

HK(O) = b^ == V(0) + f log ̂  ^(a).
^lal^r |^|
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2) Calcul de 4(r).
Notons

Ik(a) = ^(r, — g(z, a)) pour |a| ^ r, z = re19,
:^(a) == ^(r, — §(z, a)) pour r < \a\ ^ R.

On a :
W == ̂  W d^a} + J^H W d^a)

d'où en écrivant

- gn(z, a) = - log R - R. [log (l - ̂ ] + Re [log (z - a)]

et en prenant les coefficients de Fourier :

lo-log^-

„ 1 /arV 1 / a V . , .
Ik==^(^) ~~Yk{-7)' sl k > 0 '

Io=logl^

1 /nr^ 1 / r VTff - ^ - / t ^ ' X -*- / * \ • T r^
It=^(^) -^(^)' sl / f > o -

ce qui donne :

W = é: ïïr. f at ̂ (ff) - ̂  ér f ok ̂ (a)2/C K" J|a|^R 2/C 7* J|a|<r

1 ., r d(7(à) . y ^
— -Ofc r ——V» sl k > °-

^ ^^<|a|^R a

W = f log — <fo(a) + f log H ^(a)
Jia|^r -tt t/r<|a|^R -r»-

d'où la proposition en ajoutant c'jc et c^.
Donnons une expression plus simple des coefficients de

Fourier de la fonction v : Soit

c,(r, P) = ̂  6^ - ̂  ^(R) + -t ̂  S'(R)

+ -I- ̂ (r) - -I- S'(r).

On voit que si on note A(r, R) la somme des trois premiers
termes, la quantité r'^r, R) est indépendante de r. Soit
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0 < 7o < d(0, sup o-) (un tel FQ existe puisque ^ est harmo-
nique au voisinage de l'origine) on a : S(ro) = S'(ro) = 0 et

A
c^rç, ̂  = — a^rS d'où en multipliant c^(r, v) par r^ et en

ifaisant r = r^ on obtient a^ == &R^ — S(R) — -^ S'(R)

PROPOSITION 4.1. — 5i ^(js) est une fonction sousharmonique
pour \z\ < R, harmonique au voisinage de Vorigine, on a pour
r < R:

co(r, ^ ) = ^ ( 0 ) + f log-^(a),
«^jal^r PI

/ \ 1 / k l 1 k F ^(^)^(r, P) = -y a,̂  + „ ̂  -^/

^ ^A> J\a\^r a

+ .1 ^ a^ ^Œ(a) si /c > 0QL.^
z'^•' »y|aj^r

Ck{r, v) = c-^r, ^) si /c < 0,

où <r e^t la mesure (l^i^A^ et fcs a^ ^ont définis par
y^z) = R^Sa^) au voisinage de l'origine.

On dira qu'une fonction sousharmonique est de \-type fini
s'il existe des constantes A et B telles que :

^) ^ AX(BH).

Rappelons un lemme classique de la théorie des fonctions
sousharmoniques où L(^, r) désigne la moyenne de v sur le
cercle centré à l'origine et de rayon r :

LEMME 4.2. — Pour toute fonction ^(z) sousharmonique telle
que ^(0) > — oo, les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) v est de X-type fini.
(2) L(^+, r) ^ A'X(B'r), ^ = sup (^ 0).
(3) L(H,r) ^ A"X(B"r).

THÉORÈME 4.1.—Une fonction ?(z) sousharmonique dans C
et harmonique au voisinage de l'origine, est de \-type fini, si et
seulement si :

\ [ \\ ^ AÀ(Br) , ^ M\cie{r, P)| < . v ^ ^=0, ± 1 , ...,

où A et B sont des constantes ne dépendant pas de k.
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II est important de noter que ces constantes ne dépendent
que de la fonction de croissance À et non de v\ i.e. si

p(z) ^ A5i(B|z|) le théorème affirme que |^(r, v}\ < A^B^
\k\ + 1

où les constantes A' et B' ne dépendent que de A, B et
X(r) et réciproquement.

Pour des fonctions définies sur un espace de Banach, cela
nous permettra, au paragraphe 4, d'appliquer ce théorème à
la restriction de la fonction aux droits complexes passant par
l'origine.

Démonstration :
1) (ï=:=^) On se base sur l'inégalité :

o(r) = f d^d) ^ F Œ(() dt ^ F a(() dt = L(^ er)
^ \a\^r Jr v JQ v

et

1^,.)| < -|-|^,|r'-+^(^-y.(R)+^o(r)+^o(R).

Pour R == 2r les trois dernières quantités sont majorées par

C^ v /. Pour le premier terme on sait que H^z) est\k\ + 1
la plus petite fonction harmonique qui majore v sur \z\ = R
c'est-à-dire

HK(^) = ̂  f^ P(r, R, ô - y)^(R^) rfy
r»2 _ 2

où le noyau de Poisson P(r, R, ^) = ———.——-_———,
satisfait à l'inégalité : ^ R2 4- ^ _ 2Rr cos ^

|P(r, 2r, y + h) - P(r, 2r, ç)| < 12|A|

et d'après un théorème classique [35], les coefficients de Fourier

sont majorés en module par ——•
|/q

-l-|6B,,|rk=|c,(r,HK)|

< ér r"!^^9)! ^1 '̂̂ (̂  r' e - î)^"9 ̂ |'̂n .y—ît ^/_^;
. 12AX(2Br) . ^ ,

^-J^ l+1 SI R==2r-
21
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2) ("4=) l'inégalité de Parseval donne :

L(H^ r) = 21c,(r, p)pA^(Br)S^^^

d'où le résultat par l'inégalité de Schwarz et le lemme 4.2.

Conséquence du théorème 4.1.

THÉORÈME 4.2. — Si v{z) est une fonction sousharmonique de
\~type fini, on a, pour tout 1 s$ p < + oo,

[L(|^, r)]^ < AX(Br).

Réciproquement, si V inégalité précédente a lieu pour un p ^ 1,
^(z) e5( de \-type fini.

Dans un sens, la démonstration se fait grâce à l'inégalité de
Hôlder et, en sens contraire, lorsque q ^ 2, on applique le
théorème de Hausdorfî-Young [35] qui dit que la norme Lp

/ i 1 \de P est majorée par la norme lq des c/c { — + — == 1 )•
\P ? /

THÉORÈME 4.3. — Si ^{z) est sousharmonique de \-type fini,
il existe des constantes on et ? > 0 telles que :

Hexpa^-WM}, r] ^ 1+s .

Notons que les énoncés des théorèmes 4.2. et 4.3. ainsi que
leurs démonstrations reprennent dans le cas sousharmonique
ceux de [30].

Démonstration. — II existe (î > 0 tel que
k(^ r)\ A , y
-n^^w^' k z-

A

Posons F(6) == F(6, r) == .—, ^(re16), on peut supposer A
À(r)

assez grand pour que L(F, r) ^ A. D'après [35] (Vol. II,
p. 157, exemple 5), il existe une constante a ne dépendant
que de A et £ telle que L(exp {a|F|, r) ^ 1 + s d'où le
résultat.

Maintenant pour tout r fixé on a l'égalité au sens de L2 :

^) == 1 c,(r, ̂ .
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Le théorème suivant donne un résultat plus précis :
+00

THÉORÈME 4.4. — La série de Fourier S ck{rï ^)<?l/c9 d'une
——00

fonction sousharmonique converge ^(z), sauf sur un ensemble E
de î^-mesure nulle qui coupe les cercles centrés à l'origine
suivant des ensembles de mesure linéaire nulle.

Démonstration. — Pour tout r fixé 2[Cfc|2 log (|/c| + 1)
entraîne par le théorème de Plessner ([35]) que la série de
Fourier converge presque partout vers v. Or l'ensemble
{z\v(z) 7e 2^(r, ^e1^} est mesurable et coupe les cercles
|^| == r suivant un ensemble de mesure linéaire nulle d'où le
théorème.

2. Fonctions S-sousharmoniques
et indicatrice de Nevanlinna.

DÉFINITION 4.1. — Une fonction à valeur réelle w(z) est dite
â-sousharmonique dans C, s'il existe deux fonctions soushar-
moniques u et v telles que :

1) w est définie sur l'ensemble E des points où u et v ne
sont pas simultanément égales à — oo.

2) w == u — v sur E.
On dit que le couple (u, v) est une représentation de w.
Toute fonction S-sousharmonique admet localement une

décomposition de Riesz :

w(z) = H(z) — f g(z, a) cfo(a),

1 .avec une mesure cr = — Aw de signe quelconque (A dési-
2'n

ô2 \gnant le Laplacien —— )•0 A b z b z }
Les fonctions â-sousharmoniques peuvent être caractérisées

comme étant des fonctions localement sommables dont le
Laplacien — en tant que distribution — est une mesure et
égales en tout point à leur maximum en mesure.

DÉFINITION 4.2. — (u, P) est une représentation canonique
de w, si les mesures associées à u et v sont les parties positives
et négatives de la mesure associée à w et u(0) + ^(0) = 0.
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Remarquons que « la » représentation est définie à l'addition
près d'une fonction harmonique nulle à l'origine.

DÉFINITION 4.3. (équivalente). — (u, ^) est une représentation
canonique, si, pour toute représentation (U, V) de w, il
existe une fonction sousharmonique s telle que U == u + s

et V = ^ + s et 5(0) = 1 [U(0) + V(0)].

Pour toute fonction 8-sousharmonique w de représentation
canonique (u, ^) posons X' === sup (u, ?). On définit avec
Arsove [1] V indicatrice de Newniinna de w :

T(r, ^) = L(X', r).

Cette indicatrice est alors définie de manière unique en vertu
de la propriété de la moyenne des fonctions harmoniques.

Dans tout ce qui suit, on supposera que w est harmonique au
voisinage de l'origine et on posera :

W = f^^-^ W = Xi^l^)!-
Pour une représentation canonique, on a :

sup (u, v) == w^ + ^?
2 sup (u, v) = \w\ + u + ^5

d'où par la formule de Jensen :

(1) T(r, w) = L(çv+, r) + f" P(t) ̂  + P(O)
Jo l'

/̂ r ,J*
(2) 2T(r, ^)=L(|^|, r)+ ( ^(t) c-

Jo î

DÉFINITION 4.4. — Une fonction w S-sousharmonique sera
dite de X-type fini s'iZ existe des constantes A. et B telles que:

T(r, w) ^ AX(Br).

Remarque. — Une fonction S-sousharmonique est donnée en
général par une représentation (U, V) dont il est difficile de
savoir si elle est canonique ou non. Or :

sup (U, V) = sup (u, P) + s,



FONCTIONS PLURISOUSHARMONIÇUES ET ANALYTIQUES 485

d'où

L [sup (U, V), r] = T(r, ^) + L{s, r) > T(r, ç^) + s{0),

1avec s(0) == -^- [U(0) + V(0)], w sera donc de X-type fini, si,
^

pour une décomposition particulière non nécessairement
canonique,

L [sup (U, V), r] ^ AX(B r).

On dira qu'une fonction w à valeurs complexes est sous-
harmonique complexe (resp. S-sousharmonique complexe) si
ses parties réelles et imaginaires sont sousharmoniques (resp.
S-sousharmoniques). De telles fonctions seront dites de X-type
fini si ses parties réelles et imaginaires le sont.

Rappelons le lemme :

LEMME 4.3. — Si V(z, () est sousharmonique en z, sommable
en t pour une mesure pi positive à support compact, mesurable
pour la mesure produit, et si |V(z, ()[ < (p(z) localement
sommable :

w(z)=/V(z, t)dy.{t)

est une fonction sousharmonique.

COROLLAIRE. — Si la mesure y. est de signe quelconque
(resp. complexe) moyennant les mêmes hypothèses, w{z) est une
fonction S-sousharmonique (resp. S-sousharmonique complexe).

DÉFINITION 5. — Une mesure a de signe quelconque sera
dite de \-densité finie s'il existe des constantes A et B telles que:

N(r)= r^)^< AX(Br)
J o i

(ce qui équivaut à dire que o'4" et Œ~ sont de X-densité finie).

PROPOSITION 4.2. — Soit v[z) une fonction S-sousharmonique
dont la mesure associée est de \-type fini, alors :
\Ch{r, V)| ^ AX(Br) pour tout / c eN

, , ^, A'X(B'r) , . ,
^l^ v)! ^ J^F-T k=09 ±iï • • •
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COROLLAIRE. — Si y{z) est sousharmonique, l'inégalité
\ck(r, ^)\ ^ AX(Br) pour tout k de Z entraîne

, / „ . A'X(B'r) ,
l^5 ^1 ^ m . ^ / c = = o . ± 1. • • •

La démonstration se fait suivant un raisonnement de [32].
Les inégalités suivantes sont immédiates :

r er Jf. per J.

W < ^)-< f <S>(t)dt=^(er)
^ 0 v </0 î

|S'(r, fr, ^)| < — f l<ï|'Wa)| < ̂ (r) < 1 N(er)•
'l' t7 IaK^' "* n*

Supposons donc que N(r) ^ AX(Br). Il suffit puisque
c-k = Ck de démontrer la proposition pour k ^ 1.

Supposons donc que [^(r, V)| ^ AX(Br) pour tout k ^ 1.

On a : ^(r, V) = -J- ^(a, + S(r, /c, Œ)) + ^- S'(r, /c, (T). Pour

démontrer la proposition il suffit de montrer que

^|a,+S(^,.)l^^.

Or

rit|a,+ S(r, k, <r)| < 2[c,(r, V)| + \S'{r, k, cr)| < AX(Br);

notons r ' = A-r* d'où r ^ r' < 2r pour A- > 1. On a :

K + S(r, k, cr)| = |a, + S(r', k, a) - S(r, r', k, v)\
< |a,+S(r', /c, a)|+|S(r, r ' , k, cr)|

or
K+8(^,0)1,^,^

|S(r, .', ,, .)[ ^ 1 f l^ll^l^^AX^
^ Jr<|a|<r- H ^ ^

d'où le résultat (pour simplifier nous avons toujours noté
A et B les constantes).

Remarque. — Pour k = 0, l'inégalité |co(r, V)| ^ AX(B, r)
montre, par la formule de Jensen, que si v est sousharmonique
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sa mesure associée est de X-type fini et que si v est S-sous-sous"
harmonique pour que sa mesure associée soit de À-type fini,
il faut et il suffit que Œ+ ou a~ soit de X-type fini; d'où le
théorème :

THÉORÈME 4.5. — Pour toute fonction S-sousharmonique,
telle que 0 ̂  supp o- :

1) V de \-type fini entraîne que Œ a une \-densité finie et

k(r, V)| ̂ ^M' k==Q, ± 1 , ...

2) Œ+ ou Œ~ est de ^-densité finie, et \c^{r, V)[ ^ AÂ(Br)
entraînent que V est de ^-densité finie.

Les théorèmes 2, 3 et 4 sont encore vrais pour les fonctions
S-sousharmoniques.

3. Fonctions plurisousharmoniques.

Considérons la classe des fonctions V(zi, . . . , Zn)=^— °°
n-sousharmoniques, c'est-à-dire semi-continue supérieurement
et sousharmoniques séparément par rapport à chaque variable
Zj. C'est une classe qui contient celle des fonctions plurisous-
harmoniques [17].

LEMME 4.4. — Toute fonction n-sousharmonique est sommable
sur V arête des polycercles.

En effet, si on suppose V ^ 0, la majoration de Poisson
donne :

V(^, ..., ^) ^ (^—^Y L(V, 0, r,) pour |z,| ^ w,, T < 1,

L désignant la moyenne de V sur l'arête du polycercle,
centré à l'origine, de rayon (ri, . . ., rj. Si, pour un polycercle
71 de rayon (ri, . . ., r^), V n'était pas sommable, on aurait :

V(J3i, ..., Zn) == — oo pour tous \Zj\ ^ w,,

donc aussi dans tout ouvert contenant it, ce qui est impos-
sible.
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Si X(ri, . .., r^) est une fonction de croissance de n variable
on dira que V est de \-type fini s'il existe des constantes
A, BI, ..., B^, telles que :

V(^, ..., ^) ^ AX(B^|, ..., B,|^|).

Notons que pour une fonction n-sousharmonique on peut
toujours supposer X convexe séparément des log r».

Posons k = (/c^ . .., kn) et r = (r^ .. ., r^)

^^-(^^•••^^^
exp (— i^k^j)d^ ... ̂

ce qui a un sens d'après le lemme 4.4

THÉORÈME 4.6. — Une fonction V(^, ..., z^) n-soushar-
monique (V(0, . . . , 0 ) ^ — oo) est de \-type fini si et seulement
si

|c,[r, V]| ^ AX(B^, . . . , B^)/n(l^i+l)
À'y= 0, ± 1, . . . ; / = = ! , . . . , ^

Démonstration:
1) (-<===) se fait comme dans le cas n == 1, à l'aide de

l'égalité de Parseval et du lemme de Schwarz (l'intégrale
étant prise alors sur l'arête des polycercles).

2) (===^) Faisons une démonstration par récurrence sur le
nombre de variables en supposant pour simplifier les notations
que n = 2.

Soit Zi fixé, tel que V(zi, Zg) soit une fonction de Zg
sousharmonique ^ — oo :

4 /-»2TC

.̂.r.̂ i) == 2^ ) ^i? ^ exp 162) exp (— ik^) d^

est alors une fonction S-sousharmonique complexe de z^
d'après le corollaire du lemme 4.3. et satisfait d'après le théo-
rème 4.1. pour Zi fixé à

\œ (.\\ < AX(B^|, B^)K^i)| < ——j^Fp^——•
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Montrons que c'est une fonction de z^ de X-type fini pour rg
fixé.

1 r2^Re wÇz-i) == 7— V(zi, rg exp 162) ces ^262 d^
^ J o

= ̂ ,r̂ l) — <.r̂ l),

en écrivant cos == cos4" — cos~". Le couple (i6, u') est donc
une représentation de w^ ̂  ^eïïe que :

j[ /^2TC

sup (u, u') ^ o - ) lv(zl» ^ exp 162)! A,

et d'après la remarque 2 :
'1 /^»2TC /^»2TC

T(^ Ré ̂ J ^ y,-. |V(ri exp 16^ r, exp 162)! A ^3
(Z-TCf Jo Jû
j[ /^2TC

— TT- V(0, r2 exp 162)! cos À^I ^62)
^ Jo

4 /'»2n; /^27C

^79^2 1^1 ̂ P ^l^ ^ ̂ P i^ ^1 ̂ 2
^TC; Jo J O
\ /^2TC

+ y j |V(0, r^expiOa)! A

< A'X(B^, B^).
Le résultat étant le même pour Im w la fonction w^,,r.

est alors de X-type fini en Zi et satisfait à :

K(r,, ,̂J| < ̂ J^V^ exp iô,)| rfe, < Al(^l^r2)

d'où le résultat en appliquant la proposition 4.2., et en remar-
quant que c^(ri, w^J == c^Jri, r2, w).

COROLLAIRE. — *Si V(zi, ..., zj e5( plurisousharmonique
dans C" am? V(0) 7 ^ — 0 0 ,
V(zi, ..., ^) ^ AX(B^IJ)

-^|c,(r, V)| ^ A^BIrID/n (1^1+1).
i

B. A. Taylor a donné dans [32] une démonstration, basée
sur le théorème 4.6., du résultat suivant :

Si la fonction X(ri, . .., r^) est à croissance lente [(Le. pour
tout / il existe une constante Ay telle que

X(ri, ..., 2ry, . . . , rj ^ AyX(ri, ..., r/., ..., r^)]
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toute fonction méromorphe dans G" de X-type fini peut
s'écrire sous forme de quotient de deux fonctions entières de
X-type fini. (L'indicatrice de croissance d'une fonction méro-
morphe f étant définie comme la moyenne sur les poly cercles

de la fonction a == sup (log|g|, log|/i|) où f = ^ g et h
sont localement irréductibles.)

4. Fonctions plurisousharmoniques
dans un espace de Banach.

Ici v désignera une fonction plurisousharmonique définie
en tout point d'un espace de Banach complexe E et X(r)
une fonction définie positive pour tout r positif, continue,
croissante et tendant vers l'infini avec r. Nous supposerons
de plus que p est de type borné, c'est-à-dire bornée sur les
boules centrées à l'origine et de rayon fini; une telle fonction
sera dite de X-type fini s'il existe des constantes A et B
telles que :

^(a) ^ AX(B||a||).

Pour tout a de norme égale à 1 nous considérerons les
coefficients de Fourier sur les droites complexes passant par
l'origine et le point a :

\ ,-*23l

c,(r, ^ a) == — v{r^d)e-^ dO.
^ Jo

Démontrons le résultat suivant :

THÉORÈME 4.7. — Soit dans un espace de Banach y{a) une
fonction plurisousharmonique de type borné et pluriharmonique
au voisinage de l'origine. La fonction P est de \-type fini si et
seulement si il existe des constantes A' et B' indépendantes de k
et a (avec || a[| == 1) telles que :

, , ,, A'X(B'r) , n , ,
k(rî ^ a)l \ k \ + 1 9 ? + ? • • •

Remarque. — On peut choisir A' = 15A et B' == 4B.

Démonstration. — Reprenons la démonstration du théorème
4.1. Pour les fonctions ^(z) == ^{za), z e= C et |la[| == 1, et
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montrons qu'il est possible d'obtenir des majorations uniformes
par rapport à a.

Notons d'abord que, d'après les hypothèses, pour tout a
la fonction ^(2) est sousharmonique non identique à — oo.
De plus on peut supposer que ^(0) == 0. Soit o-a la mesure
associée à la fonction ^- A ^

On a <^(() ^ L(er, ^+, a) où L(r, v, a) = ^- ^ v(re^a) d9.
Si ^(ra) ^ AX(Br) pour tout /c > 0 "^o

k(^ ̂  û01 ^ -i-l&K.^a)!^ + ̂  [^y^(R) + ̂ (r) + <R)]

^l^".•('•)l^l+^2Ï•
Le deuxième terme est majoré par

3L(2er, t̂ +, a) ^ 3AX(4Br)
/c-(- 1 - k + 1

et le premier, d'après le calcul fait dans la démonstration du
,„ , , , , - , 12AX(2Br) „ , „. , ,. ,théorème 4.1., est majore par —.—'——' dou 1 inégalité
cherchée pour tout k : '

, , . . . 15AX(4Br)
lck(rî p' a)l ^ 1 / c l+ i •

La réciproque est une conséquence de l'égalité de Parseval :

L(r, 1^, a) = S|c,(r, p, a)|^ ^ A^^B'r)^ (————}2'
\\K\ -+- -*-/

COROLLAIRE. — (Théorème de Lindelôf.) Toute fonction
entière de type borné définie sur un espace de Banach et à valeurs
scalaires qui est quotient de deux fonctions entières de \-type fini
est elle-même de \-type fini.

C'est une conséquence immédiate du théorème précédent

en remarquant que log J-? logl/1, log|g| sont des fonctions
0

plurisousharmoniques et que

Ck(r, log -/- , a) == ^(r, log|/'|, a) — ^(r, log|g|, a).
\ 6 /

On peut affaiblir l'hypothèse en supposant seulement que
sur toute droite complexe où g ̂ p 0 la restriction de f est
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divisible par la restriction de g car alors J— est une fonction
g

G-analytique continue aux points où g ne s'annule pas, qui

forme un ensemble connexe ouvert; -/- est alors continue
g

partout, donc analytique d'après le théorème 3.3.
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