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19, 2 (1969), 115-128.

LA THÉORIE SPECTRALE
ET LES REPRÉSENTATIONS D^ALGÈBRES

DE DIRICHLET
par BUI DOAN KHANH

Introduction.

Le but de ce travail est d'étendre et de compléter les
résultats de C. Foias concernant les mesures harmoniques
spectrales (Foiaç [1], [2]). La technique proposée ici est plus
simple que celle de Foias, en particulier on donne une démons-
tration directe et très simple d'un certain nombre de principaux
résultats de Foiaç dans un contexte général (la relation
B(S) c BT(S) de Foiaç [2] p. 45 par exemple).

Les théorèmes 1.10 et 2.5 sont les principaux résultats de
ce travail.

D'autre part, nous ajoutons quelques améliorations de nos
résultats antérieurs [6], [7].

1. La mesure harmonique spectrale.

Notation et définition 1.1. — Soient X un espace compact,
A une algèbre de fonctions sur X, S la frontière de Silov de
l'algèbre A et A|S l'ensemble des restrictions des fonctions
de A sur S.

Supposons que A|S soit une algèbre de Dirichlet (1) sur S.
Une représentation de Valgèbre A dans un espace hilbertien
(complexe) H est par définition une famille d'opérateurs

(1) Une algèbre de fonctions sur un espace compact X est par définition une
sous-algèbre de (°(X), uniformément fermée, qui contient les constantes et sépare
les points de X. On appelle algèbre de Dirichlet sur X, toute algèbre de fonctions
A sur X telle que A + A soit dense dans (°(X).
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(T/)/eA dans H telle que les conditions suivantes soient
satisfaites :

T i = I ( l ) ; T/T,=T^ A ^ A ;
m ^ 1 1 / 1 1 , V feA; T7=T^

lorsque / '€=A, 7e A; ( H / ' U == sup 1/^)1 $ Tjp l'opérateur adjoint
de T^) (2).

THÉORÈME 1.2 (Foias-Suciu [3]). — Soit (T^eA une
représentation de l'algèbre A dans un espace hilbertien H.
Alors :

a) Pour tout x e H, lî existe une mesure de Borel, positive,

régulière ^ (et une seule) sur S telle que : j f d^ = (T/P, rc),
pour tout /*e A.

b) 77 existe un espace hilbertien 3-6 contenant H et une
représentation (Uç)ye(°(s) d<° 6(S) rfans 3-6 tels que:
T^==PU^|S^, pour tout xeîî et pour tout /*eA, P étant
la projection de 96 sur H.

c) I I existe une mesure spectrale E(?) dans 36 définie
sur S telle que :

IL == C <p rfE, pour tout 9 e (°(S) ;
»/ s

pi^(p) == (E(^)^,^), pour tout a ; € = H et pour tout ensemble
borélien jî de S.

DÉFINITION 1.3. — Pour chaque ensemble borélien ? de S,
on p05e œ(P) == PE((S). La famille des opérateurs |co(P),
B ensemble borélien de S| s'appelle la mesure harmonique
spectrale de la représentation (T/^eA. La représentation
(IL)yee(s) ^ 6(S) dans 3^ s'appelle dilatation de la représen-
tation (T/)/eA- Lorsque la mesure harmonique spectrale de
(T/)/€A est une mesure spectrale, on dit que (Ty)yeA est la
restriction d'une représentation de (°(S) dans H.

Remarquons d'autre part qu'il existe une dilatation (Uy)ç<=(°(s)
telle que l'ensemble | E((3)^; x e H, (î ensemble borélien de S |
soit total dans 3€.

(2) Dire que (T^g^ est une représentation de l'algèbre A dans l'espace hilber-
tien H revient à dire que l'application f ->• T^ est un homomorphisme auto-
adjoint de A dans ^(H), de norme ^ 1.
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Toutes les notations précédentes sont toujours conservées
dans ce travail.

THÉORÈME 1.4 (Cf. Foias [2]). — Un opérateur B dans H
commute à chaque opérateur Ty, <p e (°(S) si et seulement si
B commute à chaque opérateur o^((î), ? ensemble borélien de S.
{On pose Tç==PU^|H, fougue ye ( ° (S ) ( 3 ) . )

COROLLAIRE 1.5. — 5oi'( (T/)/eA une représentation de
V algèbre A dans Vespace hilbertien H. Les conditions sui-
vantes sont équivalentes :

a) Ty commute à œ((3), pour tout <p e C(S) ^ pour tout
ensemble borélien (S rfe S.

b) œ(pi) .(0(^2) = (0(P2) •^(Pi)? pour tous les ensembles bore-
liens Ri, pa ^ S.

c) T/T,=T;r^ pour tout /•, ge6(S).

Démonstration.
a -4==^ fc : En prenant B == o^(Pi), le théorème 1.4 donne

l'équivalence de deux conditions a, &.
a <4==^ c : II suffit de prendre B == Ty, fe 6(S).

Notation 1.6. — Soit (T^)ygA une représentation de A
dans H. Désignons par S(S) la famille des ensembles
boréliens ? de S tels que œ((3) soit une projection.

PROPOSITION 1.7. — Soit Pô e S(S). AZor5 on a:
a) a)(p)(jû(po) "̂  ^(Po)^?) == ^(P n Pô)? pour tout ensemble

borélien ? de S.
b) co(po)^ == E(j3o)^? pour tout r ce=H.

(3) Démonstration du théorème 1.4. — Soit (3 un ensemble ouvert de S, et soit ^
l'ensemble filtrant des fonctions continues g sur S telles que 0 ^ g < Xa. On a :

lim ||T-a; — (ù(P)^||2 ^ lim Ç \g — xJ2 d^ == 0; V.re H.
^ ^ ^s p

Par suite, lim BT_a; == Bœ(B)a;; lim T-Ba; = <o(P)B.r. Par hypothèse, BT_ = TB,
^ 9 ^

on a donc Bu^x = cù((î)B;r pour chaque rceH, et par conséquent Bco(P) = cù((î)B.
Et en vertu de la régularité de la mesure harmonique spectrale B commute à
chaque opérateur d)((î), (3 étant un borélien de S. Réciproquement, soit cpe(°(S),
il existe une suite de fonctions simples (<pj qui converge uniformément vers <p.
Par hypothèse, B commute à chaque opérateur co((3), donc B commute à T ^,
et par suite à T .
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Démonstration. — a) Soit (î un ensemble borélien arbi-
traire de S. Soit Ri = ? n po, ^2 == P\PO. Alors
ci)((S) == co([3i) + ^(i^)- II suffit de montrer que

co(Pi)^Po) = co(iîoMPi) - co(p,).

C'est une conséquence du lemme suivant, démontré par
Foias ([2] p. 43):

LEMME. — 5i 0 ^ A ^ B, où B est une projection, alors
on a: AB == BA == A.

b) On a o(po)^ = PE((3o)^ pour tout x e H. D'autre part,
on a ||E([ioN2 -(E^, ^) == (^o)^ ^ = WoNI2, car
o)(Po) est une projection. Donc (o(3o)^ = E(jio)^.

PROPOSITION 1.8. — Soit (T^yeA ï^^^ représentation de A
dan5 H. Le5 conditions suivantes sont équivalentes

a) T/T^ = T^, pour tout /*, ge6(S), (ce gui équivaut à dire
que (T^)ye^(s) est une représentation de Ê(S) dans H).

b) CjD2^) ==== (A)(P), pour tout ensemble borélien ? de S.
c) aï(6i)cjû([Î2) = ^^(^i n [^2)? pour tous îes ensembles bore-

liens jîi, pg de S.

Démonstration. — a => b : Si (Ty)yeC(S) est une représen-
tation de (°(S) dans H, alors la mesure harmonique spec-
trale de (T^/e^s) est une mesure spectrale. Par suite
oj2^ == <^(p)? pour tout ensemble borélien pt de S.

b => c : C'est une conséquence immédiate de la proposi-
tion 1.7 a).

c =^ a : II est clair que l'on a co2^) = ̂ (^5 pour tout
ensemble borélien ? de S. D'après la prop. 1.7 a), on a
E(p)rc e H pour tout x e H et pour tout ensemble borélien ?
de S. On a donc Wo = H et par suite (T^€(°(S) est une
représentation de (3(S) dans H.

PROPOSITION 1.9. — 5oit (T/)/eA. i^<° représentation de A
dans H. Soit Ro e ^(S), alors on a :

a) T/o(iîo) = œ(?o)T/, pour tout /^(S).

b) (T/o(Po)^ 2/) = Lfd^ pour tout /^e(S), ^ e H,
î / e H . ^0
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Démonstration. — a) C'est une conséquence du théorème 1.4
et de la prop. 1.7 &).

b) D'après la prop. 1.7 fc), on a w{^)x = E((3o)^ et par
suite

(T/o(Po)^ !/) == (T,E((3o)^ y) = (E((îo)^ T;y)
= (E(po)^ U;2/) == (U,E(po)^ y)
= f^/d^=f^fd^

Les énoncés précédents étendent les résultats de Foias [2].
Le théorème suivant est l'un des principaux résultats de ce
travail :

THÉORÈME 1.10. — Soit (Ty^eA une représentation de
Valgèbre A dans V espace hilbertien H. Pour chaque x e H,
soit H2^) l'adhérence de A|S dans L2^).

Soit po un ensemble borélien de S tel que xa e H^pi^)
pour tout x e H. A?or$ <m a Ro e ^(S).

Démonstration. — Les notations précédentes sont toujours
maintenues. On a x^eH2^^^); il existe /^eA|S tel que:
/n "> ^po d3118 L2^^^), ce qui entraîne que /*„ -> xp^ dans
L2(p^.a•) ; et par conséquent :

U^->E((3o)^ U7^->E(po)^ dans ^ê;
Ty^ -> œ((So)^, Ty^ -> co(Po)^ dans H.

Or T^p? == PU^^, on a (U^rr, rc) === (Tygrr, x) et

(U^, ^) - (U^r, Uy^) -> ||E(po)^112,
(T^, x) = (T^, Ty^) -> ||B((3oN2.

On obtient donc

||E(PoN2 = HjîoN2 et E(Po)^ = œ^e H,

pour tout ^ e H. Par conséquent,

^(po)^ = E(po)œ(Po)^ = E2(Po^ - co(po)^

pour tout xe H, par suite ^(Po) == ^(Po)-
D'autre part, on a évidemment (^(?o) ==: ^(Po)- Donc

œ((3o) est une projection.
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COROLLAIRE 1.11. — Soit (3o un ensemble fermé de S.
On a les implications suivantes a =^ b 3=^ c :

a) I I existe /*eA|S tel que:

fÇx) = 1, pour tout xe po 5
|/'(^)| < 1, pour tout ^eS\Po.

b) JZ ^ri5(e /^ e A[ S tel que :

SUp |/n(^)| ^ 1; fn{x} —> 1, pOUr tOUt X S ?o ;

!/n(^)l ""> 0 uniformément sur tout compact de S\(îo-
c) Po^(S).

Démonstration. — a ===$>- & : II suffit de prendre fn = /*".
b ===^ ç : (^) est une suite bornée qui converge simplement

vers la fonction caractéristique de (3o- Donc d'après le
théorème de la convergence dominée de Lebesgue, /*„
converge vers y^ dans L2^), pour chaque a;e=H.

Remarque 1.12. — L'implication a ==^ c est l'un des
principaux résultats de Foias [2] qui en a donné une démons-
tration moins directe. L'implication b ===^ c a été établie
(dans un cas particulier) par Sz. Nagy et Foias [10] lorsque
l'ensemble (3o se réduit à un point par une méthode différente.

2. Les vecteurs singuliers.

Le but de ce paragraphe est de compléter nos résultats
antérieurs [6], [7].

DÉFINITION 2.1 (Khanh [6]). — Soit (T/)^=A une représen-
tation de A dans H. Un point x e H est dit vecteur singulier
de (Ty)^eA si A| S est dense dans L2^^). On désigne par £
l'ensemble des secteurs singuliers de (T/)/eA.

PROPOSITION 2.2. — Soit (T^y-eA une représentation de A
dans H. Supposons quil existe un ouvert ^ de S tel que
œ(pi) = 0 et que A]^ soit dense dans Ê(pg), (avec (îg == S\Pi).
Alors (Ty)yeA. ^st la restriction d'une représentation de (°(S)
dans H.
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Démonstration. — On a (0(^2) == I- A.]^ étant dense dans
(^((îg), alors tout point x e H est un vecteur singulier de
(T/-)/eA. D'après le th. 1 de Khanh [6], (T/^eA est la restric-
tion d'une représentation de (°(S) dans H.

DÉFINITION 2.3. (Foias-Suciu [3]). — Soit (Ty)yeA une
représentation de A dans H. Un sous-espace (sectoriel
fermé) Ho de H est dit sous-espace ̂ -réduisant si Tç(Ho) c Ho,
Vye6(S), et si (T<p| Ho)<pe(°(s) est une représentation de Ê(S)
dans Ho. La représentation (T/)yeA est dite X.-pure si {0}
est le seul sous-espace ^-réduisant.

THÉORÈME 2.4 (Foias-Suciu [3]). — Soit (T/)^ une
représentation de A dans H. Alors il existe une décomposition
unique de H en somme directe H = Ho 9 Hi (eMe que:

a) TyHo) c Ho, T/Hi) c Hi, pour (ouï /•e A.
b) (Ty|Ho)/eA ^ la restriction d^une représentation de (°(S)

dans Ho.
c) La représentation (T^Hi)yeA ^ X-pure.

Le théorème suivant est avec le théorème 1.10 l'essentiel
de ce travail.

THÉORÈME 2.5. — Soit (Ty)yeA une représentation de A
dans H. J? existe une décomposition de H ^M somme directe
H == Ho © HI (eHe çue :

a) T/Ho) c Ho, T/Hi) c Hi, pour tout f^ A.
b) La représentation (T^|Ho)/eA est la restriction d'une

représentation de (°(S) dans Ho.
c) La représentation (Ty| Hi)^eA na pas de secteur singulier

non nul.

Démonstration. — Soit Ho le sous-espace de H engendré
par l'ensemble £ des vecteurs singuliers de (T^)yeA, et soit
XQ €= £.

1) On a T^XO === U/^o? pour tout /*€=A.
En effet, dire que XQ est un vecteur singulier de (T/)/^

équivaut à dire que, pour tout y e 6(S), il existe fn e A
tel que Vfn^o -^ U^o dans 9&.
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Soit fe A, et prenons y == f. Alors il existe /^ e A tel que
U/n^o ~^ U^o? on en déduit U^o -> U/^o- PBÎ* suite :

T;A -> T^o, (T^)^o - T;T;A -> T;T^o,
(T^o, ^o) -> (T;T^o, ^o) = IIT^oll2.

D'autre part,

U;U%rro -> U}U^o, (U^o, ^o) -> (U;U^o, ^o) = IIU^oll2.

Or (T^)*=PU^ on a donc ||T^oll2 = IIU^oll2 et
T/ro == U/Co-

2) î/ == T/CO appartient à £, pour tout /*eA.
En effet, pour tout (pe6(S), il existe /n e A tel que

U/^o —^ V^XQ dans S^. Par conséquent, UyU^rro -^ U^U^o
et U^UyO-o -> UçU/Co. D'après 1, on a VfXo = T/TO, donc
U^T/CQ -> UçpT/ro, ce qui montre que y = ̂ fXo est un
vecteur singulier de (Ty)^.

3) Le vecteur y == Tçprro appartient à Ho pour tout
9e6(S). En effet, XQ étant singulier, il existe /n e A tel que
T/n^o "̂  Tçrro dans H. D'après 2, chaque vecteur Ty^
appartient à £, donc Tç^o e Ho.

Cela étant, on en déduit que To(Ho) c Ho, pour tout
9 e (°(S), ce qui entraîne que T/Ho) c Ho, T/Hi) c Hi,
pour tout feA. (avec Hi = H e Ho). D'autre part, d'après
le th. 1 de Khanh [6], la représentation (T^|Ho)(pe(°(s) est
une représentation de 6(S) dans Ho, (remarquons que
x e Ho est un vecteur singulier de (Ty)ygA si et seulement si
x est un vecteur singulier de (Ty|Ho)/eA.)- D'autre part,
supposons que (Ty| Hi)yeA ait un vecteur singulier x -=f=^ 0,
alors x appartient à £ et par suite rceHo. C'est absurde.

COROLLAIRE 2.6. — Soit (Ty)yeA une représentation de A
dans H.

a) 5i £ est total dans H, (Ty)yeA est la restriction dune
représentation de Ê(S) dans H.

b) 5i la représentation (Ty)yeA est X-pure, alors £ == 0.

Démonstration. — a) C'est une conséquence immédiate
du th. 2.5.
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b) II est clair que le sous-espace Ho construit dans le
th. 2.5 est X-réduisant. Par conséquent, lorsque (Ty)yeA.
est X-pure, l'ensemble £ se réduit à {0}. Le théorème
suivant donne une condition suffisante pour que l'énoncé
réciproque soit valable.

THÉORÈME 2.7. — Lorsque Falgèbre A possède la propriété
suivante : « P » : Pour tout fermé A^S et pour toute fonction y
numérique continue sur A, il existe une famille bornée (f^)
de fonctions de A telle que /*„ converge simplement vers <p
(sur A^ ; alors les deux décompositions données par les théo-
rèmes 2.4 et 2.5 sont identiques. En particulier^ une représenta-
tion (Ty),6A de A dans H na pas de vecteur singulier non
nul si et seulement si elle est \-pure.

Démonstration. — Soient H = Ho 9 Hi, H == Ho e H^
les décompositions données par les th. 2.4 et 2.5. On a remar-
qué que Ho est X-réduisant, donc HocHo. Pour montrer
que les deux décompositions sont identiques, il suffit de
montrer que Ho = Ho, c'est-à-dire que l'ensemble £ est
total dans Ho. Pour cela, il suffit d'appliquer le th. 3 de
Khanh [6].

DÉFINITION 2.8. — Soit (Tf)fGA. une représentation de A
dans H. Un sous-espace Ho de H est dit invariant si
Von a T/Ho) c Ho, V j feA; il est dit totalement invariant si
Ty(Ho)cHo,V.ee(S).

La représentation (T^y-gA est dite à propriété de Wermer
si tout sous-espace invariant est totalement invariant (Cf. Wer-
mer [12]).

PROPOSITION 2.9. — Soit (Ty)yeA une représentation de A
dans H, qui est la restriction dune représentation de Ê(S)
dans H. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

a) La représentation (T/-)^ possède la propriété de Wermer.
b) Uensemble £ des vecteurs singuliers de (Ty)yeA est

égal à H.

PROPOSITION 2.10. — Soit (Ty)ygA. une représentation de A
dans H 7^ {0}. Supposons que pour tout sous-espace invariant
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Ho 7^ {0}, la représentation (Ty|Ho)/eA ait un secteur singulier
non nul.

Alors la représentation (T^yeA possède la propriété de
Wermer.

Démonstration. — Soit £ l'ensemble des vecteurs singuliers
de (T^GA.

1) Pour tout sous-espace invariant Ho ^ {0}, £ n Ho est
total dans Ho. En effet, il est clair que £ n Ho est l'ensemble
des vecteurs singuliers de la représentation (Ty|Ho)/e;A.
Donc d'après le th. 2.5, si £ n Ho n'est pas total dans Ho,
il existe un sous-espace invariant Hi, {0} ^ Hi c Ho tel
que la représentation (T |̂ Hi)yeA n'ait pas de vecteur singulier
non nul, ce qui contredit l'hypothèse.

2) Ho est totalement invariant.
Soit x e £ n Ho, alors pour tout <p e 6(S), il existe fn, e A

tel que TfnX -> T^c, ce qui montre que T^x e Ho (car Tj-x e H,
pour tout /*e=A). Donc Ty(Ho) c Ho, pour tout yeÊ(S) ,
car l'ensemble £ n Ho est total dans Ho.

Le théorème suivant étend un résultat de Wermer ([12],
voir aussi [7]).

THÉORÈME 2.11. — Supposons que A possède la propriété
suivante : « Toute mesure (complexe) sur S orthogonale à A
et qui est singulière par rapport à toute mesure multiplicative
non-ponctuelle associée à A est nulle » (2). Soit (T^yeA une
représentation de A dans H qui est la restriction d9 une représen-
tation de Ê(S) dans H.

Alors les conditions suivantes sont équivalentes:
a) La représentation (Ty)yeA possède la propriété de Wermer.
b) Aucune mesure multiplicative non-ponctuelle associée à A

nest absolument continue par rapport à la mesure harmonique
spectrale de la représentation (T^yeA-

Démonstration. — a ===^- b : Supposons qu'il existe une mesure
multiplicative non-ponctuelle m qui est absolument continue
par rapport à la mesure harmonique spectrale de (Ty)^gA5
((T/)/<=A étant la restriction d'une représentation de (°(S)
dans H, sa mesure harmonique spectrale est spectrale).
Donc il existe x e H tel que m soit identique à la mesure (JLp,
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(voir Halmos [5], th. 65.3). Or A n'est pas total dans L^w),
(en effet, dans le cas contraire, on a m(fg) = m(f)m{g),
V/", g€=(°(S), ce qui entraîne que m est ponctuelle), donc x
n'est pas un vecteur singulier de la représentation (T^-eA-

b ====^ a : Soit Ho un sous-espace invariant. Soit x e= Ho,
y e HI = He Ho. Alors la mesure pi^y est orthogonale à A.
D'après un théorème de Glicksberg-Wermer [4], il existe
une suite de mesures multiplicatives non-ponctuelles (m^.^i

00

telle que ^y = ̂  h^m^ /^eH^m,), (H^m,) étant l'adhé-
1=1

rence de A dans L1^)). Supposons que m, n'est pas
absolument continue par rapport à pi^y. Alors il existe un
ensemble borélien (i c S tel que ]^,y|(p) = 0 et m^) > 0;
on en déduit \ \h,\ ami ==0 et par suite |/^| = 0 m;-

^ . .presque partout. Et ceci est vrai pour tout i ^ 1, on a donc
t^.y = 0- Cela étant, on a 0 = ^ y d^^y = (T^rr, y) == 0.
Donc Ty.r est orthogonal à y, pour tout (p€=(°(S) , par
suite T^eHo, ce qui montre que Tç(Ho) c Ho, pour tout
<pe(°(S) , c'est-à-dire que Ho est totalement invariant.

3. Un calcul fonctionnel.

La proposition suivante est due pour l'essentiel à Foias [2];
sa démonstration peut être déduite de celle de Foias.

PROPOSITION 3.1. — Soit (Ty)yeA une représentation de A
dans H. Soit X e S tel que œ(X) soit une projection. Alors
<o(X) 7e 0 si et seulement s^il existe x e H, x ^ 0 tel que
T ;̂ = /'(X)^, pour tout fe A.

PROPOSITION 3.2. — Soit (T^)yeA une représentation de A
dans H. Soit (Uy)y e 6(S) une dilatation de (Ty)yeA ^M^ ç^
l'ensemble {E((S);r; ^eH, ? ensemble borélien de S} 5oit
(o(aZ rfayi5 56.

5oi( X e S ^ çue <i)(X) 50^ une projection.
Alors PE(X) = E(X)P = E(X), P eta^ la projection de 96

sur H.
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Démonstration. — a) E(X) = PE(X). Soit x == S E((3,)^,
^ e H, P( ensernble borélien de S. Alors : l

E(X)â == ^ E(X n Pi)^i. Or X n ̂  est égal à X ou bien
i

vide, donc (o(X n (î,) est une projection, on en déduit
E(X n p,)^ = co(X n (3,)^ es H et par suite EÇk)x e H, E(X)
(3ë) c H, donc E(X) = PE(X).

&) E(X)=E(X)P. Soit â=SE(^. Alors Pâ = S (o(i^
et par suite l l

E(À)P^ = S ̂  n PO^i = S E(X n ̂ x, = EÇk)x.
i i

Donc E(X)P == E(X).
Les énoncés suivants étendent un résultat de Foias [1] :

PROPOSITION 3.3. — Soit (Ty)ygA une représentation de A
dans H. Soient y, 9^, n ^ 1 de5 fonctions boréliennes bornées
définies sur S, cr? ^ensemble des points \ e S tek çue œ(X)
soit une projection non nulle, K un ensemble dénombrable
de S\0p. Supposons que :

a) Pour tout X e K, œ(X) est une projection.
b) Jî existe un nombre positif M tel que |<pJ ^ M, pour

tout n ^ 1.
c) ^ converge ^-presque partout sur S\K ^ers y, pour

tout x e H. Aiors T®^ converge vers T^x pour tout x e H.

Démonstration. — On a, pour chaque x e H,

||T> - T^||2 ^ ^|ç, - ç|2 d^ et |ç, - 9] ^ M + |y|.

Par hypothèse, on a <i^(X) == 0, pour tout X e K, donc
(I)(K) ==0 et par suite p-a;(K) = 0, pour chaque xe H.
D'autre part, (pn converge vers <p sur S\K (J^-presque
partout, donc 9^ converge (JL^-presque partout sur S vers y.
Et d'après le théorème de la convergence dominée de Lebesgue,

I \ ç ? n — î l 2 dy-x tend vers 0 pour chaque r^eH, ce qui
montre que Tmyr converge vers T®rr, pour tout x e H.

THÉORÈME 3.4. — Soit (T^)yeA une représentation de A
dans H telle que, pour chaque X e S, o3(X) soit une projection.
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Soit B une famille de fonctions boréliennes bornées sur S qui
possèdent la propriété suivante: « Pour tout fe B, il existe une
suite bornée (/*„) de fonctions de A|S qui converge ^-presque
partout vers f sur S\Ky, où Kj- est une partie dénombrable
de S (dépendant de f) disjointe de o-p, pour chaque x e H. »

Alors pour tous /*, g e B, on a fg <= B ^ T^ == T/T^.

Démonstration. — Soient /*, g e B. Alors il existe deux parties
dénombrables Ky, Kg disjointes de o-p et deux suites bornées
(/n)? {Sn) de fonctions de A|S telles que:

fn—^f ^-presque partout sur S\Ky,
en -> g ^-presque partout sur S\K^, pour tout x e H.

Alors l'ensemble K = K^u Kg est une partie dénombrable
de S disjointe de o? et fngn—^fg ^-presque partout sur
S\K, pour tout x e H. On en déduit fg <= B. Et d'après la
prop. 3.3, on a :

T/n^ ~^ ^/^î pour tout x e H.

Or Tf^x = Tf^Tg^x —> 'TfTgX, pour tout x e= H. Par suite :

T/. = T^T,.

Ajouté pendant la correction des épreuves.

1. Dans la définition 1.1, ajouter la condition suivante : « T == cT 4- cT, pour
toutes fonctions f, f de A et pour tous les nombres complexes c, c ».

2. Dans le théorème 2.11, ajouter l'hypothèse suivante : « Supposons que la partie
de Gleason de chaque mesure représentative non-ponctuelle m associée à A contienne
plus d'un point et que toute fonction non-nulle de H(w) ne s'annule pas identique-
ment sur la partie de Gleason de m ».

Pour les détails, voir B. D. Khanh, La théorie spectrale et les représentations
d'algèbres de Dirichlet II (à paraître).
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