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SUR LA COMPLEXITE DE FAMILLES D’ENSEMBLES
PSEUDO-ALEATOIRES

par Ramachandran BALASUBRAMANIAN,
Cécile DARTYGE & Elie MOSAKI

RESUME. — Dans cet article, on s’intéresse au probléme suivant. Soient p un
nombre premier, S C Fp et P C {P € Fp[X] : deg P < d}. Quel est le plus grand
entier k tel que pour toutes paires de sous-ensembles disjoints A, B de [, vérifiant
[AUB| =k, il existe P € P tel que P(z) € Ssiz € Aet P(z) ¢ Ssiz € B? Ce
probléme correspond a ’étude de la complexité de certaines familles d’ensembles
pseudo-aléatoires. Dans un premier temps, nous rappelons la définition de cette
complexité et resituons le contexte des ensembles pseudo-aléatoires. Ensuite, nous
exposons les différents résultats obtenus selon la nature des ensembles S et P étu-
diés. Certaines preuves passent par des majorations de sommes d’exponentielles ou
de caracteres sur des corps finis, d’autres combinent des arguments combinatoires
avec des résultats de la théorie additive des nombres.

ABSTRACT. — In this paper we are interested in the following problem. Let
p be a prime number, S C Fp and P C {P € Fp[X] : deg P < d}. What is the
largest integer k such that for all subsets A, B of F, satisfying AN B = @ and
AU B| = k, there exists P € P such that P(z) € S if x € A and P(x) ¢ S if
x € B? This problem corresponds to the study of the complexity of some families of
pseudo-random subsets. First we recall this complexity definition and the context
of pseudo-random subsets. Then we state the different results we have obtained
according to the shape of the sets S and P considered. Some proofs are based on
upper bounds for exponential sums or characters sums in finite fields, other proofs
use combinatorics and additive number theory.

1. Introduction

Dans des problemes de simulation ou de cryptographie, on a parfois
besoin de sous-ensembles de {1,..., N} ou de Z, qui ressemblent & des

Mots-clés: Sous-ensembles pseudo-aléatoires, complexité, sommes d’exponentielles,
sommes de caracteéres.
Classification math. : 11K45, 11L07, 05B10.
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ensembles d’entiers pris au hasard. Dartyge et Sarkozy [7] et [6] ont pro-
posé pour cela, des mesures de nature pseudo-aléatoire de sous-ensembles
de {1,...,N} et de Z,,, ot n et N sont des entiers donnés. Ces mesures
reprennent celles de bonne corrélation et de bonne répartition dans les pro-
gressions arithmétiques définies par Hubert, Mauduit et Sarkozy [18] et [15]
pour les suites binaires pseudo-aléatoires.

Soit R C {1,...,N}. On associe & R le N-uplet (eq,...,en) :

Rl
— 5 sineR
6"{_|R|N . (TL:L...,N).

La mesure de bonne répartition dans les progressions arithmétiques est
alors

W(R = max ‘ Zea]er

u’)7

ol le maximum porte sur les entiers a, b, t tels que 1 < b < b+ (t—1)a < N.
La seconde mesure est la mesure de corrélation d’ordre k :

)

Ci(R,N) = = max ' Z Cntdy ** Encbdy,

ol le maximum est sur les D = (dy,...,dg) et M tels que 0 < dj < -+ <
dr < N—M. Dans le cas des sous-ensembles de Z,, les conditions sur a, b, D
pour ces deux mesures sont légérement différentes.

On dira alors que R possede de bonnes propriétés pseudo-aléatoires, si
W(R,N)=0(N) et Cx,(R,N) = o(N).

Sarkozy, Szalay et les deux derniers auteurs ont donné dans les articles
[5], [6] et [8] plusieurs exemples de familles d’ensembles pseudo-aléatoires.
Dans certaines applications il est important de disposer de familles d’en-
sembles aléatoires dont la structure est riche, ou encore dont les éléments
ne peuvent pas étre déterminés a partir d’un faible nombre de données.
Cela a conduit Ahlswede, Khachatrian, Mauduit et Sdrkozy [2] & définir la
notion de complexité d’un ensemble de suites pseudo-aléatoires.

Dans les articles [5] et [6] cette définition a été adaptée dans le cadre de

familles de sous-ensembles pseudo-aléatoires de {1,..., N} de la maniére
suivante :
DEFINITION 1.1. — Soit F une famille de sous-ensembles de {1,2, ... ,N}.

La complexité K (F) de la famille F est le plus grand entier k € N tel que
pour tout A C {1,2,...,N} avec |A| = k et tout sous-ensemble B de A
il existe un élément de F tel que R N A = B. Autrement dit, pour tout

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



COMPLEXITE DE FAMILLES D’ENSEMBLES PSEUDO-ALEATOIRES 269

AcC{1,2,...,N} tel que |A| = k et toute partition
A=BUC,BNC=0
de A il existe R € F tel que
BCR,etCcC{l,...,N}\R.
L’objet de cet article est de continuer ’étude de la complexité de diffé-

rentes familles étudiées dans [5] et [6].
Les ensembles construits dans [5] et [6] sont de la forme :

R(f,S)={ne{l,...,p}:Th € S tel que f(n) =h mod p},

ou f est un polynoéme et S est un ensemble non vide strictement contenu
dans IFp.

Les ensembles S considérés étaient des différents types suivants :

(i) Si={r,r+1,....,r+s—1}avecr € F, et s < p/2 ([5]);

(i) So = {7, 7+ 1,...,7+s— 1} avec la notation 27 = 1 mod p ([5]),
en omettant 0 par convention ;

(iii) S5 est 'ensemble des puissances ¢ iémes modulo p ou £ est un diviseur
de p—1 ([6]).

Les ensembles de type R(f,S1) ont I'avantage d’étre rapides a générer
mais peuvent avoir des mauvaises mesures de corrélation (cf. [17] Théo-
réme 4).

Pour les ensembles de type S ou S3, les mesures de corrélation sont plus
difficiles & estimer. Dans [5] et [6] ces mesures ont été évaluées pour des
polynomes de la forme f4(X) = [[,c4(X —a) ot A C F,, ou plus générale-
ment pour des polynémes f sans racine multiple mais avec en contrepartie
des conditions plus contraignantes sur les rapports des corrélations.

Notons P; (d, p) 'ensemble des polynémes de I, [ X] de degré < d, P2(d, p)
celui des polyndmes sans racine multiple et de degré < d et enfin Ps(d, p) =
{fa: ACTF,,|A|l =d} avec la notation f définie ci-dessus. On a ainsi les
inclusions Ps(d, p) C Pa2(d,p) C Pi(d, p).

On définit également pour ¢ = 1,2, 3 :

et K;(S,d) la complexité correspondante.

En utilisant les polynémes d’interpolation de Lagrange, on voit facile-
ment que K7(S,d) > d + 1. Dans [5] nous montrons & l'aide du théoréme
de Cauchy-Davenport que K7(S,d) > d+ 2. Ce dernier résultat est valable
pour tous les ensembles S tels que min(|S], |S¢|) est assez grand ; |S¢| étant
le complémentaire de S dans F,, : S¢ = F, \ S. On pourrait penser que
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dans le cas ou S est une suite d’entiers consécutifs ’on puisse obtenir une
meilleure minoration. Nous n’y sommes pas parvenus. Les sommes d’expo-
nentielles associées a ces problémes se calculent de maniére élémentaire et
sont dans certains cas de taille trés importante. Ce phénoméne apparait
également dans I’étude des mesures de corrélations des ensembles R(f, S1)
(cf. [17]).

Par contre, la situation est différente lorsque S est ’ensemble des inverses
d’une suite d’entiers consécutifs.

THEOREME 1.2. — Soient d > 2, k € N*, r € F,, et 5 €]0, 1] donnés. On
note s = [Bp]. On considére le sous-ensemble S C F,, défini par

S={r,r+1,...,r+s—1} (on omet 0).
L’inégalité K5(S,d) > k est alors vérifiée pour p > 2/(1 — ) tel que
(1.1)

p—k : (1 5L k%_ 4k _ 9\pd—1 k
( g )02}&5 (1 Jé] p) (44%" + 2k 4+ 2d — 2)p“~*(log(9p))" > 0.

Comme (5) ~ %, on en déduit que K3(S5,d) > k pour p assez grand,

p = po(B,d, k). 11 découle de ce théoréme la minoration :

log p

1.2 K3(S,d ool
(12) (8, d) > e

(d+1) logp
log 2 .
Plus d est grand plus la condition (1.1) est mauvaise. Cela est contraire

Rappelons que la proposition 4.3 de [5] entraine que K3(S5,d) <

a notre intuition. Ce défaut est dii aux majorations de sommes d’exponen-
tielles que nous utilisons.

Pour y € R et p premier on note e,(x) = exp(2imz/p). L'une des étapes
de la preuve de ce théoreme est de trouver des majorations de sommes de

t d

Si= > ep<z hmem—aj>,
{a1,....,aq }CF)p m=1 Jj=1

ol chaque a; est différent des b,,. Eichenauer-Herrmann et Niederreiter [11]

ont étudié ces sommes dans le cas d = 1. En utilisant les majorations de

Bombieri et Weil ([4]) de sommes d’exponentielles d’argument une fraction

rationnelle, ils obtiennent des majorations complétement explicites.

On déduit facilement du théoréeme d’Eichenauer-Herrmann et Nieder-
reiter la majoration S <z .4 p?~1/2, ol la constante implicite est calcu-
lable. Cette majoration est suffisante pour obtenir une version légerement
affaiblie du Théoréme 1.2. Le deuxieme terme du membre de gauche de
(1.1) étant alors de 'ordre de p?=1/2(log p)*.

la forme :
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Une question naturelle est de vérifier s’il n’est pas possible d’obtenir une
meilleure majoration de S en profitant du fait d’avoir une somme sur d
variables avec d > 2. Lorsque t = 1, nous verrons au paragraphe 2 que la
somme S s’évalue facilement et est de I'ordre de p?~!. Nous pouvons donc
profiter de compensations seulement sur deux variables.

Le théoreme suivant est, on 'espére, d’un intérét intrinseque. Il est un
résultat analogue au théoreme d’Eichenauer-Herrmann et Niederreiter pour
des sommes en deux variables.

THEOREME 1.3. — Soient by, ..., b, c1,...,c, des éléments de F,, tels
que b; # b; et ¢; # c¢; pour tous i # j. Pour dy,...,dy € F,, on considére
la somme d’exponentielles :

k
S(b,c,d) = Z ep<Zdi(x—bi)(y—ci)>.

z,y€l,
r#£b;,yF#c;
On a alors
(1.3) |S(b, c,d)| < 44%p.

Une application directe du théoréme d’Eichenauer-Herrmann et Nieder-
reiter fournit la majoration S(b,c,d) = O(p*/?). Nous verrons au para-
graphe 2 que le Théoréme 1.3 implique la majoration S < p¢~1. 11 faut
cependant signaler que la dépendance en k de notre théoreme est de moins
bonne qualité que celle issue de la majoration d’Eichenauer-Herrmann
et Niederreiter. Autrement dit, lorsque k est grand comparativement &
p (en fait pour k > logp) il est plus pertinent d’utiliser le Théoréme
d’Eichenauer-Herrmann et Niederreiter.

La preuve de ce résultat fait I’'objet du premier paragraphe de cet article.
Elle utilise des résultats de géométrie algébrique notamment les célebres
travaux de Dwork et de Deligne. Nous avons essayé d’adopter une approche
la plus élémentaire possible en nous inspirant des travaux de Hooley [14],
Adolpshon et Sperber [1] ainsi que de la présentation de la méthode de
Hooley faite par Birch et Bombieri [3] dans un appendice d’un article de
Friedlander et Iwaniec [12].

Cette preuve nécessite I’étude d’extensions des sommes S(b,c,d) a des
sommes d’exponentielles définies sur Fy» et fournit au passage des majora-
tions de telles sommes.

La structure de S est essentielle dans la preuve du Théoréme 1.2. Pour
un ensemble S général c’est plus délicat. On ne peut méme pas utiliser les
polynémes d’interpolation de Lagrange car rien ne dit que le polynéme alors
formé sera dans Ps3(d, p) (c’est-a-dire & racines simples dans F,). Le résultat

TOME 64 (2014), FASCICULE 1
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suivant donne une minoration de K3(5,d) valable pour des ensembles S
quelconques.

THEOREME 1.4.

(i) Si S et S° sont non vides, alors K5(S,d) > [d/2] pour p assez grand
(p > po(d)).

(ii) Si min(]S|,]S¢|) > p, alors K5(S,d) > d — 1 pour p assez grand.

Pour démontrer ce théoreme, nous utilisons des majorations de sommes
de caracteres multiplicatifs afin de profiter de la structure produit des po-
lynémes f4.

La fin de cet article est dévolue & la complexité K5(S,d). Dans [6] et
[5] on trouve deux arguments différents montrant que cette complexité est
K5(S,d) > d+1si S et son complémentaire ont suffisamment d’éléments.
Dans cet article nous améliorons ce résultat :

THEOREME 1.5. — Sidd —2 < |S| < 2= alors Ko(S,d) > d + 2.

La preuve de ce résultat est de nature différente de celle des précédents
théorémes. Elle est combinatoire et utilise un résultat récent de Green et
Ruzsa [13] de théorie additive des nombres. Pour = € F,, on note  I'inverse
de z dans F,,. Pour n € N, (resp. n € F,,), on note r,(n) le plus petit entier
positif congru a n modulo p (resp. appartenant a la classe de n dans F,).
En fait dans cet article nous ferons souvent 'amalgame entre un entier n
et sa classe dans [F,.

2. Majorations de sommes d’exponentielles

Soient h € (F3)", b = (bp;)1<m<k € B* ou B C Fy,.
1<j<d
Dans ce paragraphe, nous étudions des sommes d’exponentielles de la

forme :

k d
(21) S(h,b) = Z eP(Z hmem,j _aj>,
m=1  j=1

{a1,...,aa}CFp\B

ou pour chaque j, by, ; # bej si £ # m.
2.1. Sommes sur une variable
Pour ¢ = p", x € IFy, on note encore = l'inverse de  dans ;. Commen-

cons par rappeler le résultat d’Eichenauer-Herrmann et Niederreiter :

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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THEOREME 2.1 (Eichenauer-Herrmann et Niederreiter [11] Théoréme 1
p. 270)). — Soientd € F;,d #0ete = (e1,...,¢es) € Fj telsqueey, ..., es
soient distincts deux a deux. Si1) est un caractere additif de Fy non trivial
alors

s
3 e(YdnFe) <(25-2)va+1.
nef\{—e1,....,—es} j=1

Cette version est légérement différente du théoréme 1 de [11], car dans
cet article la somme porte sur tous les n € I, avec la convention T = 0
pour x = 0 ce qui crée un s en plus dans la majoration.

Dans le cas ot k = 1, et by; = b pour 1 < j < d, la somme S(h,b)
définie par (2.1) est simplement du type :

S(h,b) = 3 ey f[ b=a;).

{a1,...,aa}CFp\{b} J=1
LEMME 2.2. — Soit d > 2. On a l’égalité
p'! d-3/2
S(h,b) = ———— + Oq(p“™777).
(1) = 53 + Oul"?)

La preuve de ce lemme repose sur le fait que pour (a,p) = 1,
(2.2) > ep(az) = > eylaz) —1=-1.
z€F? zcF,

On commence par sommer sur aq € F,\{b,a1,...,a4-1}, a1,...,aq4—1 étant
fixés. En complétant la somme sur ay pour utiliser (2.2) on obtient :

p—l d—1 d—1
S(h,b)—(d_l)z > ep<h(bai)2nlbaj>.

1=1 {a1,...,aq—1 } CFp\{b}

J#i
Le premier terme est de l'ordre de p?~'/(d — 1)! tandis que les autres
termes de la somme en ¢, qui sont tous égaux, sont des O(pd_?’/ 2), d’apres

le Théoreme 2.1 pour d > 3 ou d’apres les majorations classiques de sommes
de Gauss pour d = 2. Cela termine la preuve du Lemme 2.2.

Remarque. — Lorsque d > 3, on peut améliorer le terme d’erreur du
Lemme 2.2 en appliquant (2.2) un nombre approprié de fois.

2.2. Premiéres étapes de la preuve du Théoréme 1.3

Si k = p le résultat est évident.

TOME 64 (2014), FASCICULE 1



274  Ramachandran BALASUBRAMANIAN, Cécile DARTYGE & Elie MOSAKI

Soit k < p. Quitte a faire des changements de variables on peut supposer

k
(2.3) [Tbici #0.
1=1

En effet, supposons que cette condition ne soit pas réalisée. Soient 8 €

Fp\{b1,...,br} et y € F,\{c1,...,cx}. Enposant 2’ =2 — 3,y =y —,
la somme devient :

k

shed)= 2 ep(dem’ O e ))
@’ €Fp\{b1—B,....bx—B} i=1
y' €Fp\{c1—7,....ck =}

ou maintenant b; — 5 # 0, ¢; —y # 0 pour 1 < i < k; on s’est ramené a
une somme vérifiant (2.3).
Posons u; = x — b;, v; =y — ¢; pour 1 < i < k. On a alors pour 1<i<k:

(2.4) uiU1(b1 — bz) +u; —up = 0 et Uﬂh(cl - Ci) +v; — v = 0.

Soit V' C (IF,)?* la variété définie par les équations (2.4). Etant donné que
tous les u; s’expriment en fonction de u; et tous les v; en fonction de vy,
V' est une variété de dimension 2.

La somme d’exponentielles S(b, c,d) se réécrit alors de la manieére sui-
vante :

k
(2.5) S(b,c,d) = Z ep(Zdiuivi)
u,vE(]F;)'C =1
(u,v)eV
La somme S(b,c,d) apparait maintenant comme une somme d’exponen-
tielles de la forme :

Z ep(f(xlr--axn))a

0T,y @ <p
gi(z1,...,xp)="=gs(z1,....,2,)=0 mod p

avec f,g1,...,9s € Fp[X1,..., X,]. L’étude de ce type de sommes est une
branche de la géométrie arithmétique qui connait un développement tres
important depuis le siécle dernier. Lorsque la somme ne porte que sur une
variable, on dispose de majorations valables dans un cadre trés général
grace aux travaux de Weil, puis de Deligne et Bombieri. Lorsque la somme
porte sur plusieurs variables la situation est moins connue. Dans le cas ou
la somme est de la forme Zzl,...,mnele ep(f(z1,...,2yn)), ol f est de degré
d et a une composante homogene de degré d non singuliére, Deligne [9] a
montré que cette somme est de module inférieur a (d — 1)p™/2.
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D’autres résultats tres profonds ont été obtenus ces dernieres décennies.
Rojas-Ledn [19] a par exemple récemment établi des majorations de telles
sommes avec des hypotheses sur f moins fortes. On trouvera dans cet article
d’autres références sur cette question. Malheureusement nous n’avons pas
pu appliquer le résultat de Rojas-Lebn évoqué ci-dessus.

Hooley [14] a repris les travaux de Dwork et de Deligne et a proposé
une méthode pour obtenir des majorations dans un cadre assez général.
Nous nous sommes inspirés de son approche ainsi que de la présentation
qui en est faite dans 'appendice de Birch et Bombieri [3] d’un article de
Friedlander et Iwaniec [12].

Pour n € N, on note F,» une extension de I, de dimension n. Pour tout
x € Fpn on note o, () la trace de o sur F), :

on(x)=xz+a2P 4+ + "
Rappelons que o, (u) € F, si u € Fpn.

Soit V,, 'ensemble des (z,y) € ]Fgﬁ vérifiant (2.4). On forme ensuite les

sommes d’exponentielles sur Fy,n et Fp. -

S, (V,d) = Z ep (%(ZIC: dﬂiyi)>,

(z,y)EVn

et

k
S:L(V, d) == Z €y <0n(2d1$1y2)>
(z,y)EVn =1
z,y€(Frn )k
Si (x,y) € V,, est tel que z; = 0 pour un ¢ € {1,...,k} donné alors
d’apres les équations de V, tous les x; sont nuls. De méme si 'un des y;
est nul tous les autres le sont. On en déduit 1’égalité

(2.6) Su(Vod) = S5(Vod) + 2" — 1) + 1.

On consideére alors les séries de Dirichlet définies formellement par

L(T) = exp (iw) et L*(T) = exp (i@)

r= o
Dwork [10] et Bombieri [4] ont montré que les séries L(T') et L*(T) sont
des fractions rationnelles dont les numérateurs et les dénominateurs appar-
tiennent & Q(e,(1))[T]. Cette preuve est reprise dans 'article de Hooley
[14]. Il en déduit ensuite pour chaque entier r I’égalité :

(2.7) Sy (Vid) = wf 4o ] — sy — e —

K
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ol wq,...,w; sont les zéros du numérateur, w;i1,...,w, ceux du dénomi-
. ’ . . m. /2 N
nateur de L. Deligne a montré que pour chaque j, |w;| =p i/2 ou m; € N.
Ainsi, pour démontrer le Théoréme 1.3, puisque

S(b,c,d) = S:(V,d),

44k—1

il suffit de prouver que k < 4 et m; < 2 pour tout 1 < j < K, ce que

nous allons faire maintenant.

2.3. Majoration du nombre « de la formule (2.7)

Notre point de départ est le résultat suivant

THEOREME 2.3 (Hooley[14] Theorem 4 p. 112). — Soit f €F,[X1,...,Xn]
de degré d. Pour n € N, on définit

Sa(f) = D eplon(f(@) et Si(f) = D eplonlf(@)).

N * N
z€F), xe(]Fpn )

Les sommes d’exponentielles Sy, (f) et Sk (f) admettent une écriture sous
la forme (2.7) et le nombre des pdles correspondant r vérifie

k< (11d + 1)V T

En utilisant Porthogonalité des caractéres (comme l’a fait Hooley ([14]
p. 104) pour détecter les conditions définissant V,, on remarque que

1

avec pour u:(ulv cee auk)7 U:(Ula s ,’Uk), 92(92, s 7gk), h:(hQ»,hk) :

k
é(u,v,g,h) = diugvr + Z(diuivi + gi(ugur (by — by) + uj —uy))
i—2
k
+ Zhi(vﬂh(cl —¢i) + v — ).
i—2

D’apres le Théoreéme 2.3 (avec N = 4k — 2 et d = 3), le K correspondant a
S, (V,d) est inférieur & 444F1,
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2.4. Majorations des puissances m; de (2.7)

Nous allons montrer que m; < 2 pour tout 1 < j < k.

On procede comme Hooley [14] ou comme [3] avec un argument de valeur
moyenne.

Pour A € Fy», on considere la variété

Wy = {(@.1) € Va, zk:dxy =1}
=1

Il sera parfois utile de noter Wy (Fpn ) cette variété. On a vu que la définition
de V,, implique que si 'un des x; est nul alors 1 = ... = x, = 0. Ainsi,
pour \ # 0,

k k
Wy = {($7y) € Vn, Zdiﬂﬁz‘yz‘ = A,H%‘yi # 0}~

i=1 i=1

Remarquons (via la correspondance z; = = —b; et y; = y — ¢;) égalité
pour A # 0 :

sz{(aﬁy ) € F2n Zd——clz ﬁ —ci);«éO}.

(Pour A = 0 il faut rajouter le point (0,0).)

Soit N, (M) le nombre de points de Wy.

On reprend maintenant pas & pas les arguments de Hooley [14] ou de
Birch et Bombieri [3] qui consistent & évaluer de deux maniéres différentes

Si= Y S/

c€Fp\{0}

la quantité

avec
k
33: 2: ep<an(c§:chxﬁh)>.
(z,y)€Vn i=1

Tout d’abord, en regroupant les z, y tels que ) ., d;z;y; = A, on remarque
que les sommes S, valent :

Se= > No(Nep(on(ch)).

A€EF,n
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On obtient, en développant les carrés de la somme S,

S = > Y NaWNa(N)ep(on(ed) — on(c)))

CE]FP\{O} /\,)\'E]Fpn
2
=p" Y N = (3 M)
)\EFpn )\EFpn

soit

S=p" Y (Na(h) = M),
)\Elen
ol M est la valeur moyenne :

1
M=— 3" Ny(\)=p"
A€F,n

Posons

k
X Y) =D d [T(X = b)) (Y —¢;) = A[[(X = 0:)(Y = ),

i=1 i i=1

de sorte que pour A # 0,

k
Wi (Fpn) = {(amy) € F?,n sga(z,y) =0, H(:c —b)y—ci)# O}.

Pour chaque = € F}, y — gx(z,y), est la fonction polynomiale d’un poly-
noéme de Fpn Y] de degré k — 1 ou k suivant que z soit 'un des b; ou non.
Il a donc dans Fj,» au plus k racines. On en déduit la premiére majoration
triviale :

(2.9) N (A) = [Wr(Fpn)| < kp™.
Nous obtenons maintenant une expression plus précise pour presque tout A :

PROPOSITION 2.4. — Il existe deux constantes v, K telles pour presque
tout A € Fp» avec au plus K exceptions, on a :

(2.10) [Nn(A) = p"| < vv/p™
De plus, les valeurs v = 2k? et K = 9(k—1)?+4(k—1)+2 sont admissibles.

La preuve de cette proposition n’est pas immédiate. Avant de I’exposer
nous proposons de montrer que cette proposition est suffisante pour démon-
trer le Théoreme 1.3. Admettons donc provisoirement la Proposition 2.4.
Nous reprenons les idées de Hooley [14] pp. 115-116. Comme nous voulons
controler la dépendance en k, nous les reproduisons ici dans notre contexte.
Il s’agit notamment de ne pas rater un “assez grand” qui dépendrait de k.
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Soit I I'ensemble des A € F,» ne vérifiant pas la Proposition 2.4. On a
alors

(211) S=p" > (Na(A)=p")2 +p" Y (Na(X) —p")? < (KE* +07)p*".
AEK 2K

Supposons que 'un des w; de la formule (2.7) soit de module p™/2 pour
un m > 3. Hooley a montré a partir des travaux de Deligne que les sommes

S. pour ¢ € ]F; sont également de la forme
Se=e1wi, + - +eLwy .,

ou ey, ...,er, sont des entiers indépendants de ¢ et n vérifiant |eq| + -+ +
ler| = K, et les modules |w; .| sont des puissances entieres de /p; ces
puissances étant indépendantes de c.

En particulier le nombre des w; . de module supérieur & p3/? est le méme
pour chaque c. Plus précisément, si ¢ désigne le nombre d’indices ¢ tels que
Wi, soit de module supérieur & p3/2
Pordre des w; ) :

, on a pour tout ¢ € Fy (quitte a changer

Se =ewy .+ +ewp . + B,

ou F. est un terme d’erreur de module inférieur a xp™. Soit H tel que
H _ 2 SONS — Wic ; . .

p" = maxigi<r |wi,c|®. Posons z; . = ]ﬁ pour 1 < ¢ < 4. Les z;,. sont
ainsi des nombres complexes deux a deux distincts de modules inférieurs

olt égaux a 1. On en déduit la minoration pour tout ¢ € Iy, :
S| > 3n/2 n L. no|_ n
|Se| = p™""lerzt e + -+ +enzil| — rp™.
Cela donne pour S :
S > Z |Sc|2 > Z p3n|elz?’c 4+ 4 BZZZCP _ 252(2) _ 1)p5n/2
cely celFy

L’idée suivante de Hooley est d’utiliser ’égalité :

. 1
lim —
u—+o00 U

Y leraf otz P =l e > 1,

n<u

qui se vérifie en développant le carré et en profitant du fait que les z;
sont des nombres complexes deux a deux distincts de module inférieur a 1.
Grace a cette égalité, on observe que pour € > 0 donné, il existe une infinité
d’entiers n tels que

(2.12) le12] .+ +ezp P 2 1—e.
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On obtient alors pour les entiers n vérifiant (2.12) :

2
52 (-1 (1= = —5) > (= Dp* (1 - 2),
pour n assez grand. Cette minoration est incompatible avec (2.11) lorsque
p > Kk? +v? + 1 (avec un choix de ¢ assez petit).
Lorsque p < Kk?>+ 12 +1, le Théoréme 1.3 reste vrai mais fournit en fait
une majoration moins bonne que la majoration triviale (|S(b,c,d)| < p?).
Il reste maintenant a démontrer la Proposition 2.4 pour terminer la
preuve du Théoréme 1.3.

Le cardinal N, () est proche du cardinal
Ny (A) = [{(x,y) € Fpu 2 galz,y) = 0}].

Pour obtenir une majoration de la différence | N/, (A) — N, (A)], il suffit d’étu-
dier la contribution des x = b; ou y = ¢; dans g). Le polynéme associé a

ga(biy) = d; H (b — b)(y — ¢5)
1<) <k
J#i
a k—1 racines. De méme, pour 1 <4 < k, [{x € Fpn : ga(z,¢;) =0} = k—1.
Ainsi,

(2.13) IV, (X) = Na(V)] < 2.

mn

Pour démontrer la Proposition 2.4, il suffit donc d’étudier N/ (\) — p™.

Si g est absolument irréductible (c’est-a -dire irréductible dans F,,), alors
d’aprés un théoréme de Lang et Weil [16], N/, (A) = p™ + O(y/p™). Nous ne
savons pas dire que g, est absolument irréductible pour tout A sauf pour
au plus un nombre fini de A. Nous utilisons plutét les travaux d’Adolphson
et Sperber [1]. Pour cela nous devons définir le polygone de Newton d’un
polynéme g € K[Xy,...,X,] ot K est un corps fini. Ecrivons ¢ sous la
forme g = ZjeJajxj ou J C Z%, et pour chaque j = (j1,...,Jn) € J,
aj #0et 2’ :x{l ceepdn,

Le polygone de Newton de g est alors ’enveloppe convexe dans R™ de
l’ensemble JU{(0,...,0)}. On le note A(g). La dimension de A(g) est celle
du plus petit sous-espace vectoriel de R™ contenant A(g).

A chaque face o de A(g), on associe le polynome

Jo = Z ajxj.

jeonJ
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DEFINITION 2.5.

(i) Le polynéme g est non dégénéré (par rapport a A(g)) si pour toute
face o de A(g) qui ne contient pas 'origine, les polynémes 0g, /0z1,. . .,
09y /0z,, n'ont pas de racine commune dans (K*)" ot K désigne une
cléture algébrique de K.

(ii)) Le polynéme g est commode (par rapport a A(g)) si pour tout i €
{1,...,n}, il existe un entier j; > 0 tel que g contienne un mondéme
de la forme ax]’.

Ces deux définitions sont celles de [1] page 376 adaptées a notre situation.
Adolphson et Sperber ont obtenu le résultat suivant.

THEOREME 2.6 (Adolphson et Sperber [1] Corollary 6.9 p. 400). —
Soient K un corps fini de cardinal q et g € K[x1,...,2¢] non dégénéré et
commode par rapport a son polygone de Newton. On suppose aussi que

9,210g/0x1, ..., x009/0xy

n’ont pas de zéro commun. Soit V la variété définie par g = 0. Il existe
v(g) telle que

V(K)| — ¢! < v(g)Ve L

Remarque : la constante v(g) est effectivement calculable. On trouvera
une définition de cette constante & la page 371 de [1], elle ne dépend que
du polygone de Newton de g.

Pour terminer la preuve de la Proposition 2.4, il reste a vérifier que 'on
peut appliquer le Théoréme 2.6 au polynéome gy avec K = F,n et £ = 2
pour presque tous A avec au plus K exceptions et déterminer les v(gy)
correspondants. Rappelons la forme de g, :

k k
X Y) = d [[(X =0)(Y —¢)) = A[[(X = b) (Y = ca).
i=1  ji i=1
Lorsque A # 0, le coefficient en X* vaut —A(—1)¥c;...c; # 0 puisque
aucun ¢; n’est nul.

On vérifie de la méme maniére pour A # 0 que le coefficient en Y* est
non nul.

Cela prouve que gy est commode si A # 0.

Le polygone de Newton est A(gx) = [0, k] x [0, k] si A # 0.

En reprenant la définition de v donnée page 371 de [1] (avec v = v4 ou
A ={1,2}) on obtient sans peine que

(2.14) v(gy) = 2k? — 2k.
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Les faces de A(gy) ne contenant pas (0,0) sont les cotés o1 = {k} x [0, k]
et o9 = [0, k] x {k}.

Les polyndmes associés sont g,, (X,Y)=—-AX* Hle (Y—c;) et g5 (X, Y)
= AL (X — b)),

Vu que les ¢; sont deux a deux distincts, on vérifie facilement que dg,, /0x
et 0g,, /Oy n'ont pas de racine commune dans (F}.)?. Cette propriété est
également vérifiée par g,, car les b; sont deux a deux distincts. Donc gy
est non dégénéré lorsque A # 0.

La derniére condition du Théoreme 2.6 est plus difficile a vérifier.

Commengons par traiter le cas ot = b; pour un i € {1,...,k}. Alors

g (b5, Y) = di [ (b = b)) (Y — ;)
i
s’annule pour Y = ¢; avec j # ¢. Mais

9gx
5 birci) = dj(c; — ) I @i = bo)(e; — o) #0.
LF#i,j
Donc pour tout A, il n’existe pas de point singulier de la forme (b;,y). De
méme, il n’existe pas de point singulier de la forme (z, ¢;).
Pour = & {b1,...,bi}, y & {c1,...c}, on vérifie que gx(z,y) = 0 si et
seulement si
k
(2.15) A= Z dll‘ — biy — Cj.
i=1
Pour la dérivée partielle en y, cela entraine :

(2.16)
k k k
RCUED I | CEND IS | (PRIEPY | CR5D ) | (RS
i=1 VE) JFi F;ﬁz] i=1 i=1 j#i
k
= H(:cfb Yy —c Zd —¢)2.
De méme,
99, - - TN
%(x,y) == ]_1(99 —bi)(y — ) Zdz@ —bi)%(y — c).

Tout d’abord, on considére le cas ot zy = 0. Pour (z,y) = (0,0) le
systeme devient

(2.17) 00—0(:)Zdec]—)\Hch—O

=1 j#i
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ce qui n’arrive que pour une seule valeur de A puisque les b; et les ¢; ne
sont pas nuls.
Lorsque x = 0 et y # 0, on doit résoudre le systeme

Igx
9.18 0,7) = 22(0,y) = 0.
(2.18) 92 (0, y) oy (0,9)
La deuxiéme équation devient (rappelons que y & {c1,...,cx})

k e —
D dibi(y —ci)? =
=1

ou encore en multipliant par Hf,l( —¢;)?

Zdb [[w-¢)?=o0.

i=1 VED)

Comme les c¢; sont deux & deux distincts et les b; ne sont pas nuls ce
polyndéme ne s’annule pas en y = ¢;. Il n’est donc pas identiquement nul,
et admet au plus 2(k — 1) racines y. On en déduit en utilisant (2.15) qu’il
n’y a au plus que 2(k — 1) valeurs de A telles que le systéme (2.18) ait des
solutions.

On vérifie de la méme facon que le systeme

9gx

2.19 z,0) = ——(z,0) =0
(219) 92(,0) = 22 (2,0)
admet des solutions pour au plus 2(k — 1) valeurs de .

Il reste maintenant a étudier le systeme

9gx g

(2.20) g (2,y) = afy(m,y) =—=(z,y) =0,
avee z & {br, .. b}y & {er, ).

En reprenant le calcul précédent, on remarque que ce systéme est équi-
valent & :

k
Zdi(xfbi)(yfci):/\
(2.21) Zdnxfb 2(y—¢;) =0
i=1  j#i
Zde—b )y —¢;)* =0.
i=1 VE)

Soit Pi(z,y) = Yoy di [],(2 — b;)2(y — ¢) et Pa(w,y) = iy di [1;
(z = bj)(y —¢;)*.
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Pour montrer que les deux dernieres lignes du systéme n’ont qu’un nombre
fini de solutions (z,y) il suffit de vérifier que les polynémes P; et P, sont
premiers entre eux. Notons T = (Py, Py) puis P, = TR; et P, = TR». Si
T n’est pas constant, alors quitte a échanger les roles de x et de y, on peut
supposer que le degré partiel en y pour T est supérieur a 1.

Le degré en y de P est inférieur a k — 1 c’est donc aussi le cas pour T'
et Ry. De plus, le degré partiel en y de R; est au plus k — 2. Comme les ¢;
sont deux & deux distincts, les polyndmes [ ; #(y — ¢;) forment une base
de 'espace vectoriel des polynémes de Fp»[Y] de degré au plus k — 1.

On en déduit que T et Ry s’écrivent sous la forme :

(2.22)
k
TX,Y)=> a(X)[[(V —¢;), Ri(X.)Y) Zﬁz VT =),
i=1 i i
ol ozZ(X)7 i(X) € Fpn [X] pour 1 <4 < k. Comme T divise P, pour tout

1 <4 < k le polynoéme T(X,¢;) = aZ(X) [1j4i(ci — ¢;) divise P2(X,¢;) =
d; H]#(X bj)(c; —c¢j)?. On en déduit que al(X) est de la forme o;(X) =

i [ljer, (X —b;) avec s; € Fpn et L; C {1,...,k}\ {i}.
On a alors

Pi(X,c) =d; [[(X = b;)%(ci = ¢;) = si [T (X =0;)8:(X) [ (i = ).
J#i JEL; J#i
Ainsi le polynome ; est de la forme
X)=t][x-0) T[] X-by.
J#i JELiU{i}

Le coefficient du terme en Y*~1 dans I’écriture de R; dans (2.22) est
Zle B:(X). Ce coefficient doit étre nul car R; est de degré au plus k — 2
enY. Or, pour 1 <7<k,

k
0= Bulb) =Bilbi) =t; [J i =) J] (b —by).
m=1

J#i J¢L:U{i}
Cela entraine que ¢; = 0 puisque les b; sont deux & deux distincts. Ainsi,
chaque f3; et par suite Ry et P; sont identiquement nuls. Cela n’est pas
possible. Par conséquent P; et P, sont premiers entre eux.

Les polynomes homogenes associés P (X : Y : Z)=2Z3*k=VP\(X/Z,Y/Z),
Py(X :Y : Z) = 730=VPy(X/Z,Y/Z) sont alors premiers entre eux. En
effet leur pged h est un polynéme homogene vérifiant h(X : Y : 1) = 1
et est donc de la forme h(X : Y : Z) = aZ' ce qui n'est possible que
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pour £ = 0. On en déduit par un résultat classique sur les intersections de
courbes planes (Théoréeme de Bézout, cf [22] ou [23]) que

{(z,y) €EF2n : PI(X,Y) =0=Py(X,Y)}| < deg Py x deg P, < 9(k — 1),

Le Théoréme 2.6 s’applique donc pour presque tous les A avec au plus
K = 9(k—1)?>+4(k—1)+2 exceptions. On rappelle que le terme 4(k—1)+1
correspond aux A pour lesquels il existe un couple (x,y) tels que xy = 0 et
solutions d’un des systémes (2.17), (2.18) ou (2.19) et le +1 supplémentaire
tient compte du cas A = 0. En tenant compte de (2.13) on obtient la
Proposition 2.4 et cela termine la preuve du Théoreme 1.3.

3. La complexité K3 dans le cas ou S est ’ensemble
des inverses d’une suite d’entiers consécutifs

Dans ce paragraphe, nous démontrons le Théoreme 1.2 relatif aux po-
lynémes & racines simples dans F,,. Pour A C [, on reprend la notation
Fa(X) = TTea(X — a).

On remarque que |Ps(d, p)| = (5). La condition p > 2/(1 — ) implique
que p = 3.

Soient B et C deux sous-ensembles disjoints de F,

B={bi,...,be}, C={bey1,...,br}.

Nous devons montrer qu’il existe f € Ps(d, p) tel que r,(f(b;)) e{r,...,r+

s— 1 pour 1 < i < et r,(f(b;) & {r,...,m +s— 1} pour £ < i < k.
Ici et dans la sulte nous considérons des polynoémes f = f4 tels que
AN (BUC) = 1.

Pour § €]0, 1] on définit la fonction hg(z) pour = € Z par

hﬁ(x):{ 1 si0<rp(z) < pp

0 sinon.

En adaptant la preuve du lemme 2.2 de [5], on montre que

(3.1) hg(z) = Z apep(hx),

|h|<p/2
avec

_ [Bp] _ 1 —ep(=h[Bp])
ao—Tetah—mpourh#O
(2

On a ensuite remarqué dans [5] que |ap| < 1/(2h) pour h # 0.
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Il suffit de montrer que la quantité

¢
T := Z Hh,@(m—r) H(l_hﬁ(Tbi)—r))
fePs(dp) =1 ,
[T, f#0

est strictement positive.
On développe les produits ci-dessus en utilisant (3.1) et en isolant le

terme principal :
_(p—k\ [8p1 (0 — [BP)*"
T_( d ) pF
b=t k—e—t' ,
mlﬂ (p |—6p—D (_1)15

+ Z pk—t—t/

0l
0t <k—¢
(t,t")#(0,0)
t+t’ t+t’
X E g (Hahi)ep(fTth)
101 <o <ie <L 0<ha | |hy o [<p/2  i=1 m=1
0<ipp1 <. <y <k
X U(hy, ..., hige),
avec
t4t
U(h17"‘7ht+t/) = g ep( E hmf(blm))
m=1

FEPs(d.p)
[T, ra=0

t+t’ d
= Z ep(thHbim—aj>.
{a1,...,aq }CF,\(BUC) m=1 j=1

On fixe les d — 2 premieres variables et on somme sur les deux dernieres :

|U(h1,...7ht+t,)|
t4t’ d

<X > e Xl o)
{a1 ..... ad,g}CFp\(BUC) {ad,l,ad}CFP\BUC m=1 j=1

ajF#aj si i#j

t+t’ d

DS > el w)
{a1,...,aa-2}CF,\(BUC) |aq—1,a4€F,\(BUC) m=1  j=1

+2(k4d—1)p*t.
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Ce terme 2(k + d — 1)p?~! est une majoration de la contribution des
(a1,...,aq) tels que ag = aq—1, ou ag_1,aq € BUC U {ay,...,aq-2}.
D’apres le Théoreme 1.3, la somme intérieure sur aqy_1, a4 est majorée par
44*p. On en déduit la majoration :

\U(h1, ... hege)| < (44% + 2k +2d — 2)p?~ 1.

Cela donne pour T (la constante implicite dans la formule suivante est de
valeur absolue inférieure & 1) :

T :(P - k) [8p1" (p — [Bp])F—*

d pk

n O< Z [Bp] ! (p— [BPW)k_é_tl (_1)t+t’

k—t—t’
0<t<e p
o<t <k—2
(t,t")#(0,0)

t+t’
X > > (H|ahi|>(444k+2k+2d—2)pd_1>.

1< <o <ie <O 0<|hy|voons By |<p/2 i=1
£<it+1<--~<it+t/<k

Comme |ap| < (2h) 7! lorsque h # 0, les sommes sur les h; sont inférieures
a log(3p). On obtient donc :

_(p—k\ B (p— [Bp])"*
T_< d > P

+0 <(“Zﬂ +log(3p)) z(p_][)ﬁm +log(3p)) k_£(444k+2k+2d—2)pd1>

_k [ k—¢
p

ou la constante implicite du O est inférieure & 1 en valeur absolue. Lorsque

p vérifie (1.1) T > 0 et ainsi K3(S,d) > k. Cela termine la démonstration

du Théoréme 1.2.

4. La complexité K3 dans le cas général

Dans ce paragraphe, on étudie K3(S,d) o S est maintenant un sous-
ensemble de I, vérifiant les hypotheses du Théoreme 1.4.

Soit k < d/2. Soient B,C deux sous-ensembles de F, disjoints tels que
|B| = £,|C| = k — £ pour un certain 0 < £ < k. Nous devons montrer qu’il
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existe un sous-ensemble A C F, de cardinal d tel que B C R(fa,S5) et
CNR(fa,S)=10.

Notons B = {by,...,bs}, C = {bps1,...,bx}.

e Si S = {0}, alors on peut prendre f4(X) = H (X —b; )HZ o1 (X —
b;) avec {bj, 1,0y} N(BUC) =0, ce qui est possible lorsque k +d < p.
De méme, pour S¢ = {0}, fa(X) = [T2, 7 (X — b)) [T5_py 1 (X — b;) avec
{bh,...,0,_, 1} N(BUC) =0 convient.

e Nous supposons maintenant que S # {0}, F,. Il existe s € S\ {0} et
r e S\ {0}.

Pour terminer la preuve du Théoréme 1.4, il suffit de trouver A C F,, de
cardinal d tel que

S\{0} sizeB
4.1
1) fA()E{SC\{O} sizecC.
Soit T5(S,d) le nombre de sous-ensembles A vérifiant (4.1).
On a alors d’apres 'orthogonalité des caracteres sur I,

PO TS d) = Y ﬁ(ZZ (ﬁb—az) )

{ai,aa}CFp =1 \ x reS\{o}  i=1

1 (Z > X(f[(bjai))x(s))

J=t+1 \ x sese\fo} =1

ou dans les différentes sommes, x parcourt 'ensemble des caracteres de F,
et x est le caractére conjugué de x. A priori, la somme devrait étre restreinte
aux sous-ensembles A = {a1,...,aq} C F, tels que AN(BUC) = ), mais la
contribution des a; = b; étant nulle, nous pouvons oublier cette condition.
Soit xo le caractere principal de F,. En développant la ligne ci-dessus et en
isolant le terme ou tous les x valent o, on obtient :

b= k c —/
e a(s.a) = (7, )i\ 015\ 03+ o)
ou le terme d’erreur E est défini par

E= 30 IS\{0H ST oyt

0<t<L
0t/ <k—2
(t,¢)7#(0,0)

> oo Y 12 XV O X)),

1< << <L X17#X0 XH_t/?éXO
e<it+1 <"'<it+t’ <k
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avec

t+t’

V(X17"'7Xt+t’) = Z HXj(f.A(bij))?

A={a1,...,aq}CF, j=1

t t+t’
Z(x1,-oxeer) = [ | (ZX;‘(@) II (ZX;‘(S)>7

j=1 \res j=t+1 \ sgs

et la constante implicite est de module inférieur & 1. Pour majorer les
sommes V(x1,..., Xt+t ), nous utilisons le lemme suivant.

LEMME 4.1. — Soient p un nombre premier, x un caractére non prin-
cipal d’ordre d (avec d|(p — 1)), f(X) € Fp[X]. Notons m le nombre de
racines distinctes de f(X) dans F,. Si f(X) n’est pas une puissance d iéme
alors

| > x(f@)| < m -1y

z€lF,

Il s’agit du théoréme 2C’ p. 43 de [21] dans le cas o ¢ = p.

Avant d’utiliser ce lemme, nous devons faire un travail préparatoire ana-
logue & [6] dont les idées de base se trouvent dans [20]. La difficulté ici
est que nous travaillons avec plusieurs variables que nous devons rendre
indépendantes.

Comme 7 est cyclique, chaque caractere x,, peut s’écrire sous la forme
X%™ ou x est un caracteére d’ordre p—1. Ainsi pour des caracteres x1,...,Xt+¢/
différents de o, il existe des entiers compris entre 1 et p — 2 «aq,...,Qp ey
tels que

V(Xty s xeter) = VX, oo x& ) = Wan, ..oy Gegr )y

avec
t+t’ d
W(Oé17...,at+t/) = Z Hxaj( (b17 7am))
{a1,...,aq}CF, j=1 m=1

Nous appliquons maintenant le Lemme 4.1 pour majorer les sommes sur
chaque a4. Cependant, le fait que les a; soient deux a deux distincts rend
les calculs un peu plus difficiles.
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Dans une premiere étape, on écrit

(4.2)
t+t’ d—1
Wi, ... ,0q44) = Z Hxaﬂ( H(bij fam))
{a1,...,aq_1}CFp j=1 m=1
t+t
X Z X ( H(bij — ad))
ag€Fp\{a1,...,aqg_1} j=1
t+t d—1 t+t’
= > IIx (H s —am) 3 X (TLe, - en)
{a1,..,aq—1}CFp j=1 ag€Fyp j=1
t4t/ d—1 _

Y I (Mo - )Mﬁ(Hu—w

h=1{a1,..., CF, j=1 m=1
{a1,.-;,aq-1}CFp j= m;éh

Dans cette deuxieme ligne, la variable a4 est indépendante des autres. En
itérant ce procédé au bout de d étapes, on obtient un nombre fini (au plus
d!) de sommes de la forme

(4.3)
t+t’ t+t’
= ( Z H X(bij _ al)ozjh) - ( Z H X(bi]‘ _ ah)ozj/\h>7
a1€F, j=1 an€F, j=1
oul<h<det \,..., )\, sont des entiers strictement positifs tels que

AL+ Ay =d.

Dans la suite, nous utiliserons le fait que

h
(4.4) h=d-> (Am—1).

m=1
Notons le pged o = (o, ...,044¢) et of = a;/a. Pour chaque m €
{1,...,h},on a:
t+t' 4t
| (D S| ) ()}
am€F, j=1 am€F, j=1
On peut appliquer le Lemme 4.1 si x**» # xo. Comme (af,..., 0, ) =1,
on a:

) D sinon.
am€Fy j=1
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Comme (p — 1) fa, lorsque A, = 1, la somme est de module inférieur &
(k —1)y/p. Dans le cas o A, > 2, nous majorons la somme trivialement
par p. Notons u(A) le nombre d’indices m tels que A\, > 2. On a :

T(a, A) < (k= 1)y/p)" Vp ) < (= 1t 51N,

Mais d’apres (4.4), h 4+ u(X) < d puisque u(X) < Z1<mgh(>\m —1). Cela
prouve que T'(a, A) < (k — 1)dpd/2.

On obtient alors :
(4.5)
M=ot Tags. ) = (7 is (ot o3|
<di(k -1 3 Do IS\ s {0y

ost<e 1<y < <iy <L
0Kt Kh—l<isp1<-<iy <k

(t,¢")#(0,0)
t t+t’
<3 Y X we] IT | X xe)
X17X0  Xepr' #Xo J=1 s€S j=t+1 sese

Lorsque S et S¢ sont de taille suffisamment grande, on peut obtenir des ma-
jorations intéressantes des sommes de caractéres sur S et S¢. On commence
par appliquer I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

Do 1D xs !—Z!ZX )| =15\ {0}

X#Xo SES ses

<p1/2(2|2x 1) =15 oyl

seS

(4.6)

On développe le carré puis on profite de 'orthogonalité des caracteres :

Z\Zx =3 > x P(P)]S\ {0}].

ses X S1,52€8

On en déduit I'inégalité :

SIS xs)l < VoIS \ {0} < pyV/IS\ {0)].

X#Xo SES
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On obtient de la méme fagon une majoration de > Y scse X(s)‘ Fi-

XFX0
nalement,
(4.7)
M <d(k-1)"p" Y IS S VIS VIS Y e
0<t<e 1< << <L
O{t/gk—e l<it+1<-<'<it+t/§k

(t,)#(0,0)
< dl(k =12 [(1S| + p/IS) (1S + py/]S)*
< d'(k _ 1)d2kpk+d/2|S|Z/2|SC|(k75)/2'
Remarquons que le terme principal est de 'ordre de ~ p?|S*||S¢|*~*. Quitte
a échanger les roles de S et S¢, on peut supposer que |\S| < |S€).
Dans ce cas, la majoration que nous venons d’obtenir est la plus mauvaise
quand ¢ = k. Notre majoration est alors pertinente si

p* <pa p¥?|S|F2,

ol la constante implicite dépend de k, ¢, d. Lorsque |S| = O(1), cela impose
k < d/2. Lorsque |S| > p, cela impose k < d. Cela termine la preuve du
théoreme.

5. La complexité K5, preuve du Théoréme 1.5

Pour tout sous-ensemble A4 C F, et tout x € F, nous utiliserons la
notation suivante :

r+A={r+a:ac A} =A+2 zA={za:ac A} = Ax.

Soit A C F, de la forme A = BUC avec B = {a1,...,a¢} et C =
{aes1,-- -, 0442}, o 0 < £ < d+ 2, de sorte que |A| = d + 2. On veut
trouver g € F,[X] de degré plus petit ou égal & d, sans racine multiple, tel
que g(a;) € S pour tout 1 < i < £ et g(a;) € S pour tout £+1 < i < d+2.
Nous allons considérer le cas £ = 1 puis le cas ¢ > 2.

e Supposons d’abord ¢ = 1. Notons pour chaque ¢ € {2,3,...,d + 2} le
polynéme d’interpolation f; de degré plus petit ou égal a d tel que

fila1) =0
fi(aj)zl si 2<]§d—|—2,j7’é’b

Si fi(a;) = 0 pour tout i € {2,3,...,d+ 2}, on forme alors le polyndéme

f=fe+[fs+ -+ fat2. Ona

{f(al)o
Fla)=d+140 si ic{23,. .. d+2}.
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On fixe alors v € S'\ {0} et on choisit u ¢ R(v), ou

R(v) = {—vf(zj),j tel quef(z;) #0}U{(s —v)(d+1):s€ S},
215y 2m, M < d—1, représentant les racines distinctes du polynoéme f/(x).
Cela est possible, car |R(v)| < d—1+|S]| < p. Le polyndme g(z) = uf(x)+v
répond alors au probleme.

Sinon f;,(ai,) # 0 pour un certain ig € {2,3,...,d + 2} ; on choisit alors
g de la forme g(x) = uf;,(z) + v en fixant v € S\ {0} et en choisissant
u ¢ R(v),

R(v) = {—vfi,(2), ] tel quefi,(z;) #0}U{s—v:s€ S}
U {(S - U)fio(aio) HERS S}a

ou z1,...,2m, m < d — 1, représentent les racines distinctes du polynoéme
f'(x). Cela est possible, car |R(v)| < d— 1+ 2[S] < p.
e Considérons dorénavant ¢ > 2. Notons pour tout ¢ € {1,2,...,¢} le

polynéme d’interpolation f; de degré plus petit ou égal a d tel que

filaj)) =0 si 1<j<L,j#1
fi(aj)zl si é+1<]<d+2

Si fi(a;) =1 pour tout ¢ € {1,2,..., ¢}, alors le polynéme f = f1 + fo +
oo+ fo — 1 vérifie

fla;) =0 si 1<j</
fla)=0—140 si (+1<j<d+2,

et 'on conclut comme dans un cas précédent, en prenant v € S\ {0} et en
choisissant u ¢ R(v), ol

R(v) = {—vf(z;),7 tel quef(z;) #0tU{(s —v)({ —1):s€ S}
Le polynéme g(z) = uf(z) + v convient alors.
Sinon, il existe ig € {1,2,...,¢} tel que o := f; (a;,) # 1. Ainsi on
désire trouver g(z) = uf;, () + v (qui est de degré inférieur ou égal a d)
sans racine multiple vérifiant

veSs
au+veS
ut+végs.

On peut supposer a # 0 car autrement les deux premieres équations sont
équivalentes et on a déja vu qu'un tel polynéme g existait. Notons s = v
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et s’ = au + v. Alors

veds ,
au+vesS @{S’SES

= —
utvéd S (I-a@)s+as' ¢ 5.

¢ sans racine multiple signifie que uf;, (z;)+v = (1—af;, (z;))s+afi, (z;)s’
# 0 pour les racines z; de f; . Il n’est pas difficile de voir que I'égalité
(1—afi,(zj))s +@fi,(z;)s" = 0 est vérifiée pour au plus |S| couples (s, s).
Ainsi une condition suffisante pour terminer la preuve du théoréme est :
(5.1) H(s,s)eS?:(1—a)s+as’ ¢S} >|S|(d—1).

Soit les ensembles S1 = (1—a@)S et So = @S de cardinalité |S| (puisque « est
différent de 0 et 1). Pour n € F, notons r(n) le nombre de représentations
n = 81 + s avec s1 € S7 and sy € Sy. D’apres un résultat de Green and

Ruzsa ([13], Proposition 6.1) qui est une généralisation d’un théoréme de
Pollard, on a, pour tout ¢ < |S]|

> min(t, 7(n)) > tmin(p, |S1] + |Sz| — 1 — ) = tmin(p, 2[S| — 1 — )
nelf,
>2t(2]S|—1—1t) car 2|S|—1-t<p.

> " min(t,r(n)) <tS].

Par ailleurs,

nes
Donc
Z r(n) > Z min(t,r(n)) = Z min(¢, 7(n me (t,r(n
n¢S n¢S nek, nes

> 218 —1—t) — ¢S] = t(|S] — 1 — t) =: 6(t).

La minoration est optimale pour ty = ‘S‘ !

on obtient
> r(n) = ¢lto+1/2) = |§| (§—1>.

n¢sS
Or, ‘S‘ (IS‘ 1) > |S|(d—1) car par hypothese |S| > 4d+ 2. En définitive,
on a blen l'inégalité voulue (5.1).

. tp ou to + 1/2 étant un entier,
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