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PROLONGEMENTS
DE FONCTEURS D’INTERPOLATION
ET APPLICATIONS

par Charles GOULAOUIC

Introduction.

La théorie de I'interpolation a été abondamment développée pour
les espaces de Banach (cf. [1][10] [15][16][17]([20][24]... .)etelle
n’est guere utilisée que dans ces espaces. Les travaux de J.L. Lions et
E. Magenes en particulier sur des problémes aux limites liés a des espaces
de fonctions et distributions du type de Gevrey (cf. [19]), nous ont
incités a étendre la théorie de 'interpolation 4 des espaces vectoriels
topologiques plus généraux.

Nous n’avons pas cherché une théorie générale, mais des définitions
constructives de foncteurs d’interpolation qui “prolongent®’ les défi-
nitions habituelles dans le cadre des espaces de Banach, et nous per-
mettent d’utiliser les résultats connus pour en déduire des théorémes
d’interpolation pour des espaces vectoriels topologiques définis par
limites projectives ou inductives (qui se rencontrent fréquemment en
analyse).

Nous donnons au chapitre 0 les définitions nécessaires (en langage
des catégories) ; puis nous construisons, au chapitre 3, les prolongements
par lim (resp. lim) des foncteurs définis sur les catégories de couples
compatibles d’espaces de Banach (resp. de Fréchet).

Au chapitre 1, nous développons une méthode de construction
de foncteurs d’interpolation définis sur les catégories de couples com-
patibles d’espaces de Banach, méthode inspirée de celle de [22] ; c’est
cette méthode essentiellement qui nous servira d’outil pour les pro-
longements que nous utilisons par la suite (sauf au chapitre 5) et on
peut montrer qu’elle contient les autres méthodes réelles utilisées
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généralement (méthode des traces [15] [16] [17], méthode de Gagliardo,
méthode des moyennes [20]).

Pour P'application essentielle que nous envisagions (interpolation
entre espaces de fonctions C™) nous avons dii développer l'interpo-
lation entre espaces LP avec poids (chapitre 2). Ce faisant nous avons
obtenu un résultat sur les fonctions d’interpolation qui compléte celui
de Peetre [23] (en particulier, nous obtenons également les cas limites
p=1 et o)

Certains résultats des chapitres 4, 5 et 6 avaient été annoncés dans
les notes au C.R.A.S. [8] [9]. 1l est évident que les exemples choisis ne
sont pas les seuls possibles ; nous aurions pu appliquer les mémes mé-
thodes pour interpoler entre des espaces de suites (cf. [11]). ..

Dans le chapitre 5 (espaces CDLp) nous utilisons des méthodes
d’interpolation autres que celles du chapitre 1. En particulier, pour
obtenir la variante du théoréme de G.O. Thorin nous avons dii recourir
a la méthode complexe. Nous avons dii démontrer un résultat sur
Pinterpolation entre L”® et L™ un peu plus précis que celui de [20],
afin de pouvoir appliquer la méthode de prolongement du chapitre 3.

Au chapitre 6 nous utilisons des représentations spectrales, ce qui
nous permet d’appliquer les résultats du chapitre 2 a 'interpolation
entre des espaces de Gevrey, par exemple.

Je suis trés heureux de pouvoir exprimer ici ma profonde recon-
naissance 4 Monsieur Lions pour les conseils et les encouragements
qu’il n’a cessé de me prodiguer.

Je remercie aussi Monsieur Deny d’avoir bien voulu me donner le
sujet de seconde thése et Monsieur Lelong de s’étre intéressé & mon
travail et d’avoir accepté la présidence du jury.

Notations utilisées.

Lorsque nous renvoyons a un énoncé du méme chapitre, il est
indiqué par son numéro (ex : proposition 3). Lorsqu’il s’agit d’un
énoncé d’un autre chapitre, nous indiquons aussi le numéro du chapitre
(ex : lemme 2.3. signifie le lemme 3 du chapitre 2).

Les nombres entre [ ] renvoient a la bibliographie.
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CHAPITRE 0

DEFINITIONS GENERALES

Nous conserverons en général le vocabulaire habituel en théorie de
IInterpolation ; cependant, précisons quelques notions :

1. Couple compatible.

DEFINITION 1.— Un couple compatible (E,,E, ,E, i, i)
d’espaces vectoriels topologiques est constitué par :

a) 3 espaces vectoriels topologiques : E, ,E, ,E, que I'on sup-
posera toujours localement convexes et séparés.

b) 2 injections : iy de E dans E et i, de E dans E , telles que :

) La topologie de E est la topologie la moins fine rendant i, et
i, continues.

d) Z ={(iy(a) , — i;(a)) ; «EE} est un sous-espace fermé de
E, XE, .
E sera noté en général E, N E, .

Lorsque aucune confusion ne sera a craindre, le couple compa-
tible sera noté (E, , E;) aulieude (E, ,E, ,E, NE, ,i;,i,).

Ondit que (E, , E,) est un couple compatible d’espaces de Fréchet
(resp. de Banach, de type £9 ...) lorsque E, et E; sont des espaces
de Fréchet (resp. de Banach, de type £, . . . etc.).

E, X E,

Z
Eo + E, est localement convexe séparée.

Posons E;, + E, = ; d’aprés d) la topologie quotient sur

Soient : jo : Ec —= Ey + E,
I, :E;, — E4, + E,
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définies par:  jy(x,) = (x4, 0) (classe de (x, , 0)

Ji&xy) =(0,x,))

jo €tj, sont des injections continues (vérification immédiate).

On peut représenter la situation par le diagramme :

C—_, signifie : injection continue.

Ce diagramme est commutatif : soit« €EE; N E, ;

Toio(@ — 711, (@) = (i), 0) — (0, i, ()
= (ig(a) , — iy(a)
=0 dans E; +E,.

Par la suite, on identifiera toujours les espaces E, N E, , E; , E,
avec leurs images dans E;, + E, . On considérera ces espaces comme
sous-espaces du méme espace E; + E, . Ce qui nous permettra de
parler de la restriction & E;, ou E, d’un opérateur défini sur E; + E, .
Un élément a €E, + E; peut s’écrire a = a, +a, avec a, €E; et

a, €E, , (cette écriture n’étant en général pas unique).

Cas des espaces normés.

Lorsque E, et E, sont normés, on prendra pour normes sur

E,NE, etE, + E, :
Nallg pg, = llallg, + llally,

= inf a + |la
lallgy +z, = i€ (laollg, + la,llg,)
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2. Morphismes de couples compatibles.

Soient (E, , E,) et (F,,F,) deux couples compatibles d’espaces
vectoriels topologiques.

DEFINITION 2.— L’ensemble Hom ((E,,E,), (F,,F,)), noté
aussi AE, ,Fg) N L(E, , E,),des morphismesde (E, , E,)dans (F, , F,)
est 'espace des applications linéaires de E, + E, dans F, + F, dont
les restrictions d E, et E, sont continues respectivement de E, dans F,
etdeE, dans F, .

(Pour plus de cohérence nous imposerons une condition supplé-
mentaire dans le cas des couples compatibles d’espaces de Banach ;
cf. ci-dessous).

3. Catégories de couples compatibles.

On sera amené a considérer en particulier les catégories suivantes :

C(elcs) - Les objets sont les couples compatibles d’espaces localement
convexes séparés.
- Pour tout couple d’objets : (E, ,E,), (F,,F,), I'ensemble
des morphismes est : 2(E, ,Fy)) N 2(E, , F,) (cf. définition 2).

C(#%F) - Les objets sont les couples compatibles d’espaces £ (au sens
de Grothendieck [10]).
- Les morphismes sont définis comme précédemment.

@(% ) - Les objets sont les couples compatibles d’espaces de Fréchet.
- Les morphismes sont définis comme précédemment.

C@) - Les objets sont les couples compatibles d’espaces banachisables.
- Les morphismes sont définis comme précédemment.

@(B) - Les objets sont les couples compatibles d’espaces de Banach.
- Pour tout couple d’objets : (E, ,E,), (F, , F,), l'ensemble des
morphismes de (E, , E,) dans (F, , F,) est constitué par les ap-
plications linéaires de E, + E, dans F; + F, , dont la restriction
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a E; (respectivement E,) est continue et de norme < 1 de E,
(resp. E,) dans F;, (resp. F,).

Les vérifications sont toutes immédiates.

Remarque.— Dans la pratique, on définit souvent un couple com-
patible (E, , E,) a partir des données : E; , E, , &, espaces localement
convexes séparés, J, injection continue de E, dans & et J, injection
continue de E, dans &.

On pose :
E,NE,={(ey,e,) €EEy X E, ;j,(ep) —Jj(e;) =0 dans &}.
Et on définit i, : E,NE, —> E, et i, : E,NE, ——> E, par:

i.f&zz: :3; _ Z‘l’ g pour tout (ey, e,) EE,NE, .

Il est immédiat que (E,,E, ,E,NE, ,i;,i,) est un couple
compatible. Mais un méme couple compatible peut étre obtenu de
cette facon & partir de différents espaces (il suffit ici par exemple de
prendre &’ tel que I’on ait une injection j : & —> &’ ;alorsE , E, ,
8,j,,j, dune part et E; ,E, ,8&,joj,,Jjoj, dautre part donneront
le méme couple compatible).

4. Foncteur d’interpolation.

Soit €’ la catégorie dont les objets sont les espaces localement
convexes ; et pour tout couple d’objets (E,F), les morphismes de E dans
F sont les applications linéaires continues de E dans F.

€ étant une catégorie de couples compatibles, on définit deux
foncteurs covariants particuliers de @ dans @’, @[ let®, [ ] par:

%(E0 ,E,) ™M=> ®.[E, ,E,] = E, NE,

u€Hom ((E, ,E,), (F,,F,)) "> @q[u] =UE,NE, —>F,NF,
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(Eo ’El) > q)+[Eo ’El] = EO + El
u€Hom ((E, ,E,),(F,,F ) )™>® [ul=u:E,+E, —> F, +F,
En effet : E, N E; et E;, + E, , munis respectivement des topologies

limite projective et limite inductive de celles de E; et E, , sont des
objets de @’.

u est donnée linéaire de E, + E, ——> F, + F, et continue de
E; dans F,;, donc de E; dans F, + F, (i = 0,1), donc par définition
de la topologie limite inductive, u est continue de E;, + E; dans
Fy, + F, . De méme U|E, N E, est continue de E, N E, dansFy N F, .

DEFINITION 3.— Onappelle foncteur d’interpolation défini sur @,
tout foncteur ®[ ] covariant de € dans @’, plus fin que ®,_[ 1et moins
fin que @, (c’est-d-dire :

- Pour tout objet (E, ,E,) de C, on a les inclusions topo-
logiques : E)NE, 5 ®[E, ,E,]—E, +E, .

— Pour tout morphisme u € Hom ((E, ,E,),(F,,F,)), ®[u]
est larestriction a (E,E, 1de l'applicationu:E;+ E, —> F  + F)).

I1 résulte de cette définition, que pour décrire un foncteur d’inter-
polation, il suffit de donner la correspondance pour les objets.

5. Remarques.

1. Morphismes de couples compatibles.

Soient (E ,E, ,E, NE, ,i,,i))et(F,,F, ,FoNF,,j,,j,)deux
couples compatibles d’espaces localement convexes séparés ; soit
u € Hom ((E, , E,) , (F, , F,)). Cela entraine :

U|E, est continue de E, dans F,
U|E, est continue de E, dans F,
U|E, NE, envoie E)NE, dans Fy N F,

(et on a montré que cette application était aussi continue).



10 CHARLES GOULAOUIC

Réciproquement.— Soient u,, , u, , u telles que :

u, est continue de E, dans F,
u, est continue de E, dans F,
u est linéaire de E, N E, dans F; N F,

et on a le diagramme commutatif :

B, ——>  F,

)

4 4
E,NE, ———> F,NF,

Alors : (u,, u,) est linéaire continue de E; X E; dans Fj X F, ;
on en déduit une application linéaire  de E, + E, dansF, + F, , car
si(e,, e;)€E0dansE + E, , cela entraine :

ey = ig(0) et e, =— i)

avec a€E,NE,;

donc : (ugoley) , u (ey) = (ugip(@) , — ui (@)
= (ou(a) , — jyu(e))
= GoB), —j:,(B)

avec BEF,NF, ;

donc : (ugley) ,u,(e)) €O
dans F, +F,.
Les “restrictions” de # & E, et E, sont u, et u, respectivement. Donc

les données ci-dessus constituent un morphisme de (E,, E,) dans
(F, , F,).
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Ce point de vue sera pratique lorsque E, N E, (respectivement
Fo N F,) sera un sous-espace dense de E, et E, (respectivement F, et
F,), F, et F, étant complets : Pour se donner

u €Hom ((E, ,E,)), (F,,F,)

il suffira alors de se donner une application linéaire u de E, N E, dans
Fo N F, , continue pour les topologies induites par E, et F, d’une part
et pour les topologies induites par E, et F, d’autre part.

2. Notion d’espace d’interpolation.

Soit (E, , E,) un couple compatible. On dit qu’un espace loca-
lement convexe E est espace d’interpolation entre E et E,; s’il existe
un foncteur d’interpolation [ ] défini sur la catégorie réduite a (E, , E,)
et tel que ®[E, ,E,] = E.



CHAPITRE 1
METHODES D’INTERPOLATION REELLES
La méthode de construction de foncteurs d’interpolation qui suit,

est inspirée de celle de Peetre [22]. Nous I’appliquons dans les cas des
espaces de Banach, des espaces banachisables et des espaces normés.

1. Etude de K(¢,a).

Soit (A, A,) un couple compatible d’espaces de Banach ; pour
a€A, + A ett€]0, + oo, posons :

K(ba) = K(ta Ao, A = _inf (lagla, + llaylls,)
8 1

PROPOSITION 1.— Pour tout a de Ay + A,, la fonction :
t —> K(t,a) est non décroissante et continue sur 10, + o[ ; la
fonction : t —> t~! K(¢,a) est non croissante.

t
Vt,Vs€10, 0 : K(t,a) < max (1 , s—) K(s,a) .

Démonstration.— Soit 0 < t, < t, < + o ; quel que soit
(ay,a,)€EA; XA,
ona: llagla, + tllaylla, < llagla, + 2;llalla

donc : K(¢,,a) <K(¢,, a) pourtout a€A, + A, .

De la méme maniére, on vérifie que la fonction ¢t —> ¢t~! K(t,a) est
non croissante.

On en déduit : Soit h > 0, ona:
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t+h
K(t,a) < K(t + h,a) < 5 K(t,a) .

Ce qui montre que la fonction : ¢t ——= K(#,a) est continue a droite
pour t €10, + oo ; de méme pour la continuité a4 gauche de cette
fonction, et pour la derniére inégalité de la proposition 1.

PROPOSITION 2.— Vt€ 10, +oo[, la fonction a —= K(t,a)
est une norme sur A, + A, .
La démonstration est immédiate.

Remarque 1.— 1l est souvent pratique (pour les calculs) d’utiliser
au lieu de K(¢,a) une expression équivalente :

. ,
= 1 p p 14 5 . <
K,(t,a) a=i’3+fal (laglla, + t7llaylls )¥ 51 <p < +eo.

1-1

Ona: K,(ta) <K(ta) <2 "K,(ta).

Et Kp(t,a) a les mémes propriétés que K(z,a) ; il suffit d’adapter les
démonstrations des propositions 1 et 2. On utilisera aussi :

K (t,a) = inf max (llagll , tllall, )
a=ag+a, 0 1

Ona: K. (t,a) < K(t,a) < 2K _(¢,a) .

2. Normes fonctionnelles.

Soit €(]0, o[, R,) I'espace des fonctions continues de ]O oo
dans R, ={x€R ;x> 0}.

DEFINITION 1.— On appelle norme fonctionnelle, une appli-
cation ® : 9 —> P(p)de (]0,°°[ ,R,)dans R, ={x ER ;x =0},

vérifiant :

N,) P(A\p) = AP(p) ; VAER, ;
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N,) Pp) =0 == (1) =0

pour une valeur au moins de t dans 10 , oo .

N,) <1>(§6 ¢,) < 2. @(,) - lorsque 2, @, €€(10, %[ ,R,)

N,) S Y == d(p) < P(Y)
N;) ®(min(1,2)) < + oo .

Ces axiomes seront justifiés par la suite.

Notre notion de norme fonctionnelle est plus simple et plus large
que celle de [22], mais nous n’avons pas cherché non plus le maximum
de généralité.

Donnons quelques exemples de normes fonctionnelles :

Exemple 1.— Soit a€ 10,90 ; 8, : ¢ —> p(a) est une norme
fonctionnelle.

Exemple 2.— Soient : 1 < p < oo, et u une mesure non nulle, po:
sitive sur JO , oo[ et vérifiantf” min(1,t)P du <oo.p —> [fw wpdﬂ P
() 0

est une norme fonctionnelle que ’on notera @, P

Soit (A, , A;) un couple compatible d’espaces de Banach ; soit
une norme fonctionnelle ; on désigne par ®[A, , A,] '’ensemble

{a€A, + A, ; P(K(ta,Ay,A)) <+ oo},

PROPOSITION 3.— ®[A,,A, |, munide la norme : |lally = P(K(t,a)),
est un espace de Banach. De plus :

AyNA, & DA, ,A] &> A, + A,
lallagra, < ¢ allg , Va€E ®[A, , A,]
llallg Sc llaliay,a, - Va€ANA,

avec ¢ = ®(min(1,?)) .
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Démonstration.— Que ®[A, , A,] soit un espace vectoriel normé
résulte de la proposition 2 et de la définition d’une norme fonctionnelle.

De la proposition 1 résulte que :
min(1 , s) K(1 ,a) <K(s,a)
d’olr : cK(,a) < PK(s,a)
c’est-a-dire : cIIaI|A0+ Ay < lally , Va€ P[A,, A, .

Remarquons ici I'utilité de 'axiome Ny). Si ®(min(1,7)) = + oo,
on ne peut avoir [lalleg <o que si K(1,a)=0 ; or, A, + A, étant
séparé, cela entrainea = 0, donc (A, , A,] ={0}.

De : K(r,a) < min(1,) (llall, | + llall, ), Va€ AN Ay, résulte
que : llally <c ”a"Ao“Ax ,Vae AjNA,.

Il nous reste & démontrer que ®[A, , A,] est complet. D’abord
A, + A, est complet, comme quotient de A; X A, par un sous-espace
fermé. Soit donc (a,),.5 une série absolument convergente dans
®[A,,A,]; elle est a fortiori absolument convergente dans A;, + A,

donc convergente dans A, + A, ;soita = Y a,dansA, + A, .
v=0

Montrons que ¥ K(f,a,)€€(0,[,R,). On sait déja que

v=0

S K(,a)= 3 lglly.a <+
v=0

v=0

Pour t€[a,B], avec 0 <a< 1 <<+, ,0na:
K(a,a,) <K(t,a,) <K(@B,a,) , soit :

oK(1,a) <K(t,a,) <BK( ,aqa,),donc:

8

« 3 K(,a)< ¥ Kt,a)<B ¥ K(,aq).
v=0 V] v=0

il

Donc la série (K(¢,a,)),.n converge uniformément sur tout compact de
]0, oo[ , donc sa somme est une fonction continue de ¢ .
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On peut alors écrire :

®(K(t,0)) = ¢(K(r, 2:0 a,) <o 20 K(t.0,)) < ZOQJ(K(t,a,)) < oo

a€P[A,, Al et lalle< Y llally;
v=0

Donc
. n 00
donc aussi lla — Y ale< Y lalg -
0 v=n+1
Ce qui montre que a = Z a, aussi dans ®[A,, A,] et donc que cet
v=0

espace est complet.

3. Foncteur d’interpolation associé a une norme fonctionnelle.

THEOREME 1.— Soit ® une norme fonctionnelle. Il lui corres-
pond un foncteur d’interpolation ®[ ] défini sur la catégorie des couples

compatibles d’espaces de Banach par :
(Ay,A,) objetde €(B)~—> P[A,,A,]
Démonstration. — Etant donnée la proposition 3, il suffit de vérifier

que si # € Hom ((A,, A,), (By ,B,)), (A, , A)) et (By, B,) objets de
C(B), la restriction de u a P[A, , A,] envoie continuement ®[A, , A,]

dans ®[B, , B, ].

Par hypothese :
uER(A,,By) et IIuIIqu,BO) =w, <1

u€ELA,,B)) et "“"c(A‘,B,) =w, <1.
Soit a€ ®[A,, A,] ; b = u(a), défini dans B, + B, .

<
K(,b,By,B) < inf (@)l + flu(a)la,)
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K(,b,By,B;) <max (w,,w,)K(t,a,A;,A))
donc ®(K(¢,b,B,,B,)) < max (w,,w,) ®K(,a,A,,A))
donc be ?[B,,B,]

et lelleoray, a1, @18, ,8,1) < max (a0 <1

En fait on a montré que ®[ ] est un foncteur de €(B) dans la
catégorie des espaces de Banach.

Exemple 3.— A la norme fonctionnelle 8, : ¢ —= ¢(1), cor-
respond le foncteur [ ] ; en effet :

5,[Ag,A1=A, + A, =d,[A,,A,]

(avec égalité des normes).

On rencontrera d’autres exemples aux chapitres suivants.

Remarque 2.— L’axiome N,;) de la définition 1 (norme fonc-
tionnelle) peut étre remplacée par la sous-addivité finie plus une autre
condition. Il ne semble pas que I’on puisse se contenter de :

Plp, + 9,) < P(py) + Plyp,) .

Remarque 3.— L’axiome N,) est introduit parce que nous nous
intéressons surtout aux cas ou : A et A, séparés == P[A, A,]
séparé.

4. Cas des espaces banachisables.

Si on remplace les normes sur A, et A; par des normes équiva-
lentes, on obtient le méme espace ®[A, , A,] muni aussi d’'une nouvelle
norme équivalente a la précédente.

Par ailleurs, si on suppose seulement que :

u€LA,,B,) N AA,,B))
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On en déduit que

||‘I’[u]||,c(¢[Ao,All o8, B,y <+

Donc :

THEOREME 2.— Soit ® une norme fonctionnelle, Il lui correspond
un foncteur d’interpolation ®[ ] défini sur la catégorie des couples
compatibles d’espaces banachisables par :

(Ay,A,) objetde (@~ ®[A,,A,] .

En fait on a montré aussi que ®[ ] est un foncteur de €(03) dans
la catégorie des espaces banachisables.

5. Cas des espaces normés. Applications.

Soit (A, , A,) un couple compatible d’espaces normés (non néces-
sairement complets) ; on peut encore définir I'espace normé ®[A, , A, ]
comme au § 3 et associer a une norme fonctionnelle ® un foncteur
d’interpolation ®[ ] défini sur la catégorie des espaces normés.

En particulier, lorsque I'on a des sous-espaces B, et B, de Aj et A,
respectivement, munis des normes induites, il est intéressant de savoir
si la norme de ®[B, , B,] est induite par celle de ®[A,, A,]. Sans
faire une étude compléte, nous donnons quelques résultats qui nous
serviront par la suite.

PROPOSITION 4.— Soient : (A, ,A,) un couple compatible
d’espaces normés, B, (resp. B,) un sous-espace de A, (resp. A,) muni
de la norme induite ; si By N B, est dense dans Ay N A, ona:

Vt€ 0, ,Vx €EB, + B,
K(t,x,B,,B,) =K(,x,A,,A,)
Démonstration.— Le couple compatible (B, ,B,) est défini par

les injections de B, et B, dans A, + A, ; pour x€B; + B, , on a
évidemment :



PROLONGEMENTS DE FONCTEURS D’INTERPOLATION 19

K(,x,By,B)=2K(#,x,A,,A) .
Inversement, soit x = b, + b, ; b, €B, et b, €B, .

K(,x,B,,B)= inf
(£,x.Bo,B) = inf | (b + mllag + tliby + nll,)

K(t X AO ’ Al) - (P,"‘I;I:f.;onAl ("b0+ p"Ao + t"bl + q”Al)

Soit € > 0 ; par hypothése, V(p,q) €EA,NA,, d(m,n)EB, NB,
tel que lp — mIIAo + llg — nllAl <eg
donc : by +p) = by + Ml =l —mll, <€
by, +q)— By + My =g —nlly <e
d’ou K(t,x,By,B)) <K(#,x,A;,A) +e(l +1).

COROLLAIRE 1.— Soient : ® une norme fonctionnelle, A, , A, ,
B, ., B, , vérifiant les hypothéses de la proposition 4 ; on a, pour tout

x€By + B, :

llxllq,[Bo,Bl] = "x”q’le’All

lorsque l'un des deux membres est fini.

Rappelons que si on a : B C A, A espace de Banach et B muni de
la norme induite ; I’adhérence de B dans A, soit B#, est un espace de
Banach qui induit sur B la norme de B et dans lequel B est dense. C’est
donc la complétion de B dans A (cf. [1]) notée B2 . Pour tout espace
vectoriel topologique séparé A’ tel que A & A’ , la complétion de B
dans A’ est évidemment aussi B* ; donc :

PROPOSITION 5.— Soient : A, , A, , B, , B, vérifiant les hypo-
théses de la proposition 4, avec de plus : A, , A, espaces de Banach.
Alors :

1) ®[A, , A,] est un espace de Banach.
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IR R 1 N
2) ®[B, , Bl]¢[Ao:A11 = q;.[EO,\BﬁAo«r Ay _ ®(B, Bllcb[Ao,Al]

3)Si A, N A, estdensedans (A, , A,], on en déduit I’égalité :
T "
®[A,,A,] = ®[B,, B, ] M

Démonstration.— Elle est évidente d’aprés le corollaire 1 et les
rappels ci-dessus.

Remarque 3.— On peut évidemment étendre la définition 0.1 au
cas d’espaces localement convexes non nécessairement séparés. Soit
donc (A, , A,) un couple compatible d’espaces semi-normés, soit p,
(resp. p, ) la semi norme de A, (resp. A,).

Posons :

a—ao+

K(t,a,Ay,A))= inf  (po(ay) +1p,(a,));t€]0,0[ ;a€A; + A, .
2

La fonction t —> K(¢,a,A, ,A,) est continue sur ]O , o[ . Soit ¢ une
norme fonctionnelle ; ’espace

P[A,), Al ={a€A, + A, ; PK(,a,Ay,A)) <+ =}
est un espace vectoriel semi-normé, pour la semi-norme ;
p@ = ®(K(t,a,A,,A)).
Et la correspondance : (A, ,A;) ™M™= ®[A,, A,] permet d’obtenir
un foncteur d’interpolation (en un sens moins restrictif que celui de la

définition 0.3) défini sur une catégorie de couples compatibles d’espaces
semi-normés. (cf. [ 14] pour d’autres généralisations).



CHAPITRE 2

INTERPOLATION ENTRE LES ESPACES “L” AVEC POIDS"

Nous démontrons des résultats un peu plus généraux que ceux de
[7] [21] [23] et donnons une méthode pratique de construction d’un
foncteur d’interpolation, dont nous nous servirons essentiellement au
chapitre 6. Pour plus de clarté, nous traiterons a part le cas des espaces
LM.

Soient : X un espace localement compact, 4 une mesure positive

sur X, M une fonction mesurable sur X vérifiant M(x) > 0 presque
partout, E un espace de Banach.

1. Cas des espaces Lij avec 1 <p < oo

Pour 1 <p <o, on note L’,’A(X,M,E) I’espace des (classes de)
fonctions a définies sur X a valeurs dans E, fortement u-mesurables et
telles que |lalffM soit p-intégrable. Lorsqu’aucune confusion ne sera a
craindre, on notera cet espace Lfd(E) ou Lﬁd . C’est un espace de Banach
pour la norme :

1
lallg, = jx laGo)Ig MG) du)”

M, Ml , R étant données (mesurables sur X et > 0 p.p.), on se
propose de chercher un foncteur d’interpolation défini sur C(B) tel que
®[Ly, . Ly,]1=Lg.

Posons : A, = L“:‘o = L‘;,o(X ,u,E)
A, =Ly, =Ly, X,u,E)

D’apreés les hypotheses sur My et M, ,ona:

My,f = 0p.p. < M,f = 0p.p. < min(M,, , M, )f = 0 p.p.
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Cela permet de plonger Lf,o et Lfdl dans Lyinmg,m,) 5 alors

p p _ P
LMO n LMI - LMax(Mo,Ml)

avec équivalence des normes. On définit ainsi le couple compatible
(Aqy , A,) d’espaces de Banach.

Conformément a la remarque 1.1, on pose, pour

t€]0,o[ et a€A,+ A, :

K,(t,a)

1
. p P \P
inf a + |la
it dlaglty, + a1, )

1
= inf ([ (lag@If M) + llay Gl #°M, Gx))ds)”

a=ao+ a

Soit X, = x€X ;Myx) < tle(x) (défini a un ensemble u-
négligeable pres) ; posons :

Qy(x) = ga(x) si x€X,
0 si x X,

a,(x) = go si xEX,
alx) si x¢X,

Les fonctions @, et @; sont mesurables et on vérifie que :

1) 2'0 € A, (on note de la méme mani¢re une fonction et sa classe
dans Lﬁ,ﬁn(Mo, mp) :

fx 3, ColE My(x)dp = L‘ llag Ge) + a, Go)lIE, Mg (e)du
t

avec a, ta, =a, et a,€A,,a, €A, ;
donc :

@olla, <( j}; e COIE Moo +( [ oy MoCe)e)?
t

(inégalité de Minkowsky).
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La premiére intégrale est finie car X, C X et la seconde de méme
en remarquant que sur X, on a : My(x) < M, (x).

2)a; € A, : Méme démonstration.

3) On a bien siir :

1
K,(t,a) < (la,lly + t”llfi'lll,’{l)”

Mais aussi :
llag(x) + a, Collf < 2771 (llagGIIE + llay GoIR)

Il CoNIE Mo(x) < 2°7F (llago)lif Mg (x) + llay (X)IE Mo(x))
etsix €X,:
1@ GG Mo(x) < 2P7F (llagColl Mo(x) + lla; oI M, (x))
etsix €X — X,, onademéme:

llay NG M, (x) < 2771 (llag()IE Mo(x) + lla, Gl £PM, (x))

donc, quelle que soit la décomposition : @ = a, + a,, ona:
f llapGe)IIEM, (x)du + f lla, GO PM, ()du<2P"(llay|IZ+# lla, Ia,)
X, X—X;

Posons, pour t €]0,0[ eta€ A, + A, :

-

~

Ryt ) = ([ laGoll MoGondu + 17 | SR My duf?
, _

On a démontré le

1
~ 1—-=
LEMME 1.— K (t,a)<K,(t,a) <2 ”Kp(t , @) pour t€]0,00[
eta€A, + A, .

On peut aussi écrire : Kp(t ,a) = IIalngd avec

M(x) = min(My(x) ; M, (x))
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C’est-a-dire :

|-

Ry, 0) = (J 120l minM(x) , PM, ) )

On vérifie, comme pour K(¢, a), que K p(t ,a) est une fonctlon det
continue sur ]0 oo , a valeurs dans R, (les fonctlons t —>K »(2,a)
et t —> 71K (t a) sont respectivement non-décroissante et non-
croissante).

Considérons maintenant des normes fonctionnelles du type :

® 1
Qo0 —>2, (0) =( ‘[; (xp(t))”dy)”
ou 1) v est une mesure non nulle, positive sur ]JO , oof

2) f"min(l )y < + oo
0

Il est immédiat que <I>,”, est une norme fonctionnelle (définition 1.1) ;

@, &yt a0 =(f ”{ J. 1aGOlg min(My ), £°M, (x))duidv)%

-

= (] vatoe [ "minchag(e) , M, Conind
()
puisque les fonctions considérées sont toutes positives.

Soit R(x) = f mmin(Mo(x) s tle(x))d'y ;
()}

d’aprés le lemme 1, on a donc démontré que :
1-1

jor-4 14
®,, K, ,2) <@, K, t,a) =lalg <2 ° @, (K t,a),

d’ou le :
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THEOREME 1.— Soit v une mesure sur 10 , o[ , non nulle, positive
et vérifiant :

[“min(1, Py dy <o .
0

Le foncteur d’interpolation <I>,”, [ 1défini sur (B) vérifie :
e, , [Lﬁo , Lﬁl] =L}
1

1—=
lfall <llals <2 P |lal
®y.p I ”LR\ ! Iq"v,p

avec R(x) = fwmin(Mo(x) , tPM,(x)) dy .
0

explicitement : Si (E, , E,) est un objet de €(B), I'espace
1
@, ,[E,,E,]= ieEEo +E,sllelly, = (jo' KA(t ,e)d'y)” < ooi.

Remarque 1.— L’application t —> ¢t est un homéomorphisme
de R, sur lui-méme ; soit 7’ 'image de v par cet homéomorphisme ; on
peut écrire :

RG) = [ “min(My(x) , £ M, (x)) dy’
(V]
avec vy’ mesure positive sur ]0 , o[ , non nulle et

fwmin(l D dy <oo.
0

2. Application.

M, , M, , R étant données (mesurables et > 0 presque partout) nous
cherchons un foncteur d’interpolation de la forme @, , [ ] tel que :

®,, (LY LG 1=15.
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Moyennant la remarque 1, il est équivalent de chercher une
mesure vy sur |0 , oo , positive, non nulle, vérifiant :

f"min(l Ddy <+ (1)
0

[ min(My(x) , M, (x)) dy = RGx) - )
0

On peut, sans diminuer la généralité, supposer M,(x) = 1 ; posons
M,y(x) = M(x). Nous supposons de plus que X = R (ou un ouvert de
R), que M et R sont suffisamment dérivables. Nous cherchons 7y sous

la forme f.v , v étant la mesure de Lebesgue sur ]O, o[ et funefonction
vérifiant :

=0

f*min(l Df)dt < +
0

fw min(M , ) fi) dt = R . )

0

(2’) peut se mettre sous la forme :

M(x) o
f 1) dt + M(x) f f(t) dt = R(x) . 2

0 M(x)

De (2”), on déduit que f doit vérifier :

- R'(x)
fdt =
'/I:A(x) Jwdr M’(x)
_ -1 d R
MG = 3505 o M’(x))

Lorsque M est inversible sur Ja, b[, cela déterminera une fonction f
sur ]M(a) , M(b)[ . Dans le cas ou ]M(a) , M(b)[=]0, o[, il ne restera
plus qu’a vérifier que f convient :
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Exemple 1.— X =R ; R(x) = M%(x) avec 0 < § < 1. On trouve
immédiatement : f(¢) = 0(1 — 6)¢°2, et il est évident que f(¢).v est
une mesure y qui convient.

Mais lorsque JM(a) , M(b)[ # 10, 09[ , il faut chercher a prolonger f a
10, oo[ (soit fce prolongement) de fagon que :

R = ‘/mmin(M,t)f(t) dt soit un poids équivalent a R, et que?
0

vérifie :f> Oet

f‘”min(l O F(dt <+ oo
0
Comme exemple, nous démontrons la

PROPOSITION 1.— Soient : X =R, (ou un ouvert de R,) ;
1 <p<eo;0<s; <s<s, <o ;uune mesure positive sur X ; E un
espace de Banach.

Il existe un foncteur @, ,[ | défini sur &B) tel que :
d)M[L’;xSo X,u,B), 21 (X, u,E)] =L (X, p,E)
avec équivalence des normes.
Démonstration :
Posons M(x) = eX0-x1
x €]0, 00

R(x) = ex"—x"l

cherchons f telle que :

x5 s—-1 __ s, —1
o e* (sx s1x5171)
f f(t)dt= x5 ( Sg—1 : s 1
M(x) e*0 (s,x°0 —5,x177)

(3)

Pourx > 1 : M!(x) >0

R'(x)

m est strictement décroissante.
X
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Donc (3) définit f(M(x)) > 0 pour x € ]1 , o[ , et M étant crois-
sante de ]1 , oof sur ]1 , oo, fest ainsi définie, positive sur ]1 , o[ .

Prenons fx) = %f’(x) pour x €]l 09
0 pour x€1]0,1]
On a bien : 72 0

S — 8 < o

et f""min(l ) F() dt =f°°f(t) dt =

0 1 So T 5y
M(x)

Calculons R(x) = f tf(t) dt + M(x) f " Fwdr .
0

M(x)

e"so_"s‘fwf(t)dt pour 0<x<1
1

ﬁ(x) = M(x) o
[ tfwdr + e [T fnyar
1

M(x)

pourx > 1

Remarquons que pour x > 1:

M(x) x x R'(u)Y
dt = M M M’ du = M RV d
fx tf(¢) dt fl () f(M(u)) M'(u) du fl (“)( M(u)) u
1. R'(u) x x
- [ M(x) ———M'(u)], +fl R'(u) du

d’ou :

s—s
exo-x1 "1 pour 0<x <1
So T 51

R(x) =
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Il est immédiat que R est > 0, continu et est équivalent 3 R
(c’est-a-dire, qu’il existe 2 constantes k, et k, positives telles que :
k,R(x) < R(x) < k,R(x) pourx €10, + oo[).

g.vestlimage defv dans’homéomorphisme t? —= tde 10, o[ sur
lui-méme (v : mesure de Lebesgue sur ]0 , oo[), c’est-a-dire :

pt*7! f(P) = g0) ;
pour ¢ € ]0, 09 .

Remarques :

1) On n’a pas calculé explicitement f puisque ce n’était pas utile ;
s’il le fallait, on saurait le faire ; ainsi pours, =0,s =1, 5,=2,0n
trouve :

eVitloex (3 4+ 21ogx —v1 + Logx)
fx) = 3
4ex? (1 + Logx)?

2) Les calculs de 'exemple 2 s’adaptent évidemment au cas :
X=R; (M@)=elxro-ixf
R(x) = elxl’—lxl“l

ainsi qu’aux cas : X = N ou Z avec les mémes poids.

3. Cas des espaces Ly .

Ce cas se traite de fagon analogue au casp < + oo,

On fait les mémes hypothéses qu’au paragraphe 1 sur X, u,E,M;
L;,(X,u,E) est 'espace des (classes de) fonctions a définies sur X, a
valeur dans E, fortement u-mesurables et telles que

p-sup |la(x)llg M(x) < + oo

xeX
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On notera aussi cet espace Ly (E) ou Ly, . C’est un espace de Banach
pour la norme :

llallz = p-sup llaCe)llg MCx) -

xeX

Pour M, et M, vérifiant les hypothéses sur M, le couple (Lo,:10 , L;l)
est un couple compatible d’espaces de Banach ; soient A, = L;o et
A =Ly, .

Pourt€]0,o[eta€ Ay + A, , posons :

Ko(t,a) = _inf (max(lla,lly,,tllayll,y)-

a= a0+ al
Considérons seulement des normes fonctionnelles du type :

Qo —> P, (p) = sup p(?) f()

t>0

ou 1) f est une fonction non nulle, positive, mesurable pour la
mesure de Lebesgue sur ]J0 , + oof

2) sup min(1 ,¢) f(t) < oo |
t>0

On trouve de la méme maniére qu’au paragraphe 1 :
¢, (K (t,2) <|la ”L‘E <29, (K(7,a)

avec R(x) = sup min(M,(x) , t M, (x) f(2) .
t >0

On obtient ainsi un théoreme analogue au théoréme 1.

THEOREME 2.— Soit une fonction mesurable f, non nulle, po-
sitive sur 10 , oo[ et vérifiant :

sup (min(1,¢)) f(¢) < + oo,
t>0
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Le foncteur d’interpolation ¥ [ ], défini sur @(B), vérifie
<1>f'w[LMo , LM1] =Lg
||a||¢f,w< ||a||L~]={ <2 IIaIIq,f’w

avec R(x) = sup min(M,(x) , t M, (x)) f(¢))

t>0

= max (Ml sup tf(f),M, sup f(t))

tM;< Mg tM; >M,

Application.— L’expression de R(x) donnée au théoréme 2 permet
aussi de déterminer des foncteurs d’interpolation ®, [ ] tels que :

. Ly, > Lu] =Ly,
pour M, , M, , R convenables, donnés a priori : par exemple, soient :
M(x) = X0~ %1 ;R(x) =e® ~*1 ;x €10, ;0<s, <5 <55 <00,

Cherchons f telle que :

X —¥1 = max(e""o_"sl sup f(#), sup tf(t)) .
t>0 o< t< M

Si nous supposons f non-croissante et telle que ¢ fsoit non-décroissante,
nous trouvons :

M(x) f(M(x) = R(x) = e* ~*"
ce qui détermine f(¢) pourt = 1.
Soit fn= (f& s =1
0 si 0<t<1.

On vérifie que : 7est une fonction non nulle, positive et mesurable sur
10, oo[ , et détermine un foncteur d’interpolation @7 [ ] tel que :
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&, [Ly,Li1=1L%

»

avec : R(x) = max ¥°—*1 sup f(1), sup tfl(t)
t >M 0<t<M
ﬁ(x) = R(x) pour x =1

M(x) pour 0<x<1
et on a bien :
®; . [Ly,L,1=Lg
avec des normes équivalentes soit :
@z [Los% , L7x%1] = Lixs
avec des normes équivalentes.

Remarque 2 :

Pour 1 < p < o, la notion de poids que nous avons utilisée est
NP, étant le poids que 'on trouve le plus généralement (cf. [23]) ;
pour p = + oo, nous utilisons la notion habituelle. Ce choix est déter-
miné par des simplifications des expressions et des calculs, et il montre
mieux que les mesures vy qui conduisent a des fonctions d’interpolation
(pour les poids considérés) sont indépendantes de p, pour 1 <p < oo
(cf. paragraphe 4).

4. Fonctions d’interpolation d’ordre p (1 < p < ).

On écrit LY, pour LY, (X, i, E).

DEFINITION 1.— Une fonction (z,,z,) —> H(z,,z,) de
10,90[X]0, o[ dans 10, o[ , mesurable, est dite fonction d’interpolation
d’ordre p si : pour tout couple compatible d’espace de Banach (L” L)

1
et tout morphisme u de (Lp L{d ) dans lui-méme, on a :
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p 4 P 4 p
LG, N L, S Lh,my & Lo, + L5 -
. - ) p . p
Et la restriction de u a LH(MO’MI) est continue de Ly ,Ml)dans

lui-méme et de norme < C (qui ne dépend que de H et nonde X,u, M, ,
M, ,u).

Du théoréme 1 résulte alors la

PROPOSITION 2.— Soit v une mesure non nulle, positive sur
10, oo et telle que

[ “min(1,ndy <+
0

La fonction H,, définie par :
H7(z0 »24) =f min(z, , tz,) dy
0

est une fonction d’interpolation d’ordre p pour tout p €[1 ,[ .

De méme du théoréme 2 résulte la

PROPOSITION 3.— Soit f une fonction mesurable, non nulle,
positive sur 10 , o[ et telle que :

sup f(#) min(1 ,¢) < + oo |
>0

La fonction Hf définie par
Hf(z0 ,Zy) = sup f(¢) min(z, , tz,)
>0

est une fonction d’interpolation d’ordre o= .

En général les fonctions d’interpolation H7 et Hf des propositions
2 et 3 ne sont pas des fonctions d’interpolation exacte, c’est-a-dire que
PonaengénéralC> 1.
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Ona:
Hi(zy,2,) = 2,k (24 27") avec :z —>h,(z), fonction concave non

nulle de 10, o[ dans 10, o[ (en particulier, h, est continue, non dé-
croissante et z — z 7! hf (2) est non croissante).

Réciproquement : Soit z —> h(z) une fonction concave non
nulle de ]0, o[ dans ]O . o[ . Posons: f(t) =t ' h(t),ona:

Il

sup min(z , t) f(¢) max(z sup f(t) . sup tf(t))
t >0 t>z 1<z
= max(h(z) . h(z)) = h(z)

De plus : sup min(1,¢) f(¢t) = f(1) = h(l) < + o0

t>0

Donc : (zy,z,) —> z,h(zozl“) est une fonction d’interpolation
d’ordre o, (de la forme H,).

Remarquons que ceci montre qu’il suffit, dans la proposition 3, de
prendre f continue, non croissante et telle que ¢f(¢) soit non décroissante.

Remarquons que ’on peut avoir :
Zy = f(zo ,2y) pour f(t) =1
z, = Hf(z0 v 2q) pour ft) =171

Alors que pour p < + oo, les fonctions d’interpolation obtenues par
la proposition 2 ont toutes la propriété :

H,Y(zo,zl)%O quand zg ou z; —>0.

Mais on peut étendre la classe des fonctions d’interpolation d’ordre
p < oo et on obtient le résultat :

THEOREME 3.— Soit H : (z, ,z,) —> H(z, , z,) une fonction
de 10 ,00[ X 10, oo[ dans 10, o[ , homogene de degré 1. Posons

H(izy,z,) =2z, F(zy.2z7") .

Les propositions suivantes sont équivalentes :
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a) H est une fonction d’in‘erpolation d’ordre p pour tout
pEIL,=].

b) H est une fonction d’interpolation d’ordre p pour une valeur de
p dans [1 ,00].

¢) d une fonction G de 10, o[ dans )0, oo[ , concave, équivalente
a F (c’est-a-dire : dk, et k, > O tels que :

k, G(z) <F(2)<k,G(z); VzE€]0,[).

d) 4 f, fonction mesurable non nulle positive de 10 , o[ dans R,
telle que :
sup min(l ,¢) f(1) < + o
t>0

sup min(z , t) f(¢) = G(z) ,

t>0
G équivalente a F.

e) 47, mesure positive sur 10 , o[ telle que :

f‘”min(l ) dy < + oo

0
F équivalente a G avec :

G@)=a+bz+ [ miniz,ndy ; a,bER,.
0

v non nulle ou bien :aoub > 0.

Démonstration :
a == b : évident.
d =—= ¢ : déja démontré.
e — c : résulte immédiatement du fait que z —> f °"min(z, t)dy
0

est concave.

eetd —=>a,etcommee —>d,e —>a.
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(Remarquons que

(zg,2,) —> az, + bz, +fmmin(zo , tzy) dy
0

est une fonction d’interpolation d’ordre p (1 < p < o), puisque :

(zg,2,) —> azy, + bz,

et zy,2,)—> ‘/mmin(zo ,tz,)dy
0

sont des fonctions d’interpolation d’ordre p lorsqu’elles ne sont pas
identiquement nulles et que la somme de 2 fonctions d’interpolation
d’ordre p est une fonction d’interpolation du méme ordre).

¢ = e : En remplacant éventuellement G par une fonction équi-
valente, on peut toujours supposer que G est deux fois continuement
dérivable sur J0 ,o0[ ;s0itz €0, ;0 <e<z <N < oo,

N z N
_— 1 s G" = — G" dt — G" d
je' min(z , £) G"(t) fe tG"(t) dt — z fz () dt
= [~ tG'()* + f "G dt —z G'(N) + 2 G'(2)
3

= G(z) — G(e) + eG'(e) —z G'(N)

Ha = lim G(€) et €G'(€) ——> 0 (puisque G est concave et positive) ;

€0

de méme G’ est une fonction décroissante et = 0 donc :

db = lim G'(N).

N—>e

Donc :

—‘/mmin(z ,DG"()dt = G(z) —a — bz
0

On a évidemment : —~G"(t)dt>0 .
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et f “min(1, 1) (= G"(1) dt < oo
0

b == c : La démonstration est peu différente de celle de [23]. Soit
H une fonction d’interpolation d’ordre 1. Nous choisissons :

X ={xq,x,,x,};

p est la mesure de Dirac en chaque point : les poids sont M, (x;) = 1;
i=0,1,2;Mx)=My(x)=2,20;i=0,1,2;2,+#0.

Nous considérons les opérateurs I1de la forme :

a —> lla défini par (ITa) (x4) =0
(Ila) (x;) = B;a(x,)
i=1,2;82=20

ne 2L'(X,u), LY (X, w)

[B1a(xe)l + |8, alxo)l
= = + .
et ”H",C(LI,LI) aS:,li)l Ia(xo)l T |a(x1)l T Ia(x2)l 51 52

deméme: ITEL(LY, L)) et ME LWLy, w > Lha,m)

Bizy + B2z,
i H"‘C(wa,Lh) —————zo

_ B H(1,z,) + B, H(1,2,)

Il H”c(L]l_[,L:{) H(1,zy)

Par hypothése, HC > 0 tel que :
B, +B,=1
z2o =812, T B,2,

entraine : B, F(z,) + B, F(z,) < CF(z,) .
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ce qui montre que F est équivalente a une fonction concave G de ]0 , oof
dans ]0 , oo définie par :

G@z) = sup (o, F(zy) + o, F(z,)) .
al,a2,21,22 20
lll +a2=1
al Zl +a,2 22=Z



CHAPITRE 3

PROLONGEMENTS DE FONCTEURS D’INTERPOLATION

1. Introduction.

a) Soit € une catégorie de couples compatibles et ®[ ] un foncteur
d’interpolation défini sur €('). Supposons donnée une famille projective
(A';, s A'; )iee d’objets de €, admettant dans € une limite projective
(A, , A,) (définie a un isomorphisme pres).

Cela signifieque : Vi€1,3u; : (A, ,A))—> (Af, s A"l)tel que
le diagramme suivant soit commutatif :
(Ag , AD

A T’“
Ji
R(AI,A{)

Viel,Vj€&eltelsque K existe.

Ay, A))

On en déduit par ®[ ] le diagramme commutatif :

], PlAG, Al

P[u,
/

[A,, A] T (I)[I-lﬁ]
Lyl = Al AL
La famille (®[A ,A';])M d’objets de @' est aussi une famille

projective et admet dans €' une limite projective notée 1&{1 ® [Ai , A'l 1
1€

Donc, d’aprés le diagramme précédent, il existe un morphisme u :
P[A,, A,] —> lim P[A] , A}]
iel

tel que le diagramme suivant soit commutatif :

(*) Dans ce chapitre (sauf au paragraphe 5), ®[ ] désigne un foncteur d’interpo-
lation quelconque défini sur @, (qui pourra étre en particulier le foncteur [ 1,
construit par la méthode holomorphe et qui sera utilisé a la fin du chapitre 5
(Théoréeme 5.2)).
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#/, y_rlg [AL, AL]
D[A, , A,] \ viel
Pluy] ®[AL, Al]

En général u ne sera pas un isomorphisme ; on donnera des
contre-exemples.

b) De méme, si (A, , A,) est limite inductive dans € d’'une famille
(Ai s Ai),.GI d’objets de @, il existe un morphisme v :

lip ®[A], Aj] —> ®[A,,A,].

iel
La démonstration est la méme que ci-dessus, en inversant le sens des
fleches.

En général v ne sera pas un isomorphisme.

Nous allons donc considérer des situations moins générales.

2. Limites projectives strictes.

DEFINITION 1.— Un espace localement convexe séparé E est dit

projective stricte d’une famille (E,),. d’espaces de Banach si :

D E=nNE
iel
2) E est muni de la topologie limite projective de celles des E; .

3) Vi€l ,Eestdensedans E,.
4) La famille (E));., est filtrante décroissante.

La derniére condition signifie que pour toute sous-famille finie J de
I, 3k €1 tel que E, soit contenu algébriquement et topologiquement
dans Ej pour tout j de J. Elle sera évidemment réalisée lorsque la
famille (E;),,; est une suite décroissante.
On notera E =I€i_§_n E;.
1€

Onale:
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LEMME 1.— Soit E (respectivement : F) une limite projective
stricte d’'une famille (E,); (respectivement : (F;);;) d’espaces de
Banach. Pour qu’une application linéaire u de E dans F soit continue
il faut et il suffit que :Vj€J,3i €1 tel que u se prolonge en une ap-
plication linéaire continue de E,; dans F; .

Démonstration.— E étant dense dans E;, on peut parler du pro-
longement de u 4 E; ; on le notera encore w.

Si u est continue de E; dans Fi , u est a fortiori continue de E dans
F,- , et cela pour tout j de J, donc u est continue de E dans F.

Réciproquement, si u est continue de E dans F, elle est continue
de E dans F;, quel que soit j €] ; cela entraine que u est continue de

l(i_m_ E, dans F;, avec K partie finie de I ; donc Ji €1, tel que u soit
keK
continue de E; dans F; .

DEFINITION 2.— Un couple compatible (A, ,A,) d’espaces
localement convexes séparés est dit limite projective stricte de la
famille (A, , A} )i.j) e1 x 3 de couples compatibles d’espaces de Banach si:

1) A,=Lim Ay ; A, =Lim A]
iel jel
2) Les espaces Ay , A"1 sont des sous-espaces d’un méme espace &L .
3) VI ,))EI X T, A, N A, estdense dans Af)ﬂ Aﬁ .
On notera alors :

(A, A;) =Lim (A , A})
ij

Soient ®[ ] un foncteur d’interpolation défini sur €(B) et

(Ag,A) =Lim(Ay,A);
i,j
posons AT = ®[A] ,A’].

On définit A = 11(_m A¥ comme I’ensemble r} A% muni de la topologie
b,
15
limite projective ; A est un espace localement convexe séparé.
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Soient : (Ao > Ay) =Lim (Ag, A))
b

(By , B,) =Lim (Bf , B})
k1

u € Hom((A,,A,),(B,,B))).
D’apreés la définition 2, V(k , /), 3(i,j) tel que u se prolonge en :
o Aj —> Bk
N 1
u, : A —> B,
u, etu, coincident sur A, N A, , donc aussi sur Afo N A’.1 ,d’ou:
u € Hom((Ajy , A]) , (B , BY))
= u € 2(®[A], A]], ®[BE,B']) = £(A7,B¥)
= u € £(A,B") pourtout (k,I),

—u € £(A,B).

Cela montre en particulier que A ne dépend que de (A, , A,) et
pas de la famille particuliére (AL, Al )(, jeixy Choisie ; on notera :

A= (I)[AO , Al 5 on remarque que si(Agy,A ) est un couple compa-
tible d’espaces de Banach, <I>[A0 Al =P[A,, A ]

On a donc démontré le :

THEOREME 1.— Soit @ une catégorie de couples compatibles
limites projectives strictes de couples compatibles d’espaces de Banach ;
soit ®[ ] un foncteur d’interpolation défini sur C (B).

On en déduit un foncteur d’interpolation $[ ] défini sur € par :
(Ao, A,) =Lim (A} , A~ B[Ay, A,] = lim ®[A], A]]

ij ij

La restriction de 35[ la €@B)est [ ].
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Remarque 1.— Supposons que I = J et que

Lim (A} , A}) =Lim (Af , A ;
ij kel
on peut alors écrire :

P[A,, A;] = lim P[AF, A]].
kel
Cette condition sera réalisée lorsque : V(i ,j)€1 X I, 3k €1 et un mor-
phisme (A§ , AY) — (A}, A}) dont les restrictions a A% et A% sont
des inclusions topologiques de A% dans Al et de A% dans A/ .

Remarque 2.— Toutes les démonstrations et tous les énoncés de ce
paragraphe 2 restent valables si on y remplace “espace de Banach® par
“espace banachisable®.

3. Limites inductives.

Rappelons que 'on appelle espace (%) tout espace localement
convexe séparé E qui est limite inductive d’une suite (E,), N d’espaces
(&) par des applications linéaires u,, telles que les u,, (E, ) engendrent E.

Nous supposerons que les E, forment une suite croissante de
sous-espaces vectoriels de E, munis de topologies propres qui en font
des espaces (&), 'application identique de E, dans E, ,, étant continue
et E étant la réunion des E, . Une telle suite (E,), N est appelée une
suite de définition de ’espace (2%) E, et on note : E = Lir_r_} E,.

n

Onale:

LEMME 2.— Soient E et F deux espaces (£%), (E,) et (F,) des
suites de définition de E et F respectivement. Pour qu’un opérateur liné-
aire u de E dans F soit continu, il faut et il suffit que pour tout n de N

il existe p €N tel que la restriction de u a E, soit continue de E, dans

F,.
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Démonstration :

Soit u continue de E dans F ; Vn €N, u est continue de E, dans
F ; or (cf. [11]) cela entraine qu’il existe p(n) tel que u soit continue de

E, dans Fp(n) .

Réciproquement, supposons que pour tout #n, il existe p tel que u
soit continue de E, dans Fp ; donc u est continue de E, dans F, donc u
est continue de E dans F.

DEFINITION 3.— Un couple compatible (A, , A,) d’espaces loca-
lement convexes séparés est dit de type (BF) et admettant pour suite

de définition (A, A n pyenxN Si -

1) Aget A, sont de type (%) et admettant pour suites de définition
respectives (AQ), N €t (A7) N -

2) V(m, n)EN X N, la compatibilité du couple (Ay , A}) est
définie par le plongement de A'j et A7 dans Ay + A, .

On note alors : (A, , A,) =Lim (A ,AD.
m,n
Soit ®[ ] un foncteur d’interpolation défini sur la catégorie C(%)
des couples compatibles d’espaces de Fréchet ; soit

(Ay,A) =Lim (AJ, A]) .

m,n

Posons A™" = ®[AJ, A]] ; on définit A = lim A™ comme le
m,n
sous-espace de A, + A, engendré par les A™ , muni de la topologie

limite inductive. A est un espace localement convexe.
Soient : (A, A)) =L_'£n’ (A7 , AD)
m,n

(B, ,B,) =Lim (B}, BY)
p.q

u € Hom((A, , A,)), (B, ,B,)) .

Par définition, u est une application linéaire de A, + A, dans B, + B,
dont la restriction a A, (respectivement A,) est continue de A, dans
B, (resp. de A, dans B,) ;donc, V(m,n)EN X N, 3(p,g)EN XN tel
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queu soit continue de Ay’ dans Bf et de A} dans BY . De la compatibilité
(Ag', A]) et (BS, BY), on déduit donc que :

u € Hom((AT , A") , (B , BY)) .
Donc  u€ £(G[AT, A"], O[B?, BI]) = £(A™ , B™),
donc uEﬁ(Am",lim qu)= LA™ ,B),
—_—

pP,q
etcelapour V(m,n)EN x N, donc:

uE£(A,B).

Cela montre en particulier que A ne dépend que de (Ay,Ay) et
pas de la suite de définition choisie ; on notera A = ®[A,, A,;]. On
remarque que si (A, , A,) est un couple compatible d’espaces de Fréchet,
ona:

B[A,,A,] = DA, ,A,].

On a donc démontré le

THEOREME 2. — Soit € une catégorie de couples compatibles
de type (£F) ; soit [ | un foncteur d’interpolation défini sur C(F).

On en déduit un foncteur d’interpolation 3)[ | défini sur @ par :
(Ao, A,) =Lim (A7 , A}) —> ®[A,, A,] = lim O[A] , A7].
m,n m,n

La restriction de 5[ la(F)est [ ].

Remarque 3. — (analogue a la remarque 1). Lorsque
Lim (Ag, A]) =Lim (A§, A),
m,n 4

on peut écrire aussi :

B[A, , A,] = lim ®[A], A%].
14



46 CHARLES GOULAOUIC

Remarque 4. — Soit ela catégorie de couples compatibles de type
(%) admettant une suite de définition constituée de couples compa-
tibles limites projectives strictes de couples compatibles d’espaces de
Banach.

Soit ®[ ] un foncteur d’interpolation défini sur €(B) ; en uti-
lisant successivement les theoremes 1 et 2 on lui associe un foncteur
d’interpolation <I)[ ] défini sur G par :

(Ag,A,) = le (AT, A") = Lun(le (AE A™ '))
m,n \ i,j
M%[AO,A ] = lim (lim [Ag"’, A""])

mn x/

(I1 résulte de la démonstration des théorémes 1 et 2 que si on a aussi

(Ag,A) —lele(B'" 4 , BT’ iy,

mn l]

alors lim (lim DAY, AT ’]) = 11m lim B, B"”])

mn 1] il

5[ ] coincide avec 5[ 1, prolongement de ®[ ] par limite projective,
sur les couples compatibles d’espaces de Fréchet qui sont limites pro-
jectives strictes de couples compatibles d’espaces de Banach.

Remarque 5. — Soient ®[ ] et ¥[ ] deux foncteurs d’interpo-
lation définis sur C(B) tels que pour tout objet (A, , A,) de €B)on
ait P[A, , A, 1> Y[A,, A,].

Alors les foncteurs 5[ ] et \FIIV[ ] obtenus par prolongement par
limite projective vérifient :

$[Ao » Ayl s a[Ao ,A,] pour tout couple compatible limite
projective stricte de couples compatibles d’espaces de Banach.

On a un résultat analogue pour le prolongement par limite
inductive.

4. Dualité.

Nous notons 7€ la catégorie des couples compatibles limites pro-
jectives strictes d’une suite de couples compatibles d’espaces de
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Banach réflexifs tels que : Pour tout objet (A, , A,) de re , Ag N A,
est dense dans A, et dans A, .

Nous notons ‘€ la catégorie des couples compatibles de type

(%) admettant une suite de définition constituée de couples compa-
tibles d’espaces de Banach.

P[] étanL un fonctegr d’interpolation défini sur la catégorie
&(B), notons P®[ ] (resp. ‘®[ ]) le foncteur défini sur e (resp."é) a
partir de ®[ ] par prolongement par li limite pro;ectlve (resp. par limite
mductlve) On peut aussi dire que "<I>[ ] (resp <I>[ D) est la restriction

are (resp. ‘(‘3) du foncteur <D[ ] défini sur € (cf. remarque 4).

Soient ®[ | et ¥[ ] deux foncteurs d’interpolation définis sur
€(B) ; nous dirons que W[ ] est un foncteur d’interpolation dual de
[ ]si:

Pour tout objet (A,, A;) de €(B) tel que A, N A, soit dense dans
AjetdansA, ,ona:

(P[A, , A = V[Ay, Al]

(le couple compatible (A, , A}) étant défini par I'injection continue
de A,y et A; dans (A, N A,) et E. désignant E’' muni de la topologie de
Mackey 7(E' , E)).

Nous démontrons le

THEOREME 3. — Soient ®[ | et Y[ | deux foncteurs d’interpo-
lation définis sur €(B), V[ ] étant un foncteur d’interpolation dual
de ®[ 1.

Pour tout objet (A, , A,) de PC, ona:

1) (A}, A!) est un objet de '@

2) (PB[A, , A, D), = "F[A), A}]
(c’est-d-dire aussi : (E[A0 JADL = E[AZ, JALD .

Démonstration. — 1) Soit (A, , A,;) =Lim (Ag , A]) un objet de
e .

Al étant réflexif pour tout n =0, A; est réflexif (cf. [11]) ;
i=0, 1
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A, est dense dans A} pour tout n >0, donc A= h_n;A;'
neN

(Pégalité étant vraie a priori pour les topologies de Mackey T(A,f, A})
et (A7 , A}), donc aussi pour les topologies fortes d’aprés la réflexivité
de A etdes A}) ;i =0, 1. (cf. [13]).

Ap N A, est dense dans Ag et A} pour tout n > 0 ; donc tous les
espaces Ao et A" s’injectent contmuement dans (A, N A ) ; donc
(Ap,A)) = L1m (A" , A" ) est un objet de ic (remarquons que la suite

A, peut etre choisie croissante puisqu’on peut toujours supposer la
suite A} décroissante).

2) PP[A,y, A,] = lim (A7, Al]et:
n
Pour tout n €N, A N A] est dense dans ®[Ag , A]] puisque
®[Ag, AT = W[AT , AT

est un sous-espace de (A5 N A})'.

Donc A, N A, , qui est dense dans Ag N AT (par définition d’une
limite projective stricte), est dense dans ®[Ag, A7], et a fortiori,
nQN P[Ag , AT] est dense dans ®[A7, AT], pour tout n €N ; donc
(cf. [13]) -

(PD[A, , A, = lim (P[Ag , AT,
n

= lim ¥[A]", A}
n

='J[Al,A"].

5. Foncteurs d’interpolation définis par une norme fonctionnelle.

Soit (A, , A,) un couple compatible d’espaces localement convexes
séparés.

La topologie de A, est définie par la famille de semi-normes (p;);; »

celle de A, par (g;);.; - Nous supposons les familles (p;);.; et (g;)

jel
filtrantes.
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Soita€ Ay + A, ; t€]0,o ; posons:

Ki,' (t ) a) = “=“0321f (p, (ao) + t‘l; (al))
aoer,al eAl
(cf. remarque 1.3).

Soit ® une norme fonctionnelle ; posons :

ry (@ = ®(K; (¢, )

(finie ou infinie).

A=A, Al={a€EA + A ir,(@ <+, ViEletVjE)

PROPOSITION 1. — L'espace A est un espace localement convexe
séparé, tel que : Ag N A, Ao Ay t+HA,L
En effet 1a famille (r;); e1x; définit une famille de semi-normes

sur A ; la topologie correspondante est plus fine que celle de A, + A,
et donc séparée, et moins fine que celle de Ay N A, .

PROPOSITION 2. — Soit ® une norme fonctionnelle. Il lui cor-
respond un foncteur d’interpolation ®[ | défini sur la catégorie des
couples compatibles d’espaces localement convexes séparés par :

(Ag,A,) objetde C(elcs)™—> P[A,,A,].

Démonstration. — Soient (A, , A,) et (B, ,B,) deux objets de
C(elcs), et u € Hom((A, , A,), (B, , B,)). Les topologies de A, , A, ,
B, , B, sont supposées définies par des familles filtrantes de semi-

normes (p;)ier > (Qj)jes > (P)xex » (@)ier - (On peut toujours se
ramener a ce cas).

Soit a€ ®[A,,A,] ; (K, DEK XL
ua €B, + B,
riy (wa) = ®(K,, (t , ua))
Or: Ky (t,ua) = ua=il£})f+bl (py (by) + tq;(by))

< inf (p, (uay) + tq;(ua,))

a=agta,
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Puisque u est continue de A, dans B, et de A, dans B, et que les
familles (p;) et (q;) sont filtrantes, Ji(x)EI,j()EJ et M > 0 tels
que :

p]: (uao) < Mpi(k) (ao)

q; Wwa)) <Mg,, (a,)
Donc : Ky(t,ua) <M a=itlzlof+a1 (p,.(k) (ay) + tq;q) (a,)

Ky (t,ua) <M K,-(k)j(,) (t,a)

T a) <My ,q @),
donc u€ L(P[A,,A,],P[B,,B,].

Cela montre en particulier que ®[A, , A,] ne dépend que de la topo-
logie de A et A, et non des semi-normes choisies.

PROPOSITION 3. — Soit ® une norme fonctionnelle. Lorsque
(Ay, A,) est limite projective stricte d’une famille (A} , ADjer,je
de couples compatibles d’espaces de Banach, on a :

O[Ay, A,] = (A, , A,] = lim P[A], AT
5

Démonstration :

Soit A7 = ®[A}, Al]; AY a pour norme : llall i = P(K;(1,a);
I'espace ®[A, , A,] est limite projective des espaces A7 ; remarquons
que nous utilisons ici :

Kj(t,a)= inf  (p;(ay) * tq;(a,))

a=a0+a1
aoer,aleAl

= inf (pi (ao) + fq,(al))

a=an+da
Oi 1 j
a()ezﬂ\o,a:le'.l\l

ce qui résulte de : A, N A, dense dans Af, 9] A’; , VG ,DET x J (cf.
proposition 1.4).

Remarque 6. — On peut essayer d’obtenir un résultat analogue a
celui de la proposition 3 pour des foncteurs d’interpolation construits



PROLONGEMENTS DE FONCTEURS D’INTERPOLATION 51

par d’autres méthodes. Par exemple un foncteur d’interpolation ®[ ]
construit par la “méthode holomorphe® (cf. [3] [10] [27]) peut étre
défini directement sur des couples compatibles d’espaces localement
convexes séparés ; a partir de la restriction de ®[ ] 4 €(B), on peut
aussi définir 5[ ] ; on ne sait pas si ®[ ] et 5[ ] coincident sur les
couples compatibles limites projectives strictes de couples compatibles
d’espaces de Banach.



CHAPITRE 4

APPLICATIONS

Nous regroupons dans ce chapitre quelques applications de
Pinterpolation des espaces de Lebesgue avec poids (chapitre 2) et du
prolongement par limite projective et limite inductive des foncteurs
d’interpolation (chapitre 3).

1. Limites projectives d’espaces “’L? avec poids®.

Nous utiliserons les lemmes suivants :

LEMME 2. — Soient : 1 < p < oo, u une mesure positive sur un
espace localement compact X, (M;);.; une famille de fonctions réelles
u-mesurables localement intégrables sur X et vérifiant :

1) M;(x) >0 p.p. Vi€El.
2) La famille (M,),,, est filtrante croissante.

Alors I'espace ﬂI Lﬁdi (X, u, E) muni de la topologie limite pro-
1€
jective stricte de la famille (Lﬁi X,u,E)

iel *

. -1 14
On note : EP(M,.) —-I:i_ler_? LMi(X,u,E).
Démonstration. — La famille (M;);., étant filtrante croissante
(Cest-a-dire : Vi,V jel, Ik €1tel que M (x) = max (M;(x), M;(x))
t,]
p.p.), la famille (L’b’,{i)i&.I est filtrante décroissante. Et ﬂl Lﬁli est dense
1€

dans L,, pour tout i €1, puisque les fonctions continues a support
1,
compact le sont (les fonctions M, étant localement intégrables).

LEMME 2. — Soient (My);¢; et (N));; satisfaisant les hypothéses
du lemme 1. Supposons de plus M; et N; localement bornées, Vi€ 1.
Viel.
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Alors le couple compatible (£2,(M;) , £,(N;)) est limite projective
stricte des couples compatibles d’espaces de Banach (Lfai , LY ), pour
1<p,qg<o. !

On note : (M) , £,(N) =Lim (L, , 1)

Démonstration. — Tous les espaces LI{’,l et LY sont des sous-
espaces de Lloc + LI, , et les fonctions continues a éupport compact
(donc & fortiori £,(M,) N £,(N;)) sont denses dans Ly N LY pour
vieletVje] (Lloc est l’espace des classes de fonctions u-mesufables

de puissance p-ieme localement intégrable).

2. Isomorphisme dans la catégorie C(R).

Certains espaces usuels apparaissent comme limites projectives
d’espaces de Sobolev avec poids. Il est possible d’expliciter les espaces
d’interpolation entre de tels espaces de Sobolev sur R" avec des poids
convenables, correspondant aux foncteurs d’interpolation (I)m p [ 1(on
peut en utilisant une paramétrix du laplacien, se ramener a des espaces
de Lebesgue avec poids). Nous éviterons la plupart des difficultés tech-
niques et obtiendrons des résultats plus généraux en utilisant des
espaces différents des espaces de Sobolev par les ensembles de dérivées
partielles considérés, qui conduisent aux mémes limites projectives et
sont plus simples du point de vue de 'interpolation :

Soient : A un espace de Banach.
M une fonction réelle définie sur R" et vérifiant I’hypo-

these :

M est mesurable, > 0 p.p. et :

(H) Vie{l,...,n}, Jo;et L, constantes > O telles que :

fwe”“‘i'M(xl v XpH L X )AESLM(Xy L x,) LD,
0

I<Sp<+oo ; g€N.

HZ 7 =HE9(A) ={feELL (R",1,A) ;D™ feLf VY m=(m,,..,m,)

telque max m; < g}

=1,.u.,n
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On a alors le

a q
LEMME 3.—a) L'opérateur T : f —> (a—— ta) ...
Xy

est continu de

HY? dans LE , pour tout a€C.

-1
a(x gt +xn) (xl"’xnﬂ

b) L'opérateur U . f —> f* Y(x,,...,x,) e —
P ! fx Y @D

est continu de

p P,q
Ly dans Hy" pour o> Jpax oy

c) T o U = Identité de L}
Uo T = Identité de Hy? .

Démonstration :
Le a) est évident.

Pour démontrer le b) il suffit de montrer que :
f— Y0, x) et ®1T " 5t @8, . ® 8,

est continu de LY dans L§; pour0 <r<net0<8§,,..,,<q.

Donc il suffit de montrer que : f —> f * U, est continu de L}
dans L§; pouri = 1,2,...,n, avec

U= Y0 e™ ® 8,

(et de réitérer) ; or, par exemple :
f*U1=f fOx, —t,x,,...,x,)e *dt.
0
o - P
|f*Ul|P<f |f(x1_tvxz:---,X,,)lpe_kp'dt.(f e—ept)p
0 0

1 1
avec k+te=a ; —+ =1,
p p
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donc :

17U, 1, <K.jR'n M(x,,...,x,).

f Ifx, —t,x,,...,x,)IP e dt. dx
(V]
<K [ 10 vy
Rn
(fwM(yl+t,y2,...,yn)e"“"dt)dy
0

Et on peut choisir k > «, et utiliser ’hypothese (H).

Le ¢) est immédiat.

Soient : M, , M, vérifiant ’hypothése (H) ; 1 <p,,p, <+ oo}
q €N . Nous pouvons définir le couple compatible d’espaces banachi-
sables (L;‘; , L;:,ll) par les injections continues de L:,loo et Li,ll dans
8=Ly + Ly avec M(x) = inf(M, (x),M, (x)) ;de méme (Hyp'* [ Hy!')
est défini par les injections continues de Hfd(:)' et H;’l' ? dans &.

) Du lepmme 3 on dedult 1mmédiatement un morphisme T de
(Hy " Hy ) dans (Ly) , (dont la restriction a Hy'" est
loperateur T défini au lemme 3 i=0,1), et un morphisme U de
(Lf;’0 pl) dans (Hpoq le & ), (dont la restriction a L est

l’opérateur U défini au lemme 3,1 =0, 1).

On a de plus : T o U = Identité (L, b0 ;1

Uo T = Identité (Hi’fo" ,Hfgl'")

I1 en résulte en particulier, que pour tout foncteur d’interpolation
®[ ] défini sur (@), P[T] est un isomorphisme de <l>[Hp° - H’;,l"q]
Po P1 !
sur ®[L, ]

Remarque 1. — De facon générale, soient : E un espace de Banach ;
Ay, ..., A, desopérateurs non bornés dans E, commutatifs, vérifiant :
A; + aestinversible poura > o, ;i =1,...,n.
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Alors I'opérateur non borné 4°A défini par :

A=A, +a)?e...0(A, + )
DAY = DAY ... AD

est aussi inversible pour Va = . max «,, et 9%A est un isomorphisme
=1,..,n

de @(9°A) sur E.

: 0
Dans le lemme 3, on avait E = LE (R", 1, A), A, =0 (on
X

peut vérifier que, contrairement au cas M = 1, méme lorsque M vérifie
(H), A; n’est pas, dans le cas général, générateur infinitésimal d’un
semi groupe d’opérateurs dans E.

3. Interpolation des espaces S .

DEFINITION 1. — VEEC", on pose 8 ={u; ¢* uc8R")}
et on munit cet espace de la topologie déduite de celle de S(R") ;
(cf. [25]).

Soit T un ensemble convexe dans C" ; on pose
ST ={u;e* u€ $R") pourtout t€T}

et on le munit de la topologie limite projective, pour £ €T, des topo-
logies des espaces 8¢ .

Ces espaces interviennent dans la transformation de Laplace.

Nous nous proposons d’obtenir des théorémes d’interpolation entre les
espaces S* .

I étant un convexe de C", on peut trouver une famille (K;);., de
compacts contenus dans I', dont la réunion est I' et qui soit filtrante
pour la relation D ; la limite projective étant associative, on a donc :

$" = lim . lim $¢ = lim 8%
' — “—
iel £eK; iel
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LEMME 4. — Soit 1<p <oo.

E o p.a =
8 = Um H{I), 272 ke
q,meN

En effet, les deux membres sont des espaces de Fréchet ; 8™ est contenu
. m

topologiquement dans chaque espace Hf;{, , lz)_ze |ePx| donc dans la li-

mite projective ; et :

Soit f€ lim H’(’i‘ilxlz)ﬂzz leptx| > f est donc indéfiniment dif-
q,meN
férentiable et :
m

V(@ EN", VmeN,DDf (1 + |x|?)? |e¥|eL?

NIE

donc: V(g)EN", VmeEN, DDf. (1+ |x|)?.|e¥*|€L”
m
donc: W(g)EN", VmeEN, DWW ™)+ |xH*elL”

c’est-a-dire : e*fe€S, donc feSt.

LEMME 5. — VK, , compact contenu dans I" , on pose

mp
M =(1+1x*)? sup|eP®|;
113.9

. r — . p.q
alors : S lim HM;,,
iel;m,qeN

en effet : $Xi

. - . pq M
lim 8¢ = lim _lim  H{;% .72 |0t
§eK; teK; qeN,meN

. . P,q mp
m [Hm H 22 epex|)
qeN, meN geK;
et le terme entre crochets est I’espace de Banach Hfd',,‘,' ; on en déduit
i

le lemme en prenant encore la limite projective suivanti €1 .

On a plus précisément :
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LEMME 6. — Soit 1 <p <o

8'=__ Lim _H}a
— M
iel,qeN,meN
Il reste a vérifier que S* est dense dans Hp . (Or, pour p < o,
®(R™), donc a fortiori ST est dense dans H; \7'q 0,Vm=20,

Vi€l et que la famille (HM,,, iel,m>0,q>0 cst filtrante décrois-

sante ; cela vient de ce que la famille est décroissante par rapport a q et
m et que (K;);.; est une famille filtrante croissante de compacts.

On en déduit la

PROPOSITION 1. — Soient : Ty et T'; deux ensembles convexes
de C", recouverts respectivement par les familles filtrantes de compacts
(KD)jex et (K} iy > 1Sp<oo.

Soient, YmeEN :

mp
T=0+x]?? sup | ePt* |

teKj
mp
7= +I1x?)?* sup |eP¥|
EeK
Alors :
(8%, 8™ = Lim (Hy , Hin)

qeN,meN, iel, jel

Les vérifications sont immédiates. — Tous les espaces Hp m et Hpm sont

des sous-espaces de LloC .

®(R™), donc a fortiori 8ToNST1 | est dense dans H.M,,, N Hp’
1
pourtoutg =20, m=>0,i€l,je].

On aura besoin du

LEMME 7. — Soit 1 <p <oo. K étant un compact de C", la
fonction M(x) = (1 + |x|%)? sup | eP¥ | vérifie hypothése (H), pour
teK

g=0.
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I1 suffit de montrer qu’il existe deux constantes a et L > 0 telles
que :

[ et M, +t,x,,.. ., x)dt <L .MGx,,...,x,), Vx€ER".
[}]

Ona: f e M(x, +t,x,,...,x,)dt
o

= f e (1 +(x; +0)%+ ...+ x2) . sup el eP¥ | dt.
0 teK

=M@x,,...,x,). f e~ sup |eP1?| .
0 teK

1+(x1+t)2+x§+...+x3,)5dt
1 +x2+ ... +x2

Prenons a = 1 + sup Re (p§,) < + o puisque K est compact, et on a
teK

alors :

[ et M, + 1, x5, x)dESLMGy .. x,)
0

t2 + 2tx1

avec : L = sup .fwe"(1+ )Bdt<+°o.cqfd

xeR™ 0 1+ 1x|?
Soit0<O<1.80itd, [ ]= <I>7’p [ ]le foncteur d’interpolation

défini sur la catégorie C(B) (ou C(@B)) pary = pO(1 — 0) t°?P~! pou
v est la mesure de Lebesgue sur ]0 , oo[ . (voir chapitre 2).

Onale:

THEOREME 1. — Soient : T'y et ', deux ensembles convexes
deC";0<0<1.

soit F={§=(—-0)§ +0% ;€T ;¢ €},
alors : 59 [8To,8T1) = 8T

(50[ ] désigne le prolongement par limite projective stricte de ®4[ ).
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Démonstration. — D’aprés le chapitre 2 (exemple 1) on a :

D [LEm, L2 ] = Ly,
i j i
avec ¢
mp
Ry =M 7% N =1+ 1x1*) ? sup lePOa* =Dk
EoeKY
£ K]

Posons K, ={f=(1-0) %, + 0%, ; §, €EK] ; £ €K}
mp
R',;.' =(1+4|x1?)? sup |eP¥| ;
EEKﬁ
et R vérifie aussi la propriété (H) ; on a donc :

p,q P,41 = HP-9
Py [HM;" ’ HN;" - HR;;’ )

Et la proposition résulte alors du théoréme 1 du chapitre 3.

Remarque 2. — En appliquant un foncteur d’interpolation o, p[ ]
(cf. chapitre 2) on trouve de facon générale :

@y p (L, Lim] = Lim

m
M;"
avec :

mp e
R =1+ [xI?)? f min/ sup |eP¥ |, t sup |eP¥|\dy
()} gek? zeK}

On peut encore montrer que R',;’ vérifie I’hypothése (H), donc :

®,, (HES  HEE] = 1Oy
] y

Et par passage a la limite projective, on peut obtenir des espaces
autres que st pour I' intermédiaire entre I’y et I'; .

Prenons un exemple trés simple :

n=1; I',={0} ; Ty=[—1,+1];
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on peut choisirp = 1.

I’y et I'; sont compacts, donc :

It
sup, |ePE| =1
EeK
R su epsx = olx|
,ReE ‘661?} ! l €

RY =(1+ |x|2)7f min(1,te'*1) dy

On peut trouver v telle que Ry = (1 + |x]| )2 e’ 0<s<1,
(cf. chapitre 2) et alors f,l%n_q HR,;, n *est pas un espace S

Eneffet : Soit H = (__lﬁ H?,
différentiable sur R telle xq,ure’l .q

R,,, ; soit ¢ une fonction indéfiniment

px) = 1 pour
0 pour

On ne peut avoir H = 8" avec I' = {0} car la fonction
s

x —> ¢(x) em1x1?

appartient a 8§ et n’appartient pas a H.

On ne peut avoir non plus H = 8" avec § €T, Re £ > 0 car la fonction
x —> p(x) e~21*° appartient 2 H et n’appartient pas 2 8%, donc
n’appartient pas a 3T, (de méme si Re ¢ < 0 en remplacant ¢(x) par

(= x)).

Remarque 3 :

Nous supposons I' ouvert ; dans la définition de S = Lim H;',Z
— M

i,m,q

(cf. lemme 6), on peut remplacer (Hl!\’/l,'-g')ielqu meN Par une suite
f .qeN,

extraite décroissante (il suffit de voir que I’on peut supposer la famille
(K;);e; dénombrable). On peut prendre 1 <p <o ;les espaces HE
1

sont des espaces de Banach réflexifs (HM,,, est isomorphe a Lf/[,.n).
i



62 CHARLES GOULAQUIC

Notons 8'T le dual (fort) de $T. En utilisant les résultats du chapitre 3
(théoréeme 3.3) et un résultat de [20] sur la dualité, on obtient la

PROPOSITION 2. — (avec les notations du théoréme 1), I, et T,
étant supposés ouverts, on a .

1) (8P, 8T1) est un objet de rg .
2) ge [S'FO , S’Fl] — (50 [81‘0 , -SI“ ])I — SII‘ .

1l suffit de remarquer que sur 8’7 la topologie forte coincide avec la
topologie 7 = 7((8")',8") .

4. Interpolation des espaces de fonctions holomorphes.

Soit E un espace de Banach. Notons & (E) I’espace des fonctions
holomorphes dans le disque |z| < R a valeurs dans E, muni de la topo-
logie de la convergence uniforme sur tout compact.

Soit p fixé dans [1,e°[ ; on peut définir la topologie de 3 (E)
par les normes :

0<r<R

1

lall, =(Zona,,||§r"!’)" . Va= T au" € Re(®).
n= n=

Soient : (E,, E,;) un couple compatible d’espaces de Banach ;
0<Ry <R, < ; (ZQRO (Ey) ,3€R1 (E,)) est un couple compatible

(par l'injection de 3€R0 (Ey) et 9€Rl (E,) dans HeRo (Eq + E))) eton
montre que (3€R0 (Ey) 3€Rl (E,)) est isomorphe, dans (&), a

L;_ir_rln(zr;’Ro(Eo),l:’Rl (E))), ol [P(E) désigne
<

fa=@)eEY © lal,=( io lla,Ii2 a"”)’l’ <}
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Soit ®,[ | le foncteur d’interpolation du théoréme 1. On sait
(cf. [10]) que ¥, [l,”RO(EO) , l,” (ED] = 1IPR (E) avecE = ®,[E, ,E ] et

R=R)"°RY.
Par application du théoréme 3.1, on trouve le

THEOREME 2. — Soient : (E, , E,)un couple compatible d’ espaces
de Banach ;0 <0 <1;0<R; <R, <>ona:

By [3p (Eo) , 3y (E,)] = 3 (E) ;
avec : E=®,[E,,E,] ; R=R)°RJ.

50[ ] est le méme foncteur d’interpolation qu’au théoréme 1.
On retrouve en particulier que €y (C) est un espace d’interpolation
entre 9€R0 ©)et 5€R1 (C©)pourRy < R<R,.

Du théoréme 2 et de la remarque 3.4, on déduit le résultat
suivant :

THEOREME 3. — Soient : 9€Kl (E,) l’espace des fonctions holo-

morphes dans le disque K, ={z €C ; |z| < R} d valeurs dans I’espace
de Banach E; ;i=0,1;0<6<1.

Ona:

1) @[5, (Eo), 5, (E,)] = 8y, (E)
avec K,={z€C ; |zI<R=Ry? R}
E = ®,[E, ,E,]
2) By (By) , 8y (E,)] = By (E)

Démonstration :
1) 1l suffit de remarquer que (€y (Eo) 5€K (E,)) est un objet

de la catégorie @ et que

@y, (Eg) , 8y (E) =Lim @Ry , (Eo) .8y , (E),
neN
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p, étant une suite décroissante tendant vers 1 quand n —> oo,

2) De méme :

(@€, (By) , By (E))) =Lim @€ (Ey), %y , (E))).
neN



CHAPITRE 5

INTERPOLATION DES ESPACES ®f

1. Introduction.

Nous utilisons essentiellement dans ce chapitre des foncteurs
d’interpolation construits par la méthode des moyennes (cf. [20]) ;
ces foncteurs peuvent étre construits par la méthode des normes
fonctionnelles (cf. chapitre 1 et introduction), mais nous pouvons ainsi
abréger les démonstrations en nous référant aux résultats de [20].

Rappelons briévement :

Soit (A, , A,) un couple compatible d’espaces de Banach. Soient :
0<60<1;1<p,,p, <o ;onpose:

W(po ,pl ’ 0 > Ao > A])
= {(U) ez ;€707 u ) EIP(A)) ; (e u,) EIP1 (A}
C’est un espace de Banach pour la norme :

[ (un)"W = || (e(1—0)n un)Hzl’O (A + || (e~ 9" un)”,m (ay)
Soit :
+ o0
S(py sy 50, A, A)) =£a = Y u,(dans Ay + A)) ;(un)GW}

C’est un espace de Banach pour la norme :

lallg = inf Iy -

a=_E u,
Enfin, (A,,A)w—> S(p, ,p, .0 ,A,,A,) est un foncteur

d’interpolation défini sur la catégorie €(B) des couples compatibles
d’espaces de Banach, que I'on notera : S(p, ,p, , 0, , ).
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On notera aussi S(p, ,p, ,0, , ),lefoncteur d’interpolation
correspondant défini sur la catégorie C(03) des couples compatibles
d’espaces banachisables.

2. Interpolation des espaces L”? (A) .

Soient : A,, A, des espaces de Banach ; 1 <p,, p, <o ;
0<6<1.

Lorsque (A, , A,) est un couple compatible d’espaces de Banach,
il en est de méme du couple (L0 (Ay), L1 (A,)) et d’aprés [20], on a
le résultat :

S(po »Py >0, L7 (A), LP1 (A))) = L?(S(py »p; »0 , Ay, A}))

.. 1 1—6 06
avec équivalence des normes ; — = +—
Do by

(LP (A) désigne L’l’ (X, u,A) selon les définitions et notations du
chapitre 2).

Dans le cas 1 < p, <p, = oo, nous pouvons préciser ce résultat.

Soient : Lg (A;) = adhérence dans L*(A,) du sous-espace des
fonctions a support compact.

C, (A,) = adhérence dans L™(A,) du sous-espace des fonctions
continues a support compact.

1) D’apres la construction méme des espaces de moyennes, on a :
S(pg 22,8, L7 (A),Co (A)) &> S(p,,%2,0,L70(A,),L3(A,))

S 5(p,,90,6,L7 (Ag),L7(A,))
les inclusions étant de norme < 1.
2) Nous noterons :
S =S(py,,0,L7 (A)),L”(A)
So = S(pg 2, 0,170 (Ay), L5 (A))
8 =S(py,>,0,L7 (A;),Co(A)
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W = W(p, ,>,0,L°(A,),L"(A)))
W, = W(p, ,,0,L70 (A),L5(A)
W = W(p,,=,0,L7(A,),Co(A))
A =S(py,>,0,A,,A,)

Soita€LP (A) et a support compact. Soite > 0 ; I(u, (x)),.zEW
telle que :

+ 00

ax) = Y u,x)

n=-—oo

llalls (1 +€) = Il (u,)lly

Soit ¥ la fonction caractéristique du support de @ ; on a aussi :

+ 00

ax) = Y, u,(x) ¥(x).

t, ¥,z € W,

I, W)l <l @)lly < llalls (1 +¢€)
et € étant arbitraire, il vient : || allso < llallg .
Dot : lalls, = llall -

Et les fonctions de LP(A) a support compact sont denses dans
L? (A) pour 1 <p <o, donc:

PROPOSITION 1. — Pour 1 <p, <p <% ,ona:
S=S,=LP(A).

Supposons désormais que X = R" , et u est la mesure de Lebesgue
sur R” .

Soit E I’ensemble des fonctions de L? (A) a support compact ;
soit (p;);n une suite régularisante (cf. [25]) :
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PHEDRY ; p(0>0 ; [ pGydx=1.
“R"

p, —>8 dans @'(R") quand i —> +
i

Soit £ > 0 ; considérons :

Ee={p *¥, ;¥ ,€E ;i telque ”\I’a_pi*‘l'a"LP(A)<€}

1) E¢ est dense dans L? (A) ; en effet E est dense dans L? (A) et
p; ¥ ¥,—> V¥ _dans L” (A) lorsque i —>> + oo,

2) On a les inégalités pour p; * ¥, € E¢ :
” q’a“Lp(A) < ”p,' * ‘I/a “IP(A) <I ‘I’a, "I}’(A) + e

3) D’apres la proposition 1, V ¥, €E, 3(u,) €W telle que :

Soit a€E,
n=—oo

et (0 *Up)pez €N, donc a€S

et: llally <110 * u)lyy < 1@l <11 ¥lloeay (1 +€)
lall <1l o * ¥, llppgay (1 +€) +€ = llallypey (1 +€) +€

Et € étant arbitraire et chaque E¢ dense dans L? (A) , on en déduit

que : 8 = L? (A), avec égalité des normes.

PROPOSITION 2. — Lorsque X = R" et u la mesure de Lebesgue

surR® ,ona:
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S(py »,0,LP0 (Ag), L (A))) = S(p, ,°, 0 ,LP0 (Ay),Cy(A)))
= LP(A)
avec : 1<p, <+ o0
0<6<1
A = S(po ,OO’G,AO,AI)
Remarque 1. — On peut étendre la proposition 2 & d’autres cas
(X et u plus généraux), en particulier une démonstration analogue
conviendra pour le cas X = £, ouvert de R”, i condition d’imposer

que le support de p; soit contenu dans une boule de centre O et de
rayonr; ,r; —> Oquandi —> oo,

3. Interpolation des espaces @y p .

Pour les définitions et les propriétés des espaces @ p onpeutse
reporter a [25] dont nous utiliserons les notations.

On pourrait utiliser la définition de ®, » comme limite projective
d’espaces de Sobolev WP'? ; et on connait des résultats d’interpolation
entre les espaces W”'? pour 1 < p < oo (cf. [10]), mais on ne pourra
ainsi obtenir les cas p = 1 ou + oo ; considérons donc plutét, comme
au chapitre 4 :

HP'? = H”? (A) ={u€LP(A);D"u€L’(A),Vm=(m,,...,m,)
telque m;<q pour i=1,...,n}

pour 1 <p <+ o0 ; 0 <:q entier ; A espace de Banach

lullypa = X ID™ull pp,

maxmi<q
Et:
Cd={u€C,(A);D"u€EC,(A),Vm=(m,,...,m,)

telque m;<q pour i=1,...,n}
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lullgg=" X 1D ullc,

max mi< q

Les espaces H”’? et C{ sont des espaces de Banach.

PROPOSITION 3. — Pour 1 <p < oo, @, p(A) est limite projec-
tive stricte des espaces H?' (A) .

Cwa (A) =G§a(A) est limite projective stricte des espaces cg (A).

On écrira : @, p (A) =LimH?7 (A)
qeN

®B(A) =Lim C§ (A)
qeN

Démonstration de la proposition 3 :

La suite (H”? (A)),.N est une suite décroissante d’espaces de
Banach, dont lintersection est @;p(A), et @D p (A) =lim HP' 9 (A).
qeN
Pour 1 <p <o , @ ® A, donc a fortiori @;p(A), est dense dans
HP’? (A) pour toutq de N .

Pour p = oo, @3 est 'adhérence de @ dans @y ;G3(A) = lim C(A)
qeN
et la suite (C{ (A))gen _est une suite décroissante d’espaces de Banach
dont Iintersection est B(A) ;® ® A, donc a fortiori 3(A), est dense
dans chaque espace C{ (A) .

PROPOSITION 4. — Soit 1 <p, ,p, <o, supposons (A, , A,)
un couple compatible d’espaces de Banach ; alors :

1) Le couple compatible (@ p,(A,),® p, (A,)) estlimite projec-
tive stricte de la famille de couples compatibles d’espaces de Banach
HP? (Ay) , HP? (A)gen -

2) Le couple compatible @ p, (A,) , BB(A))) est limite projective
stricte de la famille de couples compatibles d’espaces de Banach

(H?? (Ay), Cq (AD)gen -
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En effet : Tous les espaces HP0'? (A ) et HP1'? (A)) sont des
sous-espaces de L?0 (A,) + L”1 (A,).

De méme, les espaces H?'? (A;) et CJ(A,) sont des sous-espaces
de LP0 (A,) + L= (A)) .

® @ (A,NA,) est dense dans L”0 (A)) NLP1(A,) et dans
LPo (Ag) NCy (A,) . Or, d’aprés les démonstrations des propositions 5
et 6 (voir ci-dessous), cela suffit & montrer que W« ® (A, N A,) est
dense dans HP'? (A)) N HP1'? (A)) etdansH™'? (A)) NCZ(A,) pour
toutg deN.

PROPOSITION 5.
S 1y » 0, H? (Ag) ,H™'? (A))) = H”? (A)
avee 1<py,py <=,0<6<1
1-6 0

1
p Py by
A= S(po ’pl ’0)A03A1)

Démonstration. — Les couples compatibles (H?0? (A,) ,HA 'q(Al)
et (LP° (A,),L"1(A,)) sont isomorphes dans la catégorie @ (@) des
couples compatibles d’espaces banachisables (cf. lemme 4.3).

Nous avons en effet :

(HPo Ay, HP14 (A)) .%_’ (LPo (Ay), L”1 (A))

T o U = Identité (L0 (A,), LP1(A)))
U o T = Identité (H®? (A,),H?'? (A)))
avec :

T(f)=(£—l+ 1)q (ai+ 1>qf

n

q-1 q-1
et x,) Xq s Xy

= —(xy +
U =g*Y(x;,...,x,)e ™M @-D
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PROPOSITION 6.
S(py 0,0, H? (A)),Cd(A)) = H”? (A)

avec : 1<p, <eo,0<6<1
_1__1—0
p Do

A=S8(py,>,0,A,,A))
Démonstration. — Nous avons comme précédemment :
Po-4q q .-l. Py
(H (Ap),Co (A)) = (L™ (Ay),Cy (A)))

T o U = Identité (L0 (A,) , C, (A)))
Uo T = Identité (H?? (A,),CZ (A,))

avec :
T() = ——-+1). (—+1)
x@-t . xg!
U@ =g*Y(x,,...,x,)e ®1¥t¥x) L~ "n__
£r g @-v"
En effet :

Nous utilisons le lemme 4.3 ; de plus :

La restriction de T a Cg (A,) est évidemment continue de Cg (A)
dansC, (A,) .

Larestrictionde UaC, (A,) est continue de C, (A,) dans H™ 9 (A)).

Il nous reste donc a vérifier que :

1) f€Cy(A;) == f*u continue (en posant :

o - +..t a a
u—-Y(xl,...,xp)e (x; Xp)xll...xpp ® 6"p+1 ® ... ® an

0<p<n ; 0< « o <q.

1o %
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2) wxf) (x)—=>0 quand |x| —> 0.
Puisque u est continue de C, (A;) dans H™? (A,) , on peut supposer f
continue a support compact.

Alors le 1) résulte du théoréme de continuité d’une fonction
définie par une intégrale (on écrit :

u*f=f fOey =ty Xy =ty Xpag o X)) Y[, 1)
Rn
e—(t1+...+tp) tlal o t:l' dt).

Pour le 2), supposons que le support de f est dans le pavé
[ N,NJ"etsoitM = suls)n [lf(x) ]l ; on aimmédiatement :
X€ .

p xi+N .
NGy x I SML T [ el oGepars .., Xp)
i=1 "x;—N
ou PXpig s X)) = (1 si sup  [x;| <N
i=p+1,..,n
0 sinon .

On voit donc que (u * f) (x) —= 0 quand |x| —> o=.

On a donc démonstré le théoréme :
THEOREME 1. — Soient : 1 <p,, p; <o
1) S(po » Py » 0 ’ wLPo (Ao) ’ wLPI (Al)) = wLP (A)

1 1-6 1
avec — = +—;0<0<1;A=8(py.,p,,0,Aq,A)
p 12 p,

2) Sy, =, 0, Pypy(Ay) , B(A,)) = Ppp (A)

_1-9

1
avec  —
p Do

et 0<0<1;A=S(p,,>,0,A,,A)

(§ désignant le foncteur d’interpolation, prolongement de S par
limite projective).
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COROLLAIRE 1. — Soit 1 < p, < p, < o ;tout automorphisme
du couple (B py, BD;p,) définit par restriction une application linéaire
continue de @, p dans lui-méme pour py <p <p; .

11 suffit de remarquer que, dans le cas p, < + > et p, = +
@3 est Padhérence de @ p, dans D, =

On obtient une variante du théoréme de M. Riesz (cf. [20] [27]
pour le théoréme de M. Riesz dans les espaces L?), sous la forme :

COROLLAIRE 2. — Soient 1 <p, ,p; ,qy -4, S®avecpy, < qq,
py<q ;0<6<1.

Tout morphisme de (@i py ,Pp,) dans @D aq ,Pyq,) définit
par restriction une application linéaire continue de ®, p dans®, qavec

Démonstration :
On sait (cf. [20]) que pour tout objet (A, , A;)de€(B)ona:

S(po:pl ,G,AO’AI) gs(qO»ql ,H,Ao,Al)
donc d’apreés la remarque 3.5 :
g(po :p] 30aA09A|) gg(qO’ql ,O,Ao,Al)

pour tout (A,,A;) de C@&).

En particulier :
g(po P 0 ,wlﬂo ,@qu) (___> g(qo »4qy > 0 5 w[ﬂo ’qul) =®Lfl-
Soit ueHom(@ LPO’CDLPI) ’@qu ,G«)L‘Zl))

uER (a)Lp ’ g(po »P1 > 0 ,mLQO )wLQ1)) >
donc a fortiori :

UEL @ p, B q) .
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(si g, estinfini etg, < oo, on utilise encore le fait que0§ est 'adhérence
de @ ¢, dans @) .

Nous pouvons aussi obtenir la variante du théoréme de Thorin
(cf. [10][29]), en utilisant le prolongement des foncteurs d’interpolation
définis par la méthode complexe. Utilisons les notations de [10] ; on
sait que :

1-6 6
+— ; 0<6<1

1
[LPo,LP1], =17 avec —
14 Do 14

b

1 <py,p <.

Avec une technique analogue a celle du paragraphe 2 on obtient
aussi

1-6

1
[Lp°,C0]0=Lp avec — ; P < ;3 0<6<L1.
14 Po

Toutes les démonstrations du paragraphe 3 restent valables en
remplacant S(p, ,p, , 0, LPo LP1) par [LP0, Lpl’]; (prolongement
par limite projective du foncteur [ ],), en remplacant aussi éventuel-
lement L™ par C; . On obtient donc le

THEOREME 2. — Soient : 1 <p,,p, <o°.

1) [a)LPo > wLplT; = mLP

1 1-6 6
avec - = +— ; 0<6<1.
p Po Py
2) [GDLPO ,@T; = @LP
1 1 -0
avec — = ; 0<6<1.
p Do

( T; désignant le foncteur d’interpolation prolongement de [ ], par
limite projective). '

Il en résulte immédiatement le
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COROLLAIRE 3. — Soient : 1 <py ,p; ,q, 4, <S;0<0<1.

Tout morphisme de (@ p, , ®,p,) dans (D q, , Py q,) définit par
restriction une application linéaire continue de @ p dans ® q avec

1 1-6 7}

— = 4+

14 Do Dy

1 1-6 0

p 40 q,
4. Dualité.

Nous utilisons un résultat de [20].

Soient : (A, , A,) un couple compatible d’espaces de Banach ;
Ay N A densedans Ajet A, ;1 <p,,p, <oo.

Alors on définit le couple compatible d’espaces de Banach
(A4 , A}) par linjection de A} et A} dans (A, N A,)’ et le dual fort de
S(po » Py 50, Ay, A,) s'identifie 2 S(pg , p; , 0, Ay, A}) avec

Po Po Py Dy

En appliquant les résultats du chapitre 3. paragraphe 4, on a donc la

PROPOSITION 7. — Soient : 1 <gqy ,q, <;0<60<1;

S(go » 4y »Plag ,Phay) =D

avec .



CHAPITRE 6

INTERPOLATION ENTRE DES ESPACES DE FONCTIONS
INDEFINIMENT DIFFERENTIABLES.
ESPACES DE GEVREY

Nous appliquerons essentiellement les résultats des chapitres 2
et 3 i linterpolation entre des espaces fonctionnels définis & partir
d’opérateurs non bornés. Aprés avoir décrit une situation générale
dans laquelle nous pouvons conclure, nous expliciterons le cas parti-
culier des espaces de Gevrey.

1. Position du probléme.

Soient : A un opérateur non borné auto-adjoint dans un espace de
Hilbert E ; (M;), N une suite de réels positifs.

On considére I’espace :

Ey, =D(A,M,)= {xek?N D(A¥); 3L > 0 avec | A¥ x|l <cL* M,,}

EMk est muni de la topologie limite inductive (suivant L ——= ) des
espaces normés

EQP =D(A; M, ,L) = {xe N DAY ; lIxllgwy = SupME <ooz
k 2k keN ’ EMk keN LkMk
Etant données deux suites (M), . €t (N,), N ; On Se propose de
chercher les espaces d’interpolation entre E,, et ENk ; on pourra
aussi chercher les espaces d’interpolation entre JEMk et un espace d’un
“autre type®.

De nombreux espaces fonctionnels utilisés en analyse sont des
espaces EMk pour E , A, M, convenables ; ainsi en prenant : pour E un
espace L2 (), pour A un opérateur différentiel “convenable”’, pour
M )ien une suite (I'(ks + 1)), .5 avec 1 <s <o, on trouve en
particulier des espaces de Gevrey et I’espace des fonctions analytiques
sur £ , § étant par exemple une variété analytique compacte.
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Nous pouvons de méme considérer n opérateurs non bornés auto-
adjoints commutatifs A, , A, ,..., A, dans un espace de Hilbert E,
définir de fagon analogue les espaces D(A, ,...,A,, M,), et inter-
poler entre ces espaces.

2. Etude générale.

La norme définie sur les espaces Eﬂ‘z apparait comme la borne

supérieure d’une famille de semi-normes et nous n’avons pas de mé-
thode s’adaptant directement & ce cas. Nous donnons donc d’abord
une définition équivalente des espaces EMk

PROPOSITION . — Ey = lim Ey_ avec:

Lo hoo IAR X2 )
Ey, = ixe N D(AY); kZo MR < % 3

1
S AR XN

avec X
Ixlel, (k§0 kG Mz)

Démonstration :

1) Vx€EL ; llxllgt > lxllgW pourtout L >0.
k M My

=M<+ o0

*x
2) x € Ey(ly = sup A Y e _
k keN L

| A* x |12 M2 1?2
Z sz MzE < L2 ] 11,2 pour tout L, >L .

Donc les deux définitions de EM comme limite inductive sont
équivalentes ; et nous utiliserons donc par la suite celle de la propo-
sition 1 qui sera plus commode.

On sait (cf. [6]) qu’il existe une résolution de I'identité associée
a A, soit £, telle que :
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Si f est une fonction borélienne complexe définie £-presque
partout sur ’axe réel, alors f permet de définir un opérateur fermé de
domaine dense dans E, par :

+oo
by = fxek 5 [ IrOR @ x, ) <w|

—o0

+ o0 + o0

fA)x = » fQ) LA@MNx ; Ax= A £(dN)x

—o0

Irw 2= [ IO @@Nx, %) ; xEDFA).

n n
Dans le cas ou f(\) est un polynome Z a; )\’, f(A) = Z a,Ai (au
i=0 i=0

sens habituel) ; nous pouvons en particulier prendre f(A) = A¥, et
nous obtenons :

NN -/ L =

(£@dnN )
. & M2 x,Xx

Soient donc Ehk et Elf;k correspondant respectivement aux suites
Mp)ien et (N n- Ces espaces sont des espaces de Banach, conti-
nuement plongés dans E ; ils définissent donc un couple compatible
d’espaces de Banach, que I'on notera (A, , A,) .

Calculons K, (¢,x,Ay,A,) pour t€]0, ; x€EA, + A, .
Onala

PROPOSITION 2. — Soient : t €10, ; xEAy + A, .

+m l

K, (t.x, Ag, AD < ([ minMQ) , NQ) (2@N) x, x)
<VIK, (%, Ay, A,

S‘,: ka
avec ! MQ) = —_
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o 2k
NOY = Y A

12k \72 °
o L' N2

Démonstration. — (analogue a celle du chapitre 2) ; on considére
une décomposition : x = x, + x,

xXo = R(og)x ;5 x; = £(0)x
avec 0, , 0, ensembles boréliens de R et tels que :
M) <t*N() , VA€o,
2 N() <M(\) , pourtout AEa, .

Les différentes vérifications se font comme au chapitre 2. Et on trouve
de méme :

THEOREME 1. — Soit v une mesure sur 10 , o[, non nulle, posi-
tive et vérifiant :

[ min(1, ydy <+ oo
0

Le foncteur ¢, ,[ ] associé a v défini sur C(B) (cf. chapitre 1)
vérifie :

¢, , [Ey, »En,] = Eq

Ixlle, , < lxllg, <v/2llxlo,
et

+o0
Ep = ixE N DA 5 lixlg, = f RO (2@N)x, x) < + oo
keN —e

RO\ = f “min(MQ\) , £2NQV) dy
(1]

o 2k

MQ) = X,

2k 2
o L M2
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oo )\Zk

N = 2 s
kgo L’2k N’2C

Nous pouvons passer aux espaces Ey, et ENk grice ala

PROPOSITION 3. — Le couple compatible (Ey ,Ey ) est de

type (£ F) et admet pour suite de définition : (E ’,f,k (m,n)eN XN -

Démonstration. — 1) Ey, et ENk sont de type (£%) et admettent
pour suites de définition respectivement (Ejy )m N et (ENk)n eN -

2) V(m, n)EN x N, la compatibilité du couple (Ey; , EY ) est
définie par le plongement de E',;k et E'lf,k dans By, + Ey, considéré
lui-méme comme plongé dans E.

En utilisant alors le théoréme 3.2 et la remarque 3.3 on a le

THEOREME 2. — Soit v une mesure sur 10 ,°°[, non nulle,

positive et vérifiant f min(1 ,t*)dy <o . Le foncteur d’interpo-

lation (D.y 2 [ 1défini sur (‘3 (cf. remarque 3.4) vérifie :

~

®y,2 [En, s En, 1 = im Egg,

neN
o oo oo )\Zk
avec R, N = f mm( 2 MR ) Y 2) dy.
k=0 My k=0 n°° N
Application :
Soit : M,=(k!Y ; 0<s<o.

Nous utilisons une définition plus pratique de I’espace E,,

LEMME 1.
EMk =Lim E; avec
Lo

€|

- |2
EY = {xen DAY ; lxlg = i: (B(dx)x,x><°°}
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Démonstration :

On montre que pour tout L >0, L' L" k', k" strictement
positifs et tels que :

L,L",L" tendent vers + o simultanément et

{: ‘>\|2k

k' e|%’a <
k:O L2k (k !)2.\'

= !
< k" el ; a=—.
s
(

Soient maintenant : 0<sy,8 <oo.
M, =(k!)o ; N, =(k!)1

L’expression de R(n, A) dans le théoréme 2 peut étre remplacée par
o Al%o A%

f miﬂ(el "I , t? e‘ "| )d7 et en utilisant la proposition 2.1, on en

0

déduit le

COROLLAIRE 1. — Soient : M, = (k 1% N, =(k 1%,
0<sySs<5;, <00

on peut construire un foncteur d’interpolation ch,z [ 1défini sur Cet
tel que

~

$g,2 [EMk > ENk] = ERk avec R, = (k DS

_On peut aussi construire un foncteur d’interpolation (3 [ ] défini
sur C et tel que

® [Ek1yso » Eol = E(iys  avec:

0 <5y <s<o0
E.= N D(A¥) muni de la topologie limite projective de celles
keN

des espaces D(A¥).

Nous nous contenterons de le montrer sur un exemple.
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3. Exemple : classes de fonctions C” sur une variété compacte.

Soit " une variété analytique compacte ; E = L2 () ; on prend
A = A (opérateur de Laplace - Beltrami).

Soient :

& (I") = {fonctions indéfiniment différentiables sur I'}.

G, (I") = {fonctions de Gevrey d’ordre s surI'} ; 1 < s < oo,
On sait que :

&) = ﬂN D(A¥) , muni de la famille de semi-normes
ke
P ) = A x|l .

| A x| }
= € N ky . —_ — E
G, (D) {x xen DAY 3 3L > 0 avee sup 75 TQ2ks + 1) <

En particulier G, (I') est ’espace des fonctions analytiques sur I', noté
aussi (') . Cette caractérisation des espaces G, est due a Lions et
Magenes (cf. [19]). Avec les notations précédentes, on a :

G,(I) = Lim Eys avec My =T(2k+1).

Lo

On vérifie qu’il est équivalent dans la définition de G, (") de prendre
M; = I'(2ks + 1) ou M} = (k !)* . Il résulte donc du corollaire 1 la

PROPOSITION 4. — Soient : 1 <s,<s<s, <o ; I' une va-
riété analytique compacte.

On peut construire un foncteur d’interpolation 53,2 [ 1 défini
sur Cet tel que

P, , [G,, (1), G, ()] = G, (D).
Soit : 1 <50 <s5<00,

Nous nous proposons maintenant de construire un foncteur d’interpo-
lation ®[ ] défini sur C tel que
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®[G, (I, ()] = G, (D).

Pour cela, nous utilisons des définitions plus pratiques des espaces
& (I et G,(I).

LEMME 2.
&) =lim &" avec

& = {xeﬁ @) lxlZa= [ (1 +a, D> (fz(dx)x,x)<wf

— o0

(@,), N étant une suite arbitraire de nombres strictement positifs.

G, (I") = Lim G? avec
M=o
1
ve |APPS
M _ ky . 2 _ |M|
G = {xe n DAsixidu = [ e

— o0

(LAMx,x)<oo

Cette caractérisation de & (') est évidente et celle de G, (I") résulte du
lemme 1.

Nous procédons en trois étapes :
1) Interpolation entre &" et G;"[
2) Interpolation entre &(I") et Gi,“

3) Interpolation entre &(I") et G, (I)

1) Interpolation entre &" et Gi“ : Nous utilisons la méthode de
I’exemple 2 du chapitre 2.

1
Posons M(x) = e*1* ;| a=—.
2s

Soit R(x) tel qu’il existe un foncteur <I>f,2 [ ]réalisant

@, Ly, L1 =1},
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avec des normes équivalentes ; et on suppose que ’on peut prendre
déterminé par :

R'(x)
fM(x)f(t)dt =M P x>

fx)=0 pour |[x|<71 avec 7=M(x,) = 1;(cf. chapitre2).

On a alors :

®,,[G,8"1=F,

Ex €L ;j::” IR, v (B(d?\)x,x)<oo$

o0 Al¢
avec : Rn’M \) = j: min(eIM| ,t(1 +a, I)\I)")f(t) dt

A
Posons : MN) =1 +a, A" eIMI ;

soit Ao € R, définipar 7= I (A ;ona:

TE(A)

A% A
Ry N = +a, A" [ £ty dt + el fw , J@ad
0

Pour |\ <A,,0na:

Rieo) [4f°

- At
R,m )= f f(®dt. e|“| ~ MGy

Pour |\l > N\,,0na:
%0 A e
R,y = +a,\) [ tf@)ar + o fmm F(0) dt

On suppose que pour chaque n €N, g, est choisi assez petit pour
que: |A[ = A,=—= JNUA) > 7 ;o0n peut alors définir u par

IJC) =M(u) , pER, ;et:
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M(k) A% e
R,y V) =(1 +a, I \])" fM( '; iF(tydr + e fM( fwar
X0 M

¢ &
Ry W=(1 +a, 10" [ Mo s Weoau+eM [ peyar
u

*o0
_ w s [ R@] & R'w
(1 +a, I\]) jx'o M) [M,(u) | du + el s
- ) VRN SRR L 1)
=1 +a,l\) L— M(u) M) + R(u)_ . +e M)

RI
=(1+a, IAD" | R(s) — R(xq) + M(x,) —I\%]
0

R,yM=0+gq, A)"] C+ R[(‘%r —nLog(l+a ”\I))%]

2) Interpolation entre & (I") et Gl“ .

D’abord, remarquons que le couple compatible (&(T), G_If) est
limite projective stricte de la famille de couples compatibles d’espaces
de Banach (8", GM),,.x -

Le foncteur <I>f’2 [ ] que nous avons construit dans le 1) est indé-
pendant de n et M. On peut appliquer le théoréme 1 du chapitre 3 et on
obtient le foncteur 513}’2 [ ] défini sur la catégorie € des couples
compatibles limites projectives strictes de couples compatibles d’espaces
de Banach ;ona:

&, [8(T),GY] = lim &, , [6",G)] = im F, ,,

neN neN
Posons Fy =lmF, y
neN

3) Interpolation entre &(I') et G, (I") .

Nous appliquons les résultats du chapitre 3 sur le prolongement
par limite inductive ; en “prolongeant” le foncteur Dol ] nous
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obtenons le foncteur d’interpolation gm [ 1 défini sur la catégorie 3
(cf. remarque 3.4).

. Le couple compatible (&T"), G, (I")) est un objet de la catégorie
€ et admet pour suite de définition (&(T"), Gf:")MeN .

On a donc :

&, [8(I), G, ()] = lim &, ,[8(0) ;G = lim F,

M=o M—>

I ne nous reste plus qu’a caractériser ’espace lim_F,, .
M—>

Supposons que : R vérifie I’hypothése de croissance :

VM > 0, IM" (tendant vers + o avec M)
3@,)pen 54, >0, VREN
Jk" >0

(H,) tels que :

A At
n < n —_— —
:1615 (1+a,IAD)" <k R(M") R(M)
On a alors le

LEMME 3. — VM >0, 3aM ,M", k' k" strictement positifs
tels que : M ,M' , M" tendent vers + oo simultanément et :

Ql=
—————

k'R(%) < (1 +a, AN RS [(%)u — nLog(l +a, |>\|)]

A
<k"R -1\7,7)

Démonstration. — 3k, tel que :
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a condition de choisir (a,),, N tel que

(n Log(1 + a, 1\ < ()’
sup (n LO S\
men OB T M

On a alors :

1
a

K’ R((E%» < R([(—la—)a —n Log(l +a, |7\|)] )< R(':I)

et alors il résulte de 'hypothése (H,) que :

1

k'R%)<(l +a, IXI)"R([(—:;[-; —nLog(l +a, ]>\|)] a><k" R(ﬁ>\,7)

On en déduit alors :

lim Fy, = lim GR avec
D — —_—
M —> e L—>eo

2
- . ky . 2 _ [ A oo b
GRL—{kaDND(A ),IIX|IGRL—f IR(L)I (L@Mx,x) <+ }

D’ou le
THEOREME 3. — Soit R : x —= R(x) une fonction dérivable
de 10, oo dans 10 , o[ vérifiant :

1) R">0

’
2) ﬁ’ est décroissant.

3) R vérifie ’'hypothése (H,).

On peut construire un foncteur d’interpolation $f,2[ | défini
sur C et tel que :

5f,2 (&), G, D)) = Lli_r)nw GR, avec
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GR, = {xe n Dahixize, = T IR()N (e <o)
L= X € O DAY ixler, = J IR\ (£@N)x,x)

Remarque 2. — Les hypothéses faites sur R ne sont pas néces-
saires, on peut en particulier affaiblir les conditions 1) et 2) du théo-
réme ci-dessus (cf. théoréme 2.3) et on peut toujours remplacer R
par une fonction équivalente (R et T sont équivalentes si 3k, k' >0
tels que k T(x) < R(x) < k' T(x) pour tout x € R).

Cas particuliers. — 1) On peut prendre R(x) = e!* 1 , avec
o < a,alors

1

lim G R, est I'espace G, avec o = ey

L =>o.

2) On peut obtenir d’autres espaces que les espaces de Gevrey,
par exemple avec R(x) = el*!® Log(1+1xD

Nous trouvons donc en particulier :

PROPOSITION 5. — Vs> 1, on peut construire un foncteur
d’interpolation <I~>f’2 [ 1défini sur Cet tel que

@, ,[8(0), M) = G, ().
(cf. Proposition 2.1 et remarque 2.1 pour le calcul de f).

Remarque 3. — Considérons le foncteur &39[ ] du théoréme
4.3 ; on vérifie que :

3, [8(I), U] = Q).

On en déduit par exemple le

COROLLAIRE 2. — Soit 0 <Ry, <R, < ; soit u une appli-
cation linéaire continue de 3€  dans & (I') dont la restriction a
ey, est continue de 3y dans A (T) ; alors u est continue dedey dans
a(l!‘) pour tout R vérifiant R, <R <R, .
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On a évidemment un résultat analogue en remplagant (yeR , 9€R )
par (@ 1. po , Dy py) ou (870, 8T1) ..

De méme, on peut vérifier que le foncteurv’fi‘)f’2 [ ]de la propo-
sition 5 est tel que :

O, (B, e 1= B

et il en résulte le

COROLLAIRE 3. — Avec les hypothéses du corollaire 2, u est
aussi continue de 3€R0 dans G ("), quel que soit s vérifiant : 1 <s <o .

4. Généralisation a un ouvert de R” avec de
“bonnes‘’ conditions aux bords.

Soit £ un ouvert de R” , de frontiére 32 indéfiniment différen-
tiable ; posons E = L? () ; on sait (cf. [18]) que I'on peut définir un
opérateur non borné A dans E par :

D(A) ={fEL*(Q): AfEL*(Q); flaq = O}
A:fe€EDA) —> Af€EE.
Et on montre (cf. [18]) que cet opérateur A est auto-adjoint.

Nous pouvons donc appliquer exactement les raisonnements du para-
graphe 3.

Notons
() ={x€ 8(Q) ; Axlgo=0,k=0,1,...}
G, () ={xEG,(Q) ; Axlgg=0,k=0,1,...}
AQ) ={x€ AQ) ; Axlga=0,k=0,1,...}

Nous avons en particulier (en utilisant en outre [19]) la

PROPOSITION 6. — Le foncteur d’interpolation &, [ ] de la
proposition 5 réalise aussi :
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o, [8(Q), U] = G, ()

On peut aussi (cf [18]) définir un opérateur non borne dans E par :
-0
o

A est.encore un opérateur auto-adjoint ; il en résulte (en utilisant
encore [19]) la

D(A) = {feL2 @ ; AfEL’ (@) ; %

A:fEDA) —> Af€E

PROPOSITION 7. — Le foncteur d’interpolation 5f,2 [ ] des
propositions 5 et 6 réalise aussi :

T, (89, L) = G, (@)

ou:
o . R . . B k
&(Q)=ix€ & () ;é_V(A X)lga =0,kEN

Q@) = {x€ Q) ; . =0, o }
G, (Q) = {xEG(Q); o =0, o }

a
(— désigne la dérivée normale)
av v

Remarque 4 :

Nous navons considéré précédemment les espaces G, (1, (ou
G (£2) ou G (§2)) que pour 1 <s <o, Toutes les demonstratlons
sont en fait valables pour 0 <s <oo,

Cass = 0:

Il aurait été intéressant, par exemple, de trouver comme espaces
d’interpolation entre G I) et G, (F) les espaces G, (I') avec :
0<s<s,;
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G, () = {xe N D(A¥); 3L > 0 avec sup x"E }
keN L

Cela n’est pas possible (par nos méthodes : Prolongements de foncteurs
définis sur €(B)). Considérons simplement le cas I' = R/Z La trans-
formation de Fourier réalise un isomorphisme dans e de (G, (D),
G, M) sur (E, , E,) avec :

Ey, ={@gy,...,a,,...) ;a,€C et a; = 0 sauf pour i €I fini} muni
de la topologie limite inductive (suivant n —> oo) des espaces C" .

.
E, = lim Iwm.
—
M —> oo

Et on vérifie que pour tout foncteur ® [ ] assoc¢ié a4 une norme fonc-
tionnelle, on trouve :

(on peut en déduire que toute application linéaire continue de A(I')
dans &(I") dont la restriction & G, (I') est continue de G, (I') dans
T") est méme continue de @(I") dans A(I")).

5. Remarque sur I'interpolation et le passage aux sous-espaces fermés.

Les calculs précédents nous fournissent un exemple “ou linter-
polation ne commute pas au passage aux sous-espaces fermés®.

Soit I le tore & 1 dimension (I' = R/Z).
Soit T: f€ &) —> (fM), .nE L2 (N

feG M <= Z—TM-} ; 1<s<o

k=0 M**(sk 1)
donc T est un isomorphisme de

Gy(I) dans I7 -2 (L2(D) =
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d
T(G} () = {(f,,)GES AN VkeN} = F,

Vérifions que F; est un sous-espace fermé de E; :

. d
Soit  ((fi)ken)nen telle que = fe=fia » VKEN.

et (f)—(f)—>0 dans I3, -2 (L*(T)) quand n—>oo

VKEN: (ff —>f, dans L (T
fl:l+l > fk+l dans L2 @

i d
11 en résulte que : p fe = Fier -

T est un isomorphisme dans €(#) du couple compatible (Gi , G;) sur
le couple compatible (F, , F,) de sous-espaces fermés de l(,d).z(L2(1"))
et [ 2 L7 (D).

Donc, pour tout foncteur d’interpolation ®[ ] défini sur €(B) on a
T ®[G! ,GL] = @[F, ,F,] .

On sait aussi que (G} , G}) est isomorphe dans C(®) 4 (/2
avec :

2
p(n) > lq(n))

e

£

<pn)<e

5 =k
I

M,M >0

>

2

e’ <qn)<e

Soit @, [ | le foncteur d’interpolation associé¢ a f(r) = t2e-3
0<a<l.

On a (cf. chapitre 2) :

2 2 — 72
P2 Upm » lqm] = lrmy  avec

r(n) = p'~%*(n) q* (n)
N I
donc : M <rn)<e™ avec M et M'>0;
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donc : G\ S @, (G}, Gl (o Gl:l

Or CDf,z [I(zk!)—Z N l(z2k!)—2] = l?k!)za—z (2k!.)—2a
1
e (DT QKD = ()7 27 ot (14 0()

donc la norme sur O, , [F, , F, ]| n'est pas induite par celle de
®., [E;, E,l. ’

6. Cas de plusieurs opérateurs commutatifs.

Soient : E un espace de Hilbert ; A, , ..., A, des opérateurs non
bornés dans E, auto-adjoints et commutatifs (au sens suivant : quels que
soient 1 <k,l<neta,B€C‘——R,ona‘:

(Ak - aI)_l (A,_‘ ﬁl)_l = (Al_ BI)—I (Ak _al)_l)-
Posons Tk=(iI—Ak)“" k=1,2,...,n.

Notons T§ I'opérateur adjoint de T, .

On sait que I'algébre &, engendrée par les opérateurs

I,T,,....,T,,T%,..., T} .
est une B* - algébre commutative d’opérateurs dans E. A partir de la
représentation de cette algébre, on montre qu’il existe une mesure
spectrale OU auto-adjointe définie sur les boréliens de C" et telle que,
pourk=1,2,...,n,onait:

D(Ak)={xEE s [ I @R@Nx, x) < o]
Cn

Ax = lim N, MANx . VxEDA,).
k L—>°°‘/>;Ix,.|<L & JTUdA) (A
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Etant donnée une fonction f borélienne définie T - presque partout
sur R”, on peut définir 'opérateur f(A) = f(A,,...,A,) par:
D(f(A) ={x€E ; lim f, (A)x existe]
p—> oo

avec £, W) = £, (\,,....\) = (fQ) si IFQI<p

0si lfMI>p

f(A)x = pli_r)n fp (A)x pour x€D(f(A)).

Nous utilisons seulement le cas suivant :

FOO =AY A% o a,a,,...,0,EN;

n

alors f(A) = Af! ... A%n au sens habituel et
A% ... A% x|% = fR" A2 A2 (I (dN)x, X)

pour x € D(f(A)) .

Application :

Comme dans le cas d’un seul opérateur auto-adjoint, nous pouvons
en utilisant les résultats ci-dessus mettre sous une forme plus commode
(de notre point de vue) la norme de f(A)x pour x € D(f(A)), et par
exemple obtenir des théorémes d’interpolation pour des espaces cons-
truits d’une maniére analogue a celle du paragraphe 2.

Nous le montrons sur un exemple simple :

Exemple. — Soient : © ={(x, ,x,)€10,1[x 0,1} ;E=L*(Q).

Nous pouvons définir des opérateurs A; et A, non bornés dans
E par:
&’f
DA = {fE B 2L €E 70,5 = 71, x;) = 0}
1

. 82f
A S =—gg , VfED(Al),
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D(A,) = {f€E; afZGE S f(x,,0) = f(xl,1)=og
X3
*f
=—=2 v
A f il FEDA,).

On montre que les opérateurs A, et A, sont auto-adjoints et commutatifs.

Il en résulte que :
D(AT A2) ={feE AT AR fIl= fR NI Or @S, )< }
Posons A';‘ A’;z = A® |
On peut encore définir :
E(Q)={f€E;A® fEEet A® fl3, =0, V(k) EN?}

G, (@) ={reé@;3L>0, s 1A 1l °°}'l<s<°°
g ’ S TR T ks + 1) SIS

(Ce sont : I’espace des fonctions C™ et I’espace des fonctions de Gevrey
d’ordre s , avec des conditions au bord).

Posons é'Y.(SZ) = él Q).
Et, de la méme maniére qu’au paragraphe 3, on démontre la

PROPOSITION 8. — Soit 1 <s < oo,

On peut construire un foncteur d’interpolation <I>gz[ ] défini
sur C tel que :

T .80, a0 =8§®.
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