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PROLONGEMENTS
DE FONCTEURS D'INTERPOLATION

ET APPLICATIONS

par Charles GOULAOUIC

Introduction.

La théorie de l'interpolation a été abondamment développée pour
les espaces de Banach (cf. [1] [10] [15] [16] [17] [20] [24] . . . .) et elle
n'est guère utilisée que dans ces espaces. Les travaux de J.L. Lions et
E. Magenes en particulier sur des problèmes aux limites liés à des espaces
de fonctions et distributions du type de Gevrey (cf. [19]), nous ont
incités à étendre la théorie de l'interpolation à des espaces vectoriels
topologiques plus généraux.

Nous n'avons pas cherché une théorie générale, mais des définitions
constructives de foncteurs d'interpolation qui "prolongent" les défi-
nitions habituelles dans le cadre des espaces de Banach, et nous per-
mettent d'utiliser les résultats connus pour en déduire des théorèmes
d'interpolation pour des espaces vectoriels topologiques définis par
limites projectives ou inductives (qui se rencontrent fréquemment en
analyse).

Nous donnons au chapitre 0 les définitions nécessaires (en langage
des catégories) ;puis nous construisons, au chapitre 3, les prolongements
par lim (resp. lim) des foncteurs définis sur les catégories de couples
compatibles d'espaces de Banach (resp. de Fréchet).

Au chapitre 1, nous développons une méthode de construction
de foncteurs d'interpolation définis sur les catégories de couples com-
patibles d'espaces de Banach, méthode inspirée de celle de [22] ; c'est
cette méthode essentiellement qui nous servira d'outil pour les pro-
longements que nous utilisons par la suite (sauf au chapitre 5) et on
peut montrer qu'elle contient les autres méthodes réelles utilisées
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généralement (méthode des traces [15] [16] [17], méthode de Gagliardo,
méthode des moyennes [20]).

Pour l'application essentielle que nous envisagions (interpolation
entre espaces de fonctions C°°) nous avons dû développer l'interpo-
lation entre espaces L/^ avec poids (chapitre 2). Ce faisant nous avons
obtenu un résultat sur les fonctions d'interpolation qui complète celui
de Peetre [23] (en particulier, nous obtenons également les cas limites
p = 1 et °°).

Certains résultats des chapitres 4, 5 et 6 avaient été annoncés dans
les notes au C.R.A.S. [8] [9]. Il est évident que les exemples choisis ne
sont pas les seuls possibles ; nous aurions pu appliquer les mêmes mé-
thodes pour interpoler entre des espaces de suites (cf. [11])...

Dans le chapitre 5 (espaces ®^p) nous utilisons des méthodes
d'interpolation autres que celles du chapitre 1. En particulier, pour
obtenir la variante du théorème de G.O. Thorin nous avons dû recourir
à la méthode complexe. Nous avons dû démontrer un résultat sur
l'interpolation entre I/° et L°° un peu plus précis que celui de [20],
afin de pouvoir appliquer la méthode de prolongement du chapitre 3.

Au chapitre 6 nous utilisons des représentations spectrales, ce qui
nous permet d'appliquer les résultats du chapitre 2 à l'interpolation
entre des espaces de Gevrey, par exemple.

Je suis très heureux de pouvoir exprimer ici ma profonde recon-
naissance à Monsieur Lions pour les conseils et les encouragements
qu'il n'a cessé de me prodiguer.

Je remercie aussi Monsieur Deny d'avoir bien voulu me donner le
sujet de seconde thèse et Monsieur Leiong de s'être intéressé à mon
travail et d'avoir accepté la présidence du jury.

Notations utilisées,

Lorsque nous renvoyons à un énoncé du même chapitre, il est
indiqué par son numéro (ex : proposition 3). Lorsqu'il s'agit d'un
énoncé d'un autre chapitre, nous indiquons aussi le numéro du chapitre
(ex : lemme 2.3. signifie le lemme 3 du chapitre 2).

Les nombres entre [ ] renvoient à la bibliographie.
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CHAPITRE 0

DEFINITIONS GENERALES

Nous conserverons en général le vocabulaire habituel en théorie de
l'Interpolation ; cependant, précisons quelques notions :

1. Couple compatible.

DEFINITION 1.- Un couple compatible (E^ , E^ , E , i^ , i\)
d'espaces vectoriels topologiques est constitué par :

a) 3 espaces vectoriels topologiques : EQ , E^ , E, que Von sup-
posera toujours localement convexes et séparés.

b) 2 injections : i^ de E dans Eç et i^ de E dans E ^ , telles que :

c) La topologie de E est la topologie la moins fine rendant i^ et
i^ continues.

d) Z = {0*o(a), — ï'i(a)) ; a€E} est un sous-espace fermé de
Eo X E ^ .

E sera noté en général EQ H E^ .

Lorsque aucune confusion ne sera à craindre, le couple compa-
tible sera noté (Eç , E^) au lieu de (EQ , E^ , Eç H E^ , ̂  , ̂ ).

On dit que (E^ , Ei) est un couple compatible d'espaces de Fréchet
(resp. de Banach, de type G^ . . .) lorsque EQ et E^ sont des espaces
de Fréchet (resp. de Banach, de type Ë^,. .. etc.).

F ^ P
Posons EQ + E^ = —°———l ; d'après d) la topologie quotient sur

Là

Eo + EI est localement convexe séparée.

Soient : /o : EQ ——> E^ + E^

J\ : Fi ——> Eç + Fi
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définies par : f^Xy) = (Xy , 0) (classe de (Xy , 0)

J\(Xi) =(0,x^)

JQ et/, sont des injections continues (vérification immédiate).

On peut représenter la situation par le diagramme :

^o,, EQ o/o
0^ ^»E o ^ E " E o + E »

>E^

<"— > signifie : injection continue.

Ce diagramme est commutatif : soit a € EQ H E^ ;

foW - j\i,(a) = (^(a), 0) - (0 , ̂ (a))

= Oo(a), - ̂ (a))

= 0 dans Eç + E^ .

Par la suite, on identifiera toujours les espaces EQ H E^ , Eç , E^
avec leurs images dans E^ + E^ . On considérera ces espaces comme
sous-espaces du même espace EQ 4- E^ . Ce qui nous permettra de
parler de la restriction à E^ ou E^ d'un opérateur défini sur E^ + E^ .
Un élément a E EQ + E^ peut s'écrire a = a^ + a^ avec a^ E EQ et
û^ Œ E^ , (cette écriture n'étant en général pas unique).

Cas des espaces normes.

Lorsque EQ et E^ sont normes, on prendra pour normes sur
EQ H E, et EQ + Fi :

IKoiïE, = IHlEo + NIE,

llû^+El=.=mOf.a,("û<>^+l^l^)
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2. Morphismes de couples compatibles.

Soient (E^ , E^) et (FQ , F^) deux couples compatibles d'espaces
vectoriels topologiques.

DEFINITION 2.- L'ensemble Hom ((Eo,E^, (F^F^)), ^oté
aussi Ê(EQ , Fo) H J?(E^ , E^), des morphismes de (EQ , E^)Am.s'(Fo , F^)
eyr l'espace des applications linéaires de E^ + E^ dûW5 F^ 4- F^ ûto^r
tes restrictions à E^ ^ E^ sont continues respectivement de EQ dans FQ
et de E^ dans F^ .

(Pour plus de cohérence nous imposerons une condition supplé-
mentaire dans le cas des couples compatibles d'espaces de Banach ;
cf. ci-dessous).

3. Catégories de couples compatibles.

On sera amené à considérer en particulier les catégories suivantes :

Q(elcs) - Les objets sont les couples compatibles d'espaces localement
convexes séparés.

- Pour tout couple d'objets : (Eg ,E^) , (Fo ,F^) , l'ensemble
des morphismes est : AEo , F()) H ^(Ei , F^) (cf. définition 2).

GOFSO - Les objets sont les couples compatibles d'espaces K9 (au sens
de Grothendieck [10]).

- Les morphismes sont définis comme précédemment.

<°( §î) - Les objets sont les couples compatibles d'espaces de Fréchet.
- Les morphismes sont définis comme précédemment.

6(B) - Les objets sont les couples compatibles d'espaces banachisables.
- Les morphismes sont définis comme précédemment.

G(B) - Les objets sont les couples compatibles d'espaces de Banach.
- Pour tout couple d'objets : (Eç , E ^ ) , (F() , F^), l'ensemble des
morphismes de (E^ , E^) dans (FQ , F^) est constitué par les ap-
plications linéaires de EQ -h E^ dans PQ + F^ , dont la restriction
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à EQ (respectivement E^) est continue et de norme < 1 de EQ
(resp. E^) dans FQ (resp. F^).

Les vérifications sont toutes immédiates.

Remarque, — Dans la pratique, on définit souvent un couple com-
patible (EQ , Ei) à partir des données : E^ , E^ , &, espaces localement
convexes séparés, ÎQ injection continue de EQ dans 8 et J^ injection
continue de E^ dans &.

On pose :

E o n E i = { ( ^ , é ? i ) E E o X EI ;/o(^) -;\(^)= 0 dans &}.

Et on définit ^ : Eç H E^ ——> E^ et i^ : EQ H E^ ——> E^ par :

^o- ^i)) = ^o pour tout (CQ , ^i) € Eo H EI .
îi((^o» eî^ ̂  e!

Il est immédiat que (Eç , E^ , EQ H Ei , ÎQ , f i ) est un couple
compatible. Mais un même couple compatible peut être obtenu de
cette façon à partir de différents espaces (il suffit ici par exemple de
prendre &' tel que l'on ait une injection 7 : & ——> 8' ; alors Eç , E^ ,
8, JQ , j\ d'une part et Eç , Ei , &\j o JQ , / o j\ d'autre part donneront
le même couple compatible).

4. Foncteur d'interpolation.

Soit 6' la catégorie dont les objets sont les espaces localement
convexes ; et pour tout couple d'objets (E,F), les morphismes de E dans
F sont les applications linéaires continues de E dans F.

(° étant une catégorie de couples compatibles, on définit deux
foncteurs covariants particuliers de 6 dans <°', <î\, [ ] et <î>+ [ ] par :

0^ , Ei) ̂ -» <MHo , EJ = E, H Fi

^EHom((Eo,Ei),(Fo,Fi))^^->$n[^]=^|^nEi —^F^nF,
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((EQ , E,)^-> ^[EQ , EJ = E, + E,

[ueîîom((EQ,E,),(Fo,E,))^->^[u]=u:Eo^-E, ——> FO + FI

£» effet : EQ H EI et Eç + E^ , munis respectivement des topologies
limite projective et limite inductive de celles de EQ et E^ , sont des
objets de ©'.

u est donnée linéaire de EQ + E^ ——> Fg + F^ et continue de
Ef dans F^, donc de E, dans FQ + F^ (f = 0,1), donc par définition
de la topologie limite inductive, u est continue de EQ + E^ dans
FQ + Fi . De même u^ ^ g est continue de EQ H E^ dans F^ H F^ .

DEFINITION 3.— On appelle fondeur d'interpolation défini sur 6,
tout fondeur $[ ] covariant de (3 dans Q\ plus fin que <ï>+ [ ] et moins
fin que <i>n (c'est-à-dire :

- Pour tout objet (EQ ,E^) de Q, on a les inclusions topo-
logiques : Eo H E, Œ-^ <i)[Eo , EJC^EO + E, .

— Pour tout morphisme u G Hom ((EQ , E^) ,(FQ,F^)), ^[u]
est la restriction à ̂ [E^.E^ ] de l'application u : EQ + E^ ——> F^ + F^ ).

Il résulte de cette définition, que pour décrire un foncteur d'inter-
polation, il suffît de donner la correspondance pour les objets.

5. Remarques.

1. Morphismes de couples compatibles.

Soient (Eo ,Ei , EQ H E, , i^, f i )et(Fo , F, , FQ H F, ,7^ ,/\)deux
couples compatibles d'espaces localement convexes séparés ; soit
u € Hom ((EQ , Ei) , (Fo , Fi)). Cela entraîne :

^jg est continue de EQ dans F^

Mjg est continue de E^ dans F^

uv^ Q g envoie EQ 0 E^ dans Fç H Fi

(et on a montré que cette application était aussi continue).
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Réciproquement.- Soient UQ , u^ , u telles que :

^o est continue de Eç dans FQ
u^ est continue de E^ dans F^
M est linéaire de Eç 0 E^ dans Fç H F^

et on a le diagramme commutatif :

Alors : (UQ, u^) est linéaire continue de E^ X E^ dans F^ X F^ ;
on en déduit une application linéaire îi de E^ + E^ dans Fo + F^ , car
si (^o , ^^ ) e 0 dans E^ + E^ , cela entraîne :

eo = ^W et ^i = — ^i(a)

avec a G Eo n E^ ;

donc : (^o(^o) » ^i(^i)) = (^o^o(a) » - ̂ "i(c0)

= (/o^(^). - hu(a))

=W),-J\W)
avec j3 G Fo H Fi ;

donc : (^o^o) ,^ i (^ i ) )^0

dans FQ + Fi .

Les "restrictions" de "u à EQ et E^ sont i^o et u^ respectivement. Donc
les données ci-dessus constituent un morphisme de (E^ , E^) dans
(Fo,F^) .
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Ce point de vue sera pratique lorsque EQ H E^ (respectivement
FQ H Fi) sera un sous-espace dense de E^ et E^ (respectivement F^ et
F^), FQ et F^ étant complets : Pour se donner

^eHom((Eo ,E^ , (F^F^) )

il suffira alors de se donner une application linéaire u de E^ H E^ dans
FQ H F^ , continue pour les topologies induites par E^ et FQ d'une part
et pour les topologies induites par E^ et F^ d'autre part.

2. Notion ^espace d'interpolation.

Soit (EQ , E ^ ) un couple compatible. On dit qu'un espace loca-
lement convexe E est espace d'interpolation entre EQ et E^ s'il existe
un foncteur d'interpolation ̂ [ ] défini sur la catégorie réduite à (E^ , E^ )
et tel que <Ï>[EQ ,EJ = E.



CHAPITRE 1

METHODES D'INTERPOLATION REELLES

La méthode de construction de foncteurs d'interpolation qui suit,
est inspirée de celle de Peetre [22]. Nous l'appliquons dans les cas des
espaces de Banach, des espaces banachisables et des espaces normes.

1. Etude de K(^,a).

Soit (AQ , A^) un couple compatible d'espaces de Banach ; pour
a e Ao + Ai et t G ]0 , + oo[ , posons :

K(r,û) = Kaa,Ao , Ai) = ̂ inf̂  (||ûj|̂  + t\\a,\\^)

PROPOSITION 1.- Pour tout a de A^ + A^ , la fonction :
t ——> K(^,a) &îr wow décroissante et continue sur ]0 , + oo[ ; ù
fonction : t ——> t~1 K(t,a) est non croissante.

Vr, V5 G ]0 , oo[ : K(r,û) < max (l , t-) K(5,û).

Démonstration.— Soit 0 < ^ < t^ < 4- oo ; quel que soit

(ûo , û i ) eAo X Ai ,

0"a : ||ûollA, + tM^ < HûollA, + tM\A,

donc : KC^i , û) < K(^ , û) pour tout a G A^ -h A^ .

De la même manière, on vérifie que la fonction t ——> t~1 K(r,û) est
non croissante.

On en déduit : Soit h > 0 , on a :
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K(r,a) < KO + M) < t^-h K(r,û).

Ce qui montre que la fonction : t ——> K(t,a) est continue à droite
pour t G ]0 , 4- oo[ ; de même pour la continuité à gauche de cette
fonction, et pour la dernière inégalité de la proposition 1.

PROPOSITION 2.- Vr G ]0 , + oo[, la fonction a ——> K(r,a)
est une norme sur AQ + A^ .

La démonstration est immédiate.

Remarque 7.— Il est souvent pratique (pour les calculs) d'utiliser
au lieu de K(t,a) une expression équivalente :

K^Oû) = ̂  (Hûoll^ 4- t^a^f ; 1 < p < + oo .

i-l
On a : KpOûO < K0,û) < 2 p Kp(t,a) .

Et Kp(^a) a les mêmes propriétés que K(^,a) ; il suffit d'adapter les
démonstrations des propositions 1 et 2. On utilisera aussi :

Kjr,û) = inf max (||ûJL , t\\a,\\^ )
a=aQ+a^ 0 1

On a : Kjr,û) < K0,û) < 2K (r,û).

2. Normes fonctionnelles.

Soit <°(]0 ,oo[ , R+) l'espace des fonctions continues de ]0,oo[
dans R+ ={jcER ,x> 0}.

DEFINITION 1.— On appelle norme fonctionnelle, une appli-
cation $ : ̂  ——> <i>(^) de C(]0 , oo[ , R^.) ûfû^ R+ = {x G R ; je > 0},
vérifiant :

Ni) <î>(X^) = X^) ; V X E R ^ ;
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N^) ^(^) = 0 ===> (p(r) = 0

pour une valeur au moins de t dans ]0 , °°[ .

N3) $( î ^) < £ $(^). tor^ 2 ̂  e e(]0 , oo[ , R^)
VP=O / 1^=0 î O

N4) ^ < y/ ===> W < $(V/)

N5) $(min(l,r))< -h oo .

Ces axiomes seront justifiés par la suite.

Notre notion de norme fonctionnelle est plus simple et plus large
que celle de [22], mais nous n'avons pas cherché non plus le maximum
de généralité.

Donnons quelques exemples de normes fonctionnelles :

Exemple 1.— Soit a € ] 0 , oo[ ; 6^ : ̂  ——> <p(û) est une norme
fonctionnelle.

Exemple 2..— Soient : 1 < p < o° , et ^ une mesure non nulle, po-
sitive sur ]0,o°[ et vérifiant C min( 1,0^ rijn <oo.<^ —> | f (^d;̂
est une norme fonctionnelle que l'on notera ̂  p.

Soit (Ao , A^) un couple compatible d'espaces de Banach ; soit $
une norme fonctionnelle ; on désigne par $[AQ , AJ l'ensemble

{ a C Ao + A ^ ; <ï>(K(r,û,Ao , A^)) < + 00} .

PROPOSITION 3.- <î>[Ao ,AJ, muni de la norme : \\a\\^ = <ï>(K(^)),
est un espace de Banach. De plus :

AoH A,c——> $[Ao ,AJ c=—>Ao+Ai

NIA^A, ^c-1!!^ ,VûE<î>[Ao,AJ

11<Ï> <^ NiAonA, , V û G A o n A ^

avec c = <i>(min(l,r)) .
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Démonstration.— Que ^[A^ , AJ soit un espace vectoriel norme
résulte de la proposition 2 et de la définition d'une norme fonctionnelle.

De la proposition 1 résulte que :

min(l ,5) K(l , û ) < K ( ^ , û )

d'où: cK( l ,û )<$(K(^ ,û ) )

c'est-à-dire : c\\a\\^^ < \\a\\^ , Vu G <î>[Ao , AJ .

Remarquons ici l'utilité de l'axiome N5). Si <î>(min(l ,t)) = 4- oo,
on ne peut avoir ||û||̂  < oo que si K(l ,a) = 0 ; or, Ao 4- A^ étant
séparé, cela entraîne a = 0 , donc ^[Aç , AJ = {0}.

De : K(t ,û) < min(l , r) (||û||̂  + N1^), Vu G A^ H A^ résulte
que : ||û||̂  < c llûll^nA, - Vu G Ao°n Ai . 1

II nous reste à démontrer que ^[Ao , AJ est complet. D'abord
AQ + Ai est complet, comme quotient de A^ X A^ par un sous-espace
fermé. Soit donc (ûp)yçN une sene absolument convergente dans
<Î>[AQ , AJ ; elle est à fortiori absolument convergente dans Aç 4- A^ ,

00

donc convergente dans AQ + A^ ; soit a = ^ a,, dans Ao + A^ .
v = o

Montrons que ^ K(r,û^) €e(]0 , oo[ , R,). On sait déjà que
i^o

^ K( l ,^ )= ^ HajAo+A. < + 0 0 -
l>=0 r=0

Pour t € [a , (3], avec 0 < a < 1 < ^ < + ° ° , o n a :

K(a , a^) < K(t, a^) < K(<3, a^) , soit :

aK(l , a) < K(/ , a,,) < ?(1 , a,,) , donc :

a ^ K ( l , a ^ ) < § K(/,a,)<^ ^ K(l ,a,) .
»/=o i /=o y = o

Donc la série (K(t,ay))y^ converge uniformément surtout compact de
]0 , °°[ , donc sa somme est une fonction continue de t .
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On peut alors écrire :

W(t,a)) = 0(K(r, S ûj) <<!>( J^ K(r,û,)) < ^ <i>(KO,a,)) < oov v y=o " ^=0 ' v=o

Donc û G $[Ao , AJ et ||û||<, < ^ ||ûj|̂  ;
v=0

n oo
donc aussi ||û - ̂  ûj|^ < ^ ||û^||^ .

0 y = n + l

Ce qui montre que a = ^ ûy aussi dans $[Aç , AJ et donc que cet
VV.Q

espace est complet.

3. Foncteur d'interpolation associé à une norme fonctionnelle.

THEOREME 1.— Soit $ une nonne fonctionnelle. Il lui corres-
pond un fondeur (^interpolation <î>[ ] défini sur la catégorie des couples
compatibles d'espaces de Banach par :

(AQ ,Ai) objet de e(B)——> <î>[Ao ,AJ .

Démonstration.—Etant donnée la proposition 3, il suffît de vérifier
que si u G Hom ((A^ , A^ , (B^ , B^)) , (A^ , A^) et (BQ , Bi ) objets de
fi(B), la restriction de u à <i>[Ao , AJ envoie continuement <î>[Ao , AJ
dans<î>[Bo , BJ .

Par hypothèse :

^ G A A o , B o ) et II^(AO.BO) = < ^ o < l

MEJ?(Ai ,Bi ) et N1^ (A^BP = ^i < 1 .

Soit û G $[Ao , AJ ; b = u(a) , défini dans B^ + B^ .

KO , é , BQ , B^) < inf (\\u(a^ + r||^(û^)||B )
a — ÛQ + ai o l
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K(r , b , Bo , Bi) < max (^ , c^) K(r ,û , AQ , A^)

donc 4>(KO , é , Bo , B^)) < max (^ , û;i) $(K(r , a , A^ , A^)

donc ée$[Bo,BJ

et ^^WAo.A^^tBQ.B^D^max^.^Xi

En fait on a montré que $[ ] est un foncteur de <°(B) dans la
catégorie des espaces de Banach.

Exemple 3,— A la norme fonctionnelle 6^ : <p ——> <^(1), cor-
respond le foncteur «&+ [ ] ; en effet :

S J A o , A J = A o + A ^ =$JAo,AJ

(avec égalité des normes).

On rencontrera d'autres exemples aux chapitres suivants.

Remarque 2.— L'axiome N3) de la définition 1 (norme fonc-
tionnelle) peut être remplacée par la sous-addivité finie plus une autre
condition. Il ne semble pas que l'on puisse se contenter de :

^i + ^2) ̂  ̂ i) + ̂ 2) •

Remarque 3,— L'axiome N3) est introduit parce que nous nous
intéressons surtout aux cas où : A() et A^ séparés > ^[AQ , AJ
séparé.

4. Cas des espaces banachisables.

Si on remplace les normes sur AQ et A^ par des normes équiva-
lentes, on obtient le même espace ̂ [\ , AJ muni aussi d'une nouvelle
norme équivalente à la précédente.

Par ailleurs, si on suppose seulement que :

^ E ^ ( A o , B o ) n A A ^ B ^ )
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On en déduit que

ll^]llJC(<I>[Ao,A,],<I>[Bo,B,])<+oo '

Donc :

THEOREME 2.— Soit $ une norme fonctionnelle. Il lui correspond
un fondeur d'interpolation ^>[ ] défini sur la catégorie des couples
compatibles d'espaces banachisables par :

(Ao , Ai) objet de e(ÛS) ̂ ^> <Ï>[AQ , AJ .

En fait on a montré aussi que <ï>[ ] est un foncteur de (°(d3) dans
la catégorie des espaces banachisables.

5. Cas des espaces normes. Applications.

Soit (Ao , A^) un couple compatible d'espaces normes (non néces-
sairement complets) ; on peut encore définir l'espace norme ^[A^ , AJ
comme au § 3 et associer à une norme fonctionnelle ^ un foncteur
d'interpolation $[ ] défini sur la catégorie des espaces normes.

En particulier, lorsque l'on a des sous-espaces Bç et Bi de A() et Ai
respectivement, munis des normes induites, il est intéressant de savoir
si la norme de <Î>[BQ , BJ est induite par celle de ^[A^ , AJ. Sans
faire une étude complète, nous donnons quelques résultats qui nous
serviront par la suite.

PROPOSITION 4.- Soient : ( A ^ . A ^ ) un couple compatible
d'espaces normes, BQ (resp. B^) un sous-espace de AQ (resp. Ai) muni
de la norme induite ; si Bg H Bi est dense dans Aç H Ai on a :

vre]0,oo[,v;ceBo + Bi

K ( r , j c , B o , B i ) = K ( r , ; c , A o , A i )

Démonstration.— Le couple compatible (Bo ,B i ) est défini par
les injections de Bo et Bi dans AQ 4- Ai ; pour x € B^ 4- Bi , on a
évidemment :
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K ( r , x , B o , B i ) > K ( r , ^ , A o , A i ) .

Inversement, soit x = &o + &i ; &o e ̂ o et ^i e ̂ i •

K(/ , x , B, , B,) = ̂ Jn^ (||̂  + ^11^ + t\\b, + .11^ )

KO ,x , Ao , A,) = ̂ _^,^o+ PilAo + ̂ + ̂ )

Soit £ > 0 ; par hypothèse, V(p,î)^ Aç H Ai , g(m,n)GBo HB^

tel que llp — m\\ ̂  + \\q — n\\^ < c

donc : ||(&o + P) - (^o + m)llAo = 11^ ~ ̂ AQ ̂  e

\\(b, + ç) - (&i + ^)||^ = ||ç - ̂ 11^ < £

d'où K ( r , ; c , B o , B i ) < K O , x , A o , A i ) +£(1 + 0 .

COROLLAIRE 1.- Soient : $ une norme fonctionnelle, A^ , A^ ,
BQ , BI , vérifiant les hypothèses de la proposition 4 ; on a, pour tout

x G B o + B i :

ll^ll<Ï>lBo,Bil = l^ll<Ï>lAo,Ail

lorsque Vun des deux membres est fini.

Rappelons que si on a : B C A , A espace dejianach et B muni de
la norme induite ; l'adhérence de B dans A, soit BA , est un espace de
Banach qui induit sur B la norme de B et dans lequel B est dense. C'est
donc la complétion de B dans A (cf. [1]) notée ̂ . Pour tout espace
vectoriel topologique séparé A' tel que A c=—> A' , la complétion de B
dans A' est évidemment aussi ̂  ; donc :

PROPOSITION 5.- Soient : A^ , A^ , B^ , B^ vérifiant les hypo-
thèses de la proposition 4, avec de plus : Ao , A^ espaces de Banach.
Alors :

1) ^>[AQ , AJ est un espace de Banach.
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2)<î>[Bo,BJ<ïï(AotAl] ^[B^Xî^^ = ̂ IB^Xl̂ 0^11

3) Si Ao H A^ est dense dans <Ï>[AQ , AJ , on en déduit l'égalité :

$[Ao,AJ=$[Bos7B7]Ao+Al .

Démonstration.— Elle est évidente d'après le corollaire 1 et les
rappels ci-dessus.

Remarque 3.— On peut évidemment étendre la définition 0.1 au
cas d'espaces localement convexes non nécessairement séparés. Soit
donc (AQ , A^) un couple compatible d'espaces semi-normes, soit p^
(resp. p^ ) la semi norme de Ag (resp. A^.

Posons :

K(^a,Ao,Ai)= inf (po(ûo)+^i(ûi));^]0,oo[;ûeAo+A^ .
a=ao+ai

La fonction t ——> K(^,a,Ao ,Ao) est continue sur ]0 , °°[. Soit $ une
norme fonctionnelle ; l'espace

$ [ A o , A J = { a G A o + A i ; < ï > ( K ( / , û , A o , A ^ ) ) < + o o }

est un espace vectoriel semi-norme, pour la semi-norme ;

p(û)=$(K(r,û,Ao,Ai)).

Et la correspondance : (AQ , A^) ^v^-> ^[Ao , AJ permet d'obtenir
un foncteur d'interpolation (en un sens moins restrictif que celui de la
définition 0.3) défini sur une catégorie de couples compatibles d'espaces
semi-normes, (cf. [14] pour d'autres généralisations).



CHAPITRE 2

INTERPOLATION ENTRE LES ESPACES "if AVEC POIDS0

Nous démontrons des résultats un peu plus généraux que ceux de
[7] [21] [23] et donnons une méthode pratique de construction d'un
foncteur d'interpolation, dont nous nous servirons essentiellement au
chapitre 6. Pour plus de clarté, nous traiterons à part le cas des espaces
L^.

Soient : X un espace localement compact, fi une mesure positive
sur X, M une fonction mesurable sur X vérifiant M(x) > 0 presque
partout, E un espace de Banach.

1. Cas des espaces l1^ avec 1 < p < °° .

Pour 1 <p <°°, on note L^(X,;x,E) l'espace des (classes de)
fonctions a définies sur X à valeurs dans E, fortement ^-mesurables et
telles que ||û||̂ M soit ^i-intégrable. Lorsqu'aucune confusion ne sera à
craindre, on notera cet espace L^(E) ou L^ . C'est un espace de Banach
pour la norme :

\\a\\^=(f\\a(x)\^M(x)d^Ji)p .jP =

M. , ML , R étant données (mesurables sur X et > 0 p.p.), on se
propose de chercher un foncteur d'interpolation défini sur (°(B) tel que
^IL^L^]^.

Posons : AQ = ïf^ = L^(X , ̂  , E)

A I = L ^ = L ^ ( X , M , E )

D'après les hypothèses sur Mç et M^ , on a :

Mo/ = 0 p.p. <; > MI/ = 0 p.p. <==> min(Mo , M^ )/ = 0 p.p.
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»

Cela permet de plonger L^ et L^ dans L^M^M^) ; alors

y P n î p — T p
^MQ ' ' ^M^ ~~ ^N^M^Mp

avec équivalence des normes. On définit ainsi le couple compatible
(AQ , A^) d'espaces de Banach.

Conformément à la remarque 1.1, on pose, pour

t e ]0 , oo[ et a C Ao + Ai :
j_

KpO ,a) = ̂ mf^ (Haoll^ + ̂ llûill̂ /

= ^mf^ (j[ (llao^)ll^ M(,(;C) + llûi^)^^!^)^)^

Soit X, ^ x e X ; Mo(;c) < ^M^^:) (défini à un ensemble {i-
négligeable près) ; posons :

^(x) = ( a(x) si x € X,
(0 si x<f.\f

^(x)= (0 si xeX,

ïa(x) si x<^X,

Les fonctions ÛQ et a, sont mesurables et on vérifie que :

1 ) OQ € AQ (on note de la même manière une fonction et sa classe
^^l^Mindao.Mi)^

/ HûoOOIÎ  Mo(x)d/i = f \\0o(x) + at(x)\\ï M^x)dn
X t^^^

avec aQ + û4 = ÛQ et ÛQ E AQ , a^ e A^ ;

donc :

USollAo <(/ 11^0 OOIÊ MQ^^ +(jT ||û^(^)||̂  Mo^ )̂̂^ ^f

(inégalité de Minkowsky).



PROLONGEMENTS DE FONCTEURS D'INTERPOLATION 23

La première intégrale est finie car X^ C X et la seconde de même
en remarquant que sur X^ on a : MçO:) < r^M^Cx).

2) Si E A^ : Même démonstration.

3) On a bien sûr :

K/r,a)<(||2ol|^4-^||^)^

Mais aussi :

llûoOO + a,(x)\\^ < 2P-1 (llûoOOIIÊ + llûi0c)ll^)

HûoOOIIÊ Mo(x) < 2P-1 (||ûo(jc)||^ Mo(jc) + ||ûi(x)|IÊ Mo(x))

et si x e Xy :

IlSoOOIIê Mo(^) < 2P-1 (HûoOOIIê Mo(x) + l|ûi(^)|lê ^Mi(x))

et si x G X — X^, on a de même :

HûlOOII^ ^MiQc) < 2P-1 (llao(^)llê MoM + II^MIIê ^FM,^))

donc, quelle que soit la décomposition : a = a^ 4- û^ , on a :

f l|ûo(^)IIÊMo^)^+ f llûl(x)||^M^(x?<2p-l(||ûol|^^||û, ||^^)
-x^ x-x^

Posons, pour t E ]0 , oo[ et a E A^ + A^ :

KpO, û) = (/ llûCjc)!!? Mo(x)^ + ^ / l|a(^)IÊ M^x)^)?x^ x-x^

On a démontré le

i-1

LEMME 1.- K p O , û ) < K p ( r , û ) < 2 p K p ( t , a) pour t^]0 ̂ [
etaG.AQ + A^ .

On peut aussi écrire : Kp(t, û) = 11011̂  avec

MOc) = min(Mo(x) ; ̂ M^x))
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c'est-à-dire :

Kp01, a) = (/ \\a(x)\^ min(MoOc), ̂ Oc)) d^

On vérifie, comme pour K(t, a), que Kp(r ,a) est une fonction de t
continue sur ]0 ,̂ <»[ , à valeurs dans R+ (les fonctions :t —> KM,a)
et r——^r^Kp^.ûO sont respectivement non-décroissante et non-
croissante).

Considérons maintenant des normes fonctionnelles du type :

S.P : ̂  ——> ̂ ^ ^/"O^))^

où ^ 1 ) 7 est une mesure non nulle, positive sur ]0 , <»[

12) Fmind , f)^ < 4- oo .mm(l ,r)dT< + oo
'ov^

II est immédiat que ̂  p est une norme fonctionnelle (définition 1.1);

^,p(Kp(t, a)) = (/"(y* lla0c)||g min(MoOc), ̂ M, (̂ ))d ĵd7)p

= (/ lla(x)|lE $/°°min(Mo(x), ̂ M^x)̂ ^^

puisque les fonctions considérées sont toutes positives.

Soit R(x) = /"min(Mo(x), t^(x))d^ ;

d'après le lemme 1, on a donc démontré que :

»4
,̂p(Kp(r , a)) < <i^(KpO , a)) = llall̂  < 2 ,̂p(Kp(f , a)) ,

d'où le :
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THEOREME 1.- Soit 7 une mesure sur ]0 , oo[, non nulle, positive
et vérifiant :

r°min(l ,tp)d-Y<^ .
"o

Le fondeur ^interpolation <i\y p [ ] défini sur <°(B) vérifie :

$^[L^,L^]=H

llûll^ < II a ||̂  ̂ "^ ||û ||̂

ûyec R(x) = / min(Mo(x), ^M^x)) d^ .

explicitement : Si (E^ , Ei) est un objet de e(B), l'espace

^[Eo,EJ=LeEo+E,; | |e | |^=(^O OK^,.)d7)p<oo| .

Remarque 1.- L'application t——> ^ est un homéomorphisme
de R^. sur lui-même ; soit 7' l'image de 7 par cet homéomorphisme ; on
peut écrire :

R(;c) = fminW^x) , t M^x)) di

avec 7' mesure positive sur ]0 , °°[ , non nulle et

f^mind ^ûh^00.
"o

2. Application.

Mo , MI , R étant données (mesurables et > 0 presque partout) nous
cherchons un foncteur d'interpolation de la forme <i>^p [ ] tel que :

^[L^,L^]=L^.
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Moyennant la remarque 1, il est équivalent de chercher une
mesure 7 sur ]0 , o°[, positive, non nulle, vérifiant :

' /»00

/ min(l , t)d^ < -h oo
'o

^ f^minW^x) , t M^ (x)) ̂ 7 = KOO •

(1)

(2)

On peut, sans diminuer la généralité, supposer M ̂ (x) = 1 ; posons
M()(JC) = M(x). Nous supposons de plus que X = R (ou un ouvert de
R), que M et R sont suffisamment dérivables. Nous cherchons 7 sous
la forme /. v , v étant la mesure de Lebesgue sur ]0 , °°[ et /une fonction
vérifiant :

f>0

y^minO , t)f(t) dt < + oo

F mm(M , t) f(t) dt == R.^^ (2')

(2') peut se mettre sous la forme :

/.MM

"o

/.MW «»
/ ^(0 ̂  + MOc) ; /(O rf/ = R(JC) .
•/" ^M^)

(2")

De (2"), on déduit que/doit vérifier :

c^'^
^=M^^(^)

Lorsque M est inversible sur ]a , b [ , cela déterminera une fonction/
sur ]M(û), M(&)[ . Dans le cas où ]M(û), M(&)[ = ]0 , oo[, y ne restera
plus qu'à vérifier que f convient :
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Exemple 7.- X = R ; R(x) = M0 Oc) avec 0 < 6 < 1. On trouve
immédiatement : f(t) = 0(1 - 6)te~l, et il est évident que f(t).v est
une mesure 7 qui convient.

Mais lorsque ]M(a), M(6)[ ^= ]0 , oo[, il faut chercher à prolonger/à
]0 , °°[ (soit / ce prolongement) de façon que :

R = f min (M, t) f\t)dt soit un poids équivalent à R, et que 7
<)

vérifie : T> 0 et

r°min(l ,t)J(t)dt< + ~ .
^o

Comme exemple, nous démontrons la

PROPOSITION 1.- Soient : X = R+ (ou un ouvert de R+) ;
\ < p < o o ' , 0 < s ^ < s < S Q < o o ' , | J i une mesure positive sur X ; E un
espace de Banach.

Il existe un fondeur <& [ ] défini sur (°(B) tel que :

^ [L^o (X ,^ , E), L^i (X , AI , E)] = L^ (X , /i , E)

avec équivalence des normes.

Démonstration :

Posons M(;c)=^°-^1)
x G ]0 , oo[

R(^) = e^-^

cherchons/telle que :

r ^w. ^(^-1-^^-1) .3.g^^JC^-1-^^!-1)

/M(.)'v"t~^o(^o-l-^l-l)
L.^^^^orcv^o-i-.^i-^ (3)

POWJC > 1 : M\jc)>0

R'(^)—:— est strictement décroissante.
M Oc)
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Donc (3) définit /(M(x)) > 0 pour x C ]1 , oo[ , et M étant crois-
sante de ]1 , °°[ sur ]1 , °°r, /est ainsi définie, positive sur ]1 , °°[ .

Prenons J(x) = f f\x) pour x G ]1 , oo[

( 0 pour x G ] 0 , 1]

On a bien : J> 0

et FminO , t)f{t) dt = F f(t) dt = ̂ —^ < oo .
^O J! SQ - S ^

^ /.M(x> ^ ^
Calculons R(x) = / t f(t) dt 4- M(x) / f(t) dt .

"o "M^)

-xso-xsl f00 f(t)dt pour 0 < x < l

R(x)= «MQc)/»MW - « /»oo
j tf(t)dt+e^0-^1 \ f(t)dt

1 "MOc)

pourx > 1

Remarquons que pour x > 1 :

/.MOO/.MOO ^ x / R'di)^
/ r/(r) A = / M(M)/(M(^)) M'(^) û?^ = / M(u) (- -——) duJ\ J i ^i v M (M)7

^LM^^T^M(t<)—- + / R'Wdu
M(u)J i ^iL M'(u)Ji J,

d'où:

^^o-^i ^_^1 pom. o < x < l
S o - s ^

RM-
, .$_,-$]. ^ •ÎQg^. n ^. ——— pour ^ > 1 .

SQ-S^
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/-^/
II est immédiat que R est > 0, continu et est équivalent à R

(c'est-à-dire, qu'il existe 2 constantes k^ et k^ positives telles que :
fci R(;c) < R(x) < Â^ROO pourx G ]0 , + oo[).

g . v est l'image de /. v dans l'homéomorphisme ^p —> t de ]0 , °°[ sur
lui-même (^ : mesure de Lebesgue sur ]0 , °°[), c'est-à-dire :

p ^p-l A^) = gO) ;

pour t € ]0 , °°[ .

Remarques :

1) On n'a pas calculé explicitement / puisque ce n'était pas utile ;
s'il le fallait, on saurait le faire ; ainsi pour s^ = 0, s = 1 , SQ = 2, on
trouve :

^i+Logx (3 4-2Logx-VTTLogx)
f{x) = —————————————————I—————— •

46?JC 2 (1 + Logx)2

2) Les calculs de l'exemple 2 s'adaptent évidemment au cas :

X = R ; rMoo^i^0-1^1

( R(x) = e'

ainsi qu'aux cas : X = N ou Z avec les mêmes poids.

3. Cas des espaces L^ .

Ce cas se traite de façon analogue au cas p < 4- 00

On fait les mêmes hypothèses qu'au paragraphe 1 sur X, jn, E,M ;
L^(X,^,E) est l'espace des (classes de) fonctions a définies sur X, à
valeur dans E, fortement ^-mesurables et telles que

Ai-sup U Û ( X ) H E M ( x ) < + o o .
X€X
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On notera aussi cet espace L^(E) ou L^ . C'est un espace de Banach
pour la norme :

| |û|L- =^sup \\a(x)^M(x) .
M xeX

Pour Mo et M^ vérifiant les hypothèses sur M, le couple (L^ , L^ )
est un couple compatible d'espaces de Banach ; soient Aç = L^ et
Ai = L^ .

Pour t G ]0 , oo[ et a E Aç 4- A^ , posons :

Kjr,a)= inf (max(||ûjA ^ 1 1 ^ 1 ^ ) .
a=ao+ai 0 1

Considérons seulement des normes fonctionnelles du type :

^oo: ^ —> ^J^) = su? ^(r) A^)
t >0

où ( 1) / est une fonction non nulle, positive, mesurable pour la
mesure de Lebesgue sur ]0 , + oo[

2)sup min(l , t)f(t) < oo .
t>0

On trouve de la même manière qu'au paragraphe 1 :

<ï>^(KJr , û)) < \\a ||̂  < 2 <t>^(KJr ,û))

avec R(^) = sup min(Mo(;c), ^ M^x)f(t) .
f >0

On obtient ainsi un théorème analogue au théorème 1.

THEOREME 2.- Soit une fonction mesurable f, non nulle, po-
sitive sur ]0 , <»[ et vérifiant :

sup (min(l , t)) f(t) < + oo .
r > o
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Le foncteur d'interpolation <îy ^ [ ] , défini sur (°(B), vérifie :

^/^[LM^ ? Lj^] = L^

IML <l lû | | ^<2 | | a |L
/, oo K /> °°

û^c ROO = sup min(Mo(x) , r M^ Oc)) /(O)
ï>0

= m a x / M i sup t f(t), M^ sup /(r)\
\ f M ^ < M o f M ^ > M Q /

Application.— L'expression de R(x) donnée au théorème 2 permet
aussi de déterminer des foncteurs d'interpolation <ïy „ [ ] tels que :

^t^o '^i1 = = L ^ 5

pour Mo , M^ , R convenables, donnés à priori : par exemple, soient :

M(x)=exso-xsl ',R(x)=exs-xsl \x E ]0 , oo[ ; 0 < s^ < s < s^ < oo .

Cherchons/telle que :

e^-^1 = max(^°-^1 sup/(r) , sup t f(t)} .
v t>0 0< t<M 1

Si nous supposons / non-croissante et telle que t /soit non-décroissante,
nous trouvons :

M(x)/(M(;c) = R(x) = ̂ -^

ce qui détermine f(t) pour ^ > 1 .

Soit /O) = /(O si r > 1

0 si 0 < t < 1 .

On vérifie que : / est une fonction non nulle, positive et mesurable sur
]0 , oo[ , et détermine un foncteur d'interpolation <ty ^ [ ] tel que :



32 CHARLES GOULAOUIC

^ [L; , L^] = Li

avec : R(x) = max ^°-^1 sup/W , sup ^/W
f >M o < t < M

R(x) = ^ R(x) pour x > 1

( M(x) pour 0 < x < 1

et on a bien :

^[L^,L7]=L^

avec des normes équivalentes soit :

db- fL00^ T ^Y^il = T ""Y^^f.wi^e5 {J » LJex 1 J —e^

avec des normes équivalentes.

Remarque 2 :

Pour 1 < p < °°, la notion de poids que nous avons utilisée est
JR^JHL étant le poids que l'on trouve le plus généralement (cf. [23]) ;
pour p = + °°, nous utilisons la notion habituelle. Ce choix est déter-
miné par des simplifications des expressions et des calculs, et il montre
mieux que les mesures 7 qui conduisent à des fonctions d'interpolation
(pour les poids considérés) sont indépendantes de p , pour 1 <p < oo
(cf. paragraphe 4).

4. Fonctions d'interpolation d'ordre? (1 < p < oo).

On écrit L^, pour LÇ, (X , ̂  , E).

DEFINITION 1.- Une fonction (z^ , z ^ ) — — > H ( Z o , Z i ) de
]0, oo[X]0 , oo[ dans ]0 , oo[ , mesurable, est dite fonction d'interpolation
d'ordre p si : pour tout couple compatible d'espace de Banach (L^ , L^ )
et tout morphisme u de (L^ , L^ ) dans lui-même, on a :
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T P r\ T P ^~~ ^> T P C" ^ T P J- T P
^MQ ' ' ^M^ ^ ^(MQ,]^) ^ ^MQ • ^M^ •

Et la restriction de u à L^/^ ^ ^ ^ continue de L^/^ ^ xdaw5
lui-même et de norme < C (ÇMZ ne dépend que de H ̂  non de X, ^x, Mç ,
M i , « ) .

Du théorème 1 résulte alors la

PROPOSITION 2.— 5'o it 7 t^e mesure non nulle, positive sur
]0 , oo[ ̂  ^//e ç^e

I min(l , 0^7 < 4- oo .
"o

Lu fonction H^ définie par :

H (ZQ , Zi ) = f min(Zo , rz^ ) dj
"o

^5^ ^ne fonction d'interpolation d'ordre p pour tout p €: [ 1 , °°[ .

De même du théorème 2 résulte la

PROPOSITION 3.- Soit f une fonction mesurable, non nulle,
positive sur ]0 , oo[ et telle que :

sup f{t) min(l , t) < + oo .
y>o

La fonction FL définie par

}Î.(ZQ , Zi ) = sup /V) min(Zo , rz^ )
t>0

est une fonction d'interpolation d'ordre 00 .

En général les fonctions d'interpolation H et FL des propositions
2 et 3 ne sont pas des fonctions d'interpolation exacte, c'est-à-dire que
l'on a en général C > 1 .
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On a :

H^(ZO , z ^ ) = Z ^ H ^ ( Z Q Zi'1) ûiw;z —>^(z), fonction concave non
nulle de ]0 , °°[ rfû/î5 ]0 , °°[ ^TÎ particulier, h.. est continue, non dé-
croissante et z ——> z~1 /2y(z) est non croissante).

Réciproquement : Soit z ——> /z(z) une fonction concave non
nulle de ]0 , oo[ dans ]0 , oo[ . Posons : f(t) = t~1 h (t) , on a :

sup min(z , t) f(t) = max^z sup f(t) , sup tf(t)\
t >o v r >z t < z 1

= max(/2(z) , / z ( z ) ) = /z(z)

Déplus : sup min(l , t}f{t) = f{ \ ) = h{\ ) < + oo
r > o

Donc : ( Z Q , Z ^ ) — — > z^(ZoZ^~ 1 ) est une fonction d'interpolation
d'ordre °° , (de la forme H^.).

Remarquons que ceci montre qu'il suffit, dans la proposition 3, de
prendre/continue, non croissante et telle que tf(t) soit non décroissante.

Remarquons que l'on peut avoir :

ZQ = H^.(Zo , z^ ) pour f(t) = 1

z^ = H^.(Z() , z ^ ) pour f(t) = t~1

Alors que pour p < + °°, les fonctions d'interpolation obtenues par
la proposition 2 ont toutes la propriété :

H y ( Z o , Z i ) — — > 0 quand ZQ ou z^ ——>0.

Maison peut étendre la classe des fonctions d'interpolation d'ordre
p < o° et on obtient le résultat :

THEOREME 3.- Soit H : (z^ , z ^ ) ——> H(ZQ , z ^ ) une fonction
de }0 , °°[ X ]0 , o°[ dans ]0 , oo[, homogène de degré 1. Posons

H ( Z o , Z i ) = Z i F ( Z o . z f 1 ) .

Les propositions suivantes sont équivalentes :
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a) H est une fonction d'interpolation d'ordre p pour tout
p E [ l , o o ] .

b) H est une fonction d'interpolation d'ordre p pour une valeur de
p dans [1 , °°] .

c) 3 une fonction G de ]0 , o°[ dans ]0 , °°[ , concave, équivalente
à F (c'est-à-dire : Hk^ et k^ > 0 tels que :

k^ G(z) < F(z) < ̂  W ; Vz G ]0 , oo[) .

d) 3/, fonction mesurable non nulle positive de ]0 , <»[ dans R+
telle que :

sup min(l , t)f(t) < + oo
t>0

sup min(z ,t)f(t) = G(z) ,
t>0

G équivalente à F.

e) 37, mesure positive sur ]0 , oo[ telle que :

Ç min(l , r)û?7 < 4- oo
^o

F équivalente à G ûiw ;

G(z) = a 4- 6z + f min(z , 0 ̂ 7 ; a , b G R. .
"o

7 TÎO/Î MM//^ OM éfe^z ; a ou 6 > 0 .

Démonstration :

a > é : évident.

rf > c : déjà démontré.

/ oo

^ > c : résulte immédiatement du fait que z ——> min(z, t)d^
o

est concave.

e et d > û , et comme e >^ d, e > û .
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(Remarquons que
/»00

(ZQ , Zi) ——> azQ + ézi + j min(Zo , rz^ ) d^

est une fonction d'interpolation d'ordre p ( 1 < p < °°), puisque :

(Zo,Zi) ——>ûZo +6zi

et (Zç , z^ ) ——> f min(Zo , rz^) d^
o

sont des fonctions d'interpolation d'ordre p lorsqu'elles ne sont pas
identiquement nulles et que la somme de 2 fonctions d'interpolation
d'ordre? est une fonction d'interpolation du même ordre).

c > e : En remplaçant éventuellement G par une fonction équi-
valente, on peut toujours supposer que G est deux fois continuement
dérivable sur ]0 , oo[ ; soit z G ] 0 , o o [ ; 0 < £ < z < N < o o .

- (^ min(z , t) G"(t) = - F t G"(r) dt - z f G'^t) dt
^6 "e <

= [- tG'd)]2 -h [ z G\t) dt - z G'(N) -r z G'(z)
6 "e

= G(z) - G(£) + £G'(£) - z G'(N)

3û = lim G(c) et eG'(e) ——> 0 (puisque G est concave et positive) ;
e->o

de même G' est une fonction décroissante et > 0 donc :

36 = lim G'(N).
N-»oo

Donc :

- Fmi^z , t) G"(0 dt = G(z) - a - bz
"o

On a évidemment : - G'^t)) dt ̂  0 .
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et f°°min( 1 , t) (- G"(Q) dt < °° .
"o

b > c : La démonstration est peu différente de celle de [23]. Soit
H une fonction d'interpolation d'ordre 1. Nous choisissons :

•̂  ^ — O » ^ ! » ̂  2 • ?

p est la mesure de Dirac en chaque point : les poids sont M^(x,) = 1 ;
i = 0 , 1 , 2 ; MQc,) = MoOc,) = z, > 0 ; (• = 0 , 1 , 2 ; ZQ ^ 0 .

Nous considérons les opérateurs II de la forme :

a ——> lia défini par / (na)(Xo) = 0
^ (na)(^,)=^,a(^)
( î = 1 , 2 ; ^ > 0

ne^L^x^L^x,^)

. ,.„„ , . \Pia(xo)\ + \^a(x»)\ . , .
et 111111^^ = ̂  |,^^,,^ |̂, |̂ = ̂  + ̂

de même : n G & (L^, Li,) et ne (̂LH(I , M) . LH(I . M) )

nnii i i -^ z l + g 2 z 2
"""-Cd-M.LM) ~ ^

n n i l i i _ ^ H ( l , z . ) + ^ H ( l , z , )
""^(LH.LH)- H(l,z,,)

Par hypothèse, 3C > 0 tel que :

Pi + ^2 = 1
ZQ ^^l2! +^2^2

entraîne : ^^ F(Zi) + ̂  FCz^) < C F(Z()) .
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ce qui montre que F est équivalente à une fonction concave G de ]0 , °°[
dans ]0 , o°[ définie par :

G(z) = sup (a i F(Zi ) 4- 0-2 F(z^)) .
a ^ , a ^ , z ^ , z ^ ^0
a-i +a^=l
alzl+a2z2=: :z



CHAPITRE 3

PROLONGEMENTS DE FONCTEURS D'INTERPOLATION

1. Introduction.

a) Soit (° une catégorie de couples compatibles et $[ ] un foncteur
d'interpolation défini sur (°(1). Supposons donnée une famille projective
(AO,A^),^ d'objets de 6, admettant dans <° une limite projective
(AQ , A^) (définie à un isomorphisme près).

Cela signifie que : V i G 1 , 3^i, : (A^ , A^) ——> (A^ , A^) tel que
le diagramme suivant soit commutatif :

fJii^^y ^o 5 ^i^
(AO,A^)^^^ j ,̂

^^^ (A^AQ

Vf E I , V/ E I tels que î.,. existe.

On en déduit par <t>[ ] le diagramme commutatif :

^[^U <ï)[AloîA^
^[Ao,AJ <^^ ^ <î>[^,]

^1 $[A^,A<]

La famille (^>[AQ , A'J),^ d'objets de 6' est aussi une famille
projective et admet dans <°' une limite projective notée \im $ [Aç , A\ ].

Donc, d'après le diagramme précédent, il existe un morphisme IJL :

$[Ao,AJ——>Jim.^[AIo,AÏJ
ici

tel que le diagramme suivant soit commutatif :

( l) Dans ce chapitre (sauf au paragraphe 5), <î>[ ] désigne un foncteur d'interpo-
lation quelconque défini sur 6, (qui pourra être en particulier le foncteur [ ]^
construit par la méthode holomorphe et qui sera utilisé à la fin du chapitre 5
(Théorème 5.2)).



En général ^ ne sera pas un isomorphisme ; on donnera des
contre-exemples.

b) De même, si (Aç , A^) est limite inductive dans 6 d'une famille
(AQ , Aj[)^i d'objets de (3, il existe un morphisme v :

lup W^ , A[] ——>0[Ao,AJ.
16l

La démonstration est la même que ci-dessus, en inversant le sens des
flèches.

En général v ne sera pas un isomorphisme.

Nous allons donc considérer des situations moins générales.

2. Limites projectives strictes.

DEFINITION 1.— Un espace localement convexe séparé E est dit
projective stricte d'une famille (E^) ̂ d'espaces de Banach si :

1) E = 0 E,
ici

2) E est muni de la topologie limite projective de celles des E,.

3) V; G I , E est dense dans E^..

4) La famille (E^.çj est filtrante décroissante.

La dernière condition signifie que pour toute sous-famille finie J de
I, 3 k G 1 tel que E^ soit contenu algébriquement et topologiquement
dans E. pour tout j de J. Elle sera évidemment réalisée lorsque la
famille (E,.)^j est une suite décroissante.

On notera E = Lim E, .
'îeî

On a le :
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LEMME 1.- Soit E (respectivement : F) une limite projective
stricte d'une famille (E,)^j (respectivement : (Fy)^j) d'espaces de
Banach. Pour qu'une application linéaire u de E dans F ^ozY continue
il faut et il suffît que : V/ E J, 3 / G I tel que u se prolonge en une ap-
plication linéaire continue de E .̂ dans F..

Démonstration.— E étant dense dans E^., on peut parler du pro-
longement de M à E, ; on le notera encore u.

Si u est continue de E, dans F. , u est à fortiori continue de E dans
Fy, et cela pour tout; de J, donc u est continue de E dans F.

Réciproquement, si u est continue de E dans F, elle est continue
de E dans Fy, quel que soit / E J ; cela entraîne que u est continue de
lim E^ dans Fy , avec K partie finie de 1 ; donc 3 i G 1, tel que u soit
fcEK

continue de E, dans F..

DEFINITION 2.— Un couple compatible (A( ) ,A^) d'espaces
localement convexes séparés est dit limite projective stricte de la
famille (A^ , A7 .̂ ̂  ç ̂  ^ j de couples compatibles d'espaces de Banach si:

OA^LimA'o ; A^ =Lim A{
ici je]

2) Les espaces Aç , A7^ sont des sous-espaces d'un même espace QL.

3) VO ,/) G I X J , AQ H Ai est dense dans A^ H A7^ .

On notera alors :

(Ao.A^LimtA^A^)
»,/

Soient <ï>[ ] un foncteur d'interpolation défini sur (°(B) et

( A o , A i ) = = U m ( A o , A i ) ;
ij

posons A17 = $[A^ , A { ] .

On définit A = lim A^7 comme l'ensemble H A17 muni de la topologie
^7 lfl

limite projective ; A est un espace localement convexe séparé.
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Soient : (AQ , A^) =Um (A^ , A{)
<»/

( B O , B ^ ) = L i m ( B S , B ^ )
k,l

^ G H o m ( ( A o , A i ) , ( B o , B ^ ) ) .

D'après la définition 2, V(A:, /) , 30' ,/') tel que u se prolonge en :

/ u, : A^ ——> B^

^ : A { ——>B\

UQ et ^ i coïncident sur A() H A^ , donc aussi sur À() Ft A7^ , d'où :

^eHomaA^A^^B^B^))

====> ^ G ̂ [A'o , A{] , <Î>[BS , B'J) = ^(A17 , B^)

==> M E ^?(A , B^) pour tout (fe , / ) ,

===> u e ^(A , B).

Cela montre en particulier que A ne dépend que de (Aç , A^) et
pas de la famille particulière (A^ , ^\)^ , / ) e i x j choisie ; on notera :
A = Î[AQ , AJ ; on remarque que si (Aç , A^) est un couple compa-
tible d'espaces de Banach, <Î>[AQ , AJ = ^[A^ , AJ .

On a donc démontré le :

THEOREME 1.- Soit G une catégorie de couples compatibles
limites projectives strictes de couples compatibles d'espaces de Banach ;
soit $[ ] un fondeur d'interpolation défini sur 6 (B).

On en déduit un foncteur d'interpolation ^[ ] défini sur 6 par :

(Ao , Ai) =Lim (A;, , A\)^—> $[AQ , AJ = hm W^ , A\]
i,/ w

La restriction de $[ ] à 6(B) est $[ ] .
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Remarque 7.— Supposons que 1 = J et que

U^A^A^^A^);
W fcel

on peut alors écrire :

$[Ao , AJ = Um <t>[A^ Af] .
keî

Cette condition sera réalisée lorsque : V( f , /) G 1 X 1, 3 k E 1 et un mor-
phisme (A$ , Af) ——> (A'o , A{) dont les restrictions à A^ et A^ sont
des inclusions topologiques de A^ dans A^ et de A\ dans A{ .

Remarque 2.— Toutes les démonstrations et tous les énoncés de ce
paragraphe 2 restent valables si on y remplace "espace de Banach" par
"espace banachisable".

3. Limites inductives.

Rappelons que Fon appelle espace (ft9) tout espace localement
convexe séparé E qui est limite inductive d'une suite (E^ç^ d'espaces
(§0 par des applications linéaires u^ telles que les t^(E^) engendrent E.

Nous supposerons que les E^ forment une suite croissante de
sous-espaces vectoriels de E, munis de topologies propres qui en font
des espaces @ï), l'application identique de E^ dans E^.^ étant continue
et E étant la réunion des E^ . Une telle suite (E^^ est appelée une
suite de définition de l'espace (^) E, et on note : E =Lim E^ .

n

On a le :

LEMME 2.- Soient E et F deux espaces (^), (E^) et (F^) des
suites de définition de E et ¥ respectivement. Pour qu 'un opérateur liné-
aire u de E dans F soit continu, il faut et il suffit que pour tout n de N
il existe p G N tel que la restriction de u à E^ soit continue de E^ dansF?-
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Démonstration :

Soit u continue de E dans F ; \/n E N, u est continue de E^ dans
F ; or (cf. [11]) cela entraîne qu'il existe p(n) tel que u soit continue de
E^ dans F^) .

Réciproquement, supposons que pour tout n, il existe p tel que M
soit continue de Ey, dans Fp ; donc u est continue de Ey, dans F, donc u
est continue de E dans F.

DEFINITION 3.- Un couple compatible (AQ , A^) d'espaces loca-
lement convexes séparés est dit de type (^) et admettant pour suite
de définition (A^, A^ ,^N x N t" ••

1 ) AQ et Ai 50/2^ de type (̂ SQ ̂  admettant pour suites de définition
respectives^)^ et (A^)^ •

2) V(m, n)EN X N, la compatibilité du couple (A^ , A^) ^
définie par le plongement de A^ ^ A^ dans AQ + A^ .

6^2 ^o^ ato^ ; (Ao , Ai) = Luc (A^ , Aï).
w,n

Soit $[ ] un foncteur d'interpolation défini sur la catégorie (°(^)
des couples compatibles d'espaces de Fréchet ; soit

(Ao,Ai)=Ln^(A^,AÏ).
m,n

Posons A^ = <î>[A^,A^] ; on définit A = lim A^" comme le

sous-espace de Ag 4- A^ engendré par les A^, muni de la topologie
limite inductive. A est un espace localement convexe.

Soient : (A^ , A^) =Lim (A^ , A^)
m,w

(B,,,Bi) =Lm^(BS,BÎ)
P,<Î

M£Hom((Ao,Ai),(Bo ,Bi)) .

Par définition, u est une application linéaire de A() + A^ dans Bp + Bi
dont la restriction à A^ (respectivement A)) est continue de AQ dans
Bo (resp. de A, dansBi) ;donc, V(/n,«)eN X N,3(p,^)£N X N tel
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que u soit continue de A^ dans B^ et de A^ dans B^ . De la compatibilité
(A^ , A^) et (B^ , B^), on déduit donc que :

^GHomaA^AÏLCB^BÎ)) .

Donc u E ^($[A^ , A^] , $[B^ , B^]) = ^ (A^ , B^),

donc M E ^/A^ , 1m B^\ = ^(A^ , B),donc u E ^/A^ , lim B^ \ = ^(A^
v p7? /

et cela pour V(w , ^) E N x N , donc :
^ D.a 1

^ G ^ ( A , B ) .

Cela montre en particulier que A ne dépend que de (AQ , A^) et
pas de la suite de définition choisie ; on notera A = $[AQ , AJ. On
remarque que si (Aç , A^ est un couple compatible d'espaces de Fréchet,
on a :

î[Ao , AJ = <ï>[Ao , AJ .

On a donc démontré le

THEOREME 2. - Soit <° une catégorie de couples compatibles
de type (K^) ; soit <î>( ] un fondeur ^interpolation défini sur (°(^).

On en déduit un fondeur d'interpolation $[ ] défini sur (° par :

(Ao , Ai) =l̂ i (A^ , Ap ——> $[Ao , AJ = 1m <î>[A^ , Aï] .
m,n m,n

La restriction de <i>[ ] û 6 (^î) ^^ $[ ] .

Remarque 3, — (analogue à la remarque 1). Lorsque

Lm^(A^,AÏ)=Lim(A^,AÎ),
m,n p

on peut écrire aussi :

$[Ao,AJ=lm^$[AS,A^] .
p
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%
Remarque 4. — Soit (° la catégorie de couples compatibles de type

(K^) admettant une suite de définition constituée de couples compa-
tibles limites projectives strictes de couples compatibles d'espaces de
Banach.

Soit ^[ ] un foncteur d'interpolation défini sur (°(B) ; en uti-
lisant successivement les théorèmes 1 et 2 on lui associe un foncteur
d'interpolation Ï[ ] défini sur 6, par :

(AQ , A,) =Lun (A^ , Aï) -Lim/Um (A^-' , ̂ •')\^,AÏ)=L^/Llm(Aow'^AÎ l>/)
m,n m,n \ i,f

•> $ [ A Q , A J = lim/lim (bfA^1 A^'l
m,n

m,n m,n \ i,f 1

^——> î [Ao , AJ = lim/Hm <Ï>W, A^U
m,n \ f , / /

(II résulte de la démonstration des théorèmes 1 et 2 que si on a aussi

(Ao.A^LimLin^B^B';-7),
m,n i , j

\m,i Ayi ,n
^0 ? ̂ l J

m,h \'i,] / m,n V/,/
alors hrç /Um <i>[A^'1 , ̂ fî}\ = lin^ /Hm <î>[B^1, ̂ i}\ .

m,n\ i,f I m,n \ i , j 1

$[ ] coïncide avec <î>[ ], prolongement de $[ ] par limite projective,
sur les couples compatibles d'espaces de Fréchet qui sont limites pro-
jectives strictes de couples compatibles d'espaces de Banach.

Remarque 5. — Soient 0[ ] et ^[ ] deux foncteurs d'interpo-
lation définis sur (S(B) tels que pour tout objet (A() , A^ de(°(B)on
ait $[Ao , AJC——^ ^[Ao , AJ .

-^w /^/
Alors les foncteurs <î>[ ] et ^[ ] obtenus par prolongement par

limite projective vérifient :
$[AQ , AJ c" > ^[Ao , AJ pour tout couple compatible limite

projective stricte de couples compatibles d'espaces de Banach.
On a un résultat analogue pour le prolongement par limite

inductive.

4. Dualité.

Nous notons ^(S la catégorie des couples compatibles limites pro-
jectives strictes d'une suite de couples compatibles d'espaces de
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Banach réflexifs tels que : Pour tout objet (AQ , A^) de p^, Ag H A^
est d^^^ dans Ag et dans A^ .

Nous notons '6 la catégorie des couples compatibles de type
0?^) admettant une suite de définition constituée de couples compa-
tibles d'espaces de Banach.

<t>[ ] étant un foncteur d'interpolation défini sur la catégorie
(°(B), notons FÏ[ ] (resp. 'ÎE ]) le foncteur défini sur p^ (resp.'G) à
partir de <t>[ ] par prolongement par limite projective (resp. par limite
inductive). On peut aussi dire que p(^[ ] (resp. l^[ ]) est la restriction
à FQ (resp. i Q ' ) du foncteur ^[ ] défini sur S (cf. remarque 4).

Soient $[ ] et ^[ ] deux fondeurs d'interpolation définis sur
(°(B) ; nous dirons que ^[ ] est un foncteur d'interpolation dual de
<!>[ ] si :
Pour tout objet ( A Q , A ^ ) de <°(B) tel que Ao H A^ soit dense dans
AQ et dans A^ , on a :

(<î>[Ao , AJ)^ = ^[Ao , A'J

(le couple compatible ( A ^ , A ^ ) étant défini par l'injection continue
de A'Q et A[ dans (Aç H A^' et E[ désignant E' muni de la topologie de
Mackey T(E' , E)).

Nous démontrons le

THEOREME 3. - Soient <î>[ ] et ^[ ] deux fondeurs d'interpo-
lation définis sur <°(B), ^[ ] étant un fondeur d'interpolation dual
de $[ ].

Pour tout objet (AQ , A^ ) de PQ, on a :

1) (AQ , A[) est un objet de 'G-

2 ) ( p î [Ao ,AJ)^= i ^[Ao ,A y J

(c'est-à-dire aussi : (^[A^ , AJ)^. = ^[A^ , A[]) .

Démonstration, - 1) Soit (Aç , A^ =Lim (A^ , A^) un objet de
P§;

A," étant réflexif pour tout n > 0 , A, est réflexif (cf. [11]) ;
( = 0 , 1 .
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A, est dense dans A^ pour tout n > 0 , donc A^ = Um A^'
neN

(l'égalité étant vraie à priori pour les topologies de Mackey r(Aj, A,)
et r(A^ , A?), donc aussi pour les topologies fortes d'après la réflexivité
d e A , e t d e s A ^ ) ; î = 0 , l.(cf. [13]).

AQ H A^ est dense dans A^ et A^ pour tout n > 0 ; donc tous les
espaces A^' et A^' s'injectent continuement dans (A^ H A^/ ; donc
(AQ , A[) =Lim (A^ , A^ ) est un objet de '(3 (remarquons que la suite

n

A^ peut être choisie croissante puisqu'on peut toujours supposer la
suite A^ décroissante).

2) ^[Ao , AJ = Hm $[A^ , Aï] et :
n

Pour tout ^ E N , A^ H A^ est dense dans <î>[A^ , A^] puisque

<î>[Ao",Aïr-^[AS\A?']

est un sous-espace de (A^ H A^/.
Donc AQ H A^ , qui est dense dans A^ H A^ (par définition d'une

Umite projective stricte), est dense dans < I > [ A ^ , A ^ ] , et à fortiori,
^ <î>[A^ , A^] est dense dans ^[A^ , A^] , pour tout n G N ; donc
Ïf.[13])

(^[AO.AJ^-U^^A^AÏ])^
w

= luç ^[A^', A;']
n

= I^[A^A^].

5. Foncteurs d'interpolation définis par une norme fonctionnelle.

Soit (AQ , A^) un couple compatible d'espaces localement convexes
séparés.

La topologie de Ag est définie par la famille de semi-normes (p,),çi,
celle de A^ par (^.)yçj . Nous supposons les familles (p,),çi et (^).çj
./î/rrûA2to.



PROLONGEMENTS DE FONCTEURS D'INTERPOLATION 49

Soit a C Ao + Ai ; t G ]0 , oo[ ; posons :

K,,0,û)= _ inf (p,(ûo)+^.(^))
û ~tlft'u i •

aQ€Ao ,^cA^

(cf. remarque 1.3).
Soit $ une norme fonctionnelle ; posons :

r, ,(û)= $(K,,(r,û))
(finie ou infinie).

A = <Î>[AO,AJ = { a G A o + Ai ; ^ . ( û ) < + ^ , V / G l e t V / G j }

PROPOSITION 1. — L'espace A est un espace localement convexe
séparé, tel que : Ag H A^ r~^ A r~^ A^ + A ^ .

En effet la famille (^-)(,,/)eixj définit une famille de semi-normes
sur A ; la topologie correspondante est plus fine que celle de Ag + A^
et donc séparée, et moins fine que celle de AQ H A^ .

PROPOSITION 2. - Soit 4> une norme fonctionnelle. Il lui cor-
respond un foncteur d'interpolation ^[ ] défini sur la catégorie des
couples compatibles d'espaces localement convexes séparés par :

(Ao , Ai) objet de Q(elcs)f^-> <Î>[AQ , AJ .

Démonstration. - Soient (A() , A^) et (B() , B^) deux objets de
Q(elcs), et u G Hom((Ao , A ^ ) , (B() , B^)). Les topologies de Ao , A^ ,
BQ , B^ sont supposées définies par des familles filtrantes de semi-
normes (^,),çi , (^)yeJ ' (Pk\€K ' (^cL • (on P^ tOUJOUrS Se
ramener à ce cas).

Soit f le<î ) [Ao,AJ ; ( Â : , / ) € K x L

UO^BQ 4- B^

4 (ua) = $(K^ (^ , ua))

Or : K^ 0 , ua) = ̂ ^^ (^ (60 ) + tq\(b,))

< inf (p;(^o)+^î(^i))a-ûO+a^
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Puisque u est continue de Aç dans Bg et de A^ dans B^ et que les
familles (p,) et (^.) sont filtrantes, 3i(k) G 1,/(/) E J et M > 0 tels
que :

^(^)<M^(ûo)

^ (Mûi) <M^ (a^)

Donc : K^, (r , ua) < M ^mt^ (p^) (ûg) + ̂ ) (ûi))

K ^ ( r , ^ ) < M K , ^ ^ 0 , a )

^ (Mû) < M r^^ (a) ,

donc ME ^($[A^ , AJ , ̂ [Bo ,BJ).

Cela montre en particulier que ^[AQ , AJ ne dépend que de la topo-
logie de Ag et A^ ^^ AZO/Î rf^5 semi-normes choisies.

PROPOSITION 3. - Soit ^ une norme fonctionnelle. Lorsque
(AQ , A^) est limite projective stricte d'une famille (Aç , A{)^ i •çj
d^ couples compatibles d'espaces de Banach, on a :

$[Ao , AJ = î[Ao , AJ = hm $[A; , A{]
/./

Démonstration :
Soit A17 = <t>[A^ , A^] ; A17 a pour norme : ||a 11̂  = ^)(K,y(r , a)) ;

l'espace $[Ao , AJ est limite projective des espaces A^ ; remarquons
que nous utilisons ici :

K,y ( t , a) = ^ inf (P, (ûo) + ^/ (ûi ))

——(X .^^o)^^/^))
/r ^ A* rr c tJ

ce qui résulte de : A() H A^ dense dans Aç H A7^ , VO' , / ) E 1 x J (cf.
proposition 1.4).

Remarque 6. — On peut essayer d'obtenir un résultat analogue à
celui de la proposition 3 pour des foncteurs d'interpolation construits
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par d'autres méthodes. Par exemple un foncteur d'interpolation <ï>[ ]
construit par la "méthode holomorphe" (cf. [3] [10] [27]) peut être
défini directement sur des couples compatibles d'espaces localement
convexes séparés ; à partir de la restriction de $[ ] à <°(B), on peut^/ /^/
aussi définir $[ ] ; on ne sait pas si <i>[ ] et <î>[ ] coïncident sur les
couples compatibles limites projectives strictes de couples compatibles
d'espaces de Banach.



CHAPITRE 4

APPLICATIONS

Nous regroupons dans ce chapitre quelques applications de
l'interpolation des espaces de Lebesgue avec poids (chapitre 2) et du
prolongement par limite projective et limite inductive des foncteurs
d'interpolation (chapitre 3).

1. Limites projectives d'espaces "if avec poids".

Nous utiliserons les lemmes suivants :

LEMME 2. — Soient : 1 < p < °° , p. une mesure positive sur un
espace localement compact X, (M,)^ une famille de fonctions réelles
^-mesurables localement intégrables sur X et vérifiant :

1) M,(;c) > 0 p.p. V / G I .

2) La famille (M^.)^ est filtrante croissante.

Alors l'espace H L^ (X , p . , E) muni de la topologie limite pro-

jective stricte de la famille (L^ (X , ju , E))^i .

On note : ^n(M,) =Lim L^.(X , JLI , E) .
%" l

Démonstration. — La famille (M,)iei étant filtrante croissante
(c'est-à-dire : V ; , V / G I , 3 k G 1 tel que M^(x) > max (M,(;c), M^.Cv))

p.p.), la famille (L^)^ est filtrante décroissante. Et H L^i. est dense

dans L^. pour tout i G 1, puisque les fonctions continues à support
compact le sont (les fonctions M, étant localement intégrables).

LEMME 2. - Soient (M,)^i et (N.).çj satisfaisant les hypothèses
du lemme 1. Supposons de plus M, et N. localement bornées, V/ ç I .
V / G J .
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Alors le couple compatible (^p(M,) , ̂ (N?) est limite profective
stricte des couples compatibles d'espaces de Banach (L^ , L^ ), pour
1 < p , q < °° .

On note : (^(M,) , ^(N,)) = Um (L^. , L^.) .

Démonstration. — Tous les espaces L^ et L^ sont des sous-
espaces de Lf^ 4- L^ç , et les fonctions continues à support compact
(donc à fortiori ^p(M,)H^(Np) sont denses dans L^. H L^. pour
V i G 1 et V/ E J (L^ç est l'espace des classes de fonctions ju-mesurables,
de puissance p-ième localement intégrable).

2. Isomorphisme dans la catégorie (°((©).

Certains espaces usuels apparaissent comme limites projectives
d'espaces de Sobolev avec poids. Il est possible d'expliciter les espaces
d'interpolation entre de tels espaces de Sobolev sur R" avec des poids
convenables, correspondant aux foncteurs d'interpolation <î> [ ] (on
peut en utilisant une paramétrix du laplacien, se ramener à des espaces
de Lebesgue avec poids). Nous éviterons la plupart des difficultés tech-
niques et obtiendrons des résultats plus généraux en utilisant des
espaces différents des espaces de Sobolev par les ensembles de dérivées
partielles considérés, qui conduisent aux mêmes limites projectives et
sont plus simples du point de vue de l'interpolation :

Soient : A un espace de Banach.
M une fonction réelle définie sur R" et vérifiant l'hypo-

thèse :

M est mesurable, > 0 p.p. et :

V i Ç=. {1 , . . . , n} , 3 o .̂ et L^ constantes > 0 telles que :
(H)

y^-^MOci,..., ;c,+r,... ,^)rfr<L,M(^,... ^ x ^ p . p .

l < p < + o o ; ^ G N .

H^ = H^(A) ={/CL^ (RM ,A) ; D^/GL^ , V m = (m, , ...,m^)

tel que _max m, < q}
J'= 1 , ... , M
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On a alors le

LEMME 3. -a) L'opérateur T:/——^-^a) ... f - ^ + a f f
^Xi / ^ôjc^ /

est continu de

îi^q dans L^ , pour tout a E C .

b)ropm^rU :/ ——^ / * W^ ^) ̂ ^i ̂ ^i-V ^

^ continu de

L^ ûfû^5 H^ po^r a > ._max ^

c) T o U = Identité de L^
U o T = Identité de H^ .

Démonstration :
Le a) est évident.
Pour démontrer le b) il suffit de montrer que :

/ ——> /* Y(^,..., x^e-^^-^x^ ... x0/ ® ô^ ... ® 6,
• " r + l ^n

est continu de L^i dans L^( pour 0 < r < w et 0 < ft^,..., ̂  < ç .

Donc il suffît de montrer que : / ——> / * U^ est continu de L^
dans L^ pour < = 1, 2,. . . , n, avec

U,=Y(x,)e-^ ® 5^

(et de réitérer) ; or, par exemple :

/*Ui = F f ( x , - t ^ x ^ . . ^ x ^ e - a t d t .
o

p
\f* Ui \" < y°° l/Oc, - / , ̂  , . . . , X,)!^-^ A. (/" e- '̂̂ )7

avec Â : + £ = O ! ; — + -, = 1 ;
P P
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donc :

II/^Ç < K . f M ( ^ , . . . , x , ) .
-M ^RM

f°°l/0ci - ^^ , . . . .x^ e-^ d t . dx
o

< K . f I /C^ ,^—-^)!^
R"

(Y'00 M(j^ + r , v, , . . . , ̂ ) e-^ dt)dy

Et on peut choisir k > a^ et utiliser l'hypothèse (H).
Le c) est immédiat.

Soient : MQ , M^ vérifiant l'hypothèse (H) ; 1 < p^ , p^ < + oo ;
^ G N . Nous pouvons définir le couple compatible d'espaces banachi-
sables (L^° , L^ ) par les injections continues de L^° et L^ dans
ê==L^° +L^avecM(x)=inf(Mo(Jc) ,M,(^)) ;demême(H^Ç ,H^)
est défini par les injections continues de H^°'q et H^ ' ̂  dans à.

Du lemme 3 on déduit immédiatement un morphisme T de
(H^ ,H^) dans (L^ ,L^) , (dont la restriction à H^ est
l'opérateur T défini au lemme 3, / = 0 , 1), et un morphisme U de
(L^,L^) dans (H^" , H^ ) , (dont la restriction à L^. est
l'opérateur U défini au lemme 3, ; = 0 , 1).

On a de plus : T o U = Identité (L^0 , L^ )m o ivi ^
_ - n^ o n
U o T = Identité (H%' , H^;')'o '^i

II en résulte en particulier, que pour tout foncteur d'interpolation
<î>[ ] défini sur Q((fî), <î>[T] est un isomorphisme de ^[H^ , H^'^]
sur ^fl/0 L^11 o iàlil ^I^M/) » -M, J •^0 lvll

Remarque 1. - De façon générale, soient : E un espace de Banach ;
A ^ , . . . , A^ des opérateurs non bornés dans E, commutatifs, vérifiant :
A^. 4- a est inversible pour a > c .̂ ; ; = 1 , . . . , n .
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Alors l'opérateur non borné ^A défini par :

Ç ^A = (Ai + 0)^ o . . . o (A^ + ay7

^ ®( (7aA)= û)(A?...A^)

est aussi inversible pour Va > jnax a^, et ^A est un isomorphisme
i^ 1,..., n

deCDC^AÏsurE.

Dans le lemme 3, on avait E == L^ (R" , 1 , A) , A^ = — ; (on
ex,

peut vérifier que, contrairement au cas M = 1, même lorsque M vérifie
(H), A, n'est pas, dans le cas général, générateur infinitésimal d'un
semi groupe d'opérateurs dans E.

3. Interpolation des espaces S^.

DEFINITION 1. - V ê ̂  C" , on pose ̂  = {u ; e^ u G S (R")}
et on munit cet espace de la topologie déduite de celle de S(R'1) ;
(cf. [25]).

Soit F un ensemble convexe dans C" ; on pose

^ ^ = { u , e ) ; x u ^ ^ ( R n ) pourtout^er}

et on le munit de la topologie limite projective, pour ^ E r, des topo-
logies des espaces S^ .

Ces espaces interviennent dans la transformation de Laplace.
Nous nous proposons d'obtenir des théorèmes d'interpolation entre les
espaces ̂ r.

F étant un convexe de C" , on peut trouver une famille (K^),^ de
compacts contenus dans F, dont la réunion est F et qui soit filtrante
pour la relation D ; la limite projective étant associative, on a donc :

S = lim . lim ^ = lim ^Kî

l'el ÇcK, i e I
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LEMME 4. - Soit 1 < p < oo .

^-^nL-Hfiîl.i2^!^!
<7,mcN

En effet, les deux membres sont des espaces de Fréchet îS^est contenu
topologiquement dans chaque espace H^|^T |̂ ^ donc dans la li-
mite projective ; et :

Soit/E ^lim H^^^^2 \ep^x\ \f est donc indéfiniment dif-
ç,weN

férentiable et :
m

V07)€N», VwGN^/ .d + |x|2)2 \etx\^LP

m
donc: Vî^eN", V w G N , D^/.d + |x|2)2 J e ^ l G L 0 0

donc: V(^)€N 7 1 , V m e N , D^ (^/) (1 4- Ijcl2)'2^ L00

c'est-à-dire : e ̂  f E S , donc / G ̂  .

LEMME 5. — VK, , compact contenu dans Y , on pose

mp
M71 = (1 + |x |2)2 sup \ePS;x\ ;sup

ÇeK,

ûto^ ; ^ = ^ lim H^
• -. T . _ - - M ïï'el;w, çeN

mp
en effet : S '̂ = lim ̂  = lim lim H^^,2)2|^^|

ÇeK, ^eK, <?cN,weN

= ^ lim [limHf;;,,?^!^^!]
< 7 € N , w e N ^ c K f

et le terme entre crochets est l'espace de Banach H^ ; on en déduit

le lemme en prenant encore la limite projective suivant i G 1.
On a plus précisément :
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LEMME 6. - Soit 1 < p < oo

S = Lim H ..m
ï ' e I , (?eN,weN

II reste à vérifier que 2^ est dense dans H^ . (Or, pour p < °°,
M!

fi)(R"), donc à fortiori ̂  est dense dans H^ , V ^ > 0 , V m > 0 ,M,

V / E I ) et que la famille (H^),^ ,^o,ç^o est filtrante décrois-
sante ; cela vient de ce que la famille est décroissante par rapport à q et
m et que (K,),.çi est une famille filtrante croissante de compacts.

On en déduit la

PROPOSITION 1. - Soient : FQ et I\ deux ensembles convexes
de C", recouverts respectivement par les familles filtrantes de compacts
(K?)^et(K^j ; K p < o o .

Soient, V m C N :
mp

M^ = (1 + |jc|2) 2 sup \ep^\
ÇeK}

mp
N^ = (1 + |x|2) 2 sup \ep^\

êcK;

Alors :

(S^ , S^i) = Lim (H^ , H^ )
< 7 e N , w e N , / e I , / e J

L^5 vérifications sont immédiates. — Tous les espaces H^E et H^ sont
des sous-espaces de L^ç .

®(R71), donc à fortiori ^OH^I , est dense dans H ;̂ H H^

pour tout ^ > 0 , m > 0 , f G l , / E j .
On aura besoin du

LEMME 7. - 5bfr 1 <p < °°. K étant un compact de C", la
fonction M(x) = (1 + \x\2)0 sup l ^^^ l v^r^ l'hypothèse (H), pour

t-cVteK

j 3 > 0 .
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II suffit de montrer qu'il existe deux constantes a et L > 0 telles
que :

/ e-^ M(xi + r , X 2 , . . . , ^ ) A < L . M ( ^ ^ , . . . , ; € „ ) , V x G R " .
o

On a : F e-^ M(x^ 4- t , x^ , . . . , x^) dt

= f e-^ (1 + Oc< 4- O2 + . . . -r x2) . sup | ̂ lt e^ | . d t .
0 Ç c K

=M(^, . . . , ;c„) . / o o e- a f sup l ^^ l .

^1 +^ , + r ) 2 + x j + . . . + x 2 , ^
v———1 +^ 2 +——î^———/

1 • A! • • • • ' ^n

Prenons a = 1 + sup Re(pÇ<) < + oo puisque K est compact, et on a
^cK

alors :

f ^-at M(;CI + t , jc^ , . . . , x^) dt < L M(;CI , . . . , ; € „ )
"o

/»00 / ^2 4- 2^i\^
avec : L = sup . / e^ ( 1 + —————) dr < + oo . cqfd

^R" ^o ^ l + i x l 2 / 4

Soit 0 < 6 < 1 . Soit ̂  [ ] = <î>^p [ ] le foncteur d'interpolation
défini sur la catégorie 6(B) (ou e((B)) par 7 = p 0( 1 - 0) r 0P ~ p ~ 1 . v où
v est la mesure de Lebesgue sur ]0 , °°[ . (voir chapitre 2).

On a le :

THEOREME 1. - Soient : FQ et I\ deux ensembles convexes
deCn\0<6 < 1 .

soit F = { Ç = (1 - 6) So + ^i ; So E FO ; Si ^ FJ ;

ûtor^; $0 [S1^0,^111] =S^

(^0 [ ] désigne le prolongement par limite projective stricte de ̂  [ ]).
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Démonstration. - D'après le chapitre 2 (exemple 1) on a :

^6 [L^ » L^] = L^
avec :

R^ = (M")1-8 (N;Y = (1 + Ixl2)^ sup l^ti^-9)^!
SO^K?
ïi^î

Posons K,/ = U = (1 - 6) ̂  + 6^ ; ̂  e K? ; S, G K;}
mp

R^ = (1 + | jc | 2 ) 2 sup |^^| ;
^K,/

et R vérifie aussi la propriété (H) ; on a donc :

^[^-H^l-H^ •

Et la proposition résulte alors du théorème 1 du chapitre 3.

Remarque 2. — En appliquant un foncteur d'interpolation <î> [ ]
(cf. chapitre 2) on trouve de façon générale :

^T,P t1^ ? L^] = Uy

avec :

R? = (1 + I x l 2 ) 2 f ^min / sup | ^^ | , r sup |e^|W7
mp

) 2

'O ^eK? Ç.K} ;

On peut encore montrer que R^ vérifie l'hypothèse (H), donc :

(T) rH^^ H p ' q ^ — HP'^
^7,P ^Mî" ' "N^ J ~ "R^

Et par passage à la limite projective, on peut obtenir des espaces
autres que ̂ r pour F intermédiaire entre FQ et F^ .

Prenons un exemple très simple :

n = 1 ; ^={0} ; F, = [- 1 , + 1] ;
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on peut choisir p == 1 .
FQ et 1̂  sont compacts, donc :

sup 1 e^ | = 1
ÇeK9

sup \ep^x \ = e^
ÇeK}

_W_ /,00

R ^ = ( l + | x | 2 ) 2 / mind,^'^)^
n

On peut trouver 7 telle que R^ = (1 + M2)^ e^^ , 0 <s <l ,
(cf. chapitre 2) et alors lim H^ n'est pas un espace 2^ .

i,J,m,q IJ

En effet : Soit H = lim H^J ; soit ^ une fonction indéfiniment
l],m,q if

différentiable sur R telle que :

^C^) == \ 1 pour x > 2
( 0 pour x < 1

On ne peut avoir H = ̂  avec F = {0} car la fonction

x ^(x)e-l^

appartient à S et n'appartient pas à H.
On ne peut avoir non plus H = ̂  avec Ç G F , Re ^ > 0 car la fonction
x——> ^(x)^"21^15 appartient à H et n'appartient pas à î§^, donc
n'appartient pas à ^. (de même si Re î, < 0 en remplaçant <^(x) par
<^(- x)).

Remarque 3 :

Nous supposons F ouvert ; dans la définition de 8^ == Lim H^
J, m, (7 *

(cf. lemme 6), on peut remplacer (H^). ^ ^ par une suite
extraite décroissante (il suffit de voir que l'on peut supposer la famille
(K,)^j dénombrable). On peut prendre 1 < p < °° ; les espaces H^
sont des espaces de Banach réflexifs (H^ est isomorphe à L^m) .
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Notons S^ le dual (fort) de S^. En utilisant les résultats du chapitre 3
(théorème 3.3) et un résultat de [20] sur la dualité, on obtient la

PROPOSITION 2. - (avec les notations du théorème 1), I^ et 1̂
étant supposés ouverts, on a :

1) (^o ,^1) est un objet de pe.

2) ^ [S^o , S^i] = (^ [^o , ̂ i ]/ = ̂ r .

Il suffît de remarquer que sur S^ la topologie forte coïncide avec la
topologie T = r^)9 ,§^) .

4. Interpolation des espaces de fonctions holomorphes.

Soit E un espace de Banach. Notons 9€^(E) l'espace des fonctions
holomorphes dans le disque | z | < R à valeurs dans E, muni de la topo-
logie de la convergence uniforme sur tout compact.

Soit p fixé dans [1 , °°[ ; on peut définir la topologie de ̂ ^(E)
par les normes :

0 < r < R

^-(SKIIÊ^)" ; Vû= Î^Z"G^(E).
n=0 w=0

Soient : (Eç , E ^ ) un couple compatible d'espaces de Banach ;
0 < Ro < R^ < oo ; (9e^(Eo) ,3^ (E^)) est un couple compatible
(par l'injection de ^^(Eo) et 9€^(E^ dans^ (EQ + E^)) et on
montre que (96^ (E^), 96^ (E^)) est isomorphe, dans e(Sf), à

Lim(/-(Eo),/?^(EO), où /S(E) désigne
t<i

=(û„)eEN ; l|û||^=(^ ||ûj|ga^<ooî\a =
a yi=0
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Soit ^0 [ ] le foncteur d'interpolation du théorème 1. On sait
(cf. [10]) que ^[/^(Eo), /^ (E^)] = /^(E) avecE = <Î>,[EQ , EJ et
R=RlQ~e R[.

Par application du théorème 3.1, on trouve le

THEOREME 2. — Soient : (EQ , E^)un couple compatible d'espaces
de Banach ; 0 < 6 < 1 ; 0 < Rç < R^ < oo 0^2 a :

î,[^R/Eo),^(E,)]=^(E);

û^c; E = ^ [ E e , E J ; R = R ^ R ^ .

^t ] est le même foncteur d'interpolation qu'au théorème 1.
On retrouve en particulier que 9€^(C) est un espace d'interpolation
entre 96^ (C) et ̂  (C) pour R^ < R < Ri .

Du théorème 2 et de la remarque 3.4, on déduit le résultat
suivant :

THEOREME 3. - Soient : 9€^ (E/) l'espace des fonctions holo-
morphes dans le disque K ^ = { z e C ; | z | < R / } û valeurs dans l'espace
de Banach E/ ; i = 0 , 1 ; 0 < 6 < 1 .
On a :

1) 1^Ko(Eo)^K/Ei)] = ^K,(E)

avec K ^ = { z G C ; |z| < R = R^-0 R^}

E = $,[Eo,EJ

2) ^ [3e^ (Eo), ̂  (E^)] = ^K, (E)

Démonstration :

1) II suffît de remarquer que (^^(Eo) ^K^ (Ei)) est un objet
de la catégorie 3, et que

(^(Eo), 3€^ (E,)) =1115 (Sê^ (Eo) ,ge^^ (E,)),
zieN
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?„ étant une suite décroissante tendant vers 1 quand n ——> °° .
2) De même :

(9€^ (E,), ̂  (Ei)) -LU]? (^R, (Eo) , ̂ R^ (Ei)).
M6N



CHAPITRE 5

INTERPOLATION DES ESPACES ®[

1. Introduction.

Nous utilisons essentiellement dans ce chapitre des foncteurs
d'interpolation construits par la méthode des moyennes (cf. [20]) ;
ces foncteurs peuvent être construits par la méthode des normes
fonctionnelles (cf. chapitre 1 et introduction), mais nous pouvons ainsi
abréger les démonstrations en nous référant aux résultats de [20].

Rappelons brièvement :

Soit (AQ , A^) un couple compatible d'espaces de Banach. Soient :
0 < 0 < 1 ; 1 < PQ , pi < °° ; on pose :

W(%,^ , 0 , A o , A , )

=WneZ ;(^(l-0)yl U^)E^O(A,);(^" ^)e^l(A,)}

C'est un espace de Banach pour la norme :

IK^IIw- ll^0-^ ^II^OCA^ "(^^ll/Pl (A,)

Soit:
/ +00 \

S(po,Pi , 0 , A o , A i ) = û= ^^ (dansAo+A^) ; ( ^ )GW
( -00 /

C'est un espace de Banach pour la norme :

IHIs= mf IK^)llw
a=^

Enfin, (Ao , Ai)v—> S(po ,pi , 6 , A^ , A^) est un foncteur
d'interpolation défini sur la catégorie <°(B) des couples compatibles
d'espaces de Banach, que l'on notera : S(?o , p^ , 6 , , ) .
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On notera aussi S(po , pi , 6 , , ) , le foncteur d'interpolation
correspondant défini sur la catégorie (3 (<B) des couples compatibles
d'espaces banachisables.

2. Interpolation des espaces \pi (A,) .

Soient : Aç , Ai des espaces de Banach ; 1 < p^ , p^ < oo ;
0 < 0 < 1 .

Lorsque (A^ , A^) est un couple compatible d'espaces de Banach,
il en est de même du couple (I/0 (Aç), I/1 (Ai)) et d'après [20], on a
le résultat :

S(Po , Pi , 6 , L^o (Ao), I/i (A^)) = I/ (S(po , p, , 0 , Aç , A^))

' • i ^ 1 1 - 0 0avec équivalence des normes ; — = ——— + ——
P Pô Pi

(1̂  (A) désigne V[ (X , p . , A) selon les définitions et notations du
chapitre 2).

Dans le cas 1 < p^ <p^ = 0 0 , nous pouvons préciser ce résultat.
Soient : L^(Ai) = adhérence dans L°°(Ai) du sous-espace des

fonctions à support compact.
CQ (A^) = adhérence dans L°°(Ai) du sous-espace des fonctions

continues à support compact.

1) D'après la construction même des espaces de moyennes, on a :

S^.oo^L^A^C^Ai)) <^ S^.oo^L^AohL^Ai))

^ S^.oo^L^A^L^Ai))

les inclusions étant de norme < 1 .

2) Nous noterons :

S = S ( p o , o o , 0 , L p o ( A o ) , L O O ( A l ) )

S o = S ( p o , oo, 0,1/^0),]^ (Ai))

S = S ( p o , o o , 0 , L p o ( A o ) , C o ( A l ) )
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W =W(po .oo^L^AoLL^A,))

Wo = W(po , oo , 0 , I/o (Ao), L^(A^))

W = W(po , oo , e , I/o (Ao), Co (A^))

A = S(po , o o , 0 , A o , A i )

Soit û G I/ (A) et à support compact. Soit e > 0 ; 3(^ (^))^ez G w

telle que :

+00v iûW= S u^(x)

l l û l l s d + £ ) > l l ( ^ ) l l w

Soit ^ la fonction caractéristique du support de a ; on a aussi :

+00

va(x)= ^ i^0c)^0c).

(^^).eZ ^WQ

11(^^)11^ <| |(^) | lw<Mls(l +£)

et £ étant arbitraire, il vient : || a Hg < || a Hg .

D'où: l l û l l s ^ = H a l l s .

Et les fonctions de L^A) à support compact sont denses dans
ïf (A) pour 1 < p < oo , donc :

PROPOSITION 1. - Pour K p Q < p < ^ , o n a :

S = S o = L P ( A ) .

Supposons désormais que X = R" , et ^ est la mesure de Lebesgue
sur R" .

Soit E l'ensemble des fonctions de Lp (A) à support compact ;
soit (p,),çN une sul^ régularisante (cf. [25]) :
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P/EÛ)(R") ; p , (x)>0 ; f p , ( x ) A c = l .
'R"

P, ——> ô dans Û)'(R") quand i ——> 4- oo

Soit £ > 0 ; considérons :

Ee = { ? / * ̂  ; ̂  G E ; i tel que || ̂  - p, * ^HLP(A) ^ £)

1) Eg est dense dans L^ (A) ; en effet E est dense dans V (A) et
p, * ̂ ——> ̂  dans I/' (A) lorsque f ——> + oo .

2) On a les inégalités pour p .̂ * ̂  E Eg :

II ^JlLP(A) < IIP, * ^a lll^(A) < II ̂ a HI^(A) + £

3) D'après la proposition 1, V ̂  e E , 3 (^) E W telle que :

^ = y ^
CL ^^ tî

| |(U,)||^<II^HLP(A) (1 +e)

+00

Soit a e Eg ; ût = p, * ̂  = ^ p/ * u^
n=—oo

et (p, * M,.),.^ GW , donc a G S

et : llûHg < ll(p, *^)||yp < ll(Mn)llwo < ll^allLP(A) d + ̂

llûlls < HP( * ^JILP(A) ( ! + £ ) + £ = llallLP(A) (1 + £) +£

Et e étant arbitraire et chaque Eg dense dans 1̂  (A), on en déduit
que : S = !/' (A) , avec égalité des normes.

PROPOSITION 2. - Lorsque X = R" etv. la mesure de Lebesgue
sur R", on a :
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S(po , 00 , 0 , L^ (Ao), L00 (A^)) = S(po , oo , Q , L/o (Ao), C^ (A^))

= 1̂  (A)

avec : 1 < po < + °°

0 < 0 < 1

A = S(po , ^ , 0 , A o , A i )

Remarque 1. — On peut étendre la proposition 2 à d'autres cas
(X et ^ plus généraux), en particulier une démonstration analogue
conviendra pour le cas X == Î2 , ouvert de R" , à condition d'imposer
que le support de p^ soit contenu dans une boule de centre 0 et de
rayon r, , r^ ——> 0 quand i ——> °° .

3. Interpolation des espaces (D^p .

Pour les définitions et les propriétés des espaces (D^p on peut se
reporter à [25] dont nous utiliserons les notations.

On pourrait utiliser la définition de (O^p comme limite projective
d'espaces de Sobolev W^ ; et on connaît des résultats d'interpolation
entre les espaces W^ pour 1 <p < °° (cf. [10]), mais on ne pourra
ainsi obtenir les cas p = 1 ou 4- oo ; considérons donc plutôt, comme
au chapitre 4 :

H^ = H^ (A) ={u E LP (A) ; D^ G L^(A), V m = (m^ , . . . , m^)

tel que m, < q pour i = 1 ,. . . , n .}

pour 1 < p < + o o ; 0 ̂ q entier ; A espace de Banach

\\U\\^q= ^ IID^II^A)
max rn^^q

Et:

C?={MeCo(A) ;D" 'MeCo(A) ,Vm = (m, , . . . ,w^)

tel que m^ <; q pour f = 1 ,. . ., n .}
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IMI^= 1: IID'"«llco(A)
max m, ̂  q

Les espaces H^ et C^ sont des espaces de Banach.

PROPOSITION 3. - Pour 1 < p < oo , <D^p(A) est limite projec-
tive stricte des espaces H^ (A).

«)i~(A) =<B(A) ̂ r /wnYê projective stricte des espaces C^ (A).

On écrira : (û^p (A) = Um H^q (A)
^^N

tf3(A) =LimCg(A)
^eN

Démonstration de la proposition 3 :

La suite (HP'<7 (A)) ^ est une sulte décroissante d'espaces de
Banach, dont l'intersection est (D^p (A), et Ô&LP^)^^™ îipfq (A)-

<yeN
Pour 1 <p < 00, <3) ® A, donc à fortiori (S)^p(A), est dense dans
H^^ (A) pour tout q de N .

Pour p = oo , (B est l'adhérence de (3) dans (^L00 ;^(A) =Um C^(A)
<?eN

et la suite (C^ (A)) ^ est une sulte décroissante d'espaces de Banach
dont l'intersection esttfî(A) ;(3) ® A, donc à fortiori <B(A), est dense
dans chaque espace C^ (A).

PROPOSITION 4. - Soit 1 < po ,pi < °° ; supposons (Aç , A^
un couple compatible d'espaces de Banach ; alors :

1) Le couple compatible (OL^O^AO)'®^! (Ai)) est limite prof ec-
tive stricte de la famille de couples compatibles ^espaces de Banach
(H^A^H^CA,))^.

2) Le couple compatible CO^o (^ ' ^(A!)) est limite projective
stricte de la famille de couples compatibles d'espaces de Banach
(H^ (Ao),C^(A,))^ •
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En effet : Tous les espaces H^'^ (A^) et H^^ (A^) sont des
sous-espaces de I/0 (Ao) + L/^ (Ai).

De même, les espaces H^'^ (Aç) et C^(A^) sont des sous-espaces
deL^Ao)^ L°°(Ai).

(S) (g) (Ao H Ai) est dense dans l/0 (Ao) H I/1 (Ai) et dans
I/0 (Ao) H CQ (Ai). Or, d'après les démonstrations des propositions 5
et 6 (voir ci-dessous), cela suffit à montrer que Û)» ® (Ao H Ai) est
dense dans H?0^ (A^) 0 H^ (Ai) etdansH^ (Ao)nC^(Ai)pour
tout ç de N .

PROPOSITION 5.

S(po ,Pi , 0 , H^^ (Ao) , H^ (Ai)) = H^'^ (A)

avec l < p o , p i < o o , 0 < 0 < !

1 ^ 1 - 0 _0_
P Pô Pi

A = S(po ,pi , 0 , A o , A i )

Démonstration. — Les couples compatibles (H^'^ (Ao),Hp l 'q(Al)
et (L?0 (A^), L^ (Ai)) sont isomorphes dans la catégorie Q((fî) des
couples compatibles d'espaces banachisables (cf. lemme 4.3).

Nous avons en effet :

(H^ (Ao), H^ (Ai)) =- (L^AoLL^Ai))

T o U = Identité (I/0 (Ao), L/1 (Ai))

U o T = Identité (H^^ (Ao), H^ (Ai))
avec :

/ ô ^ / 3 x^
^"(T- + 1) •••(^- + 0 /

^ÔJCi / '^n

U(j?) = i? * Y(x x ) ̂ 1+ - "'̂  x^ ' " x^uvo/ 0 I ̂ i ? • • • 5 ̂  ' ((^ _ i) t )"
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PROPOSITION 6.

S(po , oo , 0 , H^ (A,,), C? (Ai)) = H^ (A)

a^c ; 1 < p^ < oo , Q < 0 < 1

Ï _ _ Î - Ô
P Pô

A=S(po ,°°,0,Ao,Ai)

Démonstration. - Nous avons comme précédemment :

(H^A.,),^)) ̂  (L^CA^^oCA,))

T o u = Identité (L^ (Ao), CQ (A,))

U o T = Identité (H^ (Ao), C^(Ai))
avec :

Tco^-L+i)7...^^)^
î / ^9x^ 1 •

V(g) = g * Y(;c, ,. . . , x_) e-(xl+-+a•n) xlg-l • • • ̂ ~1

(((?-!)!)"

£'M e/jfe/ :

Nous utilisons le lemme 4.3 ; de plus :
La restriction de T à C^ (A,) est évidemment continue de C" (A.)

dans Co (A^.

La restriction de U à Cg (Ai ) est continue de C,, (A, ) dans H"'q (A, ).
Il nous reste donc à vérifier que :

1) /€ CQ (A,) > /* u continue (en posant :

u = Y ( X t , . . . , Xp) e-^-^p> x^ . . . x> ® S, ® ... ® ô
P+l n̂

0 < p < M ; 0 < Û ! , , . . . , 0 ; p < ^ .
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2) (u * /) (je) ——> 0 quand |;c | ——> oo .

Puisque u est continue de CQ (A^) dans H00^ (A^) , on peut supposer/
continue à support compact.

Alors le 1) résulte du théorème de continuité d'une fonction
définie par une intégrale (on écrit :

u * f = f f(x^ -t^... , X p -^ ,^ -p+i ,. .. , ^ ) Y O i , . . . , t p )

e-^-^ t ^ . . . t ^ p d t ) .

Pour le 2), supposons que le support de / est dans le pavé
[— N , N]" et soit M = sup II/Oc) I I ; on a immédiatement :

;3ceN71

p /».x.+N
l l ( ^ * / ) O c i , . . . , ^ ) l l < M . ? \ e-^t^dti.^Xp^.^^Xp)

ï = l ;c,-N

où ^(^n+i , . . . ̂ ) = ' 1 si sup l . v , l < N
• /=?+!,...,yi

^ 0 sinon .

On voit donc que (u * /) (x) ——> 0 quand | x \ ——> °° .
On a donc démonstré le théorème :

THEOREME 1. - Soient : 1 < po , Pi < °°

1) i(po , Ri , 0, OL^O (Ao), ®LPl (A!)) = ®LP(A)

1 1 -0 1avec- =———+——; 0 < 0 < 1 ; A = S(po , pi , Q , A() , A^)
P Po Pi

2) S (po , oo, 0 , <X)^(Ao) ,<B(Ai)) = ®^ (A)

1 1 - 0avec — = —— et 0 < 0 < 1 ; A = S(po , oo, 0 , A() , A^)
P Po

(S désignant le fondeur d'interpolation, prolongement de S pur
limite projective).
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COROLLAIRE 1. - Soit 1 <po <pi < oo ; tout automorphisme
du couple ((D^PQ , (3>LPi) rfe/m^ par restriction une application linéaire
continue de (O^p dans lui-même pour Pô <p <p^ .

Il suffît de remarquer que, dans le cas p^ < + oo et pi = + oo,
tfî est l'adhérence de ^O^Q dans O^oo.

On obtient une variante du théorème de M. Riesz (cf. [20] [27]
pour le théorème de M. Riesz dans les espaces If), sous la forme :

COROLLAIRE 2. - Soient l <po ,pi ,<?o ^i <°°avecpQ < ^,
p, < ̂  ; 0 < 0 < 1 .

Tb^r morphisme de ((O^pQ ,®LPi) dû^ (^L^O ^L^i) ^^^
par restriction une application linéaire continue de <S>^p dansCO^qavec

J _ _ 1 - Q 6 l^_ 1 - 0 6
P Pô Pi ? î Qo Qi

Démonstration :
On sait (cf. [20]) que pour tout objet (A() , A^) de(°(B) on a :

S(po .Pi , 9 , A o , A i ) (—^ S(Ço,^ , 0 , A o , A i )

donc d'après la remarque 3.5 :

S(po ^ P i , 0 , Ao , Ai) f-, S(^o , Ci , 0 , Ao , Ai)

pour tout (Ao , Ai) de e@Q .
En particulier :

S(PO , Pi , 0 , ^L^o . ^L^l) Ç——^ 5(^0 . Cl ^ . ®L^O . ̂ L^l) = ^L^-

Soit ^ G Hom(0) Lpo , ®Lpi) ,0)^0 ,®L<?i))

M E J0 (^p , S(pQ ,pi ,0,(3)^o .®L^i)).

donc à fortiori :

^e^((3)^,®i^).
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(si q^ est infini et'^ < oo , on utilise encore le fait que(B est l'adhérence
de OD^o dans ûD^00) •

Nous pouvons aussi obtenir la variante du théorème de Thorin
(cf. [ 10] [29]), en utilisant le prolongement des foncteurs d'interpolation
définis par la méthode complexe. Utilisons les notations de [10] ; on
sait que :

[I/0,!/1]^!^ avec }-=}——Q^6— ; 0 < 0 < 1 ;
P Pô Pi

1 < Pô . Pi < °° •

Avec une technique analogue à celle du paragraphe 2 on obtient
aussi

[I/o , CJ, = I/ avec 1 = 1——0- ; ^ < °° ; 0 < 0 < 1 .
P Pô

Toutes les démonstrations du paragraphe 3 restent valables en
remplaçant 'S(po ,p^ , 0 ,1/0 ,1/1) par [I/0 ,1/1]^ (prolongement
par limite projective du foncteur [ l^), en remplaçant aussi éventuel-
lement L°° par CQ . On obtient donc le

THEOREME 2. - Soient : 1 < pç , pi < oo .

1) [^PO^LPIÎÔ ^LP

1 1 -0 Q
avec — = ——— 4- —— ; 0 < Q < 1 .

P Pô Pi

2) [®LPO^L -^LP

1 1 - 0
avec — = ——— ; 0 < 6 < 1 .

P Pô

([ \Q désignant le foncteur (^interpolation prolongement de [ }ç par
limite projective).

Il en résulte immédiatement le
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COROLLAIRE 3. - Soient : 1 <^o , ̂  , ̂  , ̂  < oo ; 0 < 0 < 1.
Tout morphisme de (CD^PQ ,0^1 ) ̂ ^ (®L^O 5®i^i) définit par

restriction une application linéaire continue de G\jp dans(0^q avec

j_ __ 1 - 6 6

P Pô Pi

1 ^ 1 - 0 6
P ?o ^i

4. Dualité.

Nous utilisons un résultat de [20].
Soient : (AQ , Ai ) un couple compatible d'espaces de Banach ;

AQ 0 Ai dense dans A^ et Ai ; 1 < PQ , p^ < °° .
Alors on définit le couple compatible d'espaces de Banach

(Ao , A\) par l'injection de AQ et A\ dans (Ag H A^)' et le dual fort de
S(Po ' P i , 0 , Ao , Ai) s'identifie à S(?o , pî , 0 , A^ , A'i) avec

1 1 1 1
— + — = 1 et — + —+ = 1 et — + — = 1 .»» y* »»Pô Pô Pi Pi

En appliquant les résultats du chapitre 3. paragraphe 4, on a donc la

PROPOSITION 7. - &wn/ : l < ^ , Ç i < ° ° ; 0 « ? < l ;

^(<?0 '<?! ^O ,®L<l)=®^

1 1 -0 Q
avec : — = —— + — .

Q îo îi



CHAPITRE 6

INTERPOLATION ENTRE DES ESPACES DE FONCTIONS
INDEFINIMENT DIFFERENTIABLES.

ESPACES DE GEVREY

Nous appliquerons essentiellement les résultats des chapitres 2
et 3 à l'interpolation entre des espaces fonctionnels définis à partir
d'opérateurs non bornés. Après avoir décrit une situation générale
dans laquelle nous pouvons conclure, nous expliciterons le cas parti-
culier des espaces de Gevrey.

1. Position du problème.

Soient : A un opérateur non borné auto-adjoint dans un espace de
Hilbert E ; (M^ç^ une sulte ^e ree^ po^tif8-

On considère l'espace :

EM = D ( A , M J = { x e H DCA^); aLXÎavecl lA^l lE^cL^M^
fc C fceN )

EM est muni de la topologie limite inductive (suivant L ——> °°) desM^
espaces normes

E^ = D(A ; M, , L) = {. E ̂  DCA-) ; ||.||̂  - ̂ "^ < -j

Etant données deux suites Wjç)jç^ et (N^)^^ ' on se propose de
chercher les espaces d'interpolation entre E^ et E^ ; on pourra
aussi chercher les espaces d'interpolation entre E^( et un espace d'un
"autre type".

De nombreux espaces fonctionnels utilisés en analyse sont des
espaces E^ pour E , A , M^ convenables ; ainsi en prenant : pour E un
espace L2 (Î2), pour A un opérateur différentiel "convenable", pour
(M^N une suite (H^ 4- l))^eN avec 1 < ^ < ° ° , on trouve en
particulier des espaces de Gevrey et l'espace des fonctions analytiques
sur Î2 , Î2 étant par exemple une variété analytique compacte.
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Nous pouvons de même considérer n opérateurs non bornés auto-
adjoints commutatifs A ^ , A^ , . . . , Ay, dans un espace de Hilbert E,
définir de façon analogue les espaces D(A^ , . . . , A^ , M^) , et inter-
poler entre ces espaces.

2. Etude générale.

La norme définie sur les espaces E^ apparaît comme la borne
supérieure d'une famille de semi-normes et nous n'avons pas de mé-
thode s'adaptant directement à ce cas. Nous donnons donc d'abord
une définition équivalente des espaces E^( :

PROPOSITION 1. - EM == lim E^ avec :^ - 11-1 ̂

E^= S x e n D(A-);i ^^<-}
k { ^N fc=o L ^k )

\_
k ^ll2 v 2,, ,. / y HA^HE\

^^^^T^^

Démonstration :

i \ v-/ ,.. e— cL1 ) VJCÊE^ ; \\x\\yL > II X||E(D pour tout L > 0 .
k Mi- M»^

|A^|2) X€EM(L)=^ sup-——^= M < + oo
fc fceN L M^

ifc ^ . 1 1 2 ivyr2 T 2y IIA^ .M_Li
i r 2k x.2 ^ f2———-î PO111 tout L, > L .

k=0 L! ^fc l̂ - L

Donc les deux définitions de Ej^ comme limite inductive sont
équivalentes ; et nous utiliserons donc par la suite celle de la propo-
sition 1 qui sera plus commode.

On sait (cf. [6]) qu'il existe une résolution de l'identité associée
à A , soit S-, telle que :
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Si / est une fonction borélienne complexe définie -^-presque
partout sur l'axe réel, alors / permet de définir un opérateur fermé de
domaine dense dans E, par :

D ( / ( A ) ) = j x e E ; f^l/CX)!2 (^(dX);c , ;c )<ooj
\ ——00 /

f(A)x=f f(\) W\)x ; Ax = F" \ W\)x
—00 "—OO

\\f(A)x\\^= /^I/WI2 (^(d\)x,x) ; x^D(f(A)).

Î y|

Dans le cas où /(X) est un polynôme û, X 1 , /(A) = ^ a, A1 (au
/=o 1=0

sens habituel) ; nous pouvons en particulier prendre /(A) = A^, et
nous obtenons :

IMÎ  ^^ 2 ———2WrfX)^,x)
Mj^ ^-oo j^^o L Mjç

Soient donc E^ et E^ correspondant respectivement aux suites
(M^)j^gN e^ (N^)^çN. Ces espaces sont des espaces de Banach, conti-
nuement plongés dans E ; ils définissent donc un couple compatible
d'espaces de Banach, que Fon notera (AQ , A ^ ) .

Calculons K^ ( t , x , Ag , A^) pour t G ]0 , oo[ ; je € Ao + A^ .
On a la

PROPOSITION 2. - 5'o^r ; t C ]0 , oo[ ; x C A^ + A^ .

K^ 0 , Je , AQ , Ai) < (/+ min(M(X), rN(X)) (^(rfX) x , x))2

^ ^ K ^ O . X . A O . A , )

X2^û^c; M(X)= ^ ^
fc=o ^ M^
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NW = i ̂ r-
f c=0 L ^k

Démonstration. — (analogue à celle du chapitre 2) ; on considère
une décomposition : x = XQ + x^

xo = ^(ao)x ' x! = e(ol)x

avec JQ , o^ ensembles boréliens de R et tels que :

MCXX^ISKÀ) , V À C o o

r2 N(X) < M(À) , pour tout À G a^ .

Les différentes vérifications se font comme au chapitre 2. Et on trouve
de même :

THEOREME 1. — Soit 7 une mesure sur ]0 , °°[, non nulle, posi-
tive et vérifiant :

/»00

/ min(l , r2)^ < + oo
"o

Le foncteur ^ ^ [ ] associé à j défini sur 6(B) (cf. chapitre 1)
vérifie :

^[E^.E^ER
llxllo ^<l|x|lE^<v/2||x||^, ^

et

ER = i ;c £ H DCA^ ; \ \ x \ ^ - r ° ° R W ( s m x , x ) < + ^ [
(. tgN R -°» )

R(\) = y°°min(M(X), t2 N(X)) ̂ 7

oo ^2k

M(X) = S -^M^fc=o ^ Mfc
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X2^
N(X) = I: -72 .̂

^=0 L iN^

Nous pouvons passer aux espaces E^ et E^ grâce à la

PROPOSITION 3. - Le couple compatible (E^ , E^ ) est de
type (K ̂ ) et admet pour suite de définition : (E^ , E^ \^ ̂ N x N •

Démonstration. — 1) E^ et E^ sont de type (ff^) et admettent
pour suites de définition respectivement (E^ )^çN e^ (^S )neN •

2) V(m , /î) G N x N , la compatibilité du couple (E^ , E^ ) est
définie par le plongement de E^ et E^ dans Ej^ + Ej^ considéré
lui-même comme plongé dans E.

En utilisant alors le théorème 3.2 et la remarque 3.3 on a le

THEOREME 2. — Soit 7 une mesure sur ]0 , °°[ , non nulle,

positive et vérifiant ) min(l ^^ûf'y^00. Le fondeur d'interpo-
0 ^

lation ̂  2 l 1 défini sur <° (cf. remarque 3.4) vérifie :

^y.2 [KM^ . BN^I = ̂  KR^) .
«eN

^c R(n, X) = ̂  min(̂  ̂  , r2 ̂  ̂ ) rf7 .

Application :

Soit : M^ = (k ! )-5 ; 0 < s < oo .

Nous utilisons une définition plus pratique de l'espace E^ :
k

LEMME1.
ËM^yî^ avec

L- ^
/.« |x ^ ^

E^ = x e r i W A ^ ) ; ||X||EL=J e'1- (e(d\)x,x)<^{
\ K€l\ S _<x, )
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Démonstration :
On montre que pour tout L > 0 , 3 L/ , L" , k ' , k11 strictement

positifs et tels que :
L , L\ L" tendent vers 4- oo simultanément et

À a °° | )< |2A: A. a 1

tler ^T^^"^ • « 'T -

Soient maintenant : 0 < SQ , s^ < °° .

M^ = OU ^o ; N^ = (k ! YI .

L'expression de R(n, \) dans le théorème 2 peut être remplacée par
.oc / j^O ^ " I X

l min^' " l , t2 e n )dj et en utilisant la proposition 2.1, on en
"o
déduit le

COROLLAIRE 1. - Soient : M^ = (k i/o ; N^ = (k ! /i ;

0 <SQ<S <s^ <^> ',

on peut construire un fondeur d'interpolation ^ ^ [ ] défini sur <B et
tel que

^[E^,E^]=E^ avec R, = {k lY .

JOn peut aussi construire un foncteur d'interpolation ^ [ ] défini
sur (° et tel que

Ï [E^SQ , E.,] = E^s avec :

( 0 < S Q < s < o o
( E = H D(A^) muni de la topologie limite projective de celles
v °° fceN

des espaces D(Afc).
Nous nous contenterons de le montrer sur un exemple.
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3. Exemple : classes de fonctions C°°sur une variété compacte.

Soit F une variété analytique compacte ; E = L2 (F) ; on prend
A = A (opérateur de Laplace - Beltrami).

Soient :

8 (F) = {fonctions indéfiniment différentiables sur F}.

Gy (F) = {fonctions de Gevrey d'ordre s sur F} ; 1 < s < o° .

On sait que :

& (F) = H D(A^), muni de la famille de semi-normes
fceN

p^(x)=\\Akx\^ .

G. (D = {, 6 ̂  D(A*) ; 3 L > 0 avec ̂  ,. ̂  „ < ~|

En particulier G^ (F) est l'espace des fonctions analytiques sur F, noté
aussi QL (F) . Cette caractérisation des espaces G^ est due à Lions et
Magènes (cf. [19]). Avec les notations précédentes, on a :

G^(F) = Lim E^ avec M^ = F(2Â; + 1).
L-^oo

On vérifie qu'il est équivalent dans la définition de Gy (F) de prendre
M^ = T(lks + 1) ou M^ = (fe \)25 . Il résulte donc du corollaire 1 la

PROPOSITION 4. - 5'ofé^r : 1 < SQ < 5 < s^ < oo ; F une va-
riété analytique compacte.

ffss
^On peut construire un fondeur d'interpolation $ 3 [ ] défini

sur Qet tel que

^[G^(r) ,G^(r)]=G,(F).

Soit : 1 < SQ < s < oo .

Nous nous proposons ̂ maintenant de construire un foncteur d'interpo-
lation $ [ ] défini sur G tel que
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^[G^(D, ê( r ) ]=G,(F) .

Pour cela, nous utilisons des définitions plus pratiques des espaces
S (F) et G, (F) .

LEMME 2.
8 (F) =11111^ avec

ê"= {xçL2(^)',\\x\\y=f+w(l +aJX|)2" (^(dX)^,x)<ooj

(^^eN étant une su^ arbitraire de nombres strictement positifs.

G, (D = Lim^ G^ ûiw
M-^oo

1

G^ = [x G ̂  D(AÂC) ; IMI^M = /+00 J^ (e(d\)x , x) < oo j

Cette caractérisation de & (F) est évidente et celle de G^ (F) résulte du
lemme 1.

Nous procédons en trois étapes :

1) Interpolation entre S" et G^

2) Interpolation entre Ê(T) et G^

3) Interpolation entre ê(T) et Gy (F)

1) Interpolation entre S" ̂  G^ : Nous utilisons la méthode de
l'exemple 2 du chapitre 2.

Posons M(x) = e^la ; a = -1- .
2^

Soit R(x) tel qu'il existe un foncteur ^^ ^ [ ] réalisant

^,2 [L^ , Lî] = L^ ,
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avec des normes équivalentes ; et on suppose que l'on peut prendre
déterminé par :

t ^^M^ pour l^l^oM(x) M W

f(x) = 0 pour | x | < T avec r = M(X()) > 1 ; (cf. chapitre 2).

On a alors :

^,2[GM,8"]=F„^=!xeL2(^);^oo IR^MI2^^)^^00)

/- / [Â^ \

avec : R^M W = ̂  min^l^1! , r(l + a^W) f(t)dt

\h\0'
Posons : 3^(X) = (1 + ̂  | Xl)-^ ^^1 ;

soit \Q E R^. défini par r = CHZ- (X^) ; on a :

/•^^ lAI01 /»00

Rn,MW=d ^^ixirj ^(Odr+^^l J fWdt
o ^W

Pour | X| < \Q , on a :

^ IÂ^ R^Y ^ ^
R.,(X)-//(0.,.J«1=^.1"1

Po^r 1 X| > \Q , on a :

/^) lA]'1 /.-
R..M m = (i + ̂  I^D" J ^(o ̂  + ^IMI J^ AO ̂

On suppose que pour chaque n G N , a^ est choisi assez petit pour
que : | À| > \Q > J1Z(X) > T ; on peut alors définir jn par

^(À)=M(/x) , ^ G R ^ ; e t :
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/•M(M) [A Ie1 /•<»
1^00=0+^1X1)^ r/MA+^l J /(Odr

M<^o) "M^)

R/ ,MOO=O ^JXI)" /^(^/(M^M'O^+J^I r f(t)dt
^o M^)

-o+«.lxl)"/'-MM^^^")^^+xR^\ du |_ M'(M) J M'QLI)

[ R'r;/^ ~1^ l^ l" R'|
-"^^c"]./''^

-0.«,.d-M<^.R.>]^JÀ|^

= (1 + «. 1 Hl)" [RM - R(x.) + Mfe.) R;(iî) 1
|_ wi ^O ) J

C + R (1-^ -nLogd +a 1X1))°R n M W = 0 + a J ^ I ) " C + R (l-^ - n L o g ( l + a 1X1))°
| | v M

2) Interpolation entre ê(T) et G^ .

D'abord, remarquons que le couple compatible (ê(T) , G^) est
limite projective stricte de la famille de couples compatibles d'espaces
de Banach (é" , G^.N •

Le foncteur ^^ t l (lue nous avons construit dans le 1) est indé-
pendant de n et M. On peut appliquer le théorème 1 du chapitre 3 et on
obtient le foncteur <ty ^ [ ] défini sur la catégorie <° des couples
compatibles limites projectives strictes de couples compatibles d'espaces
de Banach ; on a :

^.2 t W , G^] = hm ̂  [S" , G^] = Um F,^
«eN yieN

Posons FM="!!lFn,M
weN

3) Interpolation entre ê(:T) ^r G^ (F).

Nous appliquons les résultats du chapitre 3 sur le prolongement
par limite inductive ; en "prolongeant" le foncteur ^3 [ ] nous



PROLONGEMENTS DE FONCTEURS D'INTERPOLATION 87

obtenons le foncteur d'interpolation 3^ [ 1 défini sur la catégorie 6
(cf. remarque 3.4).
^ Le couple compatible (&(T), G^ (F)) est un objet de la catégorie
S et admet pour suite de définition ( ê (F), 0^)^^ •

On a donc :
^ ^Mi^,2 W), G,(D] = lim^ ̂ , [SŒ) ;G,] == lim^ F^

M-»oo M-^oo

II ne nous reste plus qu'à caractériser l'espace lim Fj^ .
M->00

Supposons que : R vérifie l'hypothèse de croissance :

I VM > 0, 3 M" (tendant vers + oo avec M)
a^AcN ; ^ > o , V ^ G N
3k11>0

(HJ tels que :

sup(l^JX|)"<rR(——)R(-)
<M-M'weN

On a alors le

LEMME 3. - VM > 0 , 3M\ M'\ A/ , k11 strictement positifs
tels que : M , M', M" tendent vers + o° simultanément et :

^^^(^^^^[[(^ -"Logd+aJXDJ^

<Â:"R
X

(——)VM"/^M

Démonstration. — 3 A"j tel que :

^(^)a<(^a-"Lo^l+û"lxl)<(-)a^fÀI'1
^M7 ^W ^M'
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à condition de choisir (û^ç^ te^ q116

sup(^Log(l 4-aJX|) )<(——) .
?ieN ^M'

On a alors :
_i

^((^))<R([(^)' -»Log(l +.JXI)p<R(^

et alors il résulte de l'hypothèse (H^) que :

klR^)^1 +û"lÀl)"R([(^)a -/!Log<l ̂ ^p^'R^)

On en déduit alors :

lim^ Fj^ = lim G R^ avec
M -^oo L->'00

GRL={xG^D(A^); | |x | |^=J t + w |R(^)l \^X)x,x)<+^

D'où le

THEOREME 3. - Soit R : x ——> R(x) i^^e fonction dérivable
de ]0 , oo[ dû^ ]0 , oo[ vérifiant :

1) R' > 0

R'
2) — ^ décroissant.

M

3) R vérifie l'hypothèse W^).

On peut construire un fondeur d'interpolation îy 2 N défini
sur C et tel que :

^2 [^(r), G, (F)] = lim GR^ avec
L -^00
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GR^ = ̂  e^D(A^ ; 11x11^ = f^ \ R(-^)l (f5(d\)x,x) < oo|

Remarque 2. — Les hypothèses faites sur R ne sont pas néces-
saires, on peut en particulier affaiblir les conditions 1) et 2) du théo-
rème ci-dessus (cf. théorème 2.3) et on peut toujours remplacer R
par une fonction équivalente (R et T sont équivalentes si 3 k , k1 > 0
tels que k T(x) < R(x) < k' T(x) pour tout x E R).

Cas particuliers. — 1) On peut prendre R(x) = e^^ , avec
a1 < a , alors

lim G R, est l'espace G«, avec a' = —-.—————>. L r S ^ f
L-^°o. Ls

2) On peut obtenir d'autres espaces que les espaces de Gevrey,
par exemple avec R(x) = e^ Log^1 +^1).

Nous trouvons donc en particulier :

PROPOSITION 5. - \/s > 1^, on peut construire un fondeur
d'interpolation Ï^ [ ] défini sur Cet tel que

l^^œLûWl-G^r).

(cf. Proposition 2.1 et remarque 2.1 pour le calcul de/).

Remarque 3. - Considérons le fondeur $01 ] du théorème
4.3 ; on vérifie que :

^[8(0, 0(0] = a(D.

On en déduit par exemple le

COROLLAIRE 2. - Soit 0 < Rç < R^ < oo ; soit u une appli-
cation linéaire continue de H€ ̂  dans & (F) dont la restriction à
36^ est continue de H€^ dans QL (F) ; alors u est continue de3€^ dans
a (F) pour tout R vérifiant RQ < R < R^ .
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On a évidemment un résultat analogue en remplaçant (96^ , 9€^ )
par ((B^PO , (D^Pi) ou (^o ,^1 ) . . .

%
De même, on peut vérifier que le foncteur ̂  2 t ] de la propo-

sition 5 est tel que :

l^[9e^,9e^]=^
et il en résulte le

COROLLAIRE 3. - Avec les hypothèses du corollaire 2, u est
aussi continue de 96^ dans G y (F), quel que soit s vérifiant : 1 < s < °° .

4. Généralisation à un ouvert de R72 avec de
"bonnes0 conditions aux bords.

Soit Î2 un ouvert de R" , de frontière 3Î2 indéfiniment différen-
tiable ; posons E = L2 (Î2) ; on sait (cf. [18]) que l'on peut définir un
opérateur non borné A dans E par :

/ D(A) ={ /E L2 (Î2) : A/G L2 (Î2) ;/|^ = 0}

( A : /E D(A) ——> A/G E .

Et on montre (cf. [18]) que cet opérateur A est auto-adjoint.
Nous pouvons donc appliquer exactement les raisonnements du para-
graphe 3.
Notons

é(î2)={;ce â(î2) ; A^la^O.A^O,! , . . . }

Ô,(î2)={xEG,(î2) ; A^la^O.^O,!,...}

à ( î2 )=={ jce a(iï) ; A ^ i a ^ = o , A ; = o , i , . . . }
Nous avons en particulier (en utilisant en outre [19]) la

PROPOSITION 6. -Le foncteur d'interpolation Ï^ [ ] de la
proposition 5 réalise aussi :
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l^[â(î2), QLW]=G,W

On peut aussi (cf. [18]) définir un opérateur non borné dans E par :

( D(A) = (/eL2^) ; A/el2 (i-2) ; ^
\ ( ôï;

^
Qv

( A : /E D(A) ——> A/G E

= 0
3n

A est encore un opérateur auto-adjoint ; il en résulte (en utilisant
encore [19]) la

PROPOSITION 7. - Le foncteur d'interpolation Ï^ [ ] des
propositions 5 et 6 réalise aussi :

l^[àa2),à(î2)] =Ô,(S2)

où ;

ê02)= J x G ê(?2) '; -^-(A^la^ = 0 , fceNiv dï^ '

à(îî) = { x e a(n) ; « == o , « }
Ô, 02) = { x G G, W ; « = o , - }

/ ô \
[— désigne la dérivée normale )
'Qv /

Remarque 4 : f

Nous n'avons considéré précédemment les espaces G^( i ; (ou
Gy (Î2) ou G^ (Î2)) que pour 1 < s < °° . Toutes les démonstrations
sont en fait valables pour 0 < s < oô .

Cas s = 0 :

II aurait été intéressant, par exemple, de trouver comme espaces
d'interpolation entre GQ (F) et G^ (F) les espaces G^ (F) avec :
0<s <s^ ; ' l
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Go (F) = x G H DCA^) ; 3L > 0 avec sup IIA JrllE < ooj
^ ^N ifeN L' )

Cela n'est pas possible (par nos méthodes : Prolongements de foncteurs
définis sur (°(B)). Considérons simplement le cas F = R/Z. La trans-
formation de Fourier réalise un isomorphisme dans 6 de (Gg (F),
Ci (F)) sur (EQ , E^) avec :

Eo = {(ûo , . . . , a^ , . . . ) ; d{ G C et ctf = 0 sauf pour i E 1 fini} muni
de la topologie limite inductive (suivant n ——> oo) des espaces C71.

E^ = lim /^M .
M-^oo

w
Et on vérifie que pour tout foncteur $ [ ] associé à une norme fonc-
tionnelle, on trouve :

l [ E o , E J = E o ou Fi .

(on peut en déduire que toute application linéaire continue de Q((T)
dans &(F) dont la restriction à Gç (F) est continue de GQ (F) dans
(î(F) est même continue de (2(F) dans tt(F)).

5. Remarque sur l'interpolation et le passage aux sous-espaces fermés.

Les calculs précédents nous fournissent un exemple "où l'inter-
polation ne commute pas au passage aux sous-espaces fermés".

Soit F le tore à 1 dimension (F = R/Z).

Soit T : /e &(F) ——> (f^^çÇL2 (F)f

00 II f^ll -5fçL ̂ M œ\ ̂  V 11•/ "L2^) ^ ,- . i ^ , ^ _ ./G G, (F) < > ^ ^ ^ < oo ; 1 < s < oo ;
jç=o M ^AC î ;

donc T est un isomorphisme de

GÎ(F) dans 1^-2 (L2 (F)) = E,
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T(GÎ(D)= {(4)€E, ; /^ =-^/, , V f c £ N J =F, .

Vérifions que F^ est un sous-espace fermé de E^ :

Soit ((/»")fceN)»eN telle que ^/;=4",i , V f e G N .

et OS(")-(/t)——>0 dans ^^(L^D) quand M——>°o .

V ^ G N : (/^ ———>/^ dans L2 (F)

^"+1——>4+i dans L^D

d
II en résulte que : — A =: A+i •

T est un isomorphisme dans G((B) du couple compatible (G} , G\) SUT
le couple compatible (î!^ , F,) de sous-espaces fermés de/^^L2^))
^r^2^)-

Donc, pour tout fondeur d'interpolation <!>[ ] défini sur <°(B) on a

T<&[Gi ^l^IF^ ,FJ.

Qn sait aussi que (G} , G^) est isomorphe dans Q(ûi) à (/^ , /^))
avec :

SL n

é^ <p(n) < e1^1'
^ ^ M , M ' > 0

^ M ^q^nXe^

Soit ^2 t 1 1e foncteur d'interpolation associé à /(r) = r^"3 ;
0 < a < 1 . *

On a (cf. chapitre 2) :

^ l̂ OO . ^(n)l = /r%) avec r^) = p1 -a ̂ ) ̂ a ̂ )

« n
donc : e"" < r(n) < e"' avec M' et M" > 0 ;
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donc : Gf c^ ̂  [G\ , G1,} ç—^ G^

or ,̂2 [^î)-2 ^(^î)-2] = ^fc!)^-^!)-^

et (k ! )2a-2 (2/1 ! F20 = (fc ! F2-20 2-4afc W (l + o(-1-))

rfo^c la norme sur ^2 t^i , F^ ] ^ W pas induite par celle de
<îy 2 [EI » £2] •

6. Cas de plusieurs opérateurs commutatifs.

Soient : E un espace de Hilbert ; A^ , . . . , A^ des opérateurs non
bornés dans E, auto-adjoints et commutatifs (au sens suivant : quels que
soient 1 < k, / < n et a , j3 E C — R , on a :

(A^-al)-1 (A,-j3I)-1 ==(A,-j3I)-1 (A^-aïF1).

Posons T^ = (H - A^)~1 k = 1 , 2 , . . . , ^ .

Notons T^ l'opérateur adjoint de T^ .
On sait que l'algèbre ^, engendrée par les opérateurs

T T T T* T*
1 î A 1 î • • • 5 A n 5 À 1 5 • • • Ï ^ „

est une B* - algèbre commutative d'opérateurs dans E. A partir de la
représentation de cette algèbre, oh montre qu'il existe une mesure
spectrale OTI auto-adjointe définie sur les boréliens de C" et telle que,
pour k = 1 , 2 , . . . , n , on ait ;

D(A^) = LGE ; /J\J2 (WL(d\)x,x)<^\

A^x = lim^f \^ Wl(d\)x , VxED(A^).
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Etant donnée une fonction / borélienne définie OTI - presque partout
sur R" , on peut définir l'opérateur/(A) = / (A^, . . . , A^) par :

/ D(/(A)) = { x E E ; lim f (A)x existe)
v p—^ oo r f

avec /p (À) = /p (A i , . . . , À,,) = / /(X) si |/(À)| < p

\ { 0 si |/(X)|>p

/(A)x = lim /p(A)^: pour x £ D(/(A)) .
p —>oo "

Nous utilisons seulement le cas suivant :

/(X) = X^i . . . À^ ; a i , a , , . . . , ^ G N ;

alors /(A) = A^1 . . . A^ au sens habituel et

1^1..^^= f X^i . . .X>01c( r fX )x ,x )
"R^

pour ^eD(/(A)) .

Application :

Comme dans le cas d'un seul opérateur auto-adjoint, nous pouvons
en utilisant les résultats ci-dessus mettre sous une forme plus commode
(de notre point de vue) la norme de /(A);c pour x G D(/(A)), et par
exemple obtenir des théorèmes d'interpolation pour des espaces cons-
truits d'une manière analogue à celle du paragraphe 2.

Nous le montrons sur un exemple simple :

Exemple. - Soient : Î2={0^ ,x^)e]0 , 1[ x ]0 , ![} ;E = L2 (Î2).

Nous pouvons définir des opérateurs A^ et A^ non bornés dans
E par :

D(Ai)=j/GE;l-ÇeE;/(0,^)=/(l ,x^)= OÏv ox \

.AI/ =-1;Ç ' V/£D(A,).
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D(A,)= / e E ; ^ e E ; / ( x i , 0 ) = / O c i , l ) = O J

A,/ =-|^ , V/GD(A,).

On montre que les opérateurs A^ et A^ sont auto-adjoints et commutatifs.
Il en résulte que :

D(A^ A^)={/GE ; HA^i A^/||l=/ X^i \^ (^(dX)/,/)<oo j
v R2

Posons A^ A^2 == ^^ .

On peut encore définir :

é^^/eEîA^/eEetA00/!^ = = = 0 , V(Â;)GN2}

v / v IIA00 fil )G,(ro=(/e^);3L>o,^^^<4,<,<-.

(Ce sont : l'espace des fonctions C°° et l'espace des fonctions de Gevrey
d'ordre s , avec des conditions au bord).

Posons à (Î2) = Ôi (Î2).

Et, de la même manière qu'au paragraphe 3, on démontre la

PROPOSITION 8. - Soit 1 < s < oo .
^On peut construire un fondeur d'interpolation $ 3 [ ] défini

sur 6 tel que :

t^ [i(S2), QLSÎ)]= ^(Î2).
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