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CONSTRUIRE UN NOYAU
DE LA FONCTORIALITE ?
LE CAS DE I’INDUCTION AUTOMORPHE
SANS RAMIFICATION DE GL; A GL,

par Laurent LAFFORGUE

Introduction

Le but de cet article est de présenter une nouvelle méthode purement
adélique pour réaliser le principe de fonctorialité de Langlands, dans le cas
de I'induction automorphe non ramifiée de GL; a GL>. On se cantonne ici
au cas des corps de fonctions ; le cas des corps de nombres demanderait une
vérification de plus aux places infinies.

On construit un noyau de la fonctorialité sur le produit des groupes adé-
liques GL; et GLy. C’est une version “en famille” et locale de la construc-
tion par les modeles de Whittaker globaux, utilisée classiquement dans les
“théoremes réciproques” de Weil et Piatetski-Shapiro.

La plus grande partie de la construction et des vérifications nécessaires
est locale, c’est-a-dire se fait place par place. Il s’agit de prouver que deux
fonctions, dont chacune est définie localement, deviennent égales apres som-
mation sur les éléments rationnels de certains groupes. Cela résulte de la
formule de Poisson, sur le modele de la these de Tate, dés lors que 'on
comprend comment nos deux fonctions se déduisent localement 1'une de
I’autre par une certaine transformation de Fourier.

Mots-clés : fonctions modulaires et automorphes, principe de fonctorialité de Langlands,
induction automorphe, corps de fonctions, anneaux des adeles, transformation de Fou-
rier, formule de Poisson, fonctions de Whittaker.

Classification math. : 11F03, 11R11, 11R39, 11R56, 11R58.
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La construction des deux fonctions se généralise dans le cadre de I’'induc-
tion automorphe de GL; & GL, ou méme du transfert automorphe général
entre groupes linéaires. Mais on ne connalt pas a ce jour de transformation
de Fourier qui permette de passer localement de I'une a 'autre.

Voici le contenu des différents chapitres :

Le chapitre 1 rappelle d’abord en détail la formulation du principe de
fonctorialité dans le cas de I’induction automorphe sans ramification de GL;
a GLo. Puis il introduit en chaque place des “noyaux locaux” de la foncto-
rialité ; leur définition est dictée par la regle de transfert de Langlands. Ces
noyaux sont construits a partir des fonctions de Whittaker si bien qu’il y
en a deux familles, 'une relative au sous-groupe des matrices triangulaires
supérieures et 'autre relative au sous-groupe des matrices triangulaires in-
férieures. Le chapitre 1 s’acheve par I’énoncé du théoréme général d’échange
de ces deux familles de noyaux par une certaine transformation de Fourier.

Le chapitre 2 donne la démonstration de ce théoréme par des calculs
explicites, en examinant tous les cas de figures : places scindées ou places
inertes, intégration contre un caractere multiplicatif non ramifié ou ra-
mifié, absence ou présence d’'une composante unipotente dans la matrice
carrée de rang 2 en laquelle on évalue les fonctions. On pourrait donner
une démonstration plus uniforme en utilisant un outil puissant — I’équation
fonctionnelle locale des fonctions de Whittaker — mais nous avons préféré
présenter des calculs completement explicites et élémentaires.

Enfin, le chapitre 3 construit des noyaux globaux de la fonctorialité. Leurs
propriétés d’invariance par des sous-groupes discrets assez grands résultent
de la formule de Poisson, une fois connue la propriété d’échange par les
transformations de Fourier locales dont la démonstration a occupé le cha-
pitre précédent. Il faut noter en particulier que I'utilisation de la formule de
Poisson fait apparaitre des termes complémentaires qui sont les valeurs au
point 0 des fonctions considérées. Ces termes complémentaires fournissent
la partie des formes automorphes sur GLs constitutives de nos noyaux glo-
baux de la fonctorialité qui ne provient pas des fonctions de Whittaker.
Leur présence est nécessaire puisque notre construction ne distingue pas
entre les caracteres de GL; sur 'extension quadratique de départ dont le
transfert dans GLs est une représentation cuspidale, et ceux — se factorisant
par la norme — dont le transfert est une série d’Eisenstein.
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1. Définition locale du transfert
et construction de ses noyaux locaux

1.1. Anneaux et groupes adéliques

On se placera toujours sur le corps des fonctions F' d’une courbe X
projective, lisse et géométriquement connexe sur un corps fini F,.

On note | X| 'ensemble des places de F' identifiées aux points fermés de
X, c’est-a-dire aux points de la courbe X a valeurs dans les extensions
finies du corps de base F,.

Pour toute place z € | X]|, on note :

e deg(x) la dimension sur Fy; du corps de définition x(x) de x, avec
donc |k (x)| = ¢i8®) = ¢,

e 1z : ' — 7Z la valuation définie comme 1’ordre d’annulation en le

point = de X des fonctions rationnelles non nulles, et | e |, = ¢z ()

la norme ultra-métrique associée,

e F,. le complété de F pour la norme | e |,

e O, = {a,; € F, | z(ay) > 0} Panneau des entiers de Fy, et m, =
{ax € F; | z(ay) > 1} son idéal maximal, avec donc Oy /m, = k(z).

TOME 60 (2010), FASCICULE 1
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On rappelle que 'expression “pour presque toute place z” signifie “pour
toutes les places z € | X| sauf un nombre fini d’entre elles”.
On dispose de I’anneau topologique des adéles de F

A=Ap= {(az)ze‘)q € H F,
z€|X|

a, € O, pour presque toute place x},

et de son sous-anneau ouvert compact des entiers adéliques
Op=0u, = [] O
z€|X|
On connait le résultat suivant qui est a la base de toute la théorie auto-
morphe :

ProprosiTION 1.1.

(i) Le groupe additif F' est un sous-groupe discret de A. De plus, le
quotient F\A est compact.

(ii) Le groupe multiplicatif F* est un sous-groupe discret de A*.
(iii) Le groupe matriciel GL(F') est un sous-groupe discret de GLa(A).
Dans cet énoncé,
AX = {(az) € H E) ’ a, € O pour presque toute place x}
z€|X|

est le groupe topologique des éléments inversibles de A. Il contient comme
sous-groupe ouvert compact maximal le groupe des adeles entiers inver-

or=1J or.
z€|X|
En toute place z, la valuation définit un isomorphisme

2(e) = [0} — L.

sibles

La définition de A* autorise & combiner toutes les valuations pour définir
un homomorphisme de degré

deg : A — Z
(ax)m€|X\ = _Em deg(l.) 1’(0@)
On connait encore la “formule du produit” :

PROPOSITION 1.2. — Le sous-groupe discret F'* de A* est contenu dans
le noyau A*° de I’homomorphisme de degré
deg : A* — Z.

De plus, le quotient F*\A*? est compact.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Dans toute la suite, on notera H = GLo considéré comme un groupe
algébrique.
Ainsi,

H(A) = GLo(A) = { (@)eeix € ] GLa(F) | g2 € GL2(O,)
z€|X|

pour presque toute place x}

est le groupe topologique des matrices carrées inversibles de rang 2 a coef-
ficients dans A. Il contient comme sous-groupe ouvert compact maximal le
groupe des matrices a coefficients entiers adéliques inversibles

z€|X|

En toute place x, GLy(O,) = K(i[r est un sous-groupe ouvert compact
maximal de GLy(Fy) = H(F).

D’aprés la proposition 1.2, le sous-groupe discret H(F) = GLy(F) de
H(A) = GL2(A) est contenu dans le noyau GLa(A)? de ’homomorphisme
composé

GLy(A) 2% ox 25 7,
Le quotient GL2(F)\ GLa(A)? n’est pas compact mais il est de volume fini
pour les mesures de Haar de GL3(A).

Considérons enfin une extension E de F' de degré 2, que 'on suppose
partout non ramifiée. Autrement dit, F est le corps des fonctions rationnel-
les sur un revétement X' fini étale de degré 2 de la courbe X.

Pour toute place x € | X/, considérons l'algebre E, = E®p F,. Deux cas
sont possibles :

e Premier cas : L’algebre E, est le produit de deux corps isomorphes a
F,. Cela signifie qu’il existe dans le revétement X’ deux points fermés x;
et x9 au-dessus du point x de X. Leurs corps de définition k(z1) et x(x2)
s’identifient & k(z) et les complétions associées E,, et E,, s’identifient a
F,, avec B, = E;, x E,,. On dit alors que la place = est scindée dans E.
On note O, = Op,, X Og,, = Oz x O;.

e Second cas : L’algebre E, est un corps, extension de degré 2 de F,.
Cela signifie qu’il existe dans le revétement X’ un unique point fermé z’
au-dessus du point fermé = de X. Son corps de définition x(z’) est une
extension de degré 2 de k(z) et la complétion associée E,s s’identifie a E,.
On dit alors que la place = est inerte dans E. On note Op, = Og_, .

TOME 60 (2010), FASCICULE 1
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On remarque que le produit tensoriel F ® p Ap s’identifie & ’anneau des
adeles A du corps de fonctions E.
Dans toute la suite, on notera

G = ResE/F GL1

le groupe algébrique sur F' qui se déduit de GL; par restriction des scalaires
a la Weil de E a F'. Cela signifie que pour toute F-algebre A, on a

G(A) =GL(FE®F A).
En particulier, on a en toute place x
G(F:) = Ef
Ef x Ef, = F) x F}
si z se scinde dans E en deux places x1 et xo,

E) si x est inerte dans E
et que 2’ est I'unique place qui la releve.

De plus, E possede un sous-groupe ouvert compact maximal qui est
K§, = Of,
B {Ogml X OEW =0) x OF si z est scindée,
N ng, si z est inerte.
On dispose aussi du groupe topologique adélique

G(A) = A%
= {(tm)xem e ] Ex

z€|X|

ty € OEI pour presque toute place m}

et de son sous-groupe ouvert compact maximal
K§ = 1] 55.= [] 0O%.-
ze|X| ze|X|
En toute place x € | X|, on dispose de ’homomorphisme de norme local
Nm : EY — Ff
t, +— Nm(t,) = déterminant de 'endomorphisme

de multiplication par t, dans E, vu comme
espace vectoriel de dimension 2 sur F.

Il envoie Op, dans O.
Le produit des homomorphismes de norme locaux en toutes les places
x € | X| définit un homomorphisme de norme global

Nm: G(A) = Aj — Ajf.
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Il envoie le sous-groupe ouvert compact maximal K§ dans O et le sous-
groupe discret £* dans F'*.

1.2. Algebres de Hecke sphériques
et formes automorphes non ramifiées

En toute place x, on note d*t, la mesure de Haar sur E;* qui attribue
le volume 1 au sous-groupe ouvert compact maximal OEI. On note HS,V)
Palgebre de convolution des fonctions & support compact sur EX = G(F,)
qui sont invariantes par Kgfz = ng. Cette algebre a un élément unité qui
est la fonction caractéristique 1[57@ de K§,.

Quand la place x de F se scinde dans E en deux places x1 et x5, on a
un isomorphisme

z(e)Xxz(e)

E} /Oy, = B /05, x E),/OF = F) [0 x FY 0} ———LxL

1 2
si bien que Hi@ s’identifie a l’algeébre de groupe de Z x Z. La mesure d*t,
est le produit des mesures de Haar d*t; et d*ty sur B = F\ et B = F
qui attribuent le volume 1 & Op = O et OEIZ) =0F.
Quand la place x de F est inerte dans F, on a un isomorphisme

z(e)oNm
Ef/Og, = E;/Of , ——— 2L
si bien que ’Hf@ s’identifie a I’algebre de groupe de 2 Z.
On déduit de ces considérations :
LEMME 1.3.

(i) Quand la place z de F se scinde dans E en deux places x1 et xa,
Papplication

L Aty - d*ty - gu(ty, 1) - X 7 Xy 0

t=(t1,t2)
€EX=F)X xF)

définit un isomorphisme
87+ Gy — CIXF @ C[X5] = CIXF, X571,
(ii) Quand la place x de F reste inerte dans F, 'application

teEy

définit un isomorphisme

8¢ My = CIX*2) = CIX*!, —X+1]%2,

TOME 60 (2010), FASCICULE 1
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ol le groupe symétrique Gy agit sur l'algébre C[X*! —X*1] en
permutant les variables X et —X.

Le groupe topologique localement compact G(A) = A% peut étre muni
de la mesure de Haar d*t qui est le produit sur toutes les places x € | X| des
mesures d*t, sur les G(F,) = EX. Elle attribue le volume 1 au sous-groupe

ouvert compact maximal K§' = [] K§,.
z€|X]|

On note H,DG I’algebre de convolution des fonctions a support compact
sur G(A) = A} qui sont invariantes par K§' = O, - Cette algebre a un
élément unité qui est la fonction caractéristique 1§ de K.

On a une décomposition naturelle

G __ G
H(D - ® Hm,@
ze|X|
avec
G G
15 = Q) 17,.
z€|X|

Tout caractere x
A%/0F, — C*
peut aussi bien étre vu comme une représentation irréductible, de dimension
1, de l'algebre Hg. Il se décompose canoniquement en un produit

X:®Xm

z€|X|
ou chaque y, est un caractere
E/Op — C*
ou, ce qui revient au méme, une représentation irréductible, de dimension 1,
de lalgebre Hf@.

Quand la place x est scindée dans E en deux places x1 et x2, se donner
une telle représentation irréductible x, de I’algebre ng = C[X lﬂ, X2i1]
équivaut a se donner les images 2z, (Xz), 2z, (Xz) € C* des deux variables
X1, Xo.

Quand au contraire la place x est inerte dans F, se donner une représen-
tation irréductible x, de l'algébre HS ; — C[X*!, —X*1]®2 revient a se
donner au signe pres 'image + 2, (x..) de la variable X.

Un caractére global x : Aj /OgE — C* est unitaire si et seulement si
tous ses facteurs locaux x, : E;/Op — C* le sont.

Et un caractere local x, : B /Of — C* est unitaire si et seulement si
ses “valeurs propres” z,, (Xz), Zz,(Xz) [resp. & 2z (Xz)] sont de module 1.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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On pose la définition suivante :

DEFINITION 1.4. — On appelle représentations automorphes de Hg ses
représentations irréductibles (de dimension 1) qui apparaissent dans la dé-
composition spectrale de I’'espace de Hilbert

L*(G(F)\G(A)/KG) = LH(E*\AR/Of,)

muni de action de ’HQC); par convolution.
Autrement dit, ce sont les caractéres unitaires

X EX\AL /Oy — C*.

Disons que deux caractéres automorphes x,x’ : E*\Ag/Of  — C*

1

sont dans la méme classe si leur quotient x’ - ! se factorise a travers

I’homomorphisme de degré
EX\A/OF, X pAx/0f B 7,

Il résulte de la proposition 1.2 qu’il n’existe qu'un nombre fini de classes
de caracteres automorphes E*\AL /Oy — C*.

Passons maintenant au groupe H.

En toute place z, on note dg, la mesure de Haar sur H(F,) = GLy(F})
qui attribue le volume 1 au sous-groupe ouvert compact maximal K(fw =
GL3(O;). On note ’Hg{ I’algébre de convolution des fonctions a support
compact sur H(F}) qui sont invariantes & gauche et a droite par K(fm. On
Pappelle 1'algebre de Hecke sphérique de H(F). Elle admet pour élément
unité la fonction caractéristique Hg o de K{T,.

Rappelons la décomposition d’Iwasawa :

LEMME 1.5. — Tout élément g, de H(F,) = GLy(F}) peut s’écrire sous
la forme

avec i s € ¥, u € Fy, gp € GLy(Oy).
De plus, si on note

o d*py ou d* g la mesure de Haar sur F)* qui attribue le volume 1
a0y,
e du la mesure de Haar additive de F, qui attribue le volume 1 a O,

e dgy la restriction de dg, a GLy(O,),

TOME 60 (2010), FASCICULE 1
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on dispose de la formule suivante d’intégration des fonctions h, localement
constantes a support compact sur H(F,) = GLa(F})

/ dgy - hz(gz) = / dX,LL1 . dxug / du / dg@
H(Fz) FX X F Fa GL2(Ox)

w10 lu
() (5 1) =)
Rappelons maintenant ’énoncé du théoreme de Satake :

THEOREME 1.6. — L’application

0 1 u
By 4%y - d* / du.th((“l )( ))
FXxF) i = F, 0 pe 0 1

z(p2)—=(p1)
2

. Xi—x(ﬂl) ~Xé_m(M2) -

définit un isomorphisme
S M, s CIXE XS
En particulier, I’algébre de Hecke sphérique ng est commutative.

Le groupe topologique localement compact H(A) = GL2(A) peut étre
muni de la mesure de Haar dg qui est le produit sur toutes les places
x € | X| des mesures dg, sur les H(F,) = GLy(F,). Elle attribue le volume
1 au sous-groupe ouvert compact maximal

Ki' =[] K, = GL2(On).
z€|X|

On note Hé{ , et on appelle algebre de Hecke sphérique globale, 1’algebre
de convolution des fonctions a support compact sur H(A) = GLy(A) qui
sont invariantes & gauche et a droite par Ki' = GL3(O,). Cette algebre
admet pour élément unité la fonction caractéristique ]151 de K.

On a une décomposition naturelle

H __ H
H@ - ® Hx,@
z€e|X|
avec
H H
H@ = ® ]Iz,(2)7
z€|X|

si bien que, comme produit tensoriel d’algebres commutatives, 'Hé{ est elle-
méme une algebre commutative.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Toute représentation irréductible m de cette algebre commutative Héq
est nécessairement de dimension 1. Elle se décompose canoniquement en

- Q@

z€|X|

un produit tensoriel

ol chaque 7, est une représentation irréductible (de dimension 1) de alge-
bre ’H;{ 0

Se donner une telle représentation irréductible 7, de 'algebre ’H;{ 0 -
C[XE, X[ES2 équivaut & se donner, a ordre prés, les images z;(7,),
zo(my) € C* des deux variables X7, XJ.

On pose la définition suivante :

DEFINITION 1.7. — On appelle représentations automorphes de Héi ses
représentations irréductibles (de dimension 1) qui apparaissent dans la dé-
composition spectrale de I’espace de Hilbert

L*(H(F)\H(A)/K{") = L*(GLy(F)\ GL2(A)/ GL2(04))
muni de Paction de HE' par convolution a droite.

Considérons une représentation irréductible # = @ m, de lalgébre
z€|X|
Hé{ . Elle est caractérisée par la donnée, pour toute place z € | X|, des deux
“valeurs propres de Hecke” z1(7,), z2(m,) bien définies & l'ordre prés.
On appelle “forme automorphe propre” de m toute fonction

h:H(F)\H(A)/K! —C

telle que, pour toute place z € |X| et tout élément h, de lalgeébre de
Hecke sphérique locale Hfm, on ait la formule suivante pour le produit de
convolution

hx hy = SH(h,)(21(7p), 22(72)) - .

Citons le “théoreme de mutiplicité 1” de Piatetski-Shapiro :

THEOREME 1.8. — Pour toute représentation automorphe m de Hj,
Pespace de ses “formes automorphes propres” est de dimension 1.

1.3. Définition locale du transfert de Langlands

Rappelons que nous travaillons sur les deux groupes algébriques sur F'

G =Resg/p GL1 et H=GLs.

TOME 60 (2010), FASCICULE 1
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En toute place = € | X|, nous allons définir un homomorphisme d’algebres
commutatives

* . H G
Pz * Hzﬁ) - Ha:,(Z)
qui va constituer la regle locale de Langlands pour le transfert automorphe

par induction de G a H.
Posons :

DEFINITION 1.9. — En toute place z € | X|, on appelle homomorphisme
de transfert par induction de G a H et on note
G
P; : Hﬁ(}) - Hm,@

Phomomorphisme défini de la maniére suivante :

(i) Si la place x se scinde dans E en deux places x1 et xa, avec les
isomorphismes

SH iy < CIXEL XpE,
¢ Gy — CIXE, X5,
P est donné par la substitution des variables (a l'ordre pres)
X1 — X,
XY Xo.
(ii) Si la place x est inerte dans E, avec les isomorphismes
S8y < O X
S¢  HS ) = CIX*F, —XE
P est donné par la substitution des variables (a I'ordre prés)
X - X,
X4 —X.
La composition avec p : ’Hi 0= ng permet d’associer a tout caractere
Xz de ng vu comme un homomorphisme d’algebres

HSy — C

un caractere de Hf@ noté (pz)« Xa-
Autrement dit, pour tout caractére non ramifié

Xz : E;/OEL — C*,

(pz)x Xz est 'unique représentation irréductible 7, de qu) telle que :

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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e Si la place = se scinde dans E en deux places x; et x2, on a égalité
a lordre pres des paires de valeurs propres de Hecke

(21 (ﬂf)a 22(71—96)) = (Zﬂﬂl (Xr)’ Ry (Xr))

e Si au contraire le place x est inerte dans F, on a égalité a 'ordre
pres des paires

(21(72), 22(7m2)) = (22(Xa)s —22(Xz))-

Le but de cet article est de présenter une nouvelle démonstration pure-
ment adélique du théoreme suivant :

THEOREME 1.10. — Pour tout caractére automorphe non ramifié
X = H Xe : BX\AR/Of — CX,
z€|X|
il existe une (unique) représentation automorphe 1 = @ =, de 'algébre
z€|X|

de Hecke sphérique Héq du groupe H(A) = GLo(A) telle que

vz € |X], Tz = (Px)x Xa-
Remarque 1.11. — Ce théoreme implique que, pour tout caractére auto-
morphe x = [] Xxa comme dans ’énoncé, il existe une forme automorphe

z€|X|
non nulle (et unique & multiplication prés par un scalaire)

h: GLa(F)\ GL2(A)/ GL2(04) — C

telle que, en toute place x € | X/, on ait

o hxhy =S (M) (22, (Xa)s 2y (Xa)) - By Yy € ng)a

si x se scinde dans E en deux places z1 et xo,

o hxhy=SH(h,)(2p(x2)s —22(Xz)) - By Yhy € Hfﬂ,

si x reste inerte dans F.

Mais réciproquement, si on prouve ’existence d’une forme automorphe
h vérifiant une telle propriété relativement & un caractére automorphe y de
EX\A%/ OgE, la représentation irréductible 7 de Héf engendrée par cette
forme h sera nécessairement automorphe, c’est-a-dire apparaitra dans la
décomposition spectrale hilbertienne de L2(H (F)\H(A)/K{). Cela résulte
de ce que toutes les valeurs propres z;, (Xz), 2z, (Xz) OU 2z(Xz) ont 1 pour
module.
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1.4. Fonctions sphériques et fonctions de Whittaker

En toute place z € |X]|, construisons sur G(Fx)/KOGT et H(F,)/Kg,
des formes propres relatives aux caracteres unitaires des algebres de Hecke
sphériques locales Hfﬂ et Hfm.

LEMME 1.12.

(i) Si la place z se scinde dans E en deux places z1 et xa, et g =
(A1, A2) est un couple de nombres complexes de module 1, la fonc-
tion

o\, 1 EX=E} xE} =FxF‘—C
t = (t1,ts) — )\Ulc(tl) . )\;‘(b)
est caractérisée par les trois propriétés suivantes :
e elle est invariante par KOC’:z = OEII X OEIZ =0r x0f;
o 00, xpr = ST (0x) (A1, ) - ®F 5, Vior € HE
e dY, (1) =1
(ii) Siau contraire la place x reste inerte dans E, et que A est un nombre
complexe de module 1, la fonction
<I>xG v B — C
t —  \=(Nm(t)
est caractérisée par les trois propriétés suivantes :
e clle est invariante par Kgfm = Ogm ;
® (I);LG-,)\ * Py = Sg(@f)@‘z) ) (bf,w Vg € Hg@;
° @i A1) =1.

Apres le groupe multiplicatif G(F;), passons au groupe matriciel H(F))
= GLo(Fy).

Nous avons besoin de choisir un caractére additif continu non trivial

¥ F, — C*.

On rappelle que le conducteur Ny, d'un tel caractere 1 est I'unique entier tel
que 1 soit trivial sur le sous-groupe ouvert compact {u € Fy | z(u) > Ny}
mais non trivial sur {uv € F, | z(u) > Ny — 1}. Quand le conducteur Ny
est nul, on dit que le caracteére v est régulier.

Pour n’importe quel élément v € F* de valuation Ny, on peut écrire

Y(u) =vo(ry ' u), Yuée Fy,
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oll Yg est un caractere régulier de F).
Utilisant la décomposition d’Iwasawa des éléments g € H(F,)=GLy(F}),

7u10.1u.
70“2 Olg@v

telle que rappelée dans le lemme 1.5, on peut énoncer la proposition sui-
vante qui explicite et caractérise ce que l'on appelle les fonctions de Whit-
taker :

PROPOSITION 1.13. — Soit A\q = (A1, A2) un couple de nombres com-
plexes de module 1.
Considérons la fonction Wf 5\% définie par la formule cohérente

~1
i 1 z(pg)—a(py) )
WK (9) = w(mu) I > A Ay

n1tna=z(p1nz)
z(p1)2ny,ng2z(p2)

0 1
en tout élément g = <M1 ) . < u) - gy, dans le cas ou le caractere ¢
0 125 0 1

est régulier ; puis, dans le cas d’un caractere non trivial général écrit sous
la forme (u) = Yo(7y ' - u) avec yo € FX, (o) = Ny et 1) régulier, par
la formule cohérente

-1
0
it =wie (5 )-9)

Alors cette fonction
WY H(F,) = GLy(F,) — C,

dite fonction de Whittaker, vérifie les propriétés suivantes, qui la caracté-
risent :

e clle est invariante a droite par Kéfz = GL2(0,);

1 u
g ((0 1) ”) = v(w)~  WIK(9), Yu € Fu
o« WYk hy = SH (he) (M, o) - WIRY, Y by € HE

e ona Wf;f(l) =1 si ¢ est régulier et Wf;f ((,60 ?)) =1 dans

le cas d’un caractére non trivial général écrit sous la forme 1)(u) =
Yolyg ! - u) avec vy régulier.
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Insistons sur le fait que la fonction de Whittaker Wf ;f ne dépend pas
de Pordre des deux composantes de Ae = (A1, A2).

1.5. Noyaux locaux de la fonctorialité

La définition des homomorphismes de transfert
H G
P; : Hr,@ - Hm,@
par substitution des valeurs propres de Hecke conduit & poser la définition
suivante :

DEFINITION 1.14. — On appelle noyaux locaux de la fonctorialité les
fonctions

K G(F,) x H(F,) — C
définies de la maniére suivante :
e Dans le cas ou la place x se scinde dans E en deux places x1 et xo,
Kﬁﬁf’w((tl,tz),g) :/ d)\l'd)\Q'Pz(/\l,)\2)‘@55;,,\,@1,752)'”/5,’\%(9)
[A1|=1=[Az]
ot P, est un polynéme, élément de (C[Xlil, X;El},
(t1,t2) décrit G(F,) = EX = EX x EX = FX x FX,
g décrit H(F,) = GLa(F,),
Ae = (A1, A2) décrit le produit de deux copies du cercle unité de
C*,
dA1 et d)\o désignent la mesure invariante de volume 1 sur le cercle
unité de C*.
e Dans le cas ou la place x reste inerte dans F,

K (t,g) = /X| 1 dX- Py(N?) - S\ (1) - W,y (9)
ot P, est un polynéme pair, élément de C[X*2],

t décrit G(F,) = EY,

g décrit H(F,) = GLa(F,),

A décrit le cercle unité de C*,

d\ désigne la mesure invariante de volume 1 sur ce cercle unité.

La raison pour laquelle on baptise ces fonctions
KM G(F,) x H(F,) — C

du nom de “noyaux locaux de la fonctorialité” est fournie par le lemme
suivant :
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LEMME 1.15.

(i) Si la place z est scindée dans E, P, est un polynéme de deux
variables et Aq = (A1, A2) est un couple de nombres complexes de
module 1, on a

/FX . dxh'dXtQ'Kg}g’w((th752),9)@2,\,(151,&) =Pz(>\17)\2)'Wf,7\1f(9)-
XX F

(ii) Si la place x est inerte dans E, P, est un polynéme pair d’une
variable et A est un nombre complexe de module 1, on a

/E KOt g) - 9, (1) = PO WY (o).

Ce lemme signifie en effet que les noyaux d’intégration
KM G(F,) x H(F,) — C
transforment tout vecteur propre
G(F:) /K, — C
d’un caractére non ramifié x, de G(F;) en un vecteur propre
H(F;)/Kqlf, — C

de la représentation irréductible 7, = (pg)«(Xa) de HH .
Les noyaux

KM G(F,) x H(F,) — C

sont invariants & droite par K¢, x K{,.
Pour toute fonction sphérique h, € Hf@, on a la formule

K s hy = S 57 (1) (ha)

ol le premier produit de convolution * est relatif a la variable g, € H(F},),
et le second ! & la variable t;1 € G(F,) :

G,H, G,H, -
(KSH b)) = [ dg KEE (- 0) - hule)
H(Fy)
GHYp - G.H, - -
(Kz,lijw ! ‘pz)(tag) = / dxtm : Ka:,Fg w(t “ty 1’9) ) @m(tm 1)
G(Fy)
Enfin, on a pour toute fonction sphérique ¢, € ’wa

G,HY | —1 _ 1w G.HY
K. p " * ‘Pw—Kx,Px-Sf(gom)'
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1.6. Echange par transformation de Fourier

En toute place z € |X]|, on dispose de 'homomorphisme local de trace

T : E, — F.,
t, +— Tr(t,) = trace de 'endomorphisme de multiplication
par t, dans F, vu comme espace vectoriel de dimen-
sion 2 sur Fj.

Il envoie Of, dans Op,.
Dans le cas ou la place x se scinde dans E en deux places x; et xs,
I’homomorphisme de trace s’écrit simplement

Tr @ Ey=FE; xE,, =F,xF, — F,,
t:(t1,t2) —  t1 +to.

Ayant choisi un caractere additif continu non trivial
Y Fy — CX,
on dispose du caractere additif non trivial induit par composition
YoTr: B, — C*.

On rappelle qu’on a noté Ny le conducteur du caractére . Munissons
E, de la mesure de Haar additive dt qui attribue au sous-groupe ouvert
compact O, le volume AL

Ces choix étant faits, on peut rappeler la définition de la transformation
de Fourier relative a ¥ o Tr sur F, :

PROPOSITION 1.16. — La transformation
fr <f:tl+—>f(t/) :/ dt-f(t)~1/)oTr(tt’)>
E,

définit un automorphisme de I'espace des fonctions localement constantes
a support compact sur E,.

On Pappelle la -transformation de Fourier sur F,.

Son automorphisme réciproque n’est autre que la -transformation de
Fourier sur E,

f— (t’r—>/Ezdt~f(t)~1/;oTr(tt’)).

Le but du prochain chapitre est de démontrer le théoreme suivant :
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THEOREME 1.17. — En toute place x € |X]|, pour tout polynéme P,
(en deux variables ou une seule suivant que x est scindée ou inerte dans
E), pour tout caractére multiplicatif unitaire (éventuellement ramifié)

w: E} — C*,

et pour tout élément g € H(F,) = GLa(Fy), les deux fonctions suivantes
sur B

st 022 3

- w(Nm(t)-| Nm ()]s - /F ) KEAL (t% (‘f 3)(‘5 ‘f) .g>

se prolongent par continuité en des fonctions localement constantes a sup-
port compact sur F,.
De plus, la seconde de ces fonctions est la 1-transtormée de Fourier de
la premiére, a un signe pres qui vaut
e 1 si la place x est scindée dans F,

e (—1)™v si la place = est inerte dans E.

2. Vérifications locales
2.1. Réduction au cas d’un caractere additif régulier

Le but de ce chapitre est de démontrer le théoreme 1.17 dont ’énoncé
clot le chapitre précédent.

Dans ce premier paragraphe, nous allons prouver qu’il suffit de le faire
dans le cas ou le caracteére v est régulier.

Fixons donc une place z € | X|, un polyndéme P, (en deux variables ou une
seule selon que x est scindée ou inerte dans E), un caractére multiplicatif
unitaire w : FX — C* et un élément g € GLo(F}).

Pour tout caractere additif non trivial

Y F, — C,

on définit les deux fonctions suivantes sur E :

fott) =) Nl [ ot 158 (1 (5 ) o)

polt) = o) N0l At kEE (4 () (5 1) 9

Prouvons :
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LEMME 2.1.
(i) Soient deux caractéres additifs non triviaux
Y, tho : Fy — C*
reliés par une identité de la forme
w(a) = oy " - a)
pour un élément vy € F.

Alors on a les relations

fw(t) - w(’Y()) : fd’o (t)v
fq/p(t) = &= w(ryo) . qi(’Yo) . f{/,o (70_1 ) t)’
ol ¢ est le signe

- 1 si la place x est scindée dans F,
(—1)*(0)  si la place x est inerte dans E.

(ii) Pour démontrer le théoréme 1.17 en une place x € |X|, il suffit de
traiter le cas ot le caractére additif i : F, — C* est régulier.

Démonstration.

(i) Les fonctions de Whittaker associées a une paire de valeurs propres
unitaires Ae = (A1, A2) et aux caractéres ¢ et 1y sont reliées par la

formule
1
, , Y% 0
wiso =i (5" %))

On en déduit

, 0
dp - w(p) - Kok (t, (g 1) -g)
F

0
:wwo)‘/ dp - w(p) - KSphve <t, </é 1) ~g>.
FX

De méme, les fonctions de Whittaker relatives aux caracteres conju-
gués 1 et 1y sont reliées par la formule

- _ -1
0
wiso =i (030 9)-0)

5 1 0
_ —xz(v0) | H 2o .
(A1 A2) Wx)\. ((O 70) 9) .

Si la place « se scinde dans E en deux places z; et x5, on a encore

(A1 Ag)~"00) . ¢, (") =0¢, (-,
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tandis que si la place x reste inerte dans F, on a

A7) . (_A)*:D(’Yo) . (I;ﬁ)\(tfl) _ (_1)9:(70) '(I)g;,/\((,yoﬂ 1),

On en déduit
. e GHD (=1 (00 1) (e 0
/F; dp-w(p) - K.'p, (t ,<1 0> (0 1) g)
GHwo 1 -1 (0 1Y [ O\
w(v0)~ / dp - w(p) - K ((70 t) ,<1 0) (0 1) 9)-

On obtient comme voulu

fo@) = w) - fu(t),
Ll = ewho) @ L (et 1),

puisque
-1 —1\—% —2  —a(y0)
w(Nm(yg7)) - [Nm(yg )z * = w(y0)™" - ¢, "7
(ii) Un caractere additif non trivial
WY Fy — C*
s’écrit sous la forme

¥(a) = ol ' - a)

ou g est un caractere régulier et z(vp) = Ny.

Or, il résulte de la définition rappelée dans la proposition 1.16 que
la ¢-transformée de Fourier f d’une fonction f localement constante
a support compact sur F, et sa 1o-transformée de Fourier f° sont
reliées par la formule

fy=a gt -t).
Donc 'assertion (ii) est conséquence de (i).

O

Dans les quatre paragraphes suivants 2.2, 2.3, 2.4, 2.5 du présent chapi-
tre 2, on supposera donc que le caracteére additif ¢ : F,, — C* est régulier
et, par conséquent, que la mesure additive dt sur E, attribue le volume 1
au sous-groupe ouvert compact Og, .
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2.2. Calculs sur les noyaux en une place scindée

Travaillons en une place € | X| qui se scinde dans E en deux places xq
et xo.

Pour démontrer le théoréeme 1.17, il n’y a pas de restriction & supposer
que le polynéme P, est un monome, de la forme Xl_lCl -X§k2 avec k1, ko € Z.

Le noyau local associé s’écrit

T,Ne

KSP(t,g) = /IA . |d>\1 cdda AR AR @G () WY (g).

Décomposons
t= (t1,t2) avec ti,t9 € F;,

(M 0 ) 1 u )
9="g ) Lo 1)
avec 1, o € FX, u € Fy, gy € GL2(O,). On a donc

x

et

oC, (1) = A" g
et
Ho 11 1 ) ey o
Wi =v|—u|] @ 7 : > AT A,
H2 nitng=a(pipz)
z(p1)2ny,ng 2z (ug)
d’ou 'on déduit :
LEMME 2.2. — Avec les notations ci-dessus, le noyau

G,H,
K (t.g)
s’annule en dehors de la zone

ki + ko + a(ty ts) = x(u1 p2)
x(p) = max{ky + (1), ko + x(t2)},
2(p2) < min{ky + x(t1), k2 + z(t2)}.

A Pintérieur de cette zone, il vaut
-1
z(po)—=(p1)
G,H, A M1
Kx,Pwd)(tmg) =4z 2 1/} (N? u)

qui se réduit simplement a
z(pg)—=(p1)
2

qx

lorsque z(u) > 0.
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1
Considérons maintenant g = a0 “) . gy comme fixé, et
0 125) 0 1

0
KG M 2 )
@, Py (t’ (0 1) 9

comme fonction de t = (t1,t2) € B = F X F* et de p € FX.
D’apres le lemme ci-dessus, ce noyau est supporté dans la zone
ky 4 ko + 2ty t2) = w(p1 p2) + (),

x(ppr) = max{ks + z(t1), ko + z(t2)},
2(p2) < min{ky + z(t1), k2 + z(t2)},

-1

z(po)—x(pmy) _=(p)

P qw<mu) 7
M2

étudions le noyau

ou il vaut

expression qui se réduit simplement a

z(po)—x(py) _z()
qm 2 . qw 2
lorsque x(u) > 0.
On calcule maintenant :
PROPOSITION 2.3. — Etant donné un caractére multiplicatif continu

. X X
w:F —C~*,

0
/ dp-w(p) - Kop <t, <’S 1) ~g>,
FT>,<

considérée comme fonction de t = (t1,t2) € EX = F} x F)X, est nulle en
dehors de la zone

P'intégrale

{z(tl) 2 ’I(:U‘Q) - kl )
I(tz) 2 I('LLQ) — kg .

A lintérieur de cette zone, elle vaut suivant les cas :

(i) 0 siz(u) > 0 et le caractére w est ramifié.

(ii) Zf)1+7€2—I(M1M2)

1/2
z

(z(po)—ky)+(=z(po)—ka) ( . ):p(tltz)
2 . w

si z(u) > 0 et le caractére w est non ramifié, de valeur propre z,,.

(iii) Le produit de

(z(pug)—k1)+(=(ua)—ka) z(tat)
Zk1+k2—m(,u1#2) o B2t R . Pw
w x 1/2
qx
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et de
1 si (@(t1) + k1 — z(p2)) + (x(t2) + k2 — x(p2)) > v,
—y st (@(t) + k= 2(p2)) + (2(t) + ke — x(p2)) =v -1,
0 si (z(t1) + k1 — x(p2)) + (x(t2) + k2 —z(p2)) <v—2,

dans le cas ot z(u) = —v, avec v > 1, et ou le caractére w est non
ramifié, de valeur propre z,,.

(iv) Le produit de

2 (z(po)—ky—z(t1))+(z(pna) —ka—z(t2))
wl— ] ¢ : | dp- Wa(p) = —Ny)

Hit F
cw(p) - p(p)

et de la fonction caractéristique de la zone

z(t1) = x(p2) — ki,
z(tz) = x(p2) — ka2,
(x(t1) + k1 — x(p2)) + (x(t2) + k2 — 2(p2)) —v = —No,
dans le cas ot x(u) = —wv, avec v > 1, et ou le caractére w est

ramifié, d’indice de ramification N, > 1.

Démonstration. — D’apres le lemme 2.2, la fonction

G.H, w0
(6 9

s’annule en dehors de la zone
x(t1) = w(p2) — ki,
x(ta) = w(p2) — k2,
w(p) = k1 + ko + x(t1 ta) — (1 p2),

et, dans cette zone, elle vaut
-1
z(pa)—w(py) z(p)
-5~ !
qx 2 . qx 2 . ’(/} ( . u)
H2
qui se réduit simplement a

@(pg)—(py) _z)
2

qx “qr C

lorsque x(u) > 0.

(i) résulte alors de ce que, si x(u) > 0, p — Kg’lij’w (t, (’g (1)> -g>

ne dépend que de la valuation de pu.
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(ii) résulte de 'égalité

z(po)—=(p1) 1
2

bl ki1+k t1te)—
o X (Qw 2, Zw) 1+kotx(tite)—ax(pip2)
(0(u2) =1 )+ (@ (g) —ka) w(it)
B Zk1+k27w(u1;42) ' uz)=ki)+(@(uz) ke ' 2w
T fw qz 1/2 .
qx

(iii) résulte de la méme égalité et de ce que l'intégrale

/F; dp - Wz (p) = ki + ko + 2(ti t2) — 2(p1 pa2)) -9 <Muil : u> i

_ / dp - () = ky + ko + 2t £) — 22(p2) — v) - V()=
FX
vaut 1, —%1 ou 0 suivant que
s

ki + ko +a(titz) — 22(u2) = (2(t1) + k1 — 2(p2)) + (x(t2) + k2 — x(u2))
est strictement supérieur, égal ou strictement inférieur a v — 1.

(iv) résulte de 1’égalité

I(#2);I(#1) 7%(k1+k2+z(t1t2)fx(p,1u2)) (I(#Q)—kl—Z(tl))‘g(z(#2)—k2—z(t2))
qz ‘gz =z

et, par le changement de variable

de la partie (i) du lemme suivant que nous rappelons :

LEMME 2.4. — Etant donné un caractére multiplicatif ramifié
w: F —C*,
notons N, son indice de ramification, c’est-a-dire le plus petit entier > 1 tel

que la restriction de w au sous-groupe multiplicatif compact ouvert 1+m2«
soit triviale.

Alors, si ¢ : F,, — C* est un caractére additif régulier, on a

(i) Les intégrales
e Wz () = N) - w(p) - ()~

valent toutes 0, sauf si N = —N,,,.
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(ii) Pour N =—N,, on a

[ e W) = =N -l ) =

ot

) = [ da-Tala) = ~N.) - wla) - dfa)

x

Ne
est un nombre complexe de module qz> .

0 1
Notant toujours g = </61 i ) . < 0 1{) - gy, considérons maintenant le
2

aHy (-1 (0 1\ (p 0}
wee (o) (6 1) o)

comme fonction de ¢t = (¢1,t2) € E = F x FX et de pp € FF.
De la méme fagon que dans la proposition 2.3, on calcule :

noyau

PROPOSITION 2.5. — Etant donné un caractére multiplicatif continu

. X X
w:F —C~*,

(0 1\ (0
s K2 (o) ) )
P W) Kb, 10/ \0 1

considérée comme fonction de t = (t1,t2) € EX = F} x F)X, est nulle en
dehors de la zone

P'intégrale

{x(tl) > k1 — z(p2) + min{0, z(u)},
x(ta) = ko — x(u2) + min{0, z(u)} .

A lintérieur de cette zone, elle vaut suivant les cas :

(i) 0 si z(u) > 0 et le caractére w est ramifié.

_ (@(ua)—k1)+(z(p2)—ka)
2

K1tk — 2y—
(i) Zw1+ 2—z(p1p2) -4 . (Zw '(]i/ ) x(t1ta)

si x(u) > 0 et le caractére w est non ramifié, de valeur propre z,,.
(iii) Le produit de

(k1 —@(pg)=v)+(kg—x(pug)—v)
Pl

Z£1+k2*$(mu2) e (20 - q;/Q)*w(t1t2)

et de
1 si (z(t1) =k + z(p2) +0) + (2(t2) — k2 + 2(pu2) +v) 2 v,
—qm%l si (z(t1)—k1 +x(p2) +v) + (x(ta) — ko + (o) +v) =v —1,
0 si (z(t1) —k1 + x(p2) +v) + (x(t2) — k2 + x(p2) +v) <v -2,
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dans le cas ot z(u) = —v, avec v = 1, et ou le caractére w est non
ramifié, de valeur propre z,,.

(iv) Le produit de
2 (k1 —w(pug)—x(ty)—v)+(kg—x(po)—=(tz)—v)

wl—)" ¢ : o dp- Wa(p) = —No)
Hiu EX

cw(p) ()

et de la fonction caractéristique de la zone

@(tr) > k1 —x(p2) — v,
(tz) > ko — x(p2) — v,
(:E(tl) — k1 + Jf(,ug) + U) + (m(tQ) — ko + x(ug) + ’U) —v=—N,,

dans le cas ot x(u) = —v, avec v > 1, et ou le caractére w est
ramifié, d’indice de ramification N, > 1.

Démonstration. — Traitons d’abord les cas (i) et (ii) ot z(u) > 0. Quitte
a modifier gy, on peut méme supposer que u = 0.
Alors le noyau

aHyp (,—1 (0 1\ (p O\ N _ cHy(,—1 (2 O
() 6 ) s (o

s’annule en dehors de la zone

ki + ke — x(titz) = x(p1 po) + z(1)

x(p2) = max{ks — x(t1), k2 — z(t2)},

z(ppr) < min{ky — z(th), k2 — z(t2)},
soit

x(ty) 2k — x(p2)

z(t2) = k2 — x(p2),

w(p) = ki + ko — 2(p1 p2) — (t1 t2).
Et, a l'intérieur de cette zone, il vaut

z(p1)—=(p2) z(p)
pl

qx “Qu’

(i) résulte alors de ce que cette expression ne dépend que de la valuation
de p, et (ii) de I'égalité

z(p1)—x(p2)

Qe 2 . (Zw . qé)kl+k2*$(ﬂlﬂz)*ﬂi(t1 t2)

: — k) +(x —k
_ (z(p2) 1)2(T(M2) 2) 1/2)—m(t1t2)

_ Jkitka—
— Zwl 2—x(p1p2) qx . (Zw Qg

Traitons enfin les cas (iii) et (iv) ou z(u) = —v, avec v > 1.

Nous avons besoin du lemme suivant :
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LEMME 2.6. — Siwu € F, avec x(u) = —v et v > 1, on peut écrire
1wy fu O 1 0 w1
0 1/ \0 wut! u 1 -1 0

<“__11 é) € GLy(0,).

ou

Suite de la démonstration de la proposition 2.5. — Quand z(u) = —v,
avec v > 1, le noyau

1 (0 1 w0
KG,H,w 1 . .
2P (t 10/ \o 1)77
-1 0 1 wu
— RGHY (41 [(H2U .
Py ’ 0 U 0 1
-1
A G P R CT
oot 0 1 0 JIYGRT

s’annule en dehors de la zone

ki + ke — z(ti t2) = x(p1 po p),
(e u™t) = max{k; — x(t1), ko — x(t2)},
x(ppy w) < min{ky — x(t1), k2 — z(t2)},
soit
z(th) = k1 — 2(p2) — v,
z(t2) = ko — x(p2) — v,
z(p) = k1 + ko — 2(t1t2) — (1 p2).

Et, a l'intérieur de cette zone, il vaut

—1
I(u1)*1(u2)7v z(p) 2
—1
dz 2 *qz 2. dj < u .

12251
(iii) résulte alors de ’égalité

z(p1)—=(uz)
—_——= - —_ o) —
o p) (2w - q;/Q)kl-Hw z(t1te)—x(pn1p2)

(k1 —a(po)=v)+(kg—z(ug)=v)
2

x

= et (e gl

et de ce que 'intégrale

—1
4]}1 . ]I X /L - + > — X 15 tg — X /l ,U ) . 72 : u_
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vaut 1, —q—l_l, ou 0 suivant que
x

vt <Z?) — (ky + ko — z(t1 to) — x(py p2))

= (z(t1) — k1 + z(p2) + v) + (z(t2) — k2 + 2(u2) +v) — v

est strictement supérieur, égal ou strictement inférieur a —1.
(iv) résulte de I'égalité

w(ﬂl)gft(ﬂ2) v . %(k1+k2—z(t1t2)—x(u1,u2)) . (kl*T(MZ)*m(fl)*’l’)‘;(kz*l(ﬂz)*m(t2)*v)
b =

qx

xT

et, par le changement de variable

_H2

o’

de la partie (i) du lemme 2.4. O

2.3. Transformation de Fourier des noyaux en une place scindée

L’objet de ce paragraphe est de démontrer le théoreme 1.17 dans le cas
ou le caractére additif ¢ : F,, — C* est régulier et la place z € |X]| se
scinde dans F en deux places 1 et xo.

Considérons donc les deux fonctions f et f’ suivantes, définies sur E
apres le choix d'un élément g = <M1 O) . (1 u) - gg de GLo(F,) et

0 125 0 1
d’un caractére multiplicatif w : F,* — C*. Elles associent a tout élément
t = (t1,t2) € B = F) x F* les produits

_ -1 0
J(t) =w(tyte) ™ - [t1to]s 2 / dp - w(p) - Kf:’sz’w (t, (g 1) ‘9) ;
F1‘>,<

_1 - B O 1 0
f(t) = wltit2) [ta t2|w2'/ dp-w(p)-KSH (471, (M q).
EX e 10 0 1

x

Il s’agit de comparer les expressions obtenues dans chacun des quatre cas
(i), (ii), (iii) et (iv) des propositions 2.3 et 2.5.
Supposons d’abord que z(u) > 0, ce qui correspond aux cas (i) et (ii).

Le cas (i) ou w est ramifié. Alors les fonctions f et f’ sont toutes
deux nulles.
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Le cas (ii) ol w est non ramifié. D’apreés la proposition 2.3, la fonction
f(t) est alors le produit de la constante

Zk1+k2*1(lt1#2)
w

et des deux fonctions

z(p2)—ky
gz * - W(z(tr) = z(p2) — k1),
z(p2)—kg

gz > - Wa(tz) 2 2(p2) — k2),
tandis que, d’apres la proposition 2.5(ii), la fonction f’(¢) est le produit de
la méme constante
Zk1+k2*$(ullt2)
w

et des deux fonctions
_z(p2)—ky
@ 7 - Wa(ty) =k —2(p2)),

_z(pua)—ko

@ 7 W(x(tz) = ke — z(p2)).

Les deux fonctions f et f’ sont localement constantes & support compact
sur F, et transformées de Fourier I'une de 'autre. Cela résulte de ce que,
pour tout entier N, les deux fonctions sur F

t—q)? M(a(t) > N)
t— q; N2 (x(t) > —N)

sont transformées de Fourier I’'une de 'autre.

Le cas (iii) ot z(u) = —v, avec v > 1, et w est non ramifié. Dans
ce cas, les deux fonctions f(t) et f'(t) s’écrivent comme le produit de la
méme constante

Zk1+k2—x(u1u2)
w

et des deux fonctions

(x(po)—k)+(@(p2)—k2)
t=(t1,t2) —qu 2 CM(z(t1) 2 w(p2) — k1) - Wz(t2) = z(p2) — k2)

: [ﬂ((as(m Tk = w(2)) + (a(t2) + ks — 2(u2)) > v)

1
gz — 1

CI((@(t1) + k1 — x(p2)) + (2(t2) + k2 — 2(p2)) = v — 1)]

et

(k1 —z(p2)—v)+(kp—x(pa)—v)
t—qu 2

cM(z(t1) 2 k1 — 2(p2) —v) - Lz(t2) = k2 — x(p2) —v)
T((2(t1) — k1 + @(p2) +v) + (@(t2) — k2 + z(p2) +v) = v)

1
Q1_1

CA((@(t) — k1 + z(p2) +v) + (@(t2) — k2 + 2(p2) +v) =v —1)|.
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Soit v = (71, 72) un élément de EX = F* X F* tel que v, (y1) = x(u2)—k1
et v, (72) = x(ug) — ko. Démontrer que f’ est la transformée de Fourier de
f équivaut a démontrer que

_1
tyyele - /(v -t
est la transformée de Fourier de
1
tenvels - fr-1).
Par conséquent, la démonstration du théoréme 1.17 dans le présent cas (iii)
se rameéne au lemme suivant :

LEMME 2.7. — Sur F, x F,, les deux fonctions

t=(t1,t2) — fo(t) = W(z(t1) = 0) - W(x(t2) = 0)
1
qm -

. {H(a:(tl) +x(te) = v) — T T(x(t1) + z(te) =v — 1)}

et

te fot) =g M(z(ty) > —v) - W (tz) > —v)

. []I(m(tl) + z(ta) = —v) — M(z(t) + z(te)=—v — 1)}

4z — 1
associées a n’importe quel entier v > 1 sont transformées de Fourier I'une

de l'autre.

Démonstration du lemme 2.7. — Ces deux fonctions de t = (¢1,t2) sont
localement constantes a support compact, et leurs valeurs ne dépendent
que des valuations z(t1) et z(tz).

Pour démontrer le lemme, il suffit de vérifier que, pour tous entiers
ny,ng € Z, le produit scalaire de f, avec la fonction f,, »,

(t1,t2) = faymo (t1,t2) = Wa(ty) = na) - Lz (t2) = n2)

est égal au produit scalaire de f], avec la transformée de Fourier f,, ,, de

fnl,nz
(t1,t2) = fryna (b1, t2) = ¢ ™77 - W(a(ty) = —na) - Wa(ta) = —no).
Autrement dit, on doit vérifier que 'intégrale
j / dty - dts - W(z(t) > max{0,n1}) - T(a(ts) > max{0, ns})
FoxFy

1
4z —

. |:]I($(t1) + x(te) = v) — T T(z(t) + z(te) =v—1)
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est égale a

I = qw—m—nz—v/F i dty - dty - ]I(m(tl) > max{—v, _nl})

A(x(tz) > max{—v, —nz})
1
qx — 1

. |:]I($(t1) + x(t2) > —U) — . ]I(w(tl) +x(te) = —v —1)

Or, on a
max{0,n1} , ,—max{0,n2}
Ay

I=q,

si v < max{0,n1} + max{0,nz2} et, dans le cas contraire,

= / dty - dts - T(z(t) > max{0,n1}) - T(a(ts) > max{0, ns})
Fp X Fy

[qzqi e Wla(t) + at2) > 0) = —— - Ua(t) +a(ta) > 0= 1)

= /F B dty - dto - W(x(t1) = max{0,n1}) - L(x(t2) = v — max{0,n1})
o G

qx — ]-

—v

=y

si bien que, dans tous les cas,

— max{v,max{0,ny }+max{0,n2}}

I=gq,

De méme, on a
/1 _ —ni—n2—v  ,—max{—v,max{—v,—n;}+max{—v,—na}}
—ni—nz—v _  min{v,min{v,n; }+min{v,nz}}
- Yz qa: .
O
Nous sommes ramenés au lemme suivant dont nous laissons la vérification
au lecteur :
LEMME 2.8. — Pour trois entiers v > 0 et ni,ny € Z, on a toujours
Pégalité
max{v, max{0,ny } + max{0,ns}} + min{v, min{v,ny } + min{v, no}}

=v+ny + ng.
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Le cas (iv) ou z(u) = —v, avec v > 1, et w est ramifié. D’apres
la proposition 2.3(iv), et avec les notations du lemme 2.4, la valeur de la
fonction f en un point t = (t1,t2) € ES = F x F* est

) =w (’“‘2) = )

L1 u 1-— i
z(p2)—ky
qe 7 - Wz(t) = z(p2) — K1)
z(pug)—ko
@ 7 W(x(tz) = x(p2) — k2)

A((z(t1) +k1— z(p2)) + (z(t2) + k2 — 2(p2)) — v =—Ny) - w(trta)

tandis que, d’apres la proposition 2.5 (iv), la valeur de la fonction f’ en
t= (tl,tg) est

Py =w (L) £ o)

01w . 1-— q%
k1—z(pa)—v
cqe 2 - Wa(ty) 2 k- x(p2) —v)
ko—x(pug)—v
qr (x(t2) = ke — x(p2) —v)
c I((2(t) =k +a(p2)+v) + (2(t2) — ko + 2(p2) +v) —v=—N,)
. w(tl tg).

Ces deux expressions sont nulles si v < N,,.
Supposons donc que l'on ait v > N,,,.
On remarque que 1’égalité

(x(t1) + k1 — x(p2)) + (x(t2) + k2 — z(p2)) —v=—No

entraine

q;z(uz)*h);r(z(uz)*kz) _ q;\fw{v Lo(tits)
et que, de méme, 1’égalité
(z(t1) — k1 +2(p2) +v) + (2(t2) — ko + 2(p2) +v) —v =N,

entraine

.2
T

(1 —2(ug) =v)+ (kg —(usz) —v) Ne=v  a(tit)

qdz =q: °
Nous sommes réduits au lemme suivant :

LEMME 2.9. — Pour tous entiers ny,ne € 7Z, la i-transformée de Fourier
de la fonction localement constante a support compact sur E, = F, x F,

(b t2) = o (brot) = o = Wa(ty) = ma) - Wa(ta) = no)
. E(w, 1,&) . w(t1 tg)
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est égale a la fonction

_nitng

(1) — g N qe 7 M(a(th) = —ny — Ny) - Wa(ty) = —ng — No,)
ce(@,9) - w(ty ta).

Démonstration du lemme 2.9. — D’apres le lemme 2.4 (i), I'intégrale
/ dt - Mz (t) = n) - o(F) - V()
Fy
est non nulle seulement si n + z(t') = —N,, et elle vaut dans ce cas

g, "N e(@,1) - w(t).

Donc la transformée de Fourier de la fonction fy,, », de’énoncé du lemme
s’écrit

_ nytng
Pl

Frns (11,15) = £(,9) - 2@, 9) - ;2% - gz
(@(th) = =1 = No) - W(a(ty) = —nz = No) - w(t] ).

L’égalité voulue résulte alors de la formule rappelée dans le lemme 2.4 (ii)
e(w,¥) - e(@,9) = |e(w,¥)* = ¢

Cela acheve la démonstration du lemme 2.9 et donc aussi du théo-
reme 1.17 en les places z € | X| qui se scindent dans E. O

2.4. Calculs sur les noyaux en une place inerte

Allons maintenant en une place € | X| qui reste inerte dans E.

Pour démontrer le théoreme 1.17, il n’y a pas de restriction a supposer
que le polynome pair P, est un monoéme, de la forme X ~2¢ avec k € Z.

Le noyau local associé s’écrit

KEEV g = [ 03T B WI ()

comme fonction de t € E et de
1251 0 1 u
= . : GLo(Fy).
J (0 M2> (0 1) % € GLa(Fa)

(I)G/\(t) — Afz(Nm(t))
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et
0 si wlu)—a(us) ¢ 2N,
. -1 z)-=ly)
WTV(K—A) (9) =19 (% . u) gy 2 am(u) . (_)\)z(uz)
si x(pr) —x(p2) € 2N,
d’ott 'on déduit :
LEMME 2.10. — Avec les notations ci-dessus, le noyau
Koy (t.9)
s’annule en dehors de la zone
{% + z(Nm(t)) = x(u1 p2),
x(p1) = x(p2).
A Pintérieur de cette zone, il vaut

() —e(u1) [ -1
(_1)96(#2).% z T

25
qui se réduit simplement a

z(po)—=(py)
2

(_1)w(u2) -

lorsque x(u) > 0.

1
Considérons désormais g = a0 “) . gp comme fixé, et étu-
0 e 0 1

G,H b w0
weg (5 1) o)

comme fonction de t € £ et de pn € F)C.
D’apres le lemme ci-dessus, ce noyau est supporté dans la zone

{2k +2(Nm(t)) = z(p1 p2) + 2(p),
x(ppr) 2 x(p2),

dions le noyau

ou il vaut

) =z(w) =) W !
(_1)m(;¢2) e 2 -G 2, ¢ T - ,
2

expression qui se réduit a

z(p2)—=(pn1) z (1)

(_1)90(#2).% 2 - qr 2

lorsque x(u) > 0.
On calcule :
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PROPOSITION 2.11. — Etant donné un caractére multiplicatif continu
w: F —C*,
Pintégrale
e 15 (3 1))
considérée comme fonction de t € E, est nulle en dehors de la zone
z(Nm(t)) > 22(p2) — 2k.

A Pintérieur de cette zone, elle vaut suivant les cas :

(i) 0 si z(u) = 0 et le caractére w est ramifié.

(i) (—1)2(k2) . 2k wlam) elu) =k (q%)x(Nm“”

si z(u) > 0 et le caractére w est non ramifié, de valeur propre z,,.

(iii) Le produit de

z(Nm(t))
(_1)f6(u2) . Zik—z(m#z) . qi(l@)—k . (Z“’>

1/2
et de
1 si x(Nm(t)) + 2k — 2x(u2) > v,
_q,%l si x(Nm(t)) + 2k — 2x(u2) = v — 1,
0 si x(Nm(t)) + 2k — 2z(u2) < v —2,
dans le cas ot x(u) = —v, avec v > 1, et ou le caractére w est non

ramifié, de valeur propre z,,.

(iv) Le produit de

(_1)90(”2) W <M2> . q;c(uz)—k—%w(an(t)) / dp - Tz () = —N,)

H1u FX
cw(p) ()
et de la fonction caractéristique de la zone
{x(Nm(t)) > 2x(p2) — 2k,
x(Nm(t)) + 2k — 22(u2) — v = —N,,,
dans le cas ot x(u) = —v, avec v > 1, et ou le caractére w est

ramifié, d’indice de ramification N, > 1.
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Démonstration. — A la suite du lemme 2.10, on a calculé
K (t, (g ‘f) .g> = I(a(Nm(t)) > 22(uz) - 2k)
() = 2k + 2 (Nm(t)) — (s ji2)

s(ug)—a(uy) o) 1 i -1
(_:l)z(:L"Q)qm 2 “Qx 2 1/) 7# U 5
2

-1
une expression dans laquelle le dernier facteur (“M’;l u) disparait

lorsque z(u) > 0.

0
(i) résulte alors de ce que, si z(u) > 0, p +— Kg’lﬁj’w <t, <'g 1) -g>

ne dépend que de la valuation de p.

(ii) résulte de I’égalité

o T (g F )2 (Nm() ~a(i )
a(Nm(1))
- Zikfl’(#lltz) . q;(u‘z)*k . (?‘;’2) )
qx

(iii) résulte de la méme égalité et de ce que 'intégrale

dyi- W) = 2k + 2(Nm(8)) — (i iz)) - (’“‘ ~u)_

Fr M2

= [ du () = 28+ 2(Nm() = 20(02) =) - 0(0)

vaut 1, —ﬁ ou 0 suivant que 2k + z(Nm(t)) — 2z (u2) est stricte-

ment supérieur, égal ou strictement inférieur a v — 1.
(iv) résulte de I'égalité

2l2) o) L (2kta(Nm(t) —z(pip2)) _ a(pe)—k—sz(Nm(t)

et, par le changement de variable

de la partie (i) du lemme 2.4.

Cela acheve la preuve de la proposition 2.11. O
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0 1
Notant toujours g = <M1 ) . < u) - gg, considérons maintenant le
0 1253 0 1

G,H 1 0 1 ) M 0 )
s (7 o)-(6 1))

comme fonction de t € £ et de pn € FC.
De la méme fagon que dans la proposition précédente, on calcule :

noyau

PROPOSITION 2.12. — Etant donné un caractére multiplicatif continu
w: Ff —C*,

L (0 1\ [(p O
Ayt - () - KC (t 1,( )( )y)
/F P 1 0 0 1

considérée comme fonction de t € E, est nulle en dehors de la zone

x(Nm(t)) = 2k — 2x(u2) + 2 min{0, z(u)}.

Pintégrale

A P'intérieur de cette zone, elle vaut suivant les cas :
i) 0 si z(u) > 0 et le caractére w est ramifié.
(i) 0siz(u) >0 et ] te t ramifié
(ii) (_1)95(#2) . Zik*I(MM) . qsfm(uz) Nz - q;/2)—z(Nm(t))
si z(u) > 0 et le caractére w est non ramifié, de valeur propre z,,.
(iii) Le produit de
(71)1’(#2)+U .Zikﬂ(muz) . q’;*r(ua)*v (2w .qglc/2)*m(Nm(t))

et de
1 si x(Nm(t)) — 2k + 2z (u2) + 2v > v,
—ﬁ si x(Nm(t)) — 2k 4+ 2x(p2) + 2v =v — 1,
0 si x(Nm(t)) — 2k 4+ 22(p2) + 2v < v — 2,
dans le cas ot z(u) = —v, avec v > 1, et ou le caractére w est non

ramifié, de valeur propre z,,.
(iv) Le produit de

(= 1)) o ,w< 142 ) | ghmele)— e (Nm() —
i1 u

A W) = =No) - w() ™)
et de la fonction caractéristique de la zone
(Nm(t)) > 2k — 22 (u2) — 2v,
(z(Nm(t)) — 2k 4+ 22 (u2) + 2v) —v = —N,,,
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dans le cas ot x(u) = —wv, avec v > 1, et ou le caractére w est
ramifié, d’indice de ramification N, > 1.

Démonstration. — Traitons d’abord les cas (i) et (ii) o z(u) > 0. Quitte
a modifier gg, on peut méme supposer que u = 0.
Alors le noyau

cHyp (,—1 (0 1\ (pw O\ N _ coy(,—1 (k2 O
e (0 (o) (6 9) ) = (o (5

s’annule en dehors de la zone

,FkﬂNm@>amuﬁ+wm»
z(p2) = x(ppr),
soit

{ﬂNm@»>2k—2ﬂﬂﬂa

2(1) = 2k — (1 p) — o(Nm(t)).

Et, a l'intérieur de cette zone, il vaut

z(p1)—=(pn2) z(p)

(*I)I(HQ) “qz 2 gz’ .

(i) résulte alors de ce que cette expression ne dépend de p qu’a travers
sa valuation, et (ii) de I'égalité

z(py)—=(pg)

Qe (2w - q
= 2hwlune) | gh—(uz) (g 1/2) e (Nm(D),

1/2)2k z(p1p2)—z(Nm(t))

Traitons enfin les cas (iii) et (iv) ou z(u) = —wv, avec v > 1.
Utilisant le lemme 2.6, le noyau

G, H,p 0 1\ (m O0) e Hy (-1 (peuT?t 0 (1 w
we () (5 ) ) =i (o ()
G,H, 1 "’2“71-u pout 0
=K t o, ppyu .
= Pz 0 1 0 pp1w
s’annule en dehors de la zone

{2k —2(Nm(t)) = z(p p1 p2),
a(ppu) 2 x(pp u),

soit
{ z(Nm(t)) > 2k — 22(u2) — 2v,
(1) = 2k — 2(Nm(t)) — 2(u pi2).
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Et, a l'intérieur de cette zone, il vaut

@ (upg ) —w (g~ -1 -1
(71)““2“—1) .qz(um ) 2 (ko ) ) 1][] (,ugu u>
M u

x — T AV 71
= (=1)*m2)tv., qw(“1)2 2l —y .qx(‘T” ) ( H2 .u—1> .
H

(iii) résulte alors de 1’égalité

z(p1)—=z(po)
2

qx
_ o 2aipn) | ghoa(i)—v () g1/2) e (Nm(0)

U (2, - ql/2) 2R (Nm)—(2)

et de ce que l'intégrale

- Iz =2k — x(Nm —x(p1 p2)) - ﬂ-1Fl -
[ 0aty) = 2k = (N () = ) -0 (207 )

vaut 1, fq—l_l ou 0 suivant que
«

v+ (f) —(2k—2(Nm(t))—z(p1 p2)) = (2(Nm(t)) —2k+2x(u2)+2v)—v
1
est strictement supérieur, égal ou strictement inférieur a —1.
(iv) résulte de I’égalité

szl oy L(2k—a(Nm(t)—a(p1p2)) _ k—az(uz)—fe(Nm(t)—v
qx "4z =dqz

et, par le changement de variable
H2
ppy
de la partie (i) du lemme 2.4.

Ld

2.5. Transformation de Fourier des noyaux en une place inerte

L’objet de ce paragraphe est de démontrer le théoreme 1.17 dans le cas
ou le caractére additif ¢ : F,, — C* est régulier et la place x € |X| reste
inerte dans F.

Considérons donc les deux fonctions f et f’ suivantes, définies sur B

apres le choix d'un élément g = (Ml O) . (1 u) - gp de GLao(F,) et
0 125 0 1
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d’un caractere multiplicatif w : F,* — C*. Elles associent a tout élément
t € E les produits

0 = o) [N [ el KRS (t, (g ?) ~g) |

_1 ;
£ = woNmOH Nm(O [ dpot)- kG0 0 (5 ) -9).
FX ek 1 0/\0 1
Il s’agit de comparer les expressions obtenues dans chacun des quatre cas
(i), (ii), (iii) et (iv) des propositions 2.11 et 2.12.
Supposons d’abord que z(u) > 0, ce qui correspond aux cas (i) et (ii).

Le cas (i) o w est ramifié. Alors les fonctions f et f’ sont toutes
deux nulles.

Le cas (ii) ol w est non ramifié. D’aprés la proposition 2.11, la
fonction f(t) est alors le produit de la constante

(_1)90(#2) . Zik—ﬂc(ulﬂz)

et de la fonction
g F - (z(Nm (1)) > 22(p2) — 2K)
tandis que, d’aprés la proposition 2.12, la fonction f/(¢) est le produit de
la méme constante
(,1)1(#02) .Zik*l’(#luﬂ
et de la fonction

¢E=") - I(e(Nm(t)) > 2k — 20(ps)).

Ainsi les deux fonctions f et f’ sont-elles localement constantes & support
compact. Elles sont transformées de Fourier I'une de ’autre puisque le
cardinal du corps résiduel de E, est q2.

Le cas (iii) ou z(u) = —v, avec v > 1, et w est non ramifié.
Distinguons suivant la parité de v.

Supposons d’abord que v = 2v’, avec v’ > 1.

Alors, d’apres les propositions 2.11 et 2.12, les deux fonctions f et f’
sont le produit de la méme constante

/

(_l)r(#z) .Zik*z(uwz) qr"
et des deux fonctions

t i gt =R ((Nm(t))

x

£ gy 07 (e(Nm(t)
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Ainsi f et f’ sont-elles localement constantes & support compact et trans-
formées de Fourier I’'une de 'autre.

Supposons maintenant que v = 1 + 2v/, avec v’ > 0.
Alors, d’apres les propositions 2.11 et 2.12, les deux fonctions f et f’
sont le produit de la méme constante

/

(,I)I(uz) .ZUQJ’C*I(MM) qp"
et des deux fonctions
folt) = 27 [ Ma(Nm(0) > 20 + 2+ 2--a(p2) ~ 20

1
qw_l

CM(z(Nm(t)) = 20" + 22 (ug) — 2k)}

= b [ (e (Nin(0) > 20+ 2+ 2a(u) — 20
1

q,ac - 1

~M(x(Nm(t)) = 20" + 2z(u2) — 2]{:)}

et

0(t) = =gk~ #2) ="~ M(2(Nm(t)) > —20" — 22(us) + 2k)

1
T T(z(Nm(t)) = —2v" — 2 — 2x(us) + 2k)
=gy T L AN (1) > ~20' — 2a(p) + 2k)
S T T(z(Nm(t)) = —2v" — 2 — 2x(u2) + 2k)|.
qx —

Les fonctions fy et fj sont localement constantes & support compact, et la
transformée de Fourier de f; est
ql;—z(,ug)—v'—l

fo(t) = C(z(Nm(t)) = —20" — 2 — 22(us) + 2Kk)

qr — 1
o=
- "‘71 ~M(x(Nm(t) = —2v" — 2z(p2) + 2k)
qx —

qui n’est autre que f{(¢).
Cela achéve la preuve du cas (iii).

Le cas (iv) ou z(u) = —v, avec v > 1, et w est ramifié. D’aprés les
propositions 2.11 et 2.12, les deux fonctions f et f’ sont nulles & moins que
v — N, € 2N, soit v > N, et (—=1)? = (—1)Ne.
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Faisons donc ces dernieres hypotheses.
Alors on a les formules

)= (1) (L) o)

Wi .1—é

) (J‘;(M)_k - T(z(Nm(t)) = 2z(p2) — 2k + v — N,) - w(Nm(t)) ™

No

£ = (1 (L) (6, )

’ 1
w1 l_ch

A(=1)Ne.gh=2 )=V (3 (Nm(t)) = 2k — 22(p12) — v — N,)-w(Nm(t)).
Les fonctions f et f’ sont bien localement constantes & support compact.
De plus, il résulte du lemme 2.4 (appliqué a E, plutdt qu’a F,) que la
1-transformée de Fourier de la fonction sur E,
t — M(z(Nm(t)) = 22(us) — 2k +v — N,,) - w(Nm(t)) !
n’est autre que
t' — M(x(Nm(t')) = —2x(u2) + 2k —v — N,) - w(Nm(t'))

g2l F 2= N | (5N, ).

Pour démontrer que f est la ¢-transformée de Fourier de f, nous sommes
réduits a prouver 'identité

8((4}, 7/}) ! q;Nw : E(W o Nma T/J © TI') = (71)Nw : 8(@7 ’J))
soit, d’apres le lemme 2.4(ii),
e(woNm,9oTr) = (1) . g(w, )%

Cette identité n’est autre que la formule de Hasse-Davenport.
Cela termine la démonstration du théoréme 1.17.

2.6. Les valeurs au point 0

Nous aurons besoin de connaitre les valeurs au point 0 € E, des fonctions
localement constantes a support compact introduites dans le théoreme 1.17.
On se place dans la situation générale de ce théoréme. Ainsi :

e 1 : F,, — C* est un caractere additif non trivial dont le conducteur
Ny n’est pas nécessairement nul,

o w: )} — C* est un caractere multiplicatif unitaire éventuellement
ramifié,
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e g est un élément de GLo(F,,) qu’on écrit sous les deux formes d’Iwa-
sawa

_(m O\ (1 ow\  fpp 0 (1 0) ,
1= (5 ) (o )5 (o 0) e

avec py = p1, py = po et v = 0 si x(u) = 0, et pf = pu,
ph = pou~t si x(u) < 0.
Dans ce paragraphe, on note enfin fy et f:b les fonctions localement

constantes a support compact sur E,, dont les restrictions & E;¢ sont définies
par les formules

Fot) = wim() - [Nl 5EE () 0)-a).

x

70 = N[Nt kG ) (4 ) -a):

x

On obtient comme conséquences des propositions 2.3 et 2.5 :

COROLLAIRE 2.13. — Supposons que la place x se scinde dans E en
deux places x1 et xo, et que P, est un monéme de la forme kal ~X§k2.

Avec les notations qui précédent I'énoncé du corollaire, on a alors :

e Si le caractere w est ramifié :
{fw(o) =0
fp0) =0
e Si le caractére w est non ramifié, de valeur propre z,, :

(w(pa)—k1)+(=(pna)—ka)
N, kitke—x(u1p2
f¢(0) — wa'Zw ( ).qx 2
(k1 =2 (nh))+ (kg —z(u)))

k k . ’ /7
fi/b(o) = (2w- qa:)Nw ’ thL 2=oli) qx 2

Démonstration. — Dans le cas ou le caractere additif ¥ est régulier,
c’est-a-dire ot Ny, = 0, c’est une conséquence immédiate des formules des

propositions 2.3 et 2.5.
Sinon, on écrit ¥ sous la forme

¥(a) =4o(rg " - a)

ol ¥ est un caractére additif régulier et 7o € F,* un élément de valuation

z(70) = Ny.
D’aprés le lemme 2.1 (i), on dispose des égalités
Fo(t) = w(v0) - fyo (),
N _
ft) =wMo) a” - [, (0" 1),

)=
)=
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d’out on déduit les formules annoncées relatives au caractere additif ¢ de
conducteur Ny,. O

De méme, on déduit des propositions 2.11 et 2.12 :

COROLLAIRE 2.14. — Supposons que la place x reste inerte dans F, et
que P, est un mondéme de la forme X ~2F.

Avec les notations qui précédent I’énoncé du corollaire, on a alors :

e Si le caractére w est ramifié :

{fw(o) =0
fp(0) =0

e Si le caractére w est non ramifié, de valeur propre z, :
fw(()) = (_1)95(#2) . zi}v’/’ . Zik—ﬂﬁ(ullw) . qg(ﬂz)—k
f{p(o) _ (_l)x(u;) =z o)V ,Zik—w(uiu'z) .qg—w(ué)

Démonstration. — Dans le cas ou Ny = 0, c’est une conséquence im-
médiate des formules des propositions 2.11 et 2.12.
Sinon, on écrit a nouveau 1 sous la forme

¥(a) = ol ' - a)
et on applique les égalités du lemme 2.1 (i)
Folt) = w(0) - Fu (0),
fq/l,(t) = (—1)!1/’(”/0) ~w(vo) - qi(%) . ff/l)o (70_1 ).

3. Construction des noyaux globaux
par la formule de Poisson

3.1. Caractere additif et mesure auto-duale globaux

Choisissons une fois pour toutes un caractere additif non trivial
Vg : Fqg — C*.
En toute place z € | X|, il induit un caractére additif du corps résiduel
g, © K(T) LN F, e, Cc*,
défini par composition avec ’lhomomorphisme de trace

Tr: k(z) — Fy.
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Puis considérons une forme différentielle rationnelle non nulle wy sur la
courbe X.

En toute place x € |X]|, la composition de 'homomorphisme de résidu
Res et du caractere additif résiduel 1, définit un caracteére additif non
trivial du corps local F,

Ve + Fp — (CX7
a — g (Res(a-wx)).

On remarque que le conducteur Ny, de 1), est égal a I'ordre d’annulation
(ou de pole, si c’est un entier négatif) de la forme différentielle rationnelle
wx au point x de la courbe X. En particulier, le caractere v, est régulier
si et seulement si la forme wx est réguliére au point x.

En presque toute place x € | X|, wx est réguliére si bien que v, est trivial
sur O,. On peut donc définir le produit de tous les ¢, x € | X]|, en tant
que caractere additif

P = H Vet Ap — C*.
z€|X|
On connait le lemme suivant :
LEMME 3.1. — Le caractere additif non trivial 14 : F; — C* étant fixé,
les caracteéres additifs 1) : Ap — C* associés comme ci-dessus a une forme

différentielle rationnelle non nulle wx de la courbe X sont exactement les
caracteres additifs continus non triviaux

AF — (CX
dont la restriction au sous-groupe discret cocompact F' de Ap est triviale.

Fixons désormais la forme wx, donc aussi le caractére ¢ : Ap — C* et
ses composantes v, : F, — C*.
Sur l'extension E de F, on dispose de 'homomorphisme de trace de E
sur F
Tr: E— F.
En toute place x € | X|, son produit tensoriel avec F, sur F est ’lhomomor-
phisme de trace local déja rencontré

Tr: B, — F,.

Il envoie Of, dans OF, .
Enfin, son produit tensoriel avec A r est ’homomorphisme global de trace

Tr: Ag — Ap.
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Il se confond avec la somme sur toutes les places x € |X| des homomor-
phismes locaux de trace Tr: E, — F,.

En toute place z € | X|, on dispose du caractere additif non trivial défini
par composition

YyoTr: B, — F, — C*.
Le produit sur toutes les places € |X| de ces caractéres n’est autre que
le composé
YoTr:Agp — Ap — C*.
Il est trivial sur le sous-groupe discret E de Ag.
Comme dans la discussion qui précede I’énoncé de la proposition 1.16

du paragraphe 1.6, munissons chaque F,, z € |X|, de la mesure de Haar

additive dt, qui attribue au sous-groupe ouvert compact Og, le volume
Ny,
qz -

On dispose alors de la 1,-transformation de Fourier locale
foo (festom ) = [ at e om0
et de sa réciproque, la 1 -transformation de Fourier locale
foo (o [t ) oot ).

Munissons Ag de la mesure de Haar additive produit dt = @ dt.
z€|X|
On a le théoréme suivant :

THEOREME 3.2.

(i) La transformation

f~<ﬁﬂ~ﬂw: wfwwwﬂaﬂﬂ

Ag
définit un automorphisme de 'espace des fonctions localement cons-
tantes a support compact sur Ag.

On lappelle la -transformation de Fourier sur Ag.

Son automorphisme réciproque n’est autre que la -transforma-
tion de Fourier sur Ag :

f— (t’ — dt-f(t)-q;oTr(t-t’))

Ag

(ii) (Formule de Poisson)
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Pour toute fonction localement constante a support compact f

sur Ag, on a
S 16 = 3 7).

6€E 6€E

Si f est une fonction sur Ag de la forme

f: ® fat
z€|X|

ou chaque f, est une fonction localement constante & support compact sur
E, et oli, en presque toute place x, f, est la fonction caractéristique o,

de Op,, on a
f = ® fit
ze|X|
Autrement dit, la i-transformation de Fourier globale sur Ag est le pro-
duit tensoriel, sur toutes les places x € |X|, des ,-transformations de
Fourier locales sur F,.

3.2. Construction locale
et identification des termes complémentaires

Dans ce paragraphe, fixons une place z € | X|.
Nous avons introduit dans le paragraphe 1.4 les fonctions de Whittaker

Whls L H(F,) = GLy(F,) — C

T

associées aux choix du caractére additif non trivial
Vg By — (e

et d’une paire de nombres complexes unitaires Ae = (A1, A2).
Nous avons besoin d’introduire d’autres fonctions

VN GLy(Fy) — €
qui vont permettre de réinterpréter les “valeurs en 0”7 calculées dans le

paragraphes 2.6.

PROPOSITION 3.3. — Soit A\e = (A1,A2) un couple de nombres com-
plexes de module 1.
Considérons la fonction

H,Ny,
T,\e
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qui associe a tout élément écrit sous forme d’Iwasawa,
_(p1 O 1 u
0 11 0 1 90,

z(p)—=(n1)+Ny,
H,Ny,, _ 3 &)= Ny,  yz(p2)
V:c,)\. (9) = ¢ A7 Ay :

la valeur

Alors cette fonction vérifie les propriétés suivantes, qui la caractérisent :
e elle est invariante & droite par K§, = GLy(O,) ;

e clle est invariante a gauche par le radical unipotent

Natr) ={(y §)[uerfs

VxHAN%*h = S (he)(M1, A2) - VHN”T Vhy € HYy;

pour tout élément vy € F de valuation z(vy) = Ny, , on a

HNg, (Y0 O\ _
v (5 0) =
® On a

(1)
HNy, (71 0 _ (A (g 2 2o )E(2) o Nvs
Vw)\. <<0 ’YQ) g> o <q315/2> (qw A2)* VL e (9),

V1,72 € FIX.

Remarque 3.4. — A la différence des fonctions de Whittaker W, ’1/’””,

les fonctions V N dépendent de l'ordre des deux composantes A\; et Ao

de A\e = (A1, )\2). C est pourquoi les quatre premieres propriétés énoncées
dans la proposition ci-dessus ne suffisent pas a les caractériser.

De méme que nous avions introduit dans la définition 1.14 du para-
graphe 1.5 les “noyaux locaux”

Kyl G(Hp) x H(E,) — C,
on pose la définition que voici :
DEFINITION 3.5. — On note
KSPM0 G(F,) x H(F,) — C

les fonctions définies de la maniére suivante :
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e Dans le cas ot la place x se scinde dans E en deux places x1 et xo,
G0 =G n  /HNy,
Kok 7(09) = //\|—1 dA- P (X A) - @7 (3 3 (1) -V, (035 (9)

ot P, est un polynéme, élément de (C[Xlil, XQﬂ},
t est élément de G(F,) = E = Ef x Ef, = F} x F,
g est élément de H(F,) = GLa(Fy),
A décrit le cercle unité de C*,

dA désigne la mesure invariante de volume 1 sur ce cercle.

e Dans le cas ot la place x reste inerte dans F,
G,H,0 ——— _HN,.
K, (tg) = /u—l dx- Po(N?) - 98, (1) - VIV (g)

ot P, est un polynéme pair, élément de C[X*2],
t décrit G(F,) = EX,
g décrit H(F,) = GLy(F,),

A et d\ sont comme plus haut.
Les fonctions
K0  G(F,) x H(F,) — C

sont invariantes a droite par K(fx X Ké{x.
Pour toute fonction sphérique h, € Hf g» on a la formule

KZp s he = KZp2 7 (3 (he)

ol le premier produit de convolution x est relatif & la variable g, € H(F;)
et le second ! & la variable t ;1 € G(Fy).
Enfin, on a pour toute fonction sphérique ¢, € Hf@

_ 17G,H,0

G,HO0  —1
K * Pr = Ian'ch(LPg_»)'

z, Py
L’introduction des fonctions K f ’Ifi’o dans la définition 3.5 ci-dessus est
justifiée par la proposition suivante :

PROPOSITION 3.6. — Dans la situation et avec les notations ci-dessus,
et pour tout caractére multiplicatif (éventuellement ramifié)

. X X
w:F —C~*,
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les deux fonctions sur F
_ _1 0
Ers £9() = w(Nm(8) | Nm(8)]s / - w(pr) KGO <t7 (/g 1).9),
£ fO(t) = w(Nm(t)) - | Nm() / di - Kf}go(t ) (2 (1)>
w0
(6 1))

Elles coincident avec les valeurs en 0 des deux fonctions localement

sont constantes.

constantes a support compact sur E,, dont les restrictions a E* sont définies
par

Fl) = w(Nm(8) 7 | Nm(t) / ot K (0 (4 1) ),

F,(8) = w(Nm(#)) - | Nm(#)] * / - () - KO (t—l’ <(1J (1)>

| 5 9)).

Démonstration. — Comme dans ’énoncé des corollaires 2.13 et 2.14 du

paragraphe 2.6, nous allons utiliser les deux décompositions d’Iwasawa de
Iélément g de GLo(Fy)

(K1 0 . 1 u )

g_ 0 /JQ O 1 th
_(m 0 (1 0} ,
g_<0 ué) (U’ 1) %

Traitons d’abord le cas ou la place z se scinde dans E en deux places z
et x3. On peut supposer que P, est un monome, de la forme Xl_k1 ~X2_k2.
Alors on peut écrire

G,H,0 po 0N N ) 3 v (O
Ky (t’(o 1) g) _/M:ldAP(A N ““””V*W((O 1> g)

avec
(I)g,()\’,\) (t) — )\x(Nm(t))
et

w(pug)—w(p z(p)
yHENe, (1 0) ) e \E()Fa(u2) =Ny, A
z,(AA) 0o 1)9 9= q1/2 :

x
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Par conséquent, la fonction

G,H,0 pw 0
(oo 99
est supportée dans la zone définie par la condition

k1 + ko + x(Nm(t)) = (1 p2) + 2(p) — Ny,

et elle vaut dans cette zone

@(p2) =@ (1) +Ny

qx 2

0
/ dp - w(p) - K0 <t, </g 1)-9)
ETX

s’annule si le caractere w est ramifié. Si au contraire il est non ramifié, de

L’intégrale

valeur propre z,, cette intégrale vaut

x —z +N
(k) me () 4Ny ' ( 2

ki+keo+x(Nm(t))—z(pip2)+Ny,
qx /3
qi”)

_ paNm(n) | 3o NmO) | Nuw btk —a(ups) | @)= 5

On voit que la fonction f)(t) est constante comme annoncée. D’aprés la
premiére formule du corollaire 2.13, sa valeur coincide avec la valeur en 0
de la fonction fy(t).

Considérons maintenant la fonction
G (1 (0 1\ (u O)
w0 (o) (6 1))
Elle est supportée dans la zone définie par la condition

Fy + ko — a(Nm(t)) = 2(15 ) + () = Ny,

et elle vaut dans cette zone

@ (uh) —w (uh) + Ny,

qx 2

(1 0\ (u O
duwu-Kf’H’O(t 1’( )( )'g>
/F; ) Kb, 0 1) \0 1

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER

_q%:t(u)

L’intégrale



CONSTRUIRE UN NOYAU DE LA FONCTORIALITE ? 139

s’annule si le caractére w est ramifié. Si au contraire il est non ramifié, de
valeur propre z,, cette intégrale vaut

z(u’l)—r(:;)+1\’«/;m (12
qz = Zw
Ktk

e (Nm() q;%x(Nm(t)) (20 - o) Ve .Zf)l+k2*$(:“‘l1ﬂé) gy ? —o(uy)

)k1+k2—fC(Nm(t))—fﬂ(#ﬁuéHNw

On voit que la fonction fl/po(t) est constante comme annoncée. D’aprés la
seconde formule du corollaire 2.13, sa valeur coincide avec la valeur en 0 de
la fonction f,(t).

Traitons maintenant le cas ou la place = reste inerte dans E. On peut
supposer que P, est un mondme, de la forme X 2.
Alors on peut écrire

G,H,0 po0) ) 0N TG ALy HE N, ([ 0)

avec

et

#(h2) =2 (h)+ Ny,
VH N, <<u 0) 'g) e ey,

z,(\,N) 0 1
@(p)
A (s
. (1/2> . (_1)- (4 z).
qx
Par conséquent, la fonction

()
est supportée dans la zone définie par la condition

2k +z(Nm(t)) = x(p1 p2) + () — Ny, ,
et elle vaut dans cette zone

z(p2)—@(u1)+Ny
2

(,l)z(uz) e 2 .q;%““)_

0
/ dp-w(p) - KA (t, (g 1)-9)
EY
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s’annule si le caractére w est ramifié. Si au contraire il est non ramifié, de
valeur propre z,, cette intégrale vaut

z(p2)—@(p1)+Ny z
(_1)w(u2) w2 - ( d

2k+x(Nm(t))—z(p1p2)+Ny,
qi/2>

— LaNm@) =3 NmO) | qyee) | Nes | 2h—a(upa) | goln)—k,

On voit que la fonction f)(t) est constante comme annoncée. D’aprés la
premiére formule du corollaire 2.14, sa valeur coincide avec la valeur en 0
de la fonction fy(t).

Considérons la fonction
GHo (,—1 (0 1\ (un O
wit (o) (6 1))
Elle est supportée dans la zone définie par la condition
2% — w(Nm(t)) = 24, 1) + 2(1) — Ny,

et elle vaut dans cette zone

a(n))—@(uh)+ Ny,

L’intégrale

(1 0\ (p 0
R R
/F; W) K, 0 1) \o 1

s’annule si le caracteére w est ramifié. Si au contraire il est non ramifié, de
valeur propre z,, cette intégrale vaut

, @(n])—x(uh)+Ny, 1 .,
(_1)w(u2) (=) gy T (g2 .Zw)%—w(Nm(t))—w(ul H2)+ Ny,

— oe(Nm(), q;%l’(Nm(t))_ (—1)708) . ( YN Zik—w(u'mé), q’;—w(ué).

2w qx
On voit que la fonction f{/jo (t) est constante comme annoncée. D’apres la
seconde formule du corollaire 2.14, sa valeur coincide avec la valeur en 0 de
la fonction f, ().
Cela termine la preuve de la proposition 3.6. (|
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3.3. Construction de noyaux globaux de la fonctorialité

Considérons une famille P = (P,),¢x| de polynémes indexés par les
places z € | X], telle que

e en toute place x scindée dans F, P, est élément de (C[Xlil, X2i1],
e cn toute place x inerte dans F, P, est élément de C[X*2],
e en presque toute place x € | X]|, le polynome P, est égal a 1.

On peut alors définir les fonctions globales suivantes des variables ¢ =
(tz)zeix| € G(Ap) = Ap = I Ef et g = (92)zeix) = H(Ap) =

z€|X|
GLQ(AF): H GLQ(FI)
z€|X|
KGHw H KGHw xagm)
z€|X|
Eg'™(tg) = [ Koo (te 92)
z€|X|
Nous allons démontrer :
THEOREME 3.7. — Pour toute famille de polynémes P = (Pp)¢|x]

comme ci-dessus, la fonction des deux variables t € G(Ap) = A}, et g €
H(Ar) = GL2(AR)

Kg7H,p(t7 g) = Z Kg,H71/} (6t7 (’g ?) . g)

SEEX ~yEFX
G,H,0 v 0
= (o5 1) o)
yeEFX
est aussi égale au produit de la fonction

o ()G )

SEEX yEFX

SEERIEE

yeFX

et du signe

ze|X|
x inerte dans E
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La fonction

A% x GLy(Ap) — C
(t,g) — Kg'™"(t,g)

est invariante a droite par le sous-groupe ouvert compact maximal Kg; X
K = OgE x GL2(Oy) et invariante a gauche par le sous-groupe discret
E* x GLo(F).

Démonstration. — Translater par un élément ¢ € A% dans les fonctions
Kg’H’w(o,o), Kg’H’O(o,o) et Kg’H’w(o,o) équivaut a multiplier certains
des polynoémes P, par un mondme.

Pour démontrer ’égalité de la premiere assertion du théoreme, on peut
donc supposer que t = 1.

Il est équivalent de prouver que, pour tout caractere automorphe unitaire
éventuellement ramifié

H wy : FX\AR — CX,

z€|X|

on a 'égalité
G,H, po 0
Z d,u wp) - Kp 6, g
0 1
SeEx
+/ du~w(u)-K§’H’0<1,<M 0)-9)
AX O 1
F
) - KGHY (51 0 1y (w O,
b 55 (00 ) 5 2) )
oty g0 (1 (O LY (r OY.
/ o628 (1 (1 o) (5 1) )]
F
Or, on a les décompositions en produits

/AX dp-w(p) - Kg™ (L (/g (1)) ~g>

i 0
=l / dpta - wi (1) - K0 <tm7 (/gc 1) -gx>,

z€|X|

|2 /.

SeEx
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/AX dp-w(p) - Kt <1, <g (1)> ~g)

F
z 0
0 [ et w580 (1 (0 7)o,

z€|X|

N 0 1 0
/Xdu-wwKﬁ’H”(t 1’(1 o)'(g 1).9)
AF
S/ /(0 1 z 0
H/ At wa (1) - Kﬁg,wm <tx17(1 0)(% 1)-gx>7

z€|X]|

0 1 0
/X dp - w(p) - Kg o <1’ <1 0) ' (g 1> 'g)
AF
0 1 0
- 11 / At - wa i) - Kgp (1’ (1 0)(;? 1>.gz>.

z€|X|
L’égalité voulue résulte alors de la formule de Poisson pour le sous-groupe
discret E de A (c’est-a-dire du théoréme 3.2 (ii)), du théoréme 1.17 et de
la précédente proposition 3.6.
En effet, comme w est un caractére automorphe, les caractéres de A

t — w(Nm(t H | Nm(t,
z€|X|
et
t — w(Nm(t H | Nm (¢,
z€|X]|
prennent la valeur 1 en tous les points § € E*.
Il résulte aussi de la proposition 3.6 que, pour tout caractere automorphe

unitaire w : F*\A}% — C*, les fonctions sur A

t— dp - w(p) - K™ (ta (“ O)-g),
sz O 1
G,H0 0 1\ (u O).
o [t kg (1 0) (5 3) )

sont invariantes par le sous-groupe discret E*. Il en est donc de méme des

0
t— 2: KgJLO<t<g 1>'g>7

yEFX

ol ) )

YEFX

fonctions
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Par rapport & la variable g € GLo(F},), ces fonctions sont invariantes &

gauche par les sous-groupes discrets I'y = {<g 717) ’ yeF* ne F} et

Iy = {<’y (1)> ‘ vye F* ne F} respectivement. Il en est de méme des
n

deux expressions

5, (el 9

SEEX yEFX

£l )G Y

SEEX yEFX

et

Comme le groupe GLo(F') est engendré par ses deux sous-groupes I'; et
T'5, on conclut que la fonction

(t,g) — K5 ™" (t,g)

est invariante & gauche par le sous-groupe discret E* x GLo(F).
Enfin, toutes les fonctions utilisées dans la construction sont invariantes
a droite par K§ x K{! donc Kg’H’p(O, o) est aussi. O

Les fonctions sphériques
K5 BX\AX x GLy(F)\ GLy(Ap) — C

seront appelées des “noyaux globaux de la fonctorialité”, a cause de la
proposition suivante :

PRrROPOSITION 3.8.

(i) Pour toute famille de polynémes P = (P,).¢|x| et pour tout carac-
tére automorphe unitaire partout non ramifié

X = (Xz)ze\Xl : EX\AE‘/OgE - C’
la forme sphérique

G,H,
g d*t-x(t) - Kp™"(t,9) = Ky (9)
EX\AJ
est un vecteur de la représentation m = @ (pz)« (xz) de I'algébre
z€e|X|

de Hecke sphérique Hjl = @ HY,.
z€|X| ’
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Autrement dit, on a en toute place x € |X| et pour tout élément
H
ha € Hy g

Salﬁq (hﬂ?)('zzl (X)v Ry (X)) ’ KX
si la place x se scinde dans E en deux places x1 et x2,

Si(ha) (22 (x)?) - Ky
si la place x reste inerte dans E.

K, xhy =

(ii) Si de plus tous les polynémes P, sont des mondmes, toutes les
ormes g — associées aux caractéres automorphes unitaires
f g— Ky(g t t ph t
non ramifiés x de A}, sont non nulles.

Démonstration. — (i) En toute place x € | X|, les noyaux locaux K IG ’Fg’wz

et K f }fi’o ont été définis de telle facon que, pour tout élément h, € Hfm,
on ait

G,H, G,Hyyp  — *
KLPQC v * hz = I(:LPz v * ! pz(h$)7

G,H,0 _ 1 GHO —1 «
K. p " xhy =K. p "« py(hy).

4, 4 .. . H .
Il résulte alors de sa définition que la fonction K g’ P vérifie encore

K§MP s, = KPP st pr(h,), Vael|X], Yh, € HE.

x

L’assertion de (i) s’en déduit immédiatement.

(ii) Pour tous éléments t € G(A), g € H(A), on dispose des égalités

duap(u)- KSHY (¢ v 0\ (1 w). g) = chj’H’w(t,g) si vy =1dans F*,
P \o 1 0 1) 0 si oy EFXety#1,
F\Ap

et
/ du - p(u) - KGO (t, (1 “) -g) -0,

si du désigne la mesure de Haar sur Ap qui attribue le volume 1 au quotient
compact F\Ap.
On en déduit

1 wu
/ du - (u) ~Kg’H’p (t, (0 1) -g) = Z Kg’H’w(ét,g).
F\Ar SEEX

Puis, si

X: EX\AE/OgE — C*
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est un caracteére automorphe unitaire partout non ramifié, on obtient

eyt (5 3) )
# e f et w5 g ) o)

Ap
= H . d”ty - Xa(ta) - gngm(tmgz)
z€|X| Fy
z€|X|

x scindée dans F en
deux places 1 et z2

H Paj(zw(xw)Q) ’ W;){(;pml(Xa.)w_Zl(Xﬁ))(gI)

z€|X|
z inerte dans E

Comme tous les polynémes P, sont des mondémes et que presque tous
sont égaux a 1, cette fonction définie comme un produit sur toutes les places
x € | X| ne peut étre nulle.

A fortiori, la forme

g9~ Ky(9)
n’est pas nulle.
C’est ce que 'on voulait. O
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